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Introduccion

Este es un curso de cdlculo en varias variables. Como es tradicional la palabra “cdlculo”
aqui se refiere a aquellos computos que involucran derivadas o integrales de funciones.?
En los cursos anteriores esas operaciones se aplicaban a funciones de una sola variable
real. Ahora se va a abarcar funciones de mds variables — generalmente dos o tres variables
en la gran mayoria de los ejemplos.

Esto requiere cierta familiaridad con la estructura del plano real R? y del espacio
real tridimensional R3. Es importante poder visualizar las superficies y los sélidos que
servirdn como regiones de integracién; este curso tiene un contenido visual més alto que
los cursos anteriores, pero siempre al servicio de obtener las expresiones algebraicas o
las cantidades numéricas buscadas.

Programa de materias

1 Superficies y curvas

Rectas y planos en dos o tres dimensiones. Elementos de dibujo en el espacio tridi-
mensional R3. Superficies cuadraticas en R3: elipsoides, hipérboloides y paraboloides.
Curvas en el espacio R3, longitud de arco. Velocidad y aceleracién a lo largo de una
curva. La curvatura y la torsién de una curva, el uso del triedro mdvil para calcularlas.

2 Derivadas parciales

Funciones de dos o tres variables reales. Derivadas parciales de primer y segundo
orden, vectores gradientes y derivadas direccionales. Planos tangentes y rectas nor-
males. La regla de la cadena en varias variables. Derivacién implicita. La férmula de
Taylor en varias variables. Puntos criticos y su clasificacién. Extremos absolutos en
regiones con borde. Extremos ligados, multiplicadores de Lagrange.

'La palabra latina calculus, el diminutivo de calx (piedra caliza) originalmente denotaba una pequeiia
piedra usado para contar o ayudar cdmputos aritméticos.
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3 Integrales multiples

Integrales dobles de regiones planas. Regiones planas no rectangulares, cambio del
orden de integraciéon. Cambio de variables en integrales dobles. Integrales triples:
parametrizacién y graficacién de regiones sélidas en R3. Clculo de dreas y volimenes
por integrales dobles y triples. Uso de coordenadas cilindricas y esféricas en R3.

4 Analisis vectorial

Integrales de linea. Parametrizacién de curvas en R? y R3. Campos vectoriales con-
servativos y sus funciones potenciales. El teorema de Green en el plano R?. Integrales
de superficie. Parametrizacién de superficies en R3. Calculo de flujos de un campo
vectorial. El teorema de Gauss para superficies cerradas. Orientacién de superficies
con borde. El teorema de Stokes.

Bibliografia

En la pdgina web del curso, se colocard semanalmente unos apuntes detallados. Abun-
dan los libros sobre calculo en varias variables; a continuacion se ofrece una seleccién de
libros recomendables.

1 Tom M. Apostol, Calculus 2, 22 edicién, Reverté, Barcelona, 1985.
2 Juan Félix Avila Herrera, Cdlculo en varias variables. Editorial UCR, San José, 2017.
3 Boris P. Demidovich, Problemas y ejercicios de andlisis matemdtico, Mir, Moscu, 1977.

4 C. Henry Edwards y David E. Penney, Cdlculo con trascendentes tempranas, 7% edicion,
Pearson Educacion, México, DF, 2008.

5 Stanley I. Grossman, Calculus, Academic Press, New York, 1981.

6 Jerrold E. Marsden y Anthony J. Tromba, Cdlculo vectorial, Addison-Wesley Latino-
americana, Wilmington, DE, 1991.

7 James Stewart, Cdlculo en varias variables, 8 edicién, Cengage, México, DF, 2018.
(Disponible para lectura en linea en (http://sibdi.ucr.ac.cr/buscardbb.php))
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I Superficies y curvas

At any given Point of a given Curve, to find the Quantity
of Curvature. There are few Problems concerning Curves
more elegant than this, or that give a greater Insight into
their nature.

— Isaac Newton'

1.I. Geometria analitica plana

Antes de abordar superficies y curvas en el espacio tridimensional, conviene hacer un
breve repaso de las rectas y algunas curvas en el plano.

Los puntos del plano real R? se denotan por sus coordenadas cartesianas (x,).
El espacio real tridimensional se denota por R® y sus puntos tiene tres coordenadas
cartesianas: el punto general es (x,y,z). Las coordenadas de puntos serdn reales (no
complejas) a lo largo de este curso.

En R3, conviene usar una notacidn vectorial: se escribe

F=(x1,z2)
para denotar la posicién de un punto del espacio. Esta cantidad 7 se llama un vector.
Los vectores se pueden sumar y es posible multiplicar un vector por un nimero real (un
escalar):
F1+7y=(x1+x2,y1 + Y2, 21 +22), cF = (cx,cy,cz).
Rectas en el plano R?
Una recta en R? tiene una ecuacién de primer grado:

Ax+By+C=0,

con A% + B% > 0 (es decir, se prohibe el caso A = B = 0, por razones obvias).
La recta que pasa por el punto (xo, yo) con pendiente m tiene la ecuacion:

Yy — yo = m(x — xp).

La recta que pasa por dos puntos distintos (x1,y1) y (x2,y2) tiene la ecuacién:

(y2 —y1)(x —x1) — (x2 = x1)(y —y1) = 0. (1.1)

Esta ecuacion (a) es de primer grado; y (b) pasa por los dos puntos indicados.

"En el libro The Method of Fluxions and Infinite Series, publicado pdstumamente en Londres, 1736.
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La ecuacion anterior se puede reorganizar en la forma:2

y—-y1  X—X1

Y2 — X2 — X1

y estas fracciones determinan una nueva variable auxiliar o parametro ¢, al poner
_ y—1u o X—x1
Y2—-yYr x2—x1

t:

Nétese que los denominadores son constantes; al escribir a = xo —x1 y b = ya2 — yj, el

sistema
y—-y1 _ x—x1

=t
b a
se convierte en un par de ecuaciones:
X =x1+at
(1.2)
y=1y +bt

que representa la misma recta en forma paramétrica. Se ha reemplazado la sola ecuacién
(1.1) por dos ecuaciones, que involucran una variable extra t (el pardmetro). Ahora bien,
si se elimina la t de entre estos dos ecuaciones, se regresa a la sola ecuacién (1.1) en las
variables originales x, y.

(x,y) bz 02)

- (x1,y1)

(0,0) *
Figura 1.1: Una recta que pasa por dos puntos del plano R?
El parametro ¢ sirve para identificar los puntos individuales de la recta. Al restaurar
a=xy—x1yb=ys—y; enlaférmula (1.2), se obtiene

x =x1 +t(xg — x1),

y=y1+t(y2 —y1),

’Esta igualdad de fracciones es equivalente a la ecuacion (1.1), excepto si x; = x1 o bien y; = y1,
porque en tales casos uno de los denominadores es cero. Para tomar esos casos en cuenta, se decreta que
si el denominador vale 0 entonces el numerador es también 0. Asi pues, si x5 = x;, se deduce que x = x1
(una recta vertical); y si y2 = y1, se concluye que y = y; (una recta horizontal).

I-2
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o bien:

x=(1-1t)x1+1tx2

.3)
y=(1-ty1 +tyz (r:3

Esta formula representa la recta que pasa por dos puntos distintos (x1,y1) y (x2,y2), ahora
en forma paramétrica. Cuando t = 0 se ve que (x,y) = (x1,y1); cuando t = 1 se ve que
(x,y) = (x2,y2). Los valores 0 < ¢ < 1 corresponden a los puntos del segmento de recta
con extremos (x1,y1) y (x2,y2); véase la Figura 1.1.

Los otros valores de t, es decir, los casos t < 0yt > 1 respectivamente, corresponden
a las dos semirrectas complementarias a ese segmento.

Curvas cuadraticas en R?

Una ecuacion de segundo grado en el plano es de la forma
Ax? + 2Hxy + By? + 2Gx + 2Fy + C = 0. (1.4)

Dependiendo de las coeficientes A, B, C, F, G, H en esta férmula, esta ecuacién representa
curvas de diversa naturaleza. Por ejemplo,

x> +1y*> =0 esunsolopunto (x,y) = (0,0).
Peor todavia, la ecuacion
x*+ y2 +1=0 esuna curvavacia,

que no tiene punto alguno porque la ecuacion no tiene solucion para x, y numeros reales.
(En este curso, no interesan las soluciones complejas.)

» Al excluir tales “casos degenerados”, queda el caso reducible en donde el lado izquierdo
se factoriza en el producto de dos expresiones de primer grado:

(A1x + B1y + C1)(Agx + Boy + Co) = 0.

Esta ecuacién representa el par de rectas Ajx + Bjy +C; =0y Asx + Boy + Co = 0. Un
punto (x, y) sobre cualquiera de estas dos rectas cumple la ecuacién compuesta.

» La mayoria de las ecuaciones cuadraticas no son degenerados ni reducibles. Se desta-
can tres casos importantes (Figura 1.2):

2 2

., X . . .
(@) Laecuacion — + ke 1 es una elipse con semiejes a > 0y b > 0.
a

Cuando a = b, este es x? + y? = a2, el circulo de radio a centrado en (0, 0).

I-3
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(a) elipse (b) hipérbola (c) parabola

Figura 1.2: Curvas cuadraticas irreducibles

2 2
.7 . s e x
(b) La ecuacién PRl =1 es una hipérbola con asintotas: — =+ % =
a a
Las asintotas de la hipérbola son dos rectas, que no tienen puntos en comun con la
2 2
. . .z /.- . X
hipérbola porque vienen de la ecuacion cuadratica: reducible — — Z—z =0.
a

(¢) Laecuacién y2 = 4cx es una pardbola. La recta y = 0 (que es el eje x) es un eje de
simetria de esta parabola: la reflexién x’ = x, y’ = —y deja la parabola invariante.

Ahora bien: cualquier transformacién (x,y) — (x’,y’) del plano que lleva rectas en
rectas tiene la forma general:

x=I1x"+my +n,
y=px'+qy +r,

con Iq — mp # 0. Tales cambios de coordenadas no cambian el aspecto general de una
curva cuadratica. Resulta que cualquier curva no degenerada con ecuacion cuadrdtica
irreducible puede cambiarse, de este modo, en una de las tres formas mencionadas: es
una elipse, una hipérbola o una parabola.

1.2. Planos y rectas en R3
Planos en el espacio R>
En el espacio tridimensional, una ecuacion de primer grado representa un plano:
Ax+By+Cz+D =0,
con A% + B2+ C? # 0. [ Se prohibe el caso A = B = C = 0, porque no da informacién

sobre la ubicacién de los puntos (x, y, z). |

I-4
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X

Figura 1.3: El plano que pasa por el punto 7 con vector normal 7

Un plano que pasa por el punto (xp, yo, z0) tiene una ecuacién de la forma

A(x —x0) + B(y —yp) + C(z — z9) = 0. (1.5a)

El lado izquierdo de esta ecuacidn es un producto escalar (producto punto) de vectores:

n-(r-7rg) =0, (1.5b)

donde i = (A,B,C), ¥ = (x,y,2), Fo = (X0,Y0,20); Y ¥ — Fo = (X = X0, Y — Yo, Z — 20).

(El producto punto de dos vectores u = (a,b,c) y o = (I, m,n) es el nimero real
u -0 :=al+bm+cn.)

Dos vectores en R3 son ortogonales (o perpendiculares) si y solo si su producto punto
es igual a 0. La ecuacién (1.5b) dice que el vector fijo n es ortogonal al vector variable
r — ro que se representa por una flecha desde el punto 7 al punto 7. Entonces el plano
comprende el punto particular ro y todos los otros puntos 7 que cumplen esta condicion.
(Véase la Figura 1.3.) Este n es un vector normal al plano. La direccién del vector n
determina la inclinacién del plano; el punto 7 ubica este plano entre la familia de planos

paralelos con esa misma inclinacién.

» Tres puntos (no colineales) determinan un plano. Para obtener el plano que pasa por
tres puntos ¥, 71, F2, se puede aceptar el primer punto 7 y usar la féormula (1.5b) para
escribir la ecuacién del plano; sélo falta averiguar el vector normal n. Ahora las flechas
r1 —Foy ra — ro representan direcciones en el plano y n debe ser ortogonal a ambas
flechas. Por eso, se toma:
n=(r;—ro) x (F2—¥o).

Se debe recordar que el producto cruz it X o es un vector en R3 que es ortogonal a u y
también a 3; y que &2 X o = 0 si y solo si , 3 son paralelos (es decir, proporcionales). La
férmula anterior da 7 = 0 si y solo si 71 — Fo y F2 — Fo son proporcionales, si y solo si 7o,
r1, r5 son colineales — en cuyo caso determinan una recta y no un plano.

I-5
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Rectas en el espacio R>
Una recta en el espacio tridimensional es simplemente la interseccion de dos planos:
Aijx + Bly +Ciz+ D7 =0,
Azx + Bzy + CzZ +Dy =0.
Luego, se requiere dos ecuaciones de primer grado para caracterizar una recta en R3,

» Tal como se hizo en R?, es posible introducir un pardmetro t que marca los diversos
puntos de la recta. La forma paramétrica de las ecuaciones de una recta entonces requiere
tres ecuaciones (siempre de primer grado) en las cuatro variables x, y, z, t.

Por ejemplo, la recta que pasa por un punto 7o = (xo,yo,20) en la direccién o =
(I, m, n) —un vector constante, no nulo — obedece

rF=ro+to, t € R. (1.6a)
Esta ecuacion vectorial es equivalente a tres ecuaciones escalares:

x = xg + It,
Yy = yo + mt, teR.

zZ = zo + nt,
Al despejar la variable ¢t de cada una de ecuaciones, se obtiene

x—xo_y—yo_z—zo_t
l m n

Ahora se puede suprimir la dltima ecuacion, eliminando la variable extra t. El resultado
es la llamada forma simétrica de las ecuaciones de la recta:
X—Xo Y—Yo 2Z2—20
I m n

(1.6b)

Fijese bien: al haber eliminado el pardmetro ¢, quedan dos ecuaciones (hay dos signos de
igualdad visibles) para las variables cartesianas x, v, z.

» La recta que pasa por dos puntos, 71 = (x1,y1,2z1) ¥ F2 = (x2,92, 22), puede anali-
zarse de modo similar. Sus ecuaciones vienen de la férmula (1.6a) al cambiar 7o enrq y
al tomar o = r5 — r1. Su forma paramétrica es entonces:

r=(1-t)r1+try con te€R. (1.72)

De nuevo, el valor t = 0 corresponde al punto r = r1, el valor t = 1 corresponde al
punto ¥ = ro; y el rango de valores 0 < t < 1 corresponde al segmento de recta con los
extremos r1 y Fo.

1-6
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La forma simétrica correspondiente (después de eliminar t) es:

x—xlzy—ylzz—zl (I7b)
Xo—X1 Ya—Y1 Za—21 '

Si algin denominador es 0, el numerador debe ser O también. Por ejemplo, si y; = y»
pero x; # Xa y z1 # 22, este ultimo par de ecuaciones es lo mismo que

X —X1 zZ— 21

= s y:yl'
X2 — X1 29 — 21

Elementos de dibujo en R?

En el espacio tridimensional real, denotado por R, se denota el origen por 0; los tres
) — - > .
ejes coordenados Ox, Oy, Oz forman un triedro que se representan en un plano (una

hoja de papel o una pantalla) como sigue. El eje y positivo (esto es, la semirrecta O_y>)
apunta hacia la derecha; el eje z positivo apunta hacia arriba; y el eje x positivo apunta
“hacia adelante”. Se traza el eje x en una direccién aproximadamente sur-oeste, para
crear la ilusion 6ptica de una flecha que sale del plano yz de modo perpendicular: véase
la Figura 1.4.

X

Figura 1.4: El triedro de los ejes cartesianos

Un plano se representa por un paralelogramo, que indica su posicion e inclinacién de
modo esquematico. (Se quiere indicar una ldmina de acrilico transparente que ocupa la
posicién del plano en el espacio. Véase la Figura 1.3.)

Si se conoce los tres puntos en donde el plano corta los €jes, el tridngulo formados por
estos tres vértices también sirve para representar el plano. A veces conviene extender los
lados del tridngulo un poco, para indicar que el plano se extiende en el espacio pero in-
cluye el triangulo con los vértices dados. Los planos coordenados (el plano xy, horizontal,;
el plano xz y el plano yz, verticales) quedan delineados por los ejes cartesianos.

I-7
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Una superficie que no sea un plano puede representarse por un sistema de cortes
verticales y horizontales, como sigue.

o Al poner x = 0, se obtiene la interseccién de la superficie con el plano yz (vertical,
de la hoja o pantalla), que en muchos casos — aunque no siempre — es la silueta de
la superficie.

o Al poner y = 0, se obtiene la interseccion de la superficie con el plano xz (vertical
pero lateral).

¢ Al poner z = k para varios valores constantes de k, se obtiene las cortes horizontales
de la superficie a las alturas k.

Todas estas curvas sirven para montar una representacion visual de la superficie.

X

Figura 1.5: El paraboloide eliptico x? + y? = 4z

Ejemplo 1.1. Para dibujar la superficie x? + y? = 4z se trazan las siguientes curvas:
o Corte x = 0: se obtiene la curva y? = 4z en el plano yz, la cual es una pardbola.

o Corte y = 0: se obtiene la curva x? = 4z en el plano xz, la cual es otra parabola.

o Cortes z = k: se obtiene la familia de curvas horizontales x?+y? =4k en los

planos respectivos z = k. Si k > 0, estos son circulos de radios 2Vk. Si k = 0, la
“curva” se reduce a un punto, el origen. Si k < 0, la ecuacién x2 + y? = 4k no tiene
soluciones reales; por eso, no hay puntos de la superficie debajo del plano z = 0.

Al trazar las dos parabolas y dos o tres de los circulos, se obtiene la forma de una canasta
redonda: Figura 1.5. Esta superficie es un paraboloide eliptico. o

Ciertas lineas de este dibujo quedarian ocultas detras de la superficie si la parte
anterior se vuelve opaco. Es costumbre trazar lineas quebradas para indicar las curvas
que estarian escondidas en tales condiciones.

I-8
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Figura 1.6: El cono recto circular x? + y? = 22

2

Ejemplo 1.2. Para dibujar la superficie x2 +y? = z2 se trazan las siguientes curvas:

2

o Corte x = 0: se obtiene y? = z2 en el plano yz; este es una par de rectas y = + z.

o Corte y = 0: se obtiene x2 = z2 en el plano xz; este es otro par de rectas x = + z.

o Cortes z = k: se obtiene la familia de curvas horizontales x?+y? =k? en los
planos respectivos z = k. Si k # 0, estos son circulos de radios Vk* = |k|. (En este
caso, k puede ser negativo.) Si k = 0, la “curva” se reduce a un punto, el origen.

Al trazar las cuatro rectas y algunos de los circulos, se obtiene la forma de un cono (de
dos embudos), con un “vértice” en el origen: véase la Figura 1.6. Esta superficie es un
cono recto circular. O

Ejemplo 1.3. Para dibujar la superficie 4x? +y? = 4 se trazan las siguientes curvas:

o Corte x = 0: se obtiene y? =4 en el plano yz; este es una par de rectas y = + 2.
Estas rectas son verticales, porque sus ecuaciones no dependen de la altura z.

o Corte y = 0: se obtiene x? =1 en el plano xz; este es otro par de rectas x = + 1,
que son también verticales.

o Cortes z = k: se obtiene la familia de curvas horizontales 4x2+y? =4 en los
planos respectivos z = k. Todas ellas son elipses de semiejes 1 y 2, colocadas a
varias alturas.

Al trazar las cuatro rectas y algunos de los circulos, se obtiene la forma de un cilindro
recto eliptico: Figura 1.7. o

1-9
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Figura 1.7: El cilindro recto eliptico 4x? + y? = 4

Ejemplo 1.4. Algunas otras superficies que se pueden trazar, mediante la técnica de los
cortes verticales y horizontales, son las siguientes:

(@) Elelipsoide x% + 4y2 +92z% = 36.

(b) El hiperboloide de un manto %+ y2 - 22 =4.

(c) Elcilindro parabdlico y = x2. o

1.3. Superficies especiales en R>

La clasificacién de superficies cuadréticas en el espacio R® es mas compleja que la
clasificacién de las curvas cuadraticas en R2. En este curso no se abordard este problema
en su totalidad, sino que se considerard ejemplos tipicos de tales superficies.

Esferas

Una esfera posee un centro (xo, yo, z0) y un radio R; es la totalidad de puntos (x, y, z)
cuya distancia del centro es igual a R. La férmula de Pitdgoras para el cuadrado de esta
distancia produce la ecuacion de la esfera:

(x —x0)% + (y — yo)* + (z — 20)* = R%. (1.8)
Al expandir las paréntesis, este es lo mismo que
x2+y2+z2 —2xox—2yoy—2202+x(2)+y(2)+zg ~R*=0.

Entonces se ve que una ecuacién cuadratica representa una esfera si y solo si su parte
cuadrdtica es (un multiplo constante de) X2+ y2 + z2. De hecho, la ecuacién cuadrética

x2+y? +22+2Gx +2Fy+2Ez+C =0

representa una esfera, con centro (-G, —F, —E) y radio R = VG2 + F2 + E2 — C.
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Cilindros

Un cilindro es una superficie formada por una familia de rectas paralelas, llamadas
generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz.

Un caso conocido es el cilindro recto circular x? + y? = a?, formado por una familia
de rectas verticales (todas ellas paralelas al eje z). Cada una de estas rectas pasa por un
punto del circulo horizontal de centro (0,0,0) y de radio a. Dicho circulo es la curva
directriz. La recta vertical x = acosf, y = asen pasa por el punto (acos 6, asen6,0)
del circulo. La unién de todas estas rectas generatrices es el cilindro.

El cilindro recto eliptico de la Figura 1.7 es algo parecido: las generatrices son las
rectas verticales que lo conforman; la elipse 4x2 + y? = 4 en el plano z = 0 es una curva
directriz.

Conos

Un cono es una superficie formada por una familia de rectas, sus generatrices, que
pasan por un punto fijo, el vértice del cono, y también por los puntos respectivos de una
cierta curva directriz.

Un caso conocido es el cono recto circular x* + y? = z2, formado por una familia de
rectas que pasan por el origen (0, 0,0). Cada una de estas rectas pasa también por un
punto del circulo horizontal de centro (0,0, 1) y de radio 1, el cual es una curva directriz.
La recta oblicua: x =tcosf,y=tsenf, z =1t pasa por el origen (cuando t = 0) y por el
punto (cos 8, sen 6, 1) de ese circulo; la unién de todas las rectas generatrices es el cono.

Superficies de revolucion

Una superficie de revolucion se forma por una familia de circulos generatrices en
planos paralelos, cuyos centros son los puntos de una recta fija, el eje de la superficie de
revolucion, perpendicular a esos planos; ademas, los circulos generatrices deben pasar
por los puntos respectivos de una cierta curva directriz.

Cuando el eje es uno de los ejes coordenados, esta descripcion se puede simplificar.
Por ejemplo, si el eje de una superficie de revolucién coincide con el eje z cartesiano,
entonces cada circulo generatriz queda en un plano horizontal z = t (perpendicular al
eje, que es vertical) con centro en el punto (0, 0, t) de ese plano:

x2+y2:r2, z=1.

El radio r del circulo depende de t: la dependencia viene de una relacién f(r%t) = 0
que define la silueta (la cual es la curva directriz).
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En breve, al reunir todos los requisitos se llega a una férmula:
2, .2
f(x"+y2) =0, (1.9)
la cual es la ecuacion de la superficie de revolucién alrededor del eje z.

Dicho de otra manera: si una superficie tiene una ecuaciéon de la forma (1.9), en
donde las variables x, y aparecen tinicamente en la combinacién (x? + y2), entonces se
trata de una superficie de revolucion cuya eje es el eje z. Unos ejemplos son los cilindros
rectos circulares x? + y? = k2, el cono x? + y? = z? y el hiperboloide x? + y? — 22 = 1.

De modo similar, una ecuacién de la forma f(x?+22, y) = O representa una superficie

de revolucién alrededor del eje y; y una ecuacién de tipo f(y? + z2, x) = O representa
una superficie de revolucién alrededor del eje x.

Elipsoides

Un elipsoide es una superficie cerrada, de extension finita, formada por la distorsién
de una esfera en tres direcciones ortogonales. Sus cortes planas son elipses. La ecuacién
cuadrdtica:

—+=5+==1 (1.10)
representa un elipsoide con centro en el origen y tres semiejes a > 0, b > 0, ¢ > 0.

La ecuacién (1.10) implica que x> < a2, y?> < b?, 22 < c2. Esto significa que el
elipsoide queda encerrado en la caja rectangular cuyos 8 vértices son (+a, +b, +c).

Hiperboloides

Al cambiar uno o dos de los signos al lado izquierdo de (1.10), se obtiene otras super-
ficies cuadraticas, llamados hiperboloides. Algunas de sus cortes planas son hipérbolas,
otros son elipses.

Con un solo signo negativo al lado izquierdo, se obtiene un hiperboloide de un manto,
una superficie no acotado pero conexo; por ejemplo:

=1. (1.11)

Con dos signos negativos al lado izquierdo, se obtiene un hiperboloide de dos mantos,
una superficie no acotado y disconexo:

— - ——-==1. (1.12)

En este caso, z2/c2 = 1+ x?/a? + y?/b?® > 1, asi que z > ¢ o bien z < —c. La franja
horizontal entre los dos planos paralelos z = ¢ y z = —c¢ no contiene puntos de esta
superficie. Por lo tanto, este hiperboloide queda separado en dos “mantos”.
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Paraboloides

Otros dos tipos de superficies cuadraticas son las paraboloides, que a su vez se
dividen en dos clases. La superficie
2 .2
Yy
+ —_—
b2
es un paraboloide eliptico: sus cortes por planos verticales son parabolas mientras sus
cortes por planos horizontales o oblicuas son elipses.
Un ejemplo de un paraboloide hiperbdlico es la superficie

=z (1.13)

QN| =

N
v|tc
| o

=z. (1.14)

QN| =

Sus cortes por planos verticales son pardbolas, pero sus cortes por planos horizontales o
oblicuas son hipérbolas.

Los ejemplos presentados en los ejemplos (1.10) a (1.14) son casos especiales de la
ecuacion cuadratica general en tres variables. Se puede obtener gran cantidad de otros
ejemplos por cambios de coordenadas cartesianas (por ejemplo, traslacién del origen o
rotacion del triedro de los ejes).

Un sexto ejemplo es el cono eliptico:

2 2 2

y*z
+ b_2 = 0_2 (1.15)
que tiene un punto singular en el origen. Resulta que estos seis ejemplos tipifican las
diversas cualidades geométricas de las superficies de segundo orden.3

le =

I.4. Curvas en el espacio R>
La trayectoria de una curva en el espacio R® se parametriza por una funcién vectorial:
r(t) = (x(t),y(t),z(t)), con teR.

Las primeras dos derivadas de esta funcién dan la velocidad o (t) y la aceleracién a(t)
de esta trayectoria:

5(t) =7 (1) = (x'(1).y' (1), 2/ (1)),
a(t) =o'(t) =7"(t) = (x" (1), y" (1), 2" (1)).
3Hay muchas aplicaciones graficas aptas para trazar dibujos de estas superficies cuadraticas. Se reco-

mienda, por ejemplo, la tabla ilustrada en la pagina 837 de libro: James Stewart, Cdlculo en varias variables,
8? edicién, Editorial Cengage, 2018.
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La rapidez del recorrido es la longitud ||#’(t)|| del vector de velocidad,

I# (Ol 1= x (02 + ()2 + 2/ ()2

La longitud de arco de la curva, que se mide a partir de un punto 7o = 7 (o) — donde
to = 0 en la mayoria de los casos — es la integral indefinida de la rapidez del recorrido:

t
s(t) ::/ I7" (7)|| dr. (1.16a)
to

Por el teorema fundamental del célculo, la derivada de s(t) es la rapidez:
s'(t) = [IF (D). (1.16b)

En estos apuntes, siempre se supondrd que la parametrizacién r(t) es regular. Esto
quiere decir que la velocidad del recorrido nunca se anula: ' (t) # 0 para todo t. Entonces
el punto 7(t) avanza sobre la trayectoria,* sin pausar ni detenerse (ni mucho menos
retroceder por el camino). En consecuencia, la rapidez es siempre positiva: s’(t) > 0 para
todo .

(1)
r( r(t) y

Figura 1.8: Una curva espiral, la hélice

Ejemplo 1.5. La hélice r(t) = (cos 3t,sen 3t,4t). Véase la Figura 1.8.
Su velocidad es
7'(t) = (-3 sen 3t, 3 cos 3t, 4).

La rapidez del recorrido es

I7(¢)|| = V9 sen2 3t + 9 cos2 3t + 16 = VO + 16 = 5.

4Un detalle de terminologia: la trayectoria de una curva es la totalidad de puntos de R3 por donde
pasa; la curva en si incluye el recorrido (en funcién del tiempo) sobre esa trayectoria. Es ttil imaginar
la trayectoria como un alambre fino suspendido en el espacio, y sobre este alambre camina una hormiga
pequeiia; la curva es la historial de esa hormiga.
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En este caso particular, el recorrido tiene rapidez constante, aunque la velocidad 7' (t)
no es constante, sino que cambia continuamente de direccién. La aceleracion es

7" (t) = (=9 cos 3t,—9 sen 3t, 0),

que es un vector horizontal dirigido hacia el eje z (Figura 1.8).
La longitud del arco, medida a partir de 7 (0) = (1,0, 0), es

t
s(t) ::/ 5dr = 5¢.
- 0

Como t = s/5, es posible reparametrizar la curva, usando s como nuevo parametro:

. ( 3s 3s 43)
r(s) = cosg, sen —, —|.

5 5

Fijese que cos? 3t + sen® 3t = 1, asi que esta curva se describe en la superficie del
cilindro x? + y?> = 1. (La relacién z = 4t dice que la altura del punto #(t) sube con
un ritmo constante, proporcional a la velocidad angular de rotacién de su “sombra”
(cos 3t,sen 3t,0) en el plano xy.) Nétese también que

——Ssen —, — COoS —

dr (3 3s 3 3s 4)

ds 55 55 55
el cual es un vector de longitud 1 (es decir, un “vector unitario”). O
2 43
Ejemplo 1.6. La curva ctbica r(t) = (t, T E) Véase la Figura 1.9.
2
Su velocidad es
7 (1) = (1L, V2t 12). (1.172)
La rapidez del recorrido es
17 ()] = V1 + 2122 +t4 =1+ 2 (1.17b)

y la longitud de arco, medida a partir de 7 (0) = (0,0, 0), es

t
s(t) = / (1+7%)dr=t+1
0

Es posible despejar t en términos de s, al resolver la ecuacién t3 + 3t — 3s = 0, pero esto
conduciria a férmulas engorrosas para las componentes de 7 (s). En general, no vale la
pena despejar t = t(s) explicitamente.
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Figura 1.9: Una curva cubica que pasa por el origen

En todo caso, se debe notar que la funcién s = s(t) es una funcién estrictamente
creciente, al ser la integral de una funcién s’(t) > 0. Una funcién creciente posee
una funcién inversa, porque a cada valor de s le corresponde un solo valor de t. Es
recomendable prescindir de la formula explicita para esta funcién inversa ¢t = ¢(s), porque
se puede calcular las derivadas como dr /ds mediante la regla de la cadena:

dF _di/dt _F(1) | F()
ds ds/dt  s(t) | |IF O

Fijese que este vector es unitario (es decir, su longitud es 1). Ademads, es un multiplo del
vector tangente 7' (t). Conviene denotarlo por T (t), el vector tangente unitario en el
punto 7 (t) de la curva:

- o F(1)
e T(t) = ol (1.18)

Para la curva ctibica en cuestion, del par de férmulas (1.17) se obtiene en seguida:

ar - 1 2t t2
T oT@) = V2t ,
ds 1+1t2 1+1t2 1+1t2

sin la necesidad de despejar t en funcién de s. o

Ejemplo 1.7. La curva alabeada 7 (t) = (2 cosh 3t, —2senh 3¢, 6t). Véase la Figura 1.10.
Su velocidad es
#'(t) = (6 senh 3t, —6 cosh 3t, 6).

La rapidez del recorrido es

I ()] = V36 senh? 3¢ + 36 cosh? 3t + 36 = V72 cosh? 3¢ = 6V2 cosh 3t,

al usar la férmula cosh? x = 1 + senh? x.
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Figura 1.10: Una curva levemente alabeada

La longitud de arco, a partir de 7(0) = (2,0, 0), es
t
s(t) := / 6V2 cosh 37 dr = 2V2 senh 3t.
0

El vector tangente unitario es

-/
R (1) 1 ~, 1 1 1
T(t)=— = r(t) = (— tanh 3t, ———, — sech 3t].
17 (1)l 6V2 cosh 3t V2 V2 V2
[ Para hallar este vector, no era necesario reparametrizar la curva en términos de s.
En este caso, es factible cambiar de pardmetro, porque la ecuacién s = 2V2senh? 3¢

admite la solucion

t= %log(s+ Vs +8) — %logZ.

Al sustituir esta expresién en r(t), resulta

2+8
S ,—i,Zlog(s+ Vs2 +8) — 3log2|.

2 2

Se puede verificar ahora que las férmulas para dr /ds y para T (t) coinciden, al emplear
una vez mas la sustitucion t = t(s) de arriba; pero este es un calculo arduo. En fin, es
mads aconsejable efectuar todos los célculos en términos del pardmetro original . | O

r(s) = (

La aceleracion y sus componentes

En términos del vector tangente unitario T (¢), la velocidad es simplemente

3(t) =7 (1) =5 () T(¢).
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La derivada de esta relacidn es, por la regla de producto,
a(t) =7"(t)=s"() T(t) +s () T (). (1.19)

El segundo sumando a la derecha no es paralelo a la direccién tangente. Lejos de eso,
resulta ser perpendicular a esa direccién. De hecho, como el vector tangente T (¢) tiene
longitud constante (igual a 1) por su definicién, asi que

T(t) -T(t) =TI =1,
su derivada es cero:>
d - > =/ = = =/
E(T(t) T(8)=T () -T(t)+T(t)-T(t)
= ZT(t) -T’(t) =0. (1.20)

-/ -
Esto significa que el vector T (t) es ortogonal (perpendicular) al vector tangente T (t).
=/
Sin embargo, el vector derivado T (¢) no es unitario, en general. El vector de longitud 1
que apunta en esa direccion es el vector normal unitario, N (t), definido por:

ﬁ(t) _&

= — . (1.21)
T ()l

El vector de aceleracién a(t) es entonces, por la formula (1.19), una suma de dos
pedazos, uno en la direccién tangente y otro en la direcciéon normal. Sus componentes
en estas dos direcciones son

ar(t) :=a(t)-T(t), an(t):=a(t) - N(1). (1.22)
La componente tangencial se obtiene inmediatamente de (1.19):
ar(t) = s"(1).

Para calcular la componente normal ay(t), es necesario examinar mas de cerca la mag-
=/
nitud del vector T (t).

5Nétese que aqui se ha aplicado la regla del producto a un producto de vectores, sin mayor explicacion.
Se invita al lector chequear que esto es valido, y andlogamente para el producto cruz. Explicitamente,
L(@(t)-o(t) =a'(t)-o(¢) +u(t) - '(t) y también £ (ii(t) x 3(t)) = @' (t) x 5(t) + () x 3'(¢). Es
cuestion de expandir estas férmulas en sus tres coordenadas cartesianas.
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El triedro movil {".7", N , ]§}
Se debe recordar que T(t) = dr /ds es un vector unitario. Al derivarlo con respecto
a s en vez de t, la regla de la cadena implica que
ar (1)
ds  s'(1)°

- -/ -
Entonces dT /ds, que es proporcional a T (t) y también a N (¢): apunta en la direccién
normal a la curva.
Se define la curvatura x(t) de la curva, en el punto r(t), como la longitud de ese
vector:

Tl
= —s’(t) ) (1.23)

af

k(t) := T

Esto dice, por un lado, que ||’.7"'(t)|| = k(t) s’(t); y por otro, que

=

ar N
25 KON,

o bien, lo que es lo mismo,
T'(t) = k() s'(t) N(¢).

Vale la pena introducir un tercer vector unitario, para completar la descripciéon de
la curva t +— 7(t). Como T (t) y N (t) son vectores unitarios y ortogonales, su producto
Cruz en un tercer vector unitario, ortogonal a ellos dos:®

B(t) :=T(t) x N(¢). (1.24)

Este B (t) se llama el vector binormal unitario a la curva en el punto 7 (t).
Para cada valor de t, el juego de estos tres vectores

(T (t),N (1), B(t)}

es un triedro (dreiecks, en alemdn), esto es, un triple de vectores unitarios y mutuamente
ortogonales. Se puede considerarlo como sistema de referencia cartesiana, que difiere
del sistema estdndar {1, J, E} por una rotacién del espacio ambiente R2. Su orientacién
en R® cambia con el avance del punto 7(t): por eso se habla del triedro mévil de la
curva.

®La longitud del producto cruz de dos vectores en R® es dado por la férmula ||z x 7|| = ||u]| ||2|| | sen 6]
donde 6 es el dngulo entre u y o, determinado por 1 - o = ||it|| ||2|| cos 6. Siu, v son ortogonales, i -v = 0,
entonces cos = 0 y por ende sen § = +1; en tal caso, se ve que |[u X 9| = ||z]| ||7]].
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Figura 1.11: El triedro mdvil de la hélice

Ejemplo 1.8. Lahélice 7 (t) = (cos 3t, sen 3t, 4t) de nuevo (continuacién del Ejemplo 1.5).

Se sabe que

> r(t 7 (t 3 3 4

T(t) = i,( ) = r/( ) = (——sen3t, — cos 3t, —).
IF I s'(0) 5 5 5

Entonces

ds  s(t) 5
Su longitud es x(t) = 9/25: la hélice tiene curvatura constante. Al dividir dT /ds por k(t),
se obtiene el vector normal unitario:

ar T T«
_ () - @) = —2c053t,—zsen3t,0 .
25 25

ﬁ(t) = (—cos 3t,—sen 3t,0),

que efectivamente es unitario y ortogonal a T( t). Este vector es horizontal (su compo-
nente z es cero) y apunta hacia el eje z. [ Su negativo, -N (t) = (cos 3t,sen 3t,0), apunta
hacia afuera. ||

El vector binormal unitario es

1 —%senSt —cos 3t
- =3 — - 4' 4' 3
B(t)=T(t) x N(t) =1J %coth —sen 3t| = gsenSt,—gcos?)t,g . O
k 4 0

5

Observacion. En el célculo anterior del producto cruz, se empled una notacion de deter-
minante 3 X 3. En general, suu = (a,b,¢c) yo = (p,q,r), se usa el formalismo:

P
q| =1(br —cq) — j(ar = cp) + k(aq — bp)
rl = (br—cq, cp —ar, ag — bp).

%

X

Ql

I
U~y ~
o S Q

En la primera columna aparecen los vectores 7 = (1,0, 0), 7 = (0, 1,0), k = (0,0,1).

I-20
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Ejemplo 1.9. La curva cibica 7(t) = (t, 2 /N2, 13/ 3) de nuevo (continuacién del Ejem-
plo 1.6). En este caso, s’(t) = 1 + t2, por la férmula (1.17b). Se obtuvo:
?’(t)_( 1 V2t 2 )

(1) \1+127 142" 1+1¢2

T(t) =

Entonces

dT T’(t)_:?’(t)_( 2t V2(1-13) 2t )

ds s(t) 1+£22 |\ (1423 (1+2)° " (1+12)3

Este vector es (1 + t2)73 veces (—2t, V2(1 — t2), 2t); en vista de que

(=26, V2(1 = 1), 20)||° = 462 + 2(1 = 262 + £%) + 4¢2
=2(1+2t2 +t%) = 2(1 + 2)?,

la longitud del vector dT /ds es:

V2

k(D) = — VZ(1+1?) =

(1+12)3
Al dividir dT /ds por k(t), se obtiene el vector normal unitario:

V2t 1-t2 2t )

1420 1+42 01412

N(t) :(

En este caso, el vector binormal unitario es

- > n t2 V2t 1
B(t)=T(t)x N(t) = ,— : :
B =T(0) ®) (1+t2 1+ 12 1+t2)

» Volviendo al tema de las componentes tangencial y normal de la aceleracién de la
férmula (1.22), ahora se puede expresarlos en términos de las funciones s(t) y x(t):

ar(t) :==a(t) -T(t) =s"(¢), an(t) :=a(t) - N(t) = k(1) s’ (1) (1.25)

En particular, si la rapidez s’(t) es constante, como en el Ejemplo 1.5 de la hélice,
entonces s”(t) = 0. Esto significa que la aceleracién de la hélice es normal a la curva,
a(t) =an(t) N (t); por eso, la aceleracién es ortogonal a la velocidad. Lo mismo sucede
el caso de movimiento circular uniforme en un plano (de R3), en donde la aceleracién
es centripeta, o sea, es un vector dirigido hacia el centro del circulo del recorrido. En
cualquier otro caso, la aceleracion tiene una componente tangencial no nula.

I-21I
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[ Para que la aceleraciéon fuera puramente tangencial, seria necesario que an(t) =
x(t)s’(t)?> = 0; y como s’(t) > 0 siempre (por la regularidad de la parametrizacién),
la curvatura deberia ser cero: k(t) = 0 para todo t. De la férmula (1.23), esto dice que
||".7"/(t)|| = 0 y por ende T,(t) = 0: el vector tangente unitario f"(t) seria constante. En
otras términos, la curvatura es nula si y sélo si el vector tangente 7 (t) siempre apunta
en la misma direccion; se trata de un movimiento en linea recta (aunque puede variar la
rapidez del recorrido). |

Ejemplo 1.10. La curva alabeada 7 (t) = (2 cosh 3t, —2 senh 3t, 6¢), de nuevo (continua-
cién del Ejemplo 1.7). Ya se calculd que s(t) = 2V2senh 3¢; s'(¢) = 6V2cosh3t;y

S 1 1 1
T(t) = |—=tanh3t, ——, — sech 3¢].
V2 V2 V2

Entonces

a T T 1

ds  s'(t) 6vV2cosh3tr 7

Al calcular la longitud de este vector, se obtiene:

sech® 3t,0, —% sech? 3t tanh 3t).

k(t) = ||df/ds|| = }‘sech2 3t||(sech 3t,0, —tanh3t)|| = }‘sech2 3t.

(Se obtuvo ||(sech 3t,0, — tanh 3t)|| =1 usando la férmula sech? x + tanh® x = 1.)
Como dT /ds = k(t) N (t), se deduce que el vector normal unitario es

ﬁ(t) = (sech 3t, 0, — tanh 3t).
(Fijese que este vector tiene longitud 1 por la misma férmula.)
Finalmente, el vector binormal unitario es:

L tanh3t sech3t

1
- = - - ‘/E 1 0 1 1 1
B(t)=T(t)xN()=|J Y = —2tanh3t, —2,—25ech3t .0
k

1 _
" sech 3¢ tanh 3¢

Curvatura y torsion

Es posible emplear el vector binormal B (t) para obtener una férmula “directa” para
la curvatura en términos de la parametrizacion t — 7 (t) de la curva.

Usando las férmulas (1.19) y (1.25), se puede calcular el producto cruz de la velocidad
y la aceleracion.

I-22
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Se obtiene:
F () X (1) = () T(t) x (s" () T (t) +x(t) ' ()2 N (1))
=5'(t)s" ()T () xT(t) +x(t) s (t)3T(t) x N(¢)
=x(t)s'(t)° B(b), (1.26)
porque T(t) X T(t) = 0. Como ||I§(t) || = 1, la longitud de este vector es
IF/(6) x ()| = k() ' (£)° = = () [IF" (D)%, (1.27)

y de ahi resulta la férmula para la curvatura antedicha:

_IF @) <7 ()]

A FIOTE

La férmula (1.26) también ofrece un acceso directo al vector binormal. El producto
cruz 7' (t) x ¥ (t) resulta ser paralelo a f}(t): esto expresa que el vector binormal es
perpendicular al plano que contiene la velocidad y la aceleracion. Al dividir el producto
cruz por su longitud — visible en la férmula (1.27), se deduce que:

(1.28)

By = LOXTO_
EOPEKO]

(1.29)

» Como el vector binormal B (t) es de longitud constante 1, el célculo (1.20) que se hizo
para el vector T (t) también muestra que la derivada B (t) es ortogonal a B(t):

2B(t)-B(t)=B'(t) - B(t)+B(t)-B(t) = %(E(r) .B(1)) =0.

Resulta ser mas apropiado derivar con respecto a lo longitud de arco s en vez del
= -/

parametro original t. Como dB/ds = B (t)/s’(t) — por la regla de la cadena — ese vector

también es ortogonal a B(t). También se puede verificar eso con un calculo directo:?

. dB 1d - - 14d
B-—=——(B -B)=—-——(1) =0. .
ds 2 ds( ) 2 ds( ) (1.30)
Por otro lado, esta derivada dB /ds es también ortogonal al vector T(t):
dB d - - dT - - dN - dN
— =—(TxN)=—xN +Tx—=Tx—,
ds ds( XN) ds SR ds % ds

ya que (d"f/ds)xﬁ =xN XN =0.

7En algunas férmulas que siguen, se omite mencion del pardmetro ¢, para aliviar la notacién.
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Entonces
dN - dN
=0- =0.

ds ds

-~ dN
ds

T x ) = (T X T)
Como dB /ds es ortogonal a T ya B, debe ser un multiplo del tercer vector N del

triedro mévil. Se introduce una funcién z(t), llamada la torsién de la curva en el punto

r(t), por esta definicion:

dB

— =t N ().

Ahora bien el vector N (¢) también tiene longitud constante 1, y de nuevo dN /ds es
ortogonal a N (usando (1.30) con N en lugar de B) En consecuencia, dN /ds queda en
el plano generado por los vectores T y B. No es dificil comprobar la relacion

";_1:’ = () T(t) + (1) B(»),

al aplicar d/ds a las identidades N-T=0 y N-B=o.
Es posible — y a veces es util — resumir las relaciones ya calculadas para las derivadas
de los vectores del triedro mdvil en las siguientes férmulas de Frenet y Serret:

dT B,
—= t) N,
s k(1)
dN é .
— =—k(t)T + 7(t) B,
ds
dB .
— = —7(t) N.
s z(t)
Alternativamente, se puede expresar estas ecuaciones diferenciales en forma matricial:
T 0 «x(t) 0]]|T
d |- -
o N| = |-«(1) 0 (t)| [N (1.31)
B 0 -z(t) O ||B

Nétese que esta matriz de coeficientes es antisimétrica. De hecho, esto es de esperar,
puesto que el triedro mévil cambia de un punto a otro por rotaciones, y cada “rotacion
infinitesimal” posee una matriz antisimétrica.8

8La férmula (1.31) representa un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Se puede eliminar
el pardmetro t en favor del pardmetro intrinseco s al tomar ¢ = ¢(s), funcion inversa de la funcién creciente
s = s(t). Si las funciones k(t(s)) y 7(¢(s)) son suaves, como en los ejemplos anteriores, hay un teorema
que garantiza solucién dnica a este sistema si se declara una condicion inicial: el valor del triedro mévil
{TO, N 0 fio} en t = ty. En consecuencia, si la curvatura x y la torsioén 7 estan dadas de antemano, la curva
queda determinada cerca del punto inicial, salvo por una rotacién rigida de R® que modifica la posicién
inicial del triedro mévil.
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Ejemplo 1.11. La curva alabeada 7 (t) = (2 cosh 3t, —2 senh 3t, 6¢), una vez més (conti-
nuacién del Ejemplo 1.10). Ya se sabe que

ﬁ(t) = %tanhBt,%,%sechBt .

Entonces
a8 B B
ds ~ s'(t)  6y2cosh3t

También se ha visto que esta curva cumple:

sech® 3t, 0, —% sech® 3t tanh 3t).

. dB .
N (t) = (sech 3t,0,—tanh 3t), de modo que A % sech? 3t N (1),
s

y de ahi se obtiene la torsién:
__1 2
t(t) = —7 sech” 3t.
Esta curva se caracteriza por la curiosa relacion 7(t) = —k(t); pero en casos mas genera-

les, los parametros 7 y k son independientes. O

» Andlogamente al caso de la curvatura k(t), es posible obtener una férmula “directa”
para la torsién en términos de la parametrizacion t — 7 (t) de la curva.
El punto de partida es la relacién (1.26):

() x () =x(t) s’ (£)° B(2). (1.26')

Como 7" (t) x ¥ (t) = 0 por propiedades del producto cruz, se ve que

%(?’(t) XF' (1)) =F"(t) x ' (t) + ' (t) x ¥ (t) =7 (1) x ¥ (1),

Al derivar el lado derecho de (1.26), se obtiene
F (1) X P (1) = [(£) s (£)% + 3(2) s'(1)% 5 (1) ] B(2) + k() s’ (£)° B(1).

El primer término a la derecha es ortogonal tanto a T(t) como a N (t) y por ende es
ortogonal a la aceleracién 7" (t). Entonces:

[/ (1) x 77 ()] - (1) = k() ' (1)° B(2) - " (1).
El lado izquierdo es un producto triple de vectores:

[F(8) x B ()] - () = F" (1) - [F' (1) " (1)]
= [F"(0) x ¥ (0] -F7(1) = =[F' (1) x # ()] -7 (0).
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Cabe recordar también la expresion para la aceleracién:
() =ad(t) =" () T(t) +x(t) s (D)2 N(2).

Como I§/( t) =s'(t) dB /ds es paralela a N (t) y ortogonal a T(t), solo la parte normal
de 7" (t) es relevante: se obtiene

[F/(1) x (0] -7 (1) = = [ (1) x ¥ (0] - (1)

= — k(1) s'(1)* ‘;—1: - k(£) s' ()2 N(¢)

+x(6)*s' (1)° ().

=>//

Envista de la férmula ||7' (t)x7” (t)|| = x(t) s’(t)3, véase (1.27), esta relacién proporciona
la férmula para la torsién requerida:

(F'(8) x 7" (1)) - ¥ (1)

I7() x 77 ()12

(1) = (1.32)

R $2 43
Ejemplo 1.12. Considérese, por ultima vez, la curva cuibica r(t) = (t, T g) del
2
Ejemplo 1.6. Las primeras tres derivadas de 7 (t) son:
7 (1) = (1, V21, 12),
7 (1) = (0,V2,20),
7 (t) = (0,0,2).

Ya se sabe que ||#'(t)|| = 1+ t2. Ahora se calcula

1 1 0
-/ -/ - _>\/§t \/E _>1 0 g 1 0
) X t) = 2t 20 = — +k
P8 xF(1) ,é\/t; \2/; e oo T 2T 2 V2

= (V213 -21, V2).

Eso conduce a los siguientes célculos:
I (1) x 7" (D> = 2% + 412 +2 = 2(1 + 212 + t*) = 2(1 + £2)?,

[ (1) x 77 ()] - 7" (t) = (N212, =21, V2) - (0,0,2) = 0+ 0 +2V2 = 2V2.
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La férmulas (1.28) y (1.32) ahora dan la curvatura y la torsion:

_IF@xF 'Ol _ vV2(1+83) V2

K() IF (I (1423 (1+12)2°
T(t)_(?’(t)x?”(t))'?”’(t)_ 22 W2
PO xFO12 20 +12)2 (1+12)2°

Esta curva obedece otra curiosa relacién 7(t) = +k(t), en contraste con la curva alabeada
del Ejemplo 1.11. O
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2 Derivadas parciales

Ubi materia, ibi geometria.
— Johannes Kepler'

2.1. Funciones de varias variables reales

En este capitulo se abordara el célculo diferencial de funciones de dos o méds variables
reales. Las funciones en cuestién seran diferenciables en cada variable por separado, lo
que permite evaluar si mas demora sus derivadas parciales.

Derivadas parciales de primer orden

Una funcién de dos variables reales se escribe z = f(x, y), con (x,y) € R2. Una funcién

de tres variables reales es genéricamente de la forma w = h(x,y,z) con (x,y,z) € R3;
etcétera. Aqui ‘f” o ‘h’ significa simplemente la férmula que combina las variables. Se
dice que f(x,y) es diferenciable en x, y por separado si:

¢ para cada o, la funcién de una variable x — f(x,yo) es diferenciable; y
¢ para cada xo, la funcién de una variable y — f(xo,y) es diferenciable.

Se trata, pues, de dos funciones de una sola variable, cuyas derivadas se calculan con los
procedimientos conocidos para funciones de una variable.

Ejemplo 2.1. La funcién de dos variables
2
__*Y
f(x’y) T x4+y4>
es obviamente diferenciable en x para y = yy fijo, y diferenciable en y para x = yy fijo;
siempre que el denominador no sea cero — por eso se excluye (x,y) = (0,0). Por la regla

del cociente, se calculan:

(x,y) # (0,0)

C2xy(xt+yh) - xPy(4x®) | -2xy+ 2%y
- (x4 +y*)2 T (xt+y)?

fe) = Ly
X

_ (Y - Py4y®)  x® -3¢y
- (x* +y*)2 S (g2

0
fiay) = a—];(x, )

En cada caso, se deriva f(x, y) con respecto a una de las variables como si la otra variable
fuera una constante. o

"En su ensayo De fundamentis astrologiae certioribus, Praga, 1601.



MA-1003: Calculo III 2.1. Funciones de varias variables reales

En el Ejemplo anterior, aparecen dos notaciones — que son sinénimos — para las
derivadas parciales. En vez de df/dt para la derivada (ordinaria) de una funcién f(t) de
una variable, se usa las notaciones alemanas df /dx y of /dy para las derivadas parciales.
Por otra parte, en vez de la tradicional f”(¢) para la derivada ordinaria de f(t), se escribe
las derivadas parciales con f, y f,, en la notacion inglesa.?

Esta es la definicién precisa de las derivadas parciales de una funcién f(x,y) en el
punto (xo, yo) de R?:

a h’ - 5

fx(x0,y0) = a—];(xo, Yo) = ]111_1)% flxo+ yo})l £ (x0. 4o) , (2.13)
a 5 k - 5

fy(xo, Yo) = a—jyr(xo, Yo) = ]ll_r)% fx0.yo + I)c f (0, 4o) ) (2.1b)

Ejemplo 2.2. Témese la funcién de tres variables
h(x,y,z) := 3xy? + e* cos(yz) + x°.

El término x* es problemadtico si x < 0. Supongamos, entonces, que x > 0, en cuyo caso
se puede aprovechar la férmula3

X% = (elogX)z — ezlogx'
Esta funcidn tiene tres derivadas parciales:

oh
a—(x, y,2) = hy(x,y,2) = 3y2 + ¢e* cos(yz) + X771,
X

oh
a—(x, y,2z) = hy(x,y,z) = 6xy — e*zsen(yz),
)

oh
a—(x, y,z) = h,(x,y,2) = — e*y sen(yz) + x* log x.
z

En cada caso, se deriva h(x, y, z) con respecto a una de las variables como si las otras dos
variables fueran constantes. o

En las formulas (2.1), se toman limites “ordinarios” de funciones de una variable.
También se puede definir limites en dos variables. Por ejemplo, dada una férmula como

f(x,y) = (x* +y*)/(x? + y?), claramente bien definida fuera del origen de R?, {como
se debe definir f(0,0)?

’La “notacién alemana” df /dt, etc., se debe a Gottfried Leibniz (a partir de 1684), mientras la “notacién
inglesa” f” fue empleada por Isaac Newton, en sus manuscritos personales desde 1666, aunque tardé en
usarlo en publico por varios afios. Las dos notaciones son ttiles, aunque la “inglesa” es mas compacta.

3En estos apuntes, ‘log’ denotara el logaritmo natural, log = log,; antiguamente (antes de 1980, aprox.)
se empleaba tablas de logaritmos con base 10 para ciertos calculos aritméticos, pero ahora log;, es obsoleto.
En los libros de texto de célculo todavia es comun ver la notacién ‘In’ para denotar el logaritmo natural,
en homenaje a John Napier, autor del primer tratado sobre logaritmos en 1610.
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Se plantea, entonces, interpretar la expresion:

4 4
X'+
(x,y)—(0,0) x= + y

Alo largo de una recta y = mx, esto se reduce a un limite en una variable:

, (T+mhHx*t 1 +mt
lim ———— = x“=0;
=0 (1+m?)x2 x>0 1+ m?

y en la recta vertical x = 0, se reduce a

Esto sugiere (pero no asegura) que el limite original debe ser 0.
Una mejor tactica seria pasar la funcién original a coordenadas polares:

¥

para que el limite sobre una recta § = constante sea:

r cos 6
} (2.2)

rsen®

4, 4 4 4 4

i xT+ . r*(cos® @ +sen” 0 i
lim 2—y2 = lim ( 5 ) = lim (cos* 6 + sen* 0) r? = 0,
(xy)—(0,0) x= +y= r—0 r r—0

donde se observa que el resultado no depende de 6.

[ Pero el mismo procedimiento aplicado a la funcién g(x, y) := % produce
Yy

x2

2

x cos 0 sen 6

lim 5 Y 3 :h'mr—z:limcosesenezcosesene (21
(xy)—(0,0) X* +y r—0 r r—0

Este intento fracasa porque el resultado depende de 0 y no ofrece un valor tnico: por eso,
el limite (x,y) — (0,0) de xy/(x? + y?) no existe. |
Derivadas direccionales y gradientes

Las derivadas parciales (2.1) estdn asociados a las rectas y = yo y x = xo en el plano xy.
Una variante importante es la derivada direccional de la funcién f(x,y), en el punto
(x0, Yo), a lo largo de la recta que pasa por (xg, yo) en la direccion u = (cos a, sen «); véase
la Figura 2.1. La ecuacién paramétrica de esa recta es:

x = xg + hcosa, Yy =1yo+hsenq, (heR).

2-3



MA-1003: Calculo III 2.1. Funciones de varias variables reales

|

|

|

X0,Y0,0 !
(*0.0.0) Xo+h cos a,yo+h sen a,0)

Figura 2.1: Recta tangente a un corte vertical de z = f(x, y)

Se define esta derivada direccional asi:

f(xo+hcosa,yo+ hsena) — f(xo,yo)
h .

D; , =1
uf(xO yO) hl_l’)l’(l)

Es posible dar una expresién mas simple para esta cantidad, si se adopta la notacidn:

my = ﬁc(xo, yo), mo 1= f!‘/(XO, yo). (2.3)

Entonces, si 7(t) := (xo + t cos @, yo + t sen @), la derivada direccional Dy f (xo, o) es la
derivada en t = 0 de la funcién ¢t — f(7(t)). La regla de cadena para funciones de una
variable muestra que*

Dy f(x0,yo) = mycosa + mysena = (my, my) - u. (2.4)

En la Figura 2.1 se ve el significado geométrico de la derivada direccional. El grafo
de la funcién f(x,y) es una superficie z = f(x,y). En el plano del piso z = 0 se traza la
recta que pasa por (xo, yo,0) en la direccién horizontal de u. El corte vertical del grafo
encima de esta recta es una curva que pasa por el punto (xo, yo, zo), donde zy = f(x0, yo)-
La recta tangente (roja) a esta curva tiene pendiente vertical m = mj cos a + my sen «.

Para calcular las derivadas parciales, entonces, basta conocer las derivadas parciales
m1, my en el punto (xg, yo) y la direccién & = (cos a, sen «).

Ejemplo 2.3. Hallar la derivada direccional de mayor pendiente a la funcién

f(x,y) := +/x% +y? en el punto (2,-1).

Primero se calculan las derivadas parciales de f:

B 2x B x £ = 2y 3 Yy
24x2+ Y2 x2+ 2 ’ ! 2¢x2 + 2 Ax2+ 2 .

4Esta férmula se justificara en breve, en la Seccién 2.3 que trata de la regla de cadena en general.

f
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Luego hay que evaluarlas en (x,y) = (2, -1):
2 1
my = % mg=———.
Entonces la derivada direccional en la direccién # = (cos a, sen «) es
2cosa —sena

V5

Este valor m depende del dngulo «. Para maximizarlo, se pone

m =

dm 2sena + Cos «

2 =0,
da \5

y se resuelve 2sena + cosa = 0 para obtener tga = —3.
soluciones en el ambito —7 < a < 7, que son:

Esta ecuacion tiene dos

NoI=

o a =arctg(—1) = —arctg(1) € (-%£,0), con sena = —1/V5 y cosa = +2/v/5;
o a= arctg(—%) +m=r- arctg(%) € (%, 1), consena = +1/V5ycosa = —2/v5.

En el primer caso, m = (4+1)/5 = 5/5 = 1; en el segundo caso, m = (-4 —1)/5 =

~5/5 = —1. Entonces el valor méximo de m es m = +1 en la direccién i = (%, -%). ¢

V5' V5
» Para funciones de tres variables, la direccién de una recta es un vector en R? que se
tomard siempre de longitud 1. Es preferible usar una notacion vectorial. Entonces se define
el gradiente de una funcién f(x, y, z) como el vector de sus tres derivadas parciales:>

Vi y.2) = (f(xy.2), fi(x4.2). fi(x.4.2)) (2.5)

o mas brevemente, Vf = (f, fy, fz). Si 4 = (a,b,c) es un vector unitario que marca la
direccién de una recta que pasa por el punto (xo, yo, z0), la férmula andloga a (2.4) es:

D; f (x0, Yo, Yo) = §f (%0, Yo, 20) - U. (2.6)

Esta es la combinacién af; + bf, + cf, evaluada en (xo, yo, 20)-

Ejemplo 2.4. Hallar la derivada direccional de la funcién

f(x,y,2) :=ylog(2x — 32)

en el punto (2,3, 1), en la direccién # = (% % 1),

V2

5Algunos libros escriben grad f en vez de Vf. Es importante recordar que este ‘grad f” es un vector.
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Primero se calculan las derivadas parciales de f:

2y 3y
- Y = log(2x — 32), S
fe=oia  fr=los(x=32). fo=—on

Luego hay que evaluarlas en (x,y,z) = (2,3,1):
%f(Z, 3,1) =(6,0,-9), usando log1 =0.

Entonces la derivada direccional en la direccién indicada u = (%, %, %) es

Dif(2,3,1) = (6,0,-9) - (3,3, &) =3 -

N

Sl

Derivadas parciales de orden superior

Las derivadas parciales f, f, de una funcién f(x, y) — si existen — son otras funciones
de las variables (x,y) y se puede calcular sus propias derivadas. En principio, se debe
considerar cuatro derivadas parciales de segundo orden:

Pf f f *f
fox = foy = xou’ foy =775
X JY ay

Jox =

- ox2’ ~ oyox’

Ahora hay una maravillosa simplificaciéon, que se podria llamar “el teorema fundamental
del célculo diferencial en varias variables”: si las derivadas mixtas f., y f,x existen y son
continuas, entonces necesariamente son iguales.® En adelante, se asumird esta propiedad
sin mas discusion.”

Ejemplo 2.5. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) := e** cos 3y.
Las derivadas parciales de primer orden son:

fi = 2¢* cos 3y, fy = —3¢**sin 3y.
Derivando f, primero y después f, se llega a estas funciones:

frx = 4€** cos 3y, fry = —6€** sin 3y;
. = —6e%  sin 3y, = —9¢%* cos 3.
Ty Y yy Y

Asi se confirma, en este caso, la prediccién de que fy, = fiy. o

6Una funcién f(x,y) es continua en el punto (xo,yo) si M (x, ) (xo,y0) F (X y) = f(X0,10); y se dice
que “f es continua” si esto vale en cada punto de su dominio. Explicar este teorema en detalle exigiria
estudiar limites con mas detenimiento; en los ejemplos de este curso, todas las funciones consideradas
seran continuas y tendran derivadas parciales continuas de primer y segundo érdenes.

’La igualdad de derivadas parciales mixtas de segundo (o mayor) orden aparece los textos originales
del célculo infinitesimal, de Leonhard Euler, a partir de 1740; fue demostrada en detalle por Hermann
Schwarz en 1873. (A veces se le atribuye — erréneamente — a Laurent Schwartz en el siglo XX.)
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Para funciones de tres variables h(x, y, z), hay un total de seis derivadas parciales de
segundo orden, tres “puros” y tres “mixtos”:

P s hxy = hyx > hy: = hex, hyy 5 hyz = hzy ) he..
De igual manera, las derivadas parciales de tercer orden de f(x, y) son cuatro:

Jxx» Jory = fryx = fyrx» Feyy = fyxy = fyyxs Joyy -

2.2. Planos tangentes y rectas normales

Dada una funcién f(x, y) cuyas derivadas parciales de primer orden existen, su grafo
es la superficie z = f(x, y).
Hay un plano especial que pasa por el punto (xo, Yo, zo) del grafo, véase la Figura 2.1:

z—zo =my(x — x0) + ma(y — yo) (2.7)

donde m; := fi(x0,y0), m2 := fy(xo,Yo), como antes.
Se dice que la funcién f es diferenciable en el punto (xo,yo) si este plano es una
buena aproximacion a la superficie cerca del punto de contacto (xo, Yo, 20)-

» Desde luego, es necesario precisar el significado de la nebulosa frase “buena aproxi-
macion”. Conviene denotar

R = J(x — x0)2 + (y - y0)?

la distancia entre los puntos (x, y), (xo, yo) del dominio de f. Las alturas z de la superficie
y del plano sobre el punto (x, y) son:

f(x,y), encontraste con zgo+mi(x—xp)+ma(y—1yo),

donde zp = f(xo,yo). La aproximacién es “buena” si la diferencia de alturas es pequefia
en comparacién con la separacién horizontal R:

f(x,y) = f(x0,y0) + mi(x — x0) + ma(y — yo) + (x,y) R, (2.8)

y se requiere que el error relativo e(x,y) — 0 cuando R — 0. Si eso sucede, se dice que el
plano (2.7) es el plano tangente al grafo de f en el punto (xo, yo, zo).

Dicho de otra manera: una funcién es diferenciable en un punto si esa funcién admite
una “buena aproximacién” por otra funciéon de primer grado. Sin entrar en mas detalle,
se ve que es al menos necesario que las derivadas parciales en ese punto existen.
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» La recta que pasa por (xo, yo,z0) perpendicular al plano tangente se llama la recta
normal a la superficie en ese punto.
La ecuacién del plano tangente (2.7) se puede reacomodar asi:

my(x — xo) + m2(y — yo) — (2 — z0) = 0.

Al comparar este formato con la ecuacién general (1.5a) de un plano que pasa por
(x0, Yo, 20), se puede notar que un vector normal al plano tangente es:

l_’i = (ml, mo, —1).

Entonces las ecuaciones de la recta normal — en su forma simétrica (1.6b) — son:

X—Xo Y—Yo 2Z—20

ma mso -1

(2.9)

Ejemplo 2.6. Encontrar el plano tangente y la recta normal al paraboloide eliptico
z=x2+1y?enel punto (1,2,5).

En primer lugar, cabe notar que 5 = 12+22, asi que el punto (1, 2, 5) es efectivamente
un punto de esta superficie.

Aqui z = f(x,y) donde f(x,y) := x>+y2. El el punto (1, 2) del dominio de f, resulta:

= 2x mp =2
{ﬁc } = { ' } en (xo,y0) = (1,2).
fZ‘J = 2y mo = 4
Entonces el plano tangente en (xo, Yo, z0) = (1,2,5) es
2(x-1)+4(y-2)-(z-5) =0,
o bien
2x+4y -z =5.
La recta normal al paraboloide en ese mismo punto es:

x-1 y-2 z-5
2 4 -1

o bien: 2x —2=y—-2=20—-4z. o

» ¢Qué hacer con las superficies que no son grafos de la forma z = f(x, y)? En adelante
se ofrecerd una explicacién del procedimiento que sigue; por ahora basta con exponer
un algoritmo. Una superficie general estd dada por una ecuacion

F(x,y,z) =k,

donde k es alguna constante y se supondrd que F tiene derivadas parciales de primer
orden. (Las superficies cuadraticas de seccién 1.3 son todas de esta forma.)
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El plano tangente — si existe — a esta superficie en el punto (xo, yo, z0) es dado por:

A(x —x0) +B(y —yo) + C(z — z9) =0, (2.10a)
donde
A = Fx(x0, Y0, 20), B = F,(x0, Yo, 20), C = F,(x0, Yo, 20); (2.10b)
o lo que es lo mismo,
(A,B,C) = %F(xo, Y0, 20)- (2.100)

La recta normal a la superficie en ese mismo punto es:

x—xo:y—yozz—zo
A B C

Esto dice que el gradiente de F da la direccion de la recta normal en el punto (xo, Yo, 2o)-

Figura 2.2: Plano tangente a una superficie en un punto dado

Los cortes verticales de la superficie por los planos y = yo (paralelo al plano xz); y
x = xo (paralelo al plano yz) marcan dos curvas en la superficie, cuyas rectas tangentes
en su punto comun (xo, Yo, zo) determinan el plano tangente: véase la Figura 2.2.

Si la superficie es un grafo z = f(x,y), las pendientes verticales de estas dos rectas
tangentes son mj y mp, respectivamente.

Ejemplo 2.7. Hallar el plano tangente y la recta normal al elipsoide

2 P2 2 B
) + »2 + 2= 3
en el punto (a, b, c).
Obsérvese que el lado izquierdo de la ecuacion, evaluado en el punto (a, b, c), vale

1+1+1=3,asique (a,b,c) es de hecho un punto del elipsoide.
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En este caso, con

2 2 2
x> Ytz
F(x,y,z):: a§'+ EE + ;E y k= 3,

se obtiene las derivadas parciales:

2x 2y 2z

szﬁ’ y_ﬁa _02:

y sus valores en (xo, yo, 20) = (a, b, ¢) son

Segun el algoritmo expuesto arriba, el plano tangente en (a, b, c) es
2 2 2
—(x-a)+—-(y—-b)+—-(z—¢c)=0
a b c

o bien, al llevar las constantes al lado derecho:

2x 2y 2z
—+—+—=24+24+2
a b c

o finalmente:
X Yy z
-+=+-=3.
a b ¢

[ Este es obviamente un plano que pasa por (a, b, c). |

La recta normal en (q, b, ¢), cuya direccion es VF (a,b,c) = (2/a,2/b,2/c), tiene las
ecuaciones:

a(x-a) by-b) c(z-¢)
2 2 2

o bien: ax —a® = by — b* = cz — ¢*. O

2.3. Laregla de la cadena

Sis +— f(s)yt — g(t) son dos funciones diferenciables de una variable y si g(t)
queda en el dominio de f, al menos para un intervalo de valores a < t < b, entonces la
funcién compuesta t — f(g(t)) es también diferenciable para a < t < b. Su derivada es
dada por la conocida regla de la cadena (en una variable):

h(t) = f(g(D)) = K (1) = f(g(1) g (1), (2.11)

valida para a < t < b. En esta seccidn se vera como extender esta regla a varios casos de
funciones de mas variables.
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Derivadas a lo largo de una curva

El caso més sencillo es el de sustituir los valores de una curva plana 7 (t) = (x(t), y(t))
en una funcién de dos variables f(x,y). De este modo se obtiene una funcién de una
variable

z(t) := f(F (1)) = f(x(1),y(1)).

En adelante, se va a suponer que la funcion f es diferenciable en el punto (xo, yo) — en
el sentido de que el grafo z = f(x,y) estd bien aproximado por un plano (tangente) en
el punto (xo, Yo, z0), donde zy := f(xo, yo). Segun la férmula (2.8), esto significa que?®

z(t) — zo = m1(x(t) — xo) + m2(y(£) — yo) + E(t) (t — to),

donde lim,_,;, E(¢) = 0. Aqui (x0, yo) = (x(t0),y(to)) es un punto de la curva ¢ > 7 ().
Si se divide la ecuacion por (t — tp), se obtiene

20 =2t) _ X0 =x(t) | y()=y(to)

+ E(t).
t—to T S ()

En el limite t — ty, como E(t) — 0, se obtiene la férmula clave:
7' (to) = m1x'(to) + ma v/ (to).
O bien, mas explicitamente:

Z'(to) = fr(x0,y0) x"(t0) + fy (%0, yo) ¥’ (to).

Este férmula se simplifica, eliminando los subindices 0, al aplicarlo a cada punto
(x(t),y(t)) de la curva donde f(x(t),y(t)) estd definido. Se obtiene asi la regla de la
cadena para curvas:

Z'(t) = fe(x(£), y(1)) X" (1) + fy (x(0), y(D) ¥’ (D). (2.12a)

Es costumbre abreviarla ain mds, al suprimir la mencién de algunas variables, escri-
biendo f(t) como abreviatura para f(x(t),y(t)):

f(0) = (X0 + fyy' (). (2.12b)

En la notacién alemana tradicional, la regla de cadena para curvas se expresa asi:®

df of dx of dy
— ===+ ==
dt ox dt oy dt
8El término residual E(t) (t — to) se obtiene como sigue. Segtin (2.8), el residuo tiene el formato de
e(x(t),y(t)) R(t), donde R(t)/(t — tp) es acotado y e(x(t), y(¢)) — O en el limite t — t,.
?Noétese la distincién entre derivadas parciales como df /dx y derivadas de una variable, como dx/dt,
bien visibles en la notacién alemana.

(2.120)
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Si se comparan las formulas (2.11) (para funciones f de una variable) y (2.12a) (para
funciones f de dos variables), son bastante similares: la mayor diferencia es la presencia
de dos sumandos en la férmula variables, ya que en el segunda caso f tiene dos derivadas
parciales.

Ejemplo 2.8. Calcular la derivada 2’(t) de la funcién z = xy? a lo largo del circulo
r(t) = (cost,sent).
Es obvio que z, = 12, zy = 2xy.
Al aplicar la regla de cadena (2.12b), se calcula:
2'(t) = 2 X' (8) + 2y (1) = y* X' (1) + 2xy (1)
= (sen?t)(—sent) + (2costsent)(cost)

= —sen®t+2cos’tsent.

También es posible calcular z’(t) por sustitucién directa, sin emplear la regla de la
cadena. Esto sirve como un chequeo sobre el célculo anterior:

z(t) = costsen®t,

Z(t) = —sen®t + (cost)(2sent cost),

usando la regla del producto en una variable. En la mayoria de los casos, esta sustitucion
directa conduce a célculos mas largos y tediosos que el uso de la regla de la cadena. ¢

Yy (7a,2a)

(0,0) T (27;(1,0) X

Figura 2.3: Un arco de cicloide

Ejemplo 2.9. FEl cicloide es la curva generado por un punto marcado sobre un circulo
de radio a que rueda hacia la derecha sobre el eje x (Figura 2.3). Esta curva esta
parametrizada por:

{x(t) = a(t —sent)

donde — oo <t < oo, .
Mﬂ:demﬂ} onde  —eostse (2.13)

Calcular la derivada z’(t) de la funcién z = x? + y2 a lo largo de esta curva.
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Es claro que z, = 2x, z, = 2y. Al aplicar la regla de cadena, se obtiene:
Z(t) =z X' (t) + 2y y' () = 2x X' () + 2y y'(2)
=2a(t —sent)a(l —cost) +2a(l —cost)(asent)
= 2a%t(1 — cost) = 2a>(t — t cos t).
Para mayor certeza, se puede ensayar la sustitucion directa:
2(t) = x* + > = a®(t —sent)? + a*(1 — cos t)?
= a?(t*> — 2tsent — 2cost + 2);
Z/(t) = a®>(2t — 2sent — 2t cost + 2sent)
= 2a*(t — t cos t).

Una vez mds, se ha verificado una instancia de la regla de la cadena, al precio de efectuar
un cdlculo mas extenso. o

» También se puede derivar funciones de tres variables F(x, y, z) a lo largo de una curva
t = F(t) = (x(t),y(t),z(t)) en R3. Las férmulas son andlogas a las de (2.12), con la
unica diferencia que ahora hay tres sumandos al lado derecho. Para la derivada de la
funcién compuesta t — F(x(t),y(t),z(t)) se usa
F/(t) = F X' (t) + Fyy' (t) + F, 2/ (t) = VF - ¥/ (1).

En la notacién alemana, esta férmula se presenta asi:

dFF 9Fdx O0Fdy oFdz - _ dr

—=——+——+——=VF.-—.

dt ox dt ody dt 9z dt dt
Ejemplo 2.10. Hallar la derivada de w = yz? — x a lo largo de la curva

x=e ! y = cost, z=t%et.

Fijese que no hay restriccién sobre el dominio de esta curva: r(t) estd definida para
—00 < t < oo. Para derivar la funcién w(t) := y(t)z(t)? — x(t)3, se calcula:

Vw = (Wx, Wy, ;) = (=3x%, 2% 2yz)
= (-3e7%, t*e™ 2t2e7 cost),
7 (1) = (—e!, —sent, (2t — t%)e”").
De ahi se obtiene!©

w(t) = Vw -7 (t) = 3e3 — t*e 2 sent + (41° — 2t")e % cost. 0

'En un producto de términos con un factor trigonométrico, es aconsejable escribir esta a la derecha:
asi, se prefiere 2t%e ! cos t en vez de 2t cos te~‘. Sin paréntesis, la segunda expresién es ambigua.
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Cambio de variables

El segundo caso de importancia de la regla de la cadena ocurre cuando se cambian
las variables del dominio de una funcién de dos o mas variables. El caso mejor conocido
es el uso de coordenadas polares (2.2) en funciones de dos variables:

x =rcosf
: } (2.2)

y=rsenf

Maés generalmente, una transformacién de las variables cartesianas a dos variables nuevas
(u,v) se puede expresar asi:
x = x(u,0)
(2.14)

y =y(u0)
donde se supondré que x(u,v), y(u,v) son funciones diferenciables de las nuevas varia-
bles.
Si ahora f(x,y) es una funcién diferenciable de las variables originales, estas expre-
siones definen una nueva funcion:

(,0) — f(x(w0),y(u,0)), (2.15)

y se buscan sus derivadas parciales f, = df /ouy f, = f | dv.
Al mantener constante una de las variables v, u, se obtiene de las formulas (2.12) unas
férmulas andlogas para las derivadas parciales de la funcién (2.15):

Ju = feXu+ fyYu

(2.16a)
Jo=feXo+ fyYo

donde se suprimen los variables, para aliviar la notacion. [ Pero es importante notar un
detalle: las derivadas parciales xy, y,, x, y, son funciones de (u, v), mientras las derivadas
parciales f, f, son funciones de (x,y). En estas (x, y) es necesario sustituir la transforma-
cién (2.14) para que los lados derechos de (2.16a) dependan solamente de (u,0). ||

La regla de cadena para el cambio de variable (2.14) se ve asi en notaciéon alemana:

af_afax+afay
ou Ox du dy ou’
8f_8f8x+8f8y

= . (2.16b)
dv  oJdx dv 9dy v

Ejemplo 2.11. Hallar las derivadas parciales z,, zy de la funcién z = x> — y? en coorde-
nadas polares.
Notese primero que z, = 2x, z, = —2y.
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En seguida, se dispone de las derivadas parciales de las férmulas de cambio (2.2):

{x,:COSQ, xg:—rsene}

2.
yr =senf, yp=rcosf (2.17)

y todos se combinan segtn la regla de la cadena (2.16a):
Zr = zy Xr + 2y Yy = 2x(cos 0) — 2y(sen0),
z9 = zx X9 +2zyyg = 2x(-rsen0) — 2y(rcos0).
Para terminar el cdlculo, se debe enchufar las expresiones para x, y al lado derecho:
z, = 2r cos (cos 0) — 2r sen O(sen ) = 2r(cos? 0 — sen? 6),

zg = 2r cos O(—r sen ) — 2r sen O(r cos 0) = —4r% sen 0 cos 6.
Opcionalmente, se puede simplificar el resultado con identidades trigonométricas: !
z, = 2r cos 20, zZp = —2r% sen 20. o

A veces conviene expresar la regla de la cadena (2.16a) en el formato de un producto
de matrices, asi:
Xu Xy
Yu Yo
Esta matriz 2 X 2 de derivadas parciales expresa la derivada del cambio de varia-
bles (2.14).

[]Z fv] = [ﬁc ﬁ/] . (2.18)

Ejemplo 2.12. Encontrar las derivadas parciales de la funcién z = x?y> después del

cambio de variable:
{x =u— 0> }
y=u+20)

En primer lugar: z, = 2xy°>, zy = 3x%y2.
Las derivadas parciales del cambio de variable son:

{xuzl, x0=—20}
yu=1 y=2 |

_[2xy® 3% |1 20
B 1 2

= [xy2(2y +3x) 2xy?(—20y + 3x)] .

Por lo tanto:

Y

TEn este ejemplo, una sustitucién directa da z = r?(cos? @ — sen® ) = r?cos 26, la cual permite
verificar esta aplicaciéon de la regla de la cadena.
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Es necesario convertir las expresiones al lado derecho a funciones de u,v solamente,
eliminando las variables x, y. Se obtiene:

zu = (u —0?) (u+ 20)%(5u + 40 — 30°),
2o = 2(u — 0%) (u + 20)% (3u — 2uv — 70?). O

Derivacion con dependencia mixta

A veces es necesario, después de hacer un cambio de variable, obtener derivadas
parciales de una funcién que se expresa en términos de las variables nuevas y las variables
originales simultdneamente. Es mejor ilustrar este fenémeno con un ejemplo.

Ejemplo 2.13. Si w(x,y) := u? + 02 + x + y? donde estas variables estan ligadas por las

relaciones:
u=x-y
v:x+y’

se debe hallar las derivadas parciales de w con respecto a x, y.

Este enunciado es levemente ambigua, porque se puede atribuir dos significados a
“la derivada parcial de w con respecto a x”. Se trata de la derivada parcial “directa”, que
seria 2x, como si u, v, x, y fueran 4 variables independientes? O bien, se quiere derivar la
funcién x — (x — y)? + (x + y)? + x? + 2, después de resolver las dependencias?

Se prefiere la segunda opcion: esto es w, = dw/dx. Pero en el transcurso del calculo
se llamara w, a la primera opcién; en el ejemplo, w, = 2x.

A la derecha se ve el grafo de las dependencias de las variables:

cada arista (de arriba hacia abajo) indica una dependencia directa. QI‘\Q

Asi, las variables inferiores x, y son independientes; las variables
intermedios u, v dependen de x, y; y la variable superior w depende
directamente de las otras cuatro.

La regla de la cadena se describe asi en términos del grafo de dependencias: para
calcular wy, se cuenta un sumando para cada camino ascendente de x a w. En el grafo, se
ven tres caminos ascendentes: uno directo de x a w; y dos indirectos, pasando por u y v,
respectivamente. Igual sucede con las variables y y w. Entonces se usan las férmulas:

Wy = Wy + Wy, Uy + Wy Uy
Wy = Wy + Wy Uy + Wy Uy
para calcular las derivadas parciales requeridos. Concretamente:
wy =2x+ (2u)(1) + (20)(1) =2x+ (2x —2y) + (2x +2y) = 6x,
wy =2y + (2u)(=1) + (20)(1) = 2y + (=2x + 2y) + (2x + 2y) = 6y. O
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2.4. Derivaciéon implicita
Si una superficie esta definida por una relacién del tipo:
F(x,y,z) =k, (2.19)

muchas veces — pero no siempre — es posible despejar una de las tres variables en términos
de las otras; en cuyo caso se obtendra una expresion tal como

z=g(x,y).

Si eso resulta posible, se obtiene las derivadas parciales z, = g(x,y), z, = gy(x,y) en
forma directa.

Cuando es imposible (o resulta incomodo) despejar z con una férmula explicita, se
dice que la relacién (2.19) determina z de manera implicita. Entonces es necesario hallar
zx, zy indirectamente, a partir de las derivadas calculables F, F,, F,. Este es el problema
de la derivaciéon implicita.

Al denotar el lado izquierdo de (2.19) por w := F(x,y, z), se plantea 0

un problema de dependencia mixta: se consideran x, y como varia-

bles independientes; la variable z depende implicitamente de x, y; y (2)

la variable w depende de las otras tres. En el grafo al lado quedan

ilustradas estas dependencias. e 0

La relacion w = k dada por (2.19) implica que w, = 0, w, = 0. Entonces la regla de
la cadena en este caso produce:
Wy = Wy + Wy 2 = Fy + F, 2, =0,
wy = wy+w,zy = F,+F,z, =0, (2.20a)
porque aqui w, significa la derivada parcial ordinaria Fy, de F con respecto a x; y de

igual modo wy, = F,,.
Cuando F; # 0, estas ecuaciones permiten despejar zy, zy:

Ix ly
=—-—=, = ——, 2.2()b

Atencidn a los signos negativos, que aparecen al resolver las ecuaciones (2.20a).
En la notacién alemana, estas formulas tienen el formato:

9z 9F|ox 9z OF/dy

el , == _ 2.20C
ox oF oz Yy oF oz ( )

[ Una “cancelacién formal” de los ‘OF dejaria los signos negativos sin explicacion! |
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Ejemplo 2.14. Calcular dz/9dx, dz/dy para puntos del elipsoide

2 P2 2 B
= + b2 + 27 3,
y evaluarlas en el punto (a, b, ¢).
En el Ejemplo 2.7, se calcularon las derivadas parciales del lado izquierdo:

ﬂ:g, y:@, -2
a b2 c2
De ahi resulta:
Fy 2x/a® 2x
e mrrci
_ F, 2y/p? 2y
YETE T T/ T b2

Es importante notar dos casos. Primero, los resultados son expresiones en las tres
variables (x,y,z) en vez de (x,y) solamente. Eso estd en la naturaleza de las cosas,
puesto que no se ha despejado z en términos de las otras dos.

Segundo: las férmulas para z,, z, no son validas cuando F, = 0, en este caso, cuando
z = 0. Pero tampoco se puede despejar z sin ambigiiedad cuando z = 0. En efecto, de la
ecuacion del elipsoide se obtiene

22 =3c¢% — (¢?/a®)x* - (/) = z==+ \/302 — (c?/a?)x? — (2 /b?)y?,

donde los dos signos + corresponden a dos hemielipsoides, uno superior y otro inferior.
En los puntos de la elipse z = 0, x?/a® + y?/b? = 3, el plano tangente es vertical.

En el punto (a, b, ¢) del primer octante de R3, se obtiene los valores m; = —c?a/a’c =
—c/a; my = —c?b/b%c = —c/b. Entonces el plano tangente (2.7) es

z—c=—(c/a)(x —a) - (c¢/b) (y = b)

o bien
X Yy z
—+>+-=1+1+1=3,
a c
consistente con el resultado del Ejemplo 2.7. ¢

Del Ejemplo anterior también se ve como justificar las férmulas (2.10) para el plano
tangente en un punto de la superficie F(x,y,z) = k. Si se despeja z = z(x, y) cerca del
punto (xo, yo), ¥ Se escribe zg = z(xo, o), entonces F(xo, Yo, z0) = k; y ademads, como

my = zx(x0,Yo), M2 = zy(x0, Yo),
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la férmula de derivacién implicita (2.20b) conlleva los valores

A B
m =-—, my = ——
T SG
[al menos cuando C = F,(xo, Yo, z0) # 0]. El plano tangente en (xyo, yo, zo) ahora es:
A B

z—zo = —E(X - Xo) — E(y ~ Yo)
y se simplifica en la forma ya vista:

A(x —x0) + B(y —yo) + C(z — z9) = 0. (2.102")

Derivacion implicita con mas variables

La derivaciéon implicita puede usarse para calcular derivadas parciales cuando dos
o mas variables estan definidas implicitamente. Esta situacidn se presenta cuando se
enfrentan 2 relaciones entre 4 variables:

F(x,y,u,0) =k, G(x,y,u,0) = 1. (2.21)

Se puede tomar dos de esta variables, tales como x, y, como “independientes” y se pre-
tende despejar las otras en funciones de esas: u = u(x, y), v = v(x, y). Habra que obtener
las derivadas u, = du/dx, etcétera, de ser posibles sin resolver para u, v explicitamente.

Ejemplo 2.15. Hallar las derivadas parciales uy, uy, vy, vy, cuando las variables x, y, u, v
cumplen las dos relaciones:

u? +x0 =y, 03 +yu = x.

Como las variables u,v satisfacen ecuaciones ctibicas entrelazadas, es impensable
despejarlas directamente. Primero se debe expresar estas ecuaciones en el formato (2.21),
al llevar todas las variables al lado izquierdo:

F(x,y,u,0) := u3+xv—y=0,
G(x,y,u,0) := 03+yu—x=0.

Esta vez el diagrama de dependencias tiene tres niveles: abajo,
las variables independientes x, y; en el intermedio, las variables
dependientes u, v; y en el nivel superior, las expresiones F, G.

Las relaciones F = 0, G = O implican F, = 0, G, = 0, por unlado; y F, = 0, G, = 0, por
otro lado. Se calculan estas derivadas parciales Fy, Gy, Fy, G, con la regla de la cadena
para dependencias mixtas, al partir de este cuadro. Esto da lugar a cuatro ecuaciones
que involucran uy, uy, vy, vy:
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3u2ux+0+xz)x =0, 3u2uy+xvy -1=0,
2 _ 2 _
3v v +yu, — 1 =0, v vy +u+yu, =0.

Estas se pueden organizan en un par de sistemas 2 X 2 de ecuaciones:12
3u? x| fux | 3u? x uyl |1
y  30% o, 10 y 3% |o,|  |-ul
con la misma matriz 2 X 2 de coeficientes. Hay una férmula conocida para la matriz

inversa 2 X 2: )
a b~ 1 d -b
c dl ad-bc|-c al’

302 —x|[-v B 1 -30% —x
-y 3u*[| 1] 9u20?—xy|3u+yo

De este modo se obtiene

b

ux| 1
ox | 9u202 — xy

uy| 1 302 —x|[1 B 1 302 + xu
vg| ~ 9u202 —xy |-y 3uP| [-u| T 9uv? - xy|-3ud -y
El resultado final es:
303 +x 3u? + yo 302 + xu 3u+y
Ux =70 22 0 T o292, WTgoo_ o WTTooao_ - 0
u4v* — xy u4v* — xy u4v% — xy Qu4v* — xy

Derivadas de segundo orden con cambios de variables

Se dice que f(x,y) es una funcién dos veces diferenciable si es diferenciable y si sus
derivadas parciales f;(x,y), f,(x,y) también son funciones diferenciables, y se puede
calcular sus derivadas parciales de segundo orden: fx, fyy, fyy- Ahora bien, en presencia
de un cambio de variable:

x =x(u,0)
(2.147)

y =y(u,0)
se requiere encontrar las otras derivadas de segundo orden: f,,, fus, foo-
Resulta que las relaciones que conectan los dos tipos de derivadas de segundo orden
no necesitan una nueva variante de la regla de la cadena. Basta usar la regla ya obtenida
para las derivadas de primer orden:

{ﬁl:fxxu"'fyyu}
Jo=fxxo+ fyYo

reemplazando sistematicamente la letra f por f, o por f,, respectivamente.
P p por Jy P

(2.16a")

2En este ejemplo, para abreviar la discusidén, se emplean técnicas matriciales para resolver sistemas
lineales de ecuaciones. Otra alternativa es resolverlas “a pie” con manipulaciones algebraicas ordinarias.
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Ejemplo 2.16. Siz = f(x,y) es dos veces diferenciable, y si x = u? + 02, y = u/o, hallar
la segunda derivada parcial mixta f,, en términos de las derivadas parciales de f con
respecto a las variables x, y.

Para este cambio de variable, la regla de la cadena asume la forma concreta!3

{ﬁz=fx(2u)+fy(v_1) }
fo = £:(20) + fy(~wo™?) )

La derivada de la primera de éstas con respecto a v sigue por la regla del producto:

fuw = a%(Zufx+v_1ﬁ/) =2u (fy)o —v_zfy+z)_1(fy)v.

Las expresiones (fx), y (fy). mezclan indices de derivadas nuevas y originales; se debe
simplificarlas por estas sustituciones f — f,, f — f;:

{ (Fe)o = 20fex = uv™fry }

(fdo = 20fyx = w0 fyy

Al enchufar las expresiones al lado derecho en la férmula provisional para f,,, se obtiene
fuo = 2u(20frx — uv_zfxy) - v_zfy +o7! (20fyx — uv_zﬁjy)

Esto se puede simplificar, tomando en cuenta que f;, = f,y, para obtener la expresion
final:

fo=20f — uv“zfy

fao = 4uvfrx + (2 = 20%072) foy — w0 fyy — 072,
Es posible chequear este cdlculo, aprovechando que f,, = f, = 9f,/du:

d _ _ _
fuo = E(Zvﬁ( —uv ny) =20 (fy)u—v 2fy —uv z(fy)u
y calculando las expresiones (f;), ¥ (fy). por las sustituciones

) B (ﬁc)u:Zuﬁm+v‘1ﬁcy}
fu—Zfo+U fy {(fy)uZZufyx+v_1fyy

con lo cual se ve que

Juo = 20Q2ufex + v_lfxy) - v_zfy — uv_z(Zufyx + v_lfyy)
que coincide con la férmula anterior para f,,, como deberia. o

La presencia del término de primer orden —o~2 fy en el resultado para f,, indica que en
general un cambio de variable mezcla derivadas parciales de primer y segundo érdenes.
Ademss, los coeficientes 4uv, etcétera, en el ejemplo son diversas derivadas parciales de
las funciones x(u, v) = u? + 02, y(u,0) = uo'.

'3A la hora de derivar cocientes, tales como u/v, es aconsejable emplear exponentes negativos en vez
de fracciones.
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No es dificil comprobar, siguiendo el método del Ejemplo 2.16, que las férmulas
generales de cambio para derivadas de segundo orden son:

Suu = fxxxz% + zﬁcyxuyu + fyyyz% + fiXuyu + fyyuu >
fz‘w = ﬁcxxuxv + ﬁcy(xuyv + xvyu) + ﬁyyuyv + f;cxuv + fg‘/yuv >
foo = ﬁcxxg + 2 fiyXolYo + fyyyg + fxXoo + fyloo -

No es necesario (ni recomendable) memorizar estas formulas. El método de sustitucion
del Ejemplo anterior es suficiente en todos los casos concretos.

Ejemplo 2.17. Si z = f(x,y) es una funcién dos veces diferenciable de las variables
cartesianas (x,y) € R?, expresar la suma fi, + fyy en coordenadas polares (r, 0).

La regla de la cadena (2.16a) para las derivadas parciales de primer orden dice que:

fr = fexr + fyyr = ficos 0 + f, sen o,
fo = fixo+ fyyo = —fxrsen0 + fyrcos 6.

Las derivadas parciales “puros” de segundo orden son, entonces:

frr = (fo)r cos 0 + (f,), sen 6

= (fxx cos 0 + fiysen ) cos 0 + (fyx cos 0 + f,,, sen0) sen 0
= fex c0529+2ﬁcy sen 6 cos 0 + fy, sen? 0,

foo = —(fx)grsend — fircos 6 + (f,)grcos @ — fyrsenf
= —(—fexrsenf + fyyrcos0)rsend + (—fyx rsen 6 + fy, r cos 6)r cos 6

—r(fx cos 0 + f, sen 0)

= rzfxxsenze—2r2ﬁcysen0c059+r2fyyc0520—rﬁ

2

Al sumar la primera con r~~ veces la segunda, se obtiene una combinacion elegante:

frr + ”_Zf% = fix +f;/y - r_lfr

y el resultado sigue, al sumar r~' £, a las dos lados:

1 1
f;cx+f_;/y:frr+;fr+r_2f99- O

El resultado del Ejercicio 2.17 se escribe de esta manera, en notacién alemana:

*f Pf Af 1of 1 &#f
+ = -+ = —.
ox%  dy*> ar? r oar r? 962

(2.22)
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2.5. La férmula de Taylor en varias variables

Una funcién de una variable t — ¢g(t) se llama suave si posee derivadas de cualquier
orden: ¢'(t), g”(t), g"’(t), etcétera. Se dice que una funcién de dos variables f(x,y)
también es suave si posee derivadas parciales (continuas) de cualquier orden.

La férmula de Taylor (definida mds abajo), una vez declarado un punto de referencia
(x0, Yo), expresa la funcién suave f(x, y) en términos de los valores de f y de sus derivadas
parciales en el punto (xo, yo)-

Para los efectos de los calculos que siguen, conviene escribir

X=x9+h, y=yo+k

empleando los incrementos h, k como las variables preferidas en vez de x, y. Por ejemplo,
el plano tangente (2.7) a la superficie z = f(x,y) en el punto (xo, yo, z0), antes escrito
en la forma

z—zo=mi(x —xp) + mz(y - yo)’

se puede abreviar como
z = zg + mih + mak,

donde my = fi(x0,yo), m2 = fy(x0,Yo), como antes. O bien, con més detalle:

z = f(x0,Yyo) + h fx(x0, Yo) + k fy(x0, Yo)-

En esta ecuacién de un plano, el lado derecho es de primer grado en las variables h, k.

De acuerdo con la discusion en el apartado 2.2, este es el plano que mejor aproxima
la funcién z = f(x,y) cerca del punto (xo, yo). Explicitamente,

f(xo + h, Yo + k) = f(xo, yo) + hﬁc(xo, yo) + kE(XO, yo) + le(h, k), (2.23)

donde el resto Ry f(h, k) es pequefio en comparacién con la distancia Vh? + k? entre los
puntos (xo, yo) ¥ (xo + h, yo + k). [ En detalle: lim s x)—0,0) Rif (h k) / VA2 + k2 = 0. ]

» Esta féormula (2.23) expresa el teorema de Taylor hasta primer orden de derivadas.
Para mejorar la aproximacidn, es necesario agregar un término de segundo orden, de la
forma ah?+2bhk + ck?, cuyos coeficientes a, b, c dependen de las derivadas parciales de f
de segundo orden.

Para obtener estas coeficientes, se introduce un artificio que convierte el problema en
un asunto de una variable. La recta que pasa por los puntos (xo, yo) ¥ (xo + h, yo + k) se
parametriza por una variable t € R, de modo que sus puntos se nombran (xo+th, yo +tk)
— véase la Figura 2.4.
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t=1
(XQ + h, Yo + k)

(xo + th, Yo + tk)

(x0, Yo)

Figura 2.4: Una recta en el plano R?

Los valores de f(x,y) en los puntos de la recta definen una funcién de t, asi:
g(t) := f(xo+th,yo+tk), para teR.
El teorema de Taylor — en una sola variable — es aplicable a esta funcién, cerca de ¢t = O:

g(t) = g(0) + ¢’ (0) t + 1 g”(0) t* + Rag(2), (2.24)

donde el resto Ryg(t) obedece lim,_,q Ryg(t)/t?> = 0. (Evidentemente, es posible seguir
hasta tercer orden u érdenes superiores.)
Las derivadas de g(t) se calculan mediante la regla de la cadena. Si x(t) := xo + th,

y(t) := yo + tk, entonces x'(t) = h, y'(t) = k; y g(t) = f(x(t),y(t)), y se sigue que

g' (1) = fe(x(0), y(0) x" (1) + fy (x(), y (1)) y' (1)
= h fe(x(2), y(1)) + k fy(x(2), y(2))
= [ fe + K fy] (), y (1))

La derivada de segundo orden usa la regla de la cadena para las funciones f, f,,
respectivamente:

9" (1) = b fex (x(0), y(£)) X (1) + fry (x (1), y()) v/ (1) ]
k[ fx (x(1), y(0) X' (1) + fyy (x (1), y(1) v/ (1) ]
= h? fix (x (1), y (1)) + 2hk fry (x(£), y(£)) + K fry (x(), y(1))
= [h? fix + 2Rk foy + K2 fy] (x(), y (1))

Al evaluar estas expresiones en t = 0, se obtiene el teorema de Taylor de segundo
orden para f en (xo, yo):

f(xo+hyo+k) (2.25)
= f(x0,Yo) + [hfx + Kk f;] (x0,y0) + 3[1® fix + 2hk foy + K fy] (x50, y0) + Rof (h, k),

donde el resto Ryf (h, k) es pequefio en comparacién con (h? + k2); en otras palabras:
limpk)—(0.0) Rof (h, k) /(h* + k%) = 0.
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» Dejando de lado la estimacién del resto Ry f, es oportuno enfocar el cdlculo de los
términos de segundo orden. Estos se pueden escribir en una notacién matricial, asi:

[ k] [ﬁc Jxy
Fey fuy

Esta matriz merece una notaciéon y un nombre especiales:14

[Zl = h? fox + 2Rk fry + k% fy .

e =7 )

es la matriz hessiana de la funcién f. Nétese bien que ésta es una matriz simétrica, en
virtud de la igualdad f,, = fyx.

Ejemplo 2.18. Obtener el desarrollo de Taylor hasta segundo orden de la funcién
f(x,y) := e***3Y alrededor del origen (xo, yo) = (0,0).
La férmula de Taylor de f en el origen, segtn (2.25), es

f(hk) = £(0,0) + [h fi + k £,](0,0) + 2 [A? fux + 2hk foy + k> £,] (0,0) + Rof (h, k).
Es claro que f(0,0) = e° = 1. Las derivadas parciales de f, hasta segundo orden, son:
ﬁc -2 er+3y’ f}‘/ =3 er+3y’
ﬁcx — 462x+3y, f;cy — 662x+3y’ fyy =9 62x+3y.
Al evaluarlas en (0, 0), se obtiene:
i m =2, fy> my=3; fix— 4 fuyr 6, fiy— 9.

Entonces
X3k = 1 4 (2h + 3k) + 1(4h? + 12hk + 9K2) + Ryf (h, k).

Si se quiere usar las variables usuales (x, y) en vez de (h, k), esto se escribe asi:
e2x+3y=1+2x+3y+2x2+6xy+%y2+R2f(x,y). O

Si se quiere seguir el desarrollo de Taylor hasta tercer orden, es cuestion de ampliar
la expansion (2.24):

g(t) =g(0) +4'(0) t + 1 g”(0) > + £ g(0) > + Rag(1),
y convertir la tercera derivada ¢”’(t) con la regla de la cadena, como antes. Resulta:

g"(t) = [I? fixx + 3R2k fixy + 3hK? fryy + K2 frpy] (x(2), y(2)).

™E] matematico aleman Otto Hesse (1811-1874) lo empled en sus trabajos a partir de 1844.
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La expansién (2.25) se modifica de esta manera:

Rof (h k) — +3 [h3 frxx + 302Kk foxy + 3hk? fryy + K° fyyy ] (x0.y0) + R3f (k).

(Los coeficientes para las derivadas parciales superiores de f se toman del tridngulo de
Pascal.)
» Para funciones de tres variables, el teorema de Taylor funciona de igual manera. Hasta
primer orden, se puede escribir:
f(xo + h, Yo + k, zZo + l)
= f(x0, Yo, 20) + h fx(x0, yo, z0) + k fy(x0, Yo, z0) + I fz(x0, Yo, z0) + R1f (h, k, )
= f(xo, Yo, Zo) + [hfx + kfy + lﬁ] (Xo, Yo, Zo) + le(h, k, l)

La férmula de Taylor, hasta segundo orden, es la que sigue:

f(xo+hyo+kzo+1)
= f(xo, Yo, ZO) + [hf;c + k]z + lfz] (xo, Yo, Zo)
+ 2[h? fex + 2hk foy + 2Rl frp + K £y + 2k £y + 1 £ (X0, Yo, 20) + Raf (b K, D).

El hessiano Hf(x, v, z) es la matriz 3 X 3 que aparece en la expresién:

[h k1 [fx Sy frz] [R
fry fuy ozl |k| = B® fox + 2Rk foy + 2R fop + K% fry + 2k1 fo + P £
fez fuz foz] |1

Ejemplo 2.19. Obtener el desarrollo de Taylor hasta segundo orden, en el punto (%, 5, 5),
de la funcién
f(x,y,z) :=senx +seny+senz —sen(x +y + z).
Nétese, en primer lugar, que f(%5,%5,5) = 1+1+1—(-1) = 4, usando la identidad
conocida sen(?’?”) =sen(-7) = —1.
El gradiente de f y su valor en el punto dado son

fx cosx — cos(x +y + z) 0
Vi(x,y,z) = |fy| (x,y,2) = |[cosy —cos(x +y +2) |, Vf(3.5.5) =10].
Iz cosz — cos(x +y + z) 0

El término de primer orden en el desarrollo de Taylor es entonces (Oh + Ok + 0l) = 0.
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Sin embargo, el término de segundo orden no es cero:

fox oy S
Hf(x,y,2) = |fyr foy Joz
fx foy f
[— senx +sen(x +y + z) sen(x +y + z) sen(x +y + z)
= sen(x +y + 2) —seny+sen(x +y +2) sen(x +y + 2) ,
sen(x +y + 2) sen(x +y + 2) —senz+sen(x +y+z)

Al evaluar esta matriz en el punto (%, 7, 5), se obtiene

-2 -1 -1
Hf(52,5) = -1 -2 -1|.
-1 -1 -2

Luego, el término de segundo orden del desarrollo de Taylor es
1[-2h* - 2hk — 2hl - 2k* — 2k - 21?].
Cambiando las letras (h, k,I) — (x,y, z), se obtiene el desarrollo deseado:

fE+xZ2+y2+2)=4-x>—xy-xz-y*—yz—- 2> +Rof(x,y,2). 0

Diferenciales y jacobianos

Una dltima forma de enfocar la regla de la cadena es la siguiente. Cabe recordar las
férmulas, en notacién alemana, para dos casos anteriores:

df oJf dx of dy
—_— = — 4 =
dt ox dt oy dt
af_8f6x+<9fay
ou  9x ou ay du

(2.12¢)

(2.16D")

Ahora es posible unificar los dos casos, multiplicando formalmente por los “denominado-
res” dt y du, respectivamente, para obtener la expresion:

0 7]
df = o dx + o dy
ox ay
o0 mas simplemente:
df = frdx + fy dy. (2.27)

Esta expresion se llama la diferencial de la funcién f(x,y). Es una forma abreviada de
las ecuaciones citadas, que podria llamarse: la regla de la cadena para ejecutivos.
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Entre otras cosas, la diferencial proporciona el término de primer grado de la férmula
de Taylor (2.23), al ser evaluado en el punto (x, yo):

df (x0,Yo0) = fx(x0,Yo) dx + fy(x0, yo) dy = my dx + my dy,

si ahora se denotan los incrementos en las dos variables por dx = h, dy = k.
Esta clase de expresiones serd particularmente util mas adelante, al considerar dx
y dy —y eventualmente d f — como “colas de integracién” para funciones de dos variables.
Para una funcién de tres variables F(x, y, z), hay expresiones analogas:

dF = Fydx + F;dy + F, dz
que también pueden ser evaluados en un punto (xg, Yo, 20):
dF (x0, Y0, 20) = Adx+Bdy+Cdz

donde dx = h, dy = k, dz = | son los incrementos en las tres variables.

» Para procesar los términos de segundo orden en la férmula de Taylor, se puede intro-
ducir una “diferencial cuadrdtica”, como sigue:

d*f = fox dx* + 2fyy dx dy + fy, dy?. (2.28)

Entonces la férmula de Taylor (2.25) se puede abreviar como sigue:
f(x0+dx,yo +dy) = f(x0,y0) +df (x0,yo) + % dzf(xo, Yo) + Rof (dx, dy).

» Antes de dejar el tema de cambios de variables, es importante considerar el cambio
inverso en los casos en donde el cambio es reversible:

x = x(u,0) u=1u(x,y)

= : (2.29)
y =y(u,0) v =0(x,y)

Por ejemplo, se puede cambiar coordenadas polares a cartesianas y viceversa:

) = ()

(2.30)
y=rsend 0 = arctg(y/x)

Fijese bien que el segundo cambio no estd definido cuando x = 0, es decir, en el eje y
de R2. De hecho, la funcién arc tg produce dngulos solamente en el rango -5 <0<73,lo
cual corresponde a puntos (x,y) con x > 0 (los cuadrantes primero y cuarto): entonces
el cambio de polares a cartesianos sélo es reversible en este semiplano> con x > 0.

'SEn el semiplano con x < 0, es necesario usar una férmula diferente para el cambio (x,y) — (r,0);

esa serfa r = \/x? + 12, 6 = 7 + arctg(y/x), de modo que ahora Z < @ < 3Z. Esta férmula es correcta

2 2
porque tg(z + 0) = tg 6 para todo 6.
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Usando los métodos de derivacién implicita, se puede derivar el primer par de fér-
mulas en (2.29) con respecto a x y luego con respecto a y. La regla de la cadena produce
cuatro igualdades:

{1:xuux+xvvx} {Ozxuuy+xovy}
0 = yyuy + Yoy 1 =y,uy + yyoy '

Estas igualdades tiene una mejor presentacién como un producto de matrices 2 X 2:

Xy Xp (10
Yu Uy o 1|°

Obsérvese que las entradas de la primera matriz son las cuatro derivadas parciales del
primer cambio en (2.29); mientras que las entradas de la segunda matriz son las cuatro
derivadas parciales del segundo cambio. Al lado derecho se ve la matriz identidad 2 x 2.
De ahi se concluye que para un cambio de variable reversible, las matrices de sus
derivadas parciales son matrices inversas:
-1
| Xu Xo
B [yu yal '

-1
Yu Yo Ox Uy

Invocando de nuevo la férmula para una matriz inversa 2 X 2,

ab_l_ 1 d -b
c dl ad-bc|-c al’

se ve que el andlogo de (ad — bc) para la matriz inversa es:
d a -b —c ad — bc 1

ad — bc ad —bc  ad — bc ad—bc:(ad—bc)z_ad—bc'

Uy Uy
Ux Uy

’ Ux Uy

) ) ) b )
Esta cantidad ad — bc se llama el determinante!® de la matriz [(CZ l Se escribe:

d
a b a b
= det :=ad — bc.
d c d
Dos matrices inversas tienen determinantes reciprocos. Entonces:
1 1
UxUy — Uyl = ——————, XulYp — XplYy = —————— . (2.31a)
XulYy — XoYu uxvy - qux

Estas combinaciones de derivadas parciales se llaman jacobianos de los cambios de
variable (2.29).

Explicitamente, (x,y, — X,y,) es el jacobiano del primer cambio; (u,v, — u,vy) es el
jacobiano del segundo cambio.

6porque determina si la matriz es invertible o no: si fuera ad — bc = 0, la matriz no tendria inversa.
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En el formato alemdn, un jacobiano tiene una notacién especial:

Xy Xp
Yu Yo

La relacion reciproca (2.31a) entre los jacobianos de cambios inversos se escribe asi:

o(u) _ /a<x, y)
oxy) [ a(wv)

d(u,0) Jud I du

(2.31b)

Ejemplo 2.20. El jacobiano del cambio (2.30) de coordenadas polares a cartesianas es

el [ e reosrato-r
El jacobiano reciproco se puede calcular directamente de (2.30):
r__x o __y Wy W x
ox x2+y2’ oy x2+y2, ox 22 oy Ay
y por ende
a(r,0) x2 —y? 2+ y? 1 )

o0xy) Py (PPl (PP ey T

En el calculo, se nota que d(x,y)/d(r, 0) es una funcién de las variables (r, 8); mientras
que 9(r, 8)/9d(x,y) es una funcién de las otras variables (x, y). Entonces, para verificar la
igualdad (2.31b), es necesario identificar los dos lados mediante las férmulas de cambio
originales. o

2.6. Maximos y minimos

El célculo diferencial en varias variables se utiliza para resolver muchas problemas de
optimizacion: dada una funcién f(x,y), por ejemplo, se busca aquellos puntos (x, yo)
en donde f(xp, yo) alcanza un valor mdximo [o valor minimo, dependiendo de los reque-
rimientos del problema planteado]. Tales maximos de la funcién f son de tres tipos:

¢ locales o relativos, si f(xo,y0) > f(x,y) para todo punto (x, y) cerca de (xo, yo);
o absolutos, si f(xp, yo) > f(x,y) para (x,y) en una determinada regién R del plano;
¢ ligados, si este valor maximo de f esta sujeta a algunas restricciones o ligaduras.

De modo similar, se separan los posibles valores minimos de f en tipos locales, absolutos
o ligados.
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Puntos criticos y su clasificacion

El caso mas simple es el de una funcién de varias variables sin condiciones sobre su
dominio: se buscan los maximos o minimos locales de f(x, y) o de h(x,y,z). Se supondra
que dichas funciones son suaves (o al menos, que tienen derivadas parciales continuas
hasta segundo orden).

Figura 2.5: Plano tangente horizontal el punto minimo de z = %(x2 +1?)

Ejemplo 2.21. Considérese el paraboloide eliptico (Ejemplo 1.1). Esta es la superficie
x?+y? = 4z, o bien z = 7(x*+y?). Un corte por el plano vertical x sena — ycosa = 0 es
una pardbola con un minimo en el origen (0, 0, 0) En efecto, esta curva esta parametrizada
por t — (tcosa,tsena, ltz); aqui a es un angulo fijo.

La recta tangente a esa parabola en (0,0,0) es xsena —ycosa = 0, z = 0, una recta
horizontal. (Véase la Figura 2.5.) La pendiente vertical del esa recta tangente, que es
igual a 0, no es otra cosa que la derivada direccional de z = }}(x2 +y?) en (x,y) = (0,0),
en la direccion (cos a, sen a). Como eso ocurre cualquiera que sea el angulo « que define
esa direccion, se deduce que el plano tangente en (0,0, 0) es horizontal. o

La moraleja del Ejemplo 2.21 debe ser obvio: si zg = f(xo, yo) es un minimo local de
una funcién suave f(x,y), entonces el plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el
punto (xo, Yo, 20) es horizontal. Y sucede lo mismo con méximos locales.”

Esto significa que m; = fi(x0,40) = 0y ma = fy(x0,y0) = O puesto que el plano
tangente horizontal es simplemente z = zj.

» Se dice que (xo, 7o) es un punto critico de una funcién diferenciable f(x, y) si:

fe(x0,90) =0,  fy(x0,40) = 0. (2.33a)

'7Este fendmeno fue observado en 1628 por Pierre de Fermat: cerca de un valor maximo o minimo, los
incrementos verticales son despreciables en comparacion con los incrementos horizontales.
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De igual manera, (xo, Yo, z0) €s un punto critico de una funcion diferenciable f(x, y, z)
si fx(x0, Yo, z0) = 0, fy(xo0, Yo, 20) = 0, fz(x0, Yo, z0) = O; o bien, lo que es lo mismo, si

V £ (x0, Yo, z0) = (0,0,0). (2.33b)

Ejemplo 2.22. Hallar los puntos criticos de f(x,y) = xy — x* — y* — 2x — 2y + 4.
Se trata de resolver el par de ecuaciones (2.33a) para (xo,yo). [Para aliviar los
calculos, se puede suprimir los subindices hasta encontrar las soluciones.]

fx=y—2x—2:0} {y—2x:2}
-
{ﬁ,:x—zy—zzo Xx—2y=2

y entonces, '8 restando las ecuaciones, 3x — 3y = 0; por eso, x =y yalavez x — 2x = 2;
se concluye que (x,y) = (-2, —2) es el tinico punto critico.

Aquizp = f(-2,-2) =4-4-4+4+4+4 =8.Elplano tangente a z = f(x,y) en el
punto (-2,-2,8) es z =8, horizontal.

Ahora hay que preguntar: ¢ese 8 es un maximo valor o un minimo valorde f(x,y)? ¢

Ejemplo 2.23. El plano tangente a la superficie z = xy en el origen (0, 0, 0) es horizontal,
pero el valor zp = 0 no es un mdximo local ni tampoco un minimo local.

Esto es evidente, aun sin dibujar la superficie, porque en dos cuadrantes del plano xy
vale z > 0 [en el primer cuadrante x > 0, y > 0; o en el tercer cuadrante x < 0, y < 0]
mientras que en los otros dos cuadrantes vale z < O [en el segundo cuadrante x < 0,
y > 0; o en el cuarto cuadrante x > 0, y < 0]. Por lo tanto: cerca de (xo, yo) = (0, 0) hay
valores positivos y negativos de z.

Lo que sucede es que en el punto (0, 0, 0) el plano tangente z = 0 cruza la superficie en
vez de quedar localmente encima (el caso de un maximo local) o localmente por debajo
(el caso de un minimo local) de la superficie. Se dice que el punto critico (0,0) es un
punto de ensilladura (a veces, un punto de silla) de la funcién f(x,y) := xy. O

» Se puede discriminar entre los tres tipos de punto critico con la ayuda del término
de segundo orden en el desarrollo de Taylor. Cuando fi(xo,y0) = 0y fy(x0,40) = O, ese
desarrollo (2.25) se simplifica en:

f(xo+hyo+k) = f(x0,y0) + 3 [h* frx + 2hk fry + K fyy| (x0. y0) + Raf (B k).

Si la cantidad (h? fix + 2hk fay + k? fyy) es positiva para cualquier (h, k) # (0,0), esto
significa que al valor f(xo,yo) se estard sumando algo positivo y la altura del grafo

8En principio, se puede usar métodos de dlgebra lineal para resolver este sistema de ecuaciones lineales;
pero es mas practico y mas rapido resolverlo “a pie”.
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f(xo0 + h,yo + k) serd mayor. En tal caso, el valor f(xo,yo) es un minimo local de la
funcién f.
Andlogamente, si (h? fyx + 2hk fiy + k* fyy) < O para (h,k) # (0,0), los puntos
alrededor de (xo, yo, z0) tienen menor altura: el valor f(xo, yo) es un maximo local de f.
En cambio, cuando (h? fix + 2hk fay + k2 fyy) toma algunos valores positivos o otros
valores negativos cerca de (xp, yo), el plano tangente horizontal en (xo, yo, z0) cruza la
superficie, y el punto (xp, yo) es un punto de ensilladura.

Ejemplo 2.24. Clasificar los puntos criticos de f(x,y) := 2x — x? + 2y — y*.
Las derivadas parciales de primer orden son

fi=2-2x, fy =4y - 4°.

Para obtener los puntos criticos, se colocan estas iguales a cero:

2-2x=0 x=1 B (1(1))
{4y—4y3=0} = {yzo, il} — Y= El’_)l)

y por ende hay exactamente tres puntos criticos. Es necesario analizarlos casos por caso.
En primer lugar, se calcula la matriz hessiana:

) -2 0
fix==2 fuy=0, foy=4-12y% Hf(x,y)=[0 4-1242|"

o En(1,1),es Hf(1,1) = [ 0 -8

l, con lo cual

(h? fox + 2hk fry + K> f,,)(1,1) = —2h* — 8k* < 0 para (h k) # (0,0).
Ademés, f(1,1) = 2. El punto critico (1, 1) es un méaximo local.

o En (1,-1), sucede lo mismo: se obtiene —2h% — 8k? < 0, asi que (1,—-1) es otro
maximo local.

-2

0

y negativos cerca de (0, 0), porque (h, 0) — —2h% < 0 mientras (0, k) — 4k% > 0.

Aqui f(1,0) = 1;y (1,0) es un punto de ensilladura. O

¢ En (1,0), se obtiene Hf(1,0) = l

0
al Ahora (—2h?+4k?) toma valores positivos

Si fxy(x0,Yo) = 0, como en el Ejemplo 2.24 anterior, los signos de f, y fy, en el punto
critico indican su clase. En general, la clasificacion se rige por el siguiente criterio.
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Criterio 2.25. La clase de un punto critico (xo, o) de una funcion dos veces diferenciable
f(x,y) se rige por los signos de los dos niimeros:

fex fry
fry Juy

Dy := fix(x0,50),  Da:= (x0,90) = (faxfoy — (fe)?) (k0. 90). (234

Se distinguen cuatro casos:
(@) Si Dy > 0y D1 > 0, entonces (xo, o) es un minimo local.
(b) Si Dy > 0y Dy < 0, entonces (xp, yo) es un maximo local.
(c) Si Dy < 0, entonces (xo, yo) es un punto de ensilladura.
(d) Si D, =0, mala suerte: el criterio no decide la clase del punto critico.?

Nétese que D, es el determinante de la matriz hessiana, Dy = det H f(xo, yo).

Figura 2.6: La perpendicular comun a dos rectas sesgadas

Ejemplo 2.26. Encontrar la distancia entre las dos rectas sesgadas

Yy =2x y=3x+7
{ZZSX} y {z=x }
Cuando dos rectas en el espacio R® no se cortan ni son paralelas, resulta que hay
exactamente un segmento de recta con un extremo en cada recta que es perpendicular a
las dos [Figura 2.6]. La longitud d de este segmento es la distancia entre las rectas. Para
hallarla, se puede tomar dos puntos cualesquiera, una en cada recta, calcular la distancia
entre ellos, y minimizar esa distancia.

En primer lugar, es necesario expresar las rectas en forma paramétrica. En este
ejemplo, la primer recta es r1(s) = (s, 2s,5s) y la segunda es ¥, (t) = (t,3t + 7, t).

"En el caso (d), a veces se oye la frase ridicula: “no hay criterio”. Criterio si hay, es s6lo que en este
caso no aporta informacién.
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Definase la funcién de los dos parametros:
f(s,1) = [[F1(s) = Fa(0)||?
=(s—1)2+ (25 -3t - 7)% + (55 — t)?
= 30s% — 24st + 111> — 28s — 42t + 49.

[ Es més practico minimizar el cuadrado de la distancia que la distancia misma. ||
Ahora se calcula los puntos criticos de esa funcién f(s, t):

fs= 60s—-24t-28=0 15s -6t =7
> .

t =—24s+22t —42=0 -12s+ 11t =21
f

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve por una inversién de matrices:

15 =6 [so] _[7] _ [so] _ L[11 6][7]_ 1][203
—-12 11| ||~ |21 to| ~ 93|12 15| (21| 93|399
203 133
- So=—, op=—.
93 31

De ese modo hay un tinico punto critico, que por la naturaleza del problema debe ser un
minimo local (y absoluto).
Pero conviene verificar que cumple el criterio de la segunda derivada. Se ve que

fis =60, fi=-24, fi; =22,

(estos son funciones constantes); y esto implica que

D1 =60>0, Dy=(60)(22) — (-24)2 = 1320 — 576 = 744 > 0.

Luego, el punto critico (@, 133—13) pertenece al caso (a) del criterio; este es efectivamente

93
un minimo local.
La distancia buscada esta dada por2°

2 2 2 2
= f(33, %5) = (-93)" + (-559) "+ (53)7 = (53)7 (147 + 103 + 44°),

y como 14% +103% + 44% = 12741, se obtiene d = 53V12741. o

[ De igual manera, se clasifican los puntos de una funcién f(x,y, z) de tres variables
por los posibles signos del término de segundo orden en el desarrollo de Taylor. Se
obtiene un minimo local si la matriz hessiana H f (xo, yo, z0) es definida positiva: esto dice

20Geria facil obtener una aproximacion decimal al resultado, pero eso es irrelevante: la expresion
obtenida es el valor exacto de d.
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que sid = (hk,I) # 0, entonces 3 - H £ (x0, Yo, z0) @ > 0. Resulta un maximo local si esa
matriz es definida negativa; y un punto de ensilladura si la matriz hessiana es invertible
pero indefinida. Y si dicha matriz no es invertible, la clase del punto critico sigue siendo
ambigua. Para un analisis completo de la situacién, se requiere usar algebra lineal. En
resumidas cuentas, se debe calcular tres determinantes:

f f ﬁcx fxy f;CZ
D1 := fux(x0,Y0,20), D2 := ;x ]fy (x0,Y0,20)s D3 :=|fyx fyy Jfyz| (x0. Y0, 20)-
xy Jyy fox foy for

Los cuarto casos se reparten asi:
(@) Minimo local: D3 > 0, D, > 0, D; > 0.
(b) Maximo local: D3 < 0, D, > 0, D1 < 0.
(¢) Punto de ensilladura: los otros casos con D3 # O.
(d) Sin decisién: si D3 = 0.

Si la matriz hessiana H f (xo, yo, zo) es diagonal, con entradas diagonales A1, A3, A3, esto
es equivalente a las condiciones: (a) cada A; > 0; (b) cada A; < 0; (c) cada A; # O pero
con signos diversos; (d) algin A; = 0. |

Extremos absolutos en regiones con borde

En aplicaciones prdcticas, se requiere obtener un maximo o minimo absoluto de una
funcion de varias variables en un dominio del plano o del espacio limitado por un borde.
El valor extremo buscado puede ocurrir o bien en el interior del dominio — en cuyo caso
se trata de un punto critico — o bien en el borde, que requiere un analisis caso por caso.

Ejemplo 2.27. Determinar la caja rectangular, sin tapa, de mayor volumen que se puede
construir con una ldmina de 12 m? de madera. (Se desprecia el grosor de la lamina.)

Sean x, y, z las dimensiones (en metros) de la caja deseada.

2-36



MA-1003: Célculo III 2.6. Maximos y minimos

El fondo tiene drea xy, los lados verticales tiene dreas xz, yz (dos de cada tipo). Se
debe maximizar el volumen V = xyz donde el drea total es:

xy +2xz + 2yz = 12.
Se puede despejar z = (12 — xy)/(2x + 2y). El problema entonces se replantea asi:

xy(12 - xy)

o Maximizar f(x,y) :=
2(x+vy)

dondex >0,y > 0, xy < 12.

(La condicion xy < 12 expresa la limitacion fisica z > 0.)

xy =12

Primero se buscan los puntos criticos de f en el interior: x > 0,y > 0, xy < 12:

Y12 - x% - 2xy) _ x*(12-2xy - v?)
B 2(x +y)2 ’ v 2(x +1)>

fx
Para que f, =0y f, = 0, los numeradores deben ser ceros:

{12—x2—2xy20} {12—x2—2xy20} {12—3x2:O }
—— - .

12-2xy—1y*=0 *-y*=0 x=y>0

[ De la ecuacién x? = y? se deduce x = +y, pero por ser x > 0, y > 0, se descarta la
posibilidad x = —y. || De ahi, (xo, yo) = (2,2) es el tnico punto critico en el interior de la
region factible. Fijese que f(2,2) = 32/8 = 4.

Ahora bien: el borde de la region consiste de las semirrectas (los ejes x, y positivos) y
una rama de la hipérbola xy = 12. En ese borde se cumple una de las condiciones x = 0
6y =006 xy =12; y en esos tres casos, vale f(x,y) = 0. [ Eso debe ser obvio: si x = 0
6y =046z=0, la caja tendria volumen O. |

Entonces el valor f(2,2) = 4 es un mdximo absoluto: una caja de 2m X 2m X 1 m,
con volumen 4 m?3. o

Ejemplo 2.28. Determinar y clasificar los extremos de la funcién
fooy) =x*—xy+1y* +3x -2y + 1,

definida en el rectdngulo -2 < x <0, 0 <y < 1.
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(-2,1) (-1,1) (0,1)

*(-3.3)

(-20) (3.0 00)

Wl
W=

El rectdngulo en cuestién tiene un borde que consiste de cuarto segmentos de recta.
Primero se debe obtener los puntos criticos en el interior: —2 < x <0, 0 <y < 1.
Las derivadas parciales de primer orden son:

fi=2x—-y+3, fy=—x+2y-2.

Al resolver las ecuaciones f, = 0, f, = O:

{ 2x—y=—3} { y:2x+3} {x:—4/3}
—_— —_— R
—x+2y=2 3x+6=2 y=1/3

se obtiene un unico punto critico (—%, %), que efectivamente pertenece al interior del
4 i 4 1y _ 16,4, 1 ,_ 2 —_4
rectangulo. Al evaluar f en ese punto, se obtiene f (-3, 3) = s tgts—4-5+1=-3.

En los segmentos del borde, se plantean problemas de optimizacién en una variable:

o Sea g(x) := f(x,0) = x> +3x + 1 para =2 < x < 0. Como ¢’(x) = 2x+3 = 0

solo si x = —%, el punto (—%, 0) es un posible extremo de f(x,y). Notese que

f(=3,00=g(-3) =-2.
o Sea h(x) := f(x,1) = x> + 2x para -2 < x < 0. Como W (x) = 2x+2 = 0

solo si x = —1, el punto (—1,1) es un posible extremo de f(x,y). Nétese que

f(=1,1) = h(-1) = -1.

o Sea k(y) := f(0,y) =y?> -2y +1para0 < y < 1. Como k’(y) = 2y — 2 = 0 solo si
y = 1, fuera de este intervalo abierto, este caso no aporta un posible extremo de f.

o Seal(y) := f(-2,y) =y?>—-1para0 < y < 1. Como I'(y) = 2y = 0 solo si y = O,
fuera del intervalo abierto designado, este caso tampoco aporta extremos de f.

Finalmente, se debe considerar los valores de f en las cuarto esquinas del rectdngulo:

f(=2,00=-1,  f(0,00=1, f(-2,1)=0,  f(0,1) =0.

Los posibles valores extremos de f son, entonces: —%, —%, -1, 0, 1 (ordenados de
menor a mayor). Entonces el minimo absoluto de f es —%, en el punto critico (—%, %),
mientras que el mdximo absoluto de f es 1, en la esquina (0, 0). o
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Extremos ligados, multiplicadores de Lagrange

A veces se plantea la necesidad de encontrar un extremo de una funcién de varias
variables, sujeta a una o mas restricciones o ligaduras, dadas por ecuaciones en términos
de esos mismos variables.

Hay un procedimiento general,2! debido a Lagrange, para analizar esa clase de pro-
blemas. Si se quiere optimizar (esto es, maximizar o minimizar, dependiendo del caso)
una funciéon f(x, y, z) sujeta a la ligadura ¢g(x,y, z) = 0, en el punto éptimo los gradien-

tes V f(x0,Y0,20) ¥ %g(xo, Yo, zp) deben ser paralelos. Si se debe cumplir otra ligadura
h(x,y,z) = 0 también, es necesario que V f(xo, yo, z0) sea una combinacién lineal de los

dos gradientes %g(xo, Y0, 20) Y §h(xo, Yo, 20)-
Para simplificar el procedimiento, se introduce la llamada funcién de Lagrange:
L(x,y,z,A4) := f(x,y,2) + A g(x, v, 2), (2.35a)
o bien
L(x,y,z, A, p) == f(x,y,2) + Ag(x,y,2) + ph(x,y, z). (2.35b)

Los coeficientes A, o bien A y p, de las ligaduras deben elegirse para que se cumpla la
condicién estipulada sobre los gradientes. Entonces A (y p, si lo hubiera) se consideran
nuevas variables — que solo aparecen en primer grado.

El valor dptimo ocurre en un punto critico de la funczon de Lagrange: se busca un vector
(x0> Yo, 20, /10) o bien (x0> Yo, 20, AO) IJO) en donde VL O

Ejemplo 2.29. Obtener los valores maximo y minimo de la cantidad 4x + 3y en el circulo
x2 +y? = 25 del plano R2.

Aqui sélo hay dos variables originales y una ligadura. La ligadura debe expresarse en
el formato g(x,y) = 0, en este caso seria x? + y> — 25 = 0. La funcién de Lagrange es

L(x,y,A) := 4x + 3y + A(x? + y? — 25).
Sus derivadas parciales (con respecto a las variables x, y, 1) son
Ly=4+2lx, L,=3+2ly, Ly=x*+y*-25.

Las condiciones L, = L, = 0 permiten eliminar A:

4 3

—=—==2)

Xy
asi que vale 4y = 3x en los puntos criticos. La tercera condicién L) = 0 es simplemente la
ligadura x* + y* = 25.

2IPara la justificacién de este método de Lagrange, véase el apartado § 14.8 del libro de Stewart.
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Al eliminar y con y = 3x/4, se obtiene??

2 9x? . 2
x°+ e =25, obien x“ =16, dedonde x = +4.

Usando y = 3x/4 se obtiene y = +3, asi que hay dos puntos criticos ligados:
(x0,Yo) = (4,3) ytambién (xo,y0) = (-4, -3).

[ Fijese que A = —1 en (4,3) mientras A = +3 en (-4,-3). ]
Los valores extremos de f(x,y) := 4x + 3y entonces son f(4,3) = 25 (maximo) y
f(-4,-3) = =25 (minimo). o

Ejemplo 2.30. Optimizar x + y + z bajo la restriccién xyz = 1.

Nétese que este enunciado es ambiguo, pues no especifica si se busca un valor maximo
o un valor minimo. Por ahora, serd mejor admitir ambas posibilidades: se requiere
“optimizar” f(x,y,z) := x + y + z bajo la ligadura xyz — 1 = 0.

Como hay tres variables originales y una ligadura, la funcién de Lagrange es

L(x,y,z,A) =x+y+z+ Alxyz - 1).

Sus derivadas parciales son:

Ly =1+ Ayz,
Ly =1+ Axz,
L, =1+ Axy,
Ly=xyz—-1.

Las condiciones Ly = L, = L, = 0 implican que
yz=xz=xy |[=-1/1];

por lo tanto, x = y = z. La condicién L, = O, la cual es la ligadura original xyz = 1,
implica que x> = 1y por ende x = 1; y por consiguiente, x = y = z = 1. Por lo tanto, el
tUnico punto critico ligado es (xo, yo, z0) = (1,1, 1).

Al usar L, = 0 de nuevo, se deduce que 1+ A = 0, de donde A = —1 para este punto
critico.

El valor critico de x +y+z es f(1,1,1) =1 + 1+ 1 = 3. || Este resulta ser un minimo
ligado de f en el primer octante de R3, donde la superficie xyz = 1 no contiene puntos
con0<x+y+z<3.] 0

22Ge debe recordar que la ecuacién cuadratica x? = a? siempre tiene dos soluciones, x = +a y x = —a.
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[ Algunos autores usan el signo opuesto para los multiplicadores de Lagrange. Si se
hubiera escrito L(x,y,z,A) = x+y+z—A(xyz—1) en el ejemplo anterior, de igual manera
se llegaria al punto critico ligado (xo, yo,z0) = (1,1,1), pero esta vez con A = +1. Este
cambio de signo en A no afecta la determinacién del punto critico. ||

Ejemplo 2.31. Encontrar los valores extremos de la funcion f(x, y, z) := xyz en el circulo
x> +y?+22=81, x+y+z=15.

En este problema, hay dos ligaduras,
g(x,y,z) = x? +y2 +2z2-81=0;
h(x,y,z) :=x+y+z—-15=0.

Ellas determinan un circulo, por ser la curva de interseccién de una esfera con un plano.
(Como se verd en breve, este plano si corta esta esfera en mas de un punto.) La funcion
de Lagrange es

L(x,y,2,A 1) = xyz+ A(x® +y* + 22 = 81) + p(x + y + z — 15).
Las derivadas parciales son:

Ly =yz+2Ax+p,

Ly =xz+2\y+p,

L, =xy+2Az+,
LA:x2+y2+zz—81,
L,=x+y+z-15.

Al eliminar la variable p de L, = L, = L, = 0, quedan
Yz + 2Ax = xz + 24y = xy + 21z [ =—ul.
En seguida, se elimina A de las relaciones

2A(x —y) = xz — yz,

2A(y — z) = xy — xz,

2A(x — z) = xy — yz. (2.36)
Si fuera x = y = z, estas relaciones se reducirian a 0 = 0 y A quedaria indeterminado. Sin

embargo, la relacidn x = y = z es incompatible con las ligaduras: se tendria que aceptar

3x% = 81, 3x = 15; pero V27 # 5. Resulta, entonces, que no hay puntos criticos con
xX=y=z.
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Si x, y, z fueran distintas, se podria cancelar los factores no nulos (x — y), (y — 2),
(x — z) en las ecuaciones (2.36), para asi obtener 24 = x = y = z, contraria a la hipétesis
de variables distintas.

En cambio, si hay algunas soluciones con x = y # z: al dividir la tercera relacién
de (2.36) por (x — z), se obtiene 21 = y. Las ligaduras se convierten en

2x2+22=81, 2x +z =15,

de donde 2x2 + (15 — 2x)? = 81 o bien 6x? — 60x + 144 = 0; que admite dos soluciones,
x = 6y x = 4. De ahi salen dos puntos criticos ligados: (xo, yo,z0) = (6,6,3) con A = 3,
u = —54y también (xo, yo, z0) = (4,4,7) con A = 2, u = —44.

Al permutar las letras x, y, z (el enunciado del problema es invariante bajo este cam-
bio), se obtienen cuatro puntos criticos mas. En total, hay seis puntos criticos:

(6,6,3), (6,3,6), (3,6,6), (447), (47,4, (7.44).

Ahora bien, se ve que f(6,6,3) = f(6,3,6) = f(3,6,6) = 108, mientras que
f(4,4,7) = f(4,7,4) = f(7,4,4) = 112. Entonces los primeros tres puntos criticos
de L son minimos ligados y los ultimos tres son mdximos ligados. Entre otras cosas, esto
comprueba que 108 < xyz < 112 en el circulo dado. O

Ejemplo 2.32. Determinar los puntos criticos ligados de x* + y® + 2 bajo la condicién
1/x+1/y+1/z=1.

La funcién f(x,y, z) := x>+y>+2> estd definido en todo el espacio R3, pero la ligadura
x '+y 14271 —1 = 0 no tiene sentido en los planos coordenados.2? Es necesario suponer
quex #0,y #0,z#0.

En este caso, la funcién de Lagrange es

Lixyz)=x*+> +22 + Ax T +y 4271 - 1),

Sus derivadas parciales son

L, = 3x% — Ax72,

L, = 3y2 — Ay 2,

L, =322 - 1272,

Ly=x"! +y_1 +z -1,
Las igualdades L, = L, = L, = 0 permiten eliminar A; se obtiene

3x* =3yt =3z [=1].

Estas ecuaciones conducen a +x = +y = +z, con signos no determinados. (El patrén de
signos es diferente en cada uno de los ocho octantes, por separado.)

23Fs preferible escribir x ™! en vez de 1/x, etc., para facilitar el calculo de las derivadas parciales.
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Si, por ejemplo, x = y = z con los tres signos iguales, la ligadura se convierte en
3/x =1, de donde x = y = z = 3 y por tanto A = 3° = 243. En cambio, si por ejemplo
x =y = —z,laligadura es 1/x = 1, de modo que (x,y,z) = (1,1,—-1) y A = 3. Las otras
posibilidades para los signos son x = —y = z 'y también —x = y = z. En total, se obtiene
cuatro puntos criticos ligados:

(x0, Y0, z0) = (3,3,3), con A=3
(x0,Y0,20) = (1,1,-1), con A =3,
(x0,Y0,20) = (1,-1,1), con A =3,
(XQ, Yo, ZO) = (—1, 1, 1), con A=3.
Notese que f(3,3,3) = 81 pero f(1,1,-1) = f(1,-1,1) = f(-1,1,1) = 1. O

Ejemplo 2.33. Optimizar x log x + ylogy + zlog z sujetaa x + y + z = 6.

El dominio de la funcién f(x,y,z) := xlogx + ylogy + zlog z es el primer octante:
x >0,y >0,z >0, en donde los tres logaritmos (naturales) estan definidos. El plano
x +y + z = 6 corta este octante en un tridngulo equildtero (sin borde).

Figura 2.7: El tridngulo x + y + z = 6 en el primer octante

La funcién de Lagrange es
L(x,y,z,A) =xlogx +ylogy +zlogz+ A(x +y+2z—6).
Sus derivadas parciales son

Ly =1+logx+ A,
Ly=1+logy+A,
L,=1+logz+ A,
Ly=x+y+z-6.

2-43



MA-1003: Célculo III 2.6. Maximos y minimos

Para que Ly = L, = L, = 0, se requiere
logx =logy =logz [=-1-A1].

Esto conlleva x = y = z (la recta diagonal en R3). La ligadura x + y + z = 6 entonces
implica x = y = z = 2. En fin, hay un tnico punto critico ligado (xo, yo, z0) = (2, 2,2), en
donde A = —1 —log 2. El valor critico de f es f(2,2,2) = 6log 2.

Ahora bien: el dominio de f se puede extender al octante cerrado x > 0,y > 0, z > 0,
usando el limite conocido lim,o(x logx) = 0 (por la regla de 'Hopital). Por ejemplo,

f(x,y,0) =xlogx +ylogy, sujetaa x+y=6;

el mismo andlisis conduce a un punto critico (xo, yo, z0) = (3,3,0) con f(3,3,0) = 6log 3.
Lo mismo rige para los puntos (3,0, 3) y (0, 3, 3) en los otros lados del triangulo.

En los vértices, se obtiene f(6,0,0) = f(0,6,0) = f(0,0,6) = 6log 6. Se deduce que
el punto critico (2,2, 2) representa un minimo absoluto de f. El maximo absoluto de f
ocurre en los tres vértices del tridngulo. 0
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3 Integrales multiples

Solving a mathematical problem is like doing a
jigsaw puzzle, except you don’t know in advance
what the final picture will look like.

— Edward Frenkel®

La integracién de funciones de varias variables reales usa las reglas conocidas para
integrar funciones de una sola variable. La novedad consiste en el manejo del dominio de
integracién: en vez de un intervalo a < x < b de la recta real, se debe abordar regiones
diversas del plano R? y del espacio R3. Una vez analizadas las caracteristicas geométricas
del dominio, el célculo de la integral puede ser tedioso pero rara vez es dificil.

» Antes de abordar las integrales multiples, conviene recordar cuatro formulas basicas
en la integracién de funciones de una variable.

(1) Sin # -1, entonces

! 1
/ x"dx:n+1. (3.1)
0

Esto viene de evaluar la antiderivada x™'/(n+ 1) enx =0yenx = 1.

|

|

l

i
/2

Figura 3.1: Area debajo del grafo de la funcién seno

(2) El arco de la funcion sen @ es positivo para 0 < 6 < 7; su integral es:

/ sen0do = 2. (3.2)
0

Se sabe que f()”/z sen0df = cosO—cos 7 =1-0 = 1; la formula sen(r — 0) = sen ¢

dice que el grafo de la funcidén seno es invariante bajo la reflexién (x, y) — (r—x,y)
en la recta vertical x = 7. Por eso, el drea f” 7;2 sen 6dO = 1 también.

'En su libro Love and Math: The Heart of Hidden Reality, New York, 2013.
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(3)

4)

Figura 3.2: Area limitada por el grafo de una funcién par

Una funcién f de una variable se llama par si f(—x) = f(x).

Unos ejemplos son: x2, x*, x%, ..., x>™ en general — incluyendo x° = 1, la funcién

constante de valor 1 (cualquier funcién constante es par). Otras funciones pares
conocidas son: cos x, sec x, cosh x, sech x.

El grafo de una funcién par es invariante bajo la reflexién (x,y) — (—x,y) en el
eje y. Por eso:

[af(x) dx = Z/Oaf(x) dx sif es par. (3.3)

Es importante notar que las cotas de integracién en la primera integral deben ser

—a < x < a. La férmula (3.3) es vélida porque

0 a
/ f(x)dx = / f(u)du al sustituir u := —x.
—a 0

(El &rea para —a < x < 0 es igual al drea para 0 < x < a, con el mismo signo.)

Figura 3.3: Area limitada por el grafo de una funcién impar

Una funcién g de una variable se llama impar si g(—x) = —g(x).

Unos ejemplos son: x, x5, x°, ..., x>™*! en general — incluyendo x~! = 1/x. Otras

funciones impares conocidas son: sen x, tg x, senh x, arctg x.

El grafo de una funcién impar es invariante bajo la mediavuelta (rotacién de 180°)
alrededor del origen (x,y) — (—x, —y). Por eso:

/ g(x)dx =0 sigesimpar. (3.4)

a
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La féormula (3.4) es valida porque

0 a
/ g(x)dx = —/ g(u)du al sustituir u := —x.
- 0

a

(El drea para —a < x < 0 es igual al drea para 0 < x < a, pero con signo opuesto.)

3.I. Integrales dobles en regiones planas

En el cdlculo integral de una variable, la integral

A=/abf(x)dx

se interpreta como el drea debajo de la curva y = f(x) para el intervalo a < x < b. Esta
drea se concibe como la suma de franjas delgadas de alturas f(x) y de anchuras dx,
aproximada por una unién de rectangulos cuyas bases son intervalos sucesivos [ xo, xo+dx]
que conforman el intervalo de base total [a, b].

z=f(xy)

ﬁ
€ o,Zo)[j
1 dV/=zdA

X0,Y0,0
COWOLT A < dx dy = dy dx

v
Figura 3.4: Elemento de drea dA = dy dx debajo de la superficie z = f(x, y)

De manera similar, se quiere calcular el volumen debajo de una superficie z = f(x,y)
cuya base es una region R del plano xy como una suma de columnas delgadas de alturas
f(x,y) cuyas bases son elementos de area dA que conforman la base total R. Estos
elementos de drea pueden ser rectadngulos pequefios de lados dx, dy. Entonces el volumen

total se expresa asi:
V://sz:/ f(x,y)dydx. (3.5)
R R

Para calcular esta integral doble, hace falta tener una formulaciéon manejable de la
region R en términos de las coordenadas cartesianas (x, y).
En lo sucesivo, se examinara diversas regiones de base para integrales dobles.
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Integrales iteradas sobre regiones rectangulares

El caso mas simple ocurre cuando la regiéon de integracion R es un rectdngulo:

{55

En este caso, la integral doble asume una de dos formas:

//Rf(X,y)dydxz/ab/cdf(x,y)dydx:/cd/abf(x,y)dxdy. (3.6)

En el primer caso, la integral interior (azul) se calcula con x fijo; el resultado es una
funcién que solo depende de x; en seguida, se calcula la integral de esta funcién de x.
En el segundo caso, la integral interior (roja) se calcula con y fijo; el resultado es una
funcién que solo depende de y; en seguida, se calcula la integral de esta funcién de y.

En resumen, estas dos integrales iteradas conducen a antiderivadas de una variable:
no se requieren técnicas de integracion nuevas.?

NN
NN

X
y
d

1 pl
Ejemplo 3.1. Evaluar la integral doble / / (x*y + %) dy dx.
-1 Jo

Por célculo directo:

1 pl 179 1 179 1
/ / (x4y+y2)dydx=/ —x* 4 = dx=2/ —x*+ =) dx
-1 Jo -1\2 3 o \2 3
1 1 1 13 13
=2l=X—-+—-|=2|—]|=—.
2 5 3 30 15
Se ha usado la férmulas (3.1) para fol x™ dx varias veces. La segunda igualdad emplea la

. . 1 e .
férmula (3.3) porque el integrando es par y las cotas /_ , son simetricas.
Por otro lado:

1 pl 1 pl 171
//(x4y+y2)dxdy=2/ / (x4y+y2)dxdy=2/ (—y+y2)dy
0o J-1 o Jo o \5
1 1 1 13 13
=2|=X=+=-|=2|=|=—.
(5 2 3) (30) 15

Se ha comprobado la igualdad de las dos integrales iteradas (3.6) en esta instancia. ¢

>Tal vez no es obvio que las dos recetas conducen al mismo resultado. Es posible comprobar que las
dos integrales son iguales toda vez que el integrando f(x,y) es una funcién continua en la regién de
integracion.
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» Si el integrando es un producto de tipo f(x,y) = g(x) h(y), una integral sobre una
region rectangular se descompone en un producto de dos integrales simples:

/abfcdgu) h(y) dy dx = (/fg(x) dx) (/th<y>dy).

1 pl
Ejemplo 3.2. Evaluar la integral doble / / xy e Y dy dx.
0o Jo

El integrando es un producto:

1 pl 1 1 1
/ / xyex+ydydx=/ xexdx/ yeydy:(/ xexdx)
0o Jo 0 0 0
x=1 1 2
= ([xex] —/ e” dx)
x=0 0

= ((e=0)—(e-1)*=12=1.

2

En el segundo rengldn, se hizo una integracién por partes. O

xydy dx

vl +x2+y2‘

1 pl
Ejemplo 3.3. Evaluar la integral doble / /
o Jo

Esta integral sale por célculo directo:
/1/1 xydy dx :/15/1 2y dy dx
o Jo V1+x2+42 Jo 2Jo \1+x2+42
1 y=1
:/ E[Z 1+x2+y2] dx
0 2 y=0

:/1(\/2+x2—\/1+x2)xdx
0

1[2 2 =
= 2|2 (2+x%)%2 - Z(1+x%)%2
2|3 3 =0

=1(3V3-2V2)-1(2V2-1) = 1(3V3-4V2+1).
Se ha usado — implicitamente — un par de sustituciones u := a + y2, du = 2ydy con
a=1+x? (fijo); y también v := b+ x%, dv = 2xdx enlos casos b=2y b = 1. o
Regiones planas de dos tipos

Las regiones planas no rectangulares tienen geometrias muy variadas. Sin embargo,
los dominios de integracién en problemas tipicos suelen aparecer en una de dos clases
particulares; otras regiones se reparten en subregiones de una de esas clases.
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y=f2(x)

y=fi (x)

éz X b

Figura 3.5: Una region de integracion del tipo I

La primera clase es la de regiones verticalmente simples, cominmente conocidas
como regiones de tipo I. Estas son limitadas inferiormente por una curva plana y = f;(x)
y superiormente por otra curva y = fo(x), de esta manera:

a X

<b
} es de tipo I. (3.7)
< fa(x)

<
Laregiéon | R= {
i) <y

Dicho de otra manera: la regiéon R se describe por el alcance absoluto de la variable x
en un intervalo a < x < b; y para cada x en ese intervalo, por el alcance relativo de la
variable y en el intervalo fi(x) < y < fo(x). Véase la Figura 3.5.

De esta manera, la integral de una funcién z = h(x, y) sobre esta regién se expresa
como una integral iterada:3

b pfax)
I= //h(x, y) dA =/ / h(x,y) dy dx.
R a Jfi(x)

Las cotas de integracion de la integral interna (con respecto a y) pueden depender de x
— pues se mantiene x constante mientras se hace la integracion respecto de y — pero las
cotas para la integral externa (con respecto a x) deben ser constantes.

Ejemplo 3.4. Hallar el drea plana limitada por las dos parabolas y = x?; y = 2x2 — 1.

En este ejemplo, como en muchos problemas que siguen, el alcance a < x < b no esta
indicado de manera explicita. Ademas, el enunciado no indica cuél de las dos curvas es
la superior y cudl es la inferior. Toda esa informacién debe ser extraido de un dibujo de
la region R.

En primer lugar, es necesario determinar los puntos de interseccion de las dos curvas.
Las coordenadas (x, y) de tales puntos cumplen las dos ecuaciones a la vez.

3De ahora en adelante, se usara la letra I para denotar una integral que se quiere evaluar.
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En el ejemplo dado, se debe resolver la ecuacion:
2=2x*-1 = x*=1 = x==+1.

Usando una de las ecuaciones, y = x? por ejemplo, se obtiene las coordenadas y de los
puntos de interseccion:

(x1,71) = (-1, 1), (x2,y2) = (1, 1).

Esto hace probable que el alcance de x es el intervalo -1 < x < 1.

\\ )/nyzl

Para confirmarlo, se nota del dibujo que las dos parabolas, al cortarse en (—-1,1) y en

(1,1), determinan una regién de area finita. Fijese que cuando x = 0, la primera parabola

pasa por (0,0) y el segundo por (0, —1). Esto confirma que la parabola superior es y = x>

2

y la inferior es y = 2x?> — 1. En consecuencia, vale 2x?> — 1 < x? cuando -1 < x < 1.

Entonces la region de integracidén es:

y su area es

1 x
Az//ldA:/ / ldydx.
R -1 Jax21

d .
Como fc 1dy =d —c, esta 4rea es:

1 1
A= / x2—(2x% - 1)dx = / (1-x%)dx [integrando par]
-1 -1

! 1\ 4
=2 1-x¥)dx=21-2]==.
/0( * ) ( 3) 3 ¢

» Lasegunda clase de regiones son las regiones horizontalmente simples, comtinmente
conocidas como regiones de tipo II. Estas son limitadas a la izquierda por una curva
plano x = g1 (y) y a la derecha por otra curva x = g2 (y).

3-7



MA-1003: Célculo III 3.1. Integrales dobles en regiones planas

x=g2(y)

Figura 3.6: Una regién de integracion del tipo II

En resumidas cuentas:

Yy
x

NN

es de tipo II. (3.8

d
9

. . R { ¢ < }
a regién =
g1(y) < 2(y)

Dicho de otra manera: la region R se describe por el alcance absoluto de la variable y
en un intervalo ¢ < y < d; y para cada y en ese intervalo, por el alcance relativo de la
variable x en el intervalo ¢; (y) < x < g2(y). Véase la Figura 3.6.

De esta manera, la integral de z = h(x,y) sobre esta regién se expresa como una
integral iterada de esta forma:

d rg2(y)
I= //h(x, y) dA = / / h(x,y) dx dy.
R ¢ Ja(y)

Las cotas de integracion de la integral interna (con respecto a x) pueden depender de y
— pues se mantiene y constante mientras se hace la integracién respecto de x — pero las
cotas para la integral externa (con respecto a y) deben ser constantes.

Ejemplo 3.5. Calcular // (x? + y2) dA, donde R es la region del primer cuadrante del
R
plano xy acotada por la recta 3x + 4y = 10.

Esta region R es un tridngulo rectangular que es verticalmente simple y horizontal-
mente simple a la vez (véase la Figura 3.7). Tiene vértices (0, 0), (13—0, 0) v (0, 2), habida
cuenta de los puntos en donde la recta 3x+4y = 10 corta los ejes coordenados. Entonces:

0<x<10/3 0<y<5/2
R= 10 — 3x (tipoI), o bien R = 10 — 4y (tipo 1II).
SYs— 0<x< 3
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(0,5/2) (0,5/2)

3x+4y=10 3x+4y=10

(0,0) (10/3,0) (0,0) (10/3,0)

Figura 3.7: Una regioén triangular de ambos tipos

Considerando R como region del tipo I, la integral es:

10/3 (10-3x)/4 10/3 y=(10-3x)/4
I= / / (x2 + yz) dydx = / [xzy + %yB] dx
0 0 0 y=0

10/3
:/O (3(10x* = 3x°) + 135 (10 — 3x)°) dx

110 3 7708 1 o
= 2| —=x% - Zx* - — u® du [al sustituir u = 10 — 3x, du = -3 dx]
4|3 7 576 J1o
5 1000 3 10000 1 10, 2500 1875 1 10000
=—X— - = X—+ — u”du = - + X
6 27 16 81 576 Jo 81 81 576 4

_625+625_625 1+1 _625X25_15625
T 81 144 9 \9 16)] 9 " 144 1296 °

Por otro lado, al considerar R como region del tipo II, la integral seria:

5/2 £ (10-4y)/3 5/2 x=(10-4y)/3
I= / / (x2+y?) dxdy = / [%xs + xyz] dy
0 0 0 x=0

5/2
:/0 (é(10—4y)3+%(10y2—4y3))dy

1 O 110 y=5/2
=357 . o3 do + 3 ?ys - y4L:0 [al sustituir v = 10 — 4y, dv = -4 dy]
1 10 10 125 1 625 1 10000 625 625
= — vvdo+ — X — - =X = X + -
324 J, 9 8 37 16 324 4 36 48
1 1 1 625 15625
=625 — + — - — | = —"—(16+36-27) = )
(81 36 48) 1296 ( ) 1296

Desde luego, no es de sorprender que las dos resultados coinciden. || En las evaluaciones
de antiderivadas, se ha marcado en rojo los términos con valor 0. | O

3-9



MA-1003: Célculo III 3.1. Integrales dobles en regiones planas

Cambio del orden de integracion

Muchas regiones R del plano comparten la propiedad del Ejemplo 3.5, al ser vertical
y horizontalmente simple simultdneamente. Entonces cabe la posibilidad de cambiar el
orden de integracidn, de dy dx a dx dy o viceversa. Lo que se requiere es replantear la
descripcién de R del formato (3.7) al formato (3.8), o al revés. Esta reformulacidn exige
examinar con detalle el dibujo de la regién plana R.

3 p5
Ejemplo 3.6. Cambiar el orden y evaluar [ = / / (x +2y)dxdy.
-3 Jy>—4

R { -3 3}
- y? -4 5)

A la derecha, R es limitada por la recta vertical x = 5; a la izquierda, por la parabola
x = y2 — 4. Estas dos curvas se cortan en puntos (x, y) que cumplen y2 —4 =5, es decir

Esta regién es de tipo II:

NN
NN

y
x

y? = 9 o bien y = +3. Entonces los puntos de interseccién son (5,3) y (5,—3). Con esa
informacién, se puede trazar el dibujo siguiente.

(5.3)
x=y*~4 T x=5
Y

(_4,0) \

\\' (5,_3)

Del dibujo, se puede notar que la pardbola y? = x + 4 es simétrica bajo reflexién en el
eje x [el cambio (x,y) — (x, —y)] y que su extremo izquierdo ocurre en el eje x, cuando
y = 0 y por ende x = —4. Entonces el alcance horizontal de la regién es —4 < x < 5.

En valores intermedios de x, el alcance relativo de y (el segmento rojo del dibujo)
tiene sus dos extremos en la parabola, donde y?> = x + 4 y por ende y = +Vx + 4. Eso
proporciona la descripcién de R como regién de tipo I: -
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Ya se puede evaluar la integral:

5 Vx+4 5 Vx+4
I= / / (x+2y)dydx = 2/ / xdydx [x es par, 2y es impar]
-4 J-Vx+4 -4 Jo

5 9
:2/ x\/x+4dx:2/ (u—4Vudu [al sustituir u = x + 4, du = dx]
4 0
9 2 8 u=9
:2/ (u3/2—4u1/2)du:2 Zubl2 2802
. 5 3

u=0
972 - 720 _ 252

4 16
=2 (243) - (27) =

S5 5
Por supuesto, se puede también efectuar un cdlculo directo de I como integral de tipo II,
llegando al mismo resultado 252/5. ¢

2 x+2
Ejemplo 3.7. Cambiar el orden y evaluar I = / / dydx.
-1 x2

Se trata de calcular el drea de una regién de tipo I:

-1<x<2
R= 5 .
xX*<y<s<x+2

Al trazar el dibujo, queda patente que R no es de tipo II.
(24)

y=x+2

(11)
R A

i < Ry y=x?
1

2

Sin embargo, la recta horizontal y = 1 separa R en una unién de dos subregiones de
tipo I, R = Ry U Ry, donde

0 1 1<y<4
R, = , Ry = .
~Vy Vy y-2<x<Vy

La subregion inferior R; estd limitada a la izquierda y a la derecha por la pardbola
y = x2, es decir x = +4/y. La subregion superior R, esta limitada a la izquierda por la
recta y = x + 2, es decir x = y — 2; y a la derecha por la pardbola x = /y.

Yy

NN
N N
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MA-1003: Célculo III 3.1. Integrales dobles en regiones planas

Para obtener la integral sobre R, se suman las dos integrales sobre estas subregiones:

sz/dydx:// dxdy+// dx dy

R Ry Ry
1 vy N 1 4

=/ / dxdy+/ / dxdyz/ 2\/§dy+/ WVy—-y+2)dy
0 J-i 1 Jy-2 0 1

1 4 2 y=4
=2/ yl/zdy+/ (yl/z—y+2)dy:2(§)+
0 1

:f+ 1—6—8+8 - E—1+2 :2.
3 3 2

230 15,
= -=y°+2
By 59 Yy

y=1

3 2

Al evaluar I directamente como regién de tipo I, se obtiene:

2 x+2 2 1 1 x=2
I:/ / dydxz/ (x+2—x2)dx:[—x2+2x——x3]
—1 Jx2 -1 2 3 x=—1
8 1 1 10
=(2+4-=])—-|=z—-2+= :—+Z:2. 0
3 2 3 3 6 2

Ejemplo 3.8. Calcular el valor de I := / / | cos(x + y)| dy dx.
o Jo

A primera vista, esta es una integral sencilla, cuya regién de integracién es un cuadra-
do R de lado z. Sin embargo, las barras de valor absoluto en el integrando | cos(x + y)|
hacen recordar que el coseno de un dngulo puede ser negativo: en efecto, —1 < cos 6 < +1
para un dngulo 0 cualquiera. Si 0 < cosf < 1, entonces | cos 8| = cos 0 y las barras son
redundantes. En cambio, si —1 < cosf < 0, entonces |cos 8| = —cos 0 y el integrando
cambia de signo.

Entonces, antes de abordar el calculo hace falta averiguar cudles puntos (x,y) de R
corresponden al caso cos(x + y) > 0. Mds fécil, tal vez, es obtener las soluciones de la
ecuacién cos(x +y) = 0 que deberian separar las subregiones en donde cos(x + y) es
positivo o negativo.

Como 0 < x < 7, 0 < y < 7, estd claro que se cumple 0 < x +y < 27 dentro del
cuadrado R. Basta recordar que

cos 0 = +1, cos%zO, cosmw = —1, cos%”:O, cos 2w = +1

para notar que cos(x +y) = 0 cuando x +y = 7 y también cuando x +y = 37” Esas dos

rectas cortan el cuadrado R en dos segmentos oblicuos.
Entonces es necesario descomponer el cuadrado en cuatro subregiones de tipo I:

R=R{ URy UR3 URqy.
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(0,) (%ﬂ') (7t,7)

(0.Z)

: (1.5)

(0,0) Z.0) (7,0)

Aqui, R; y R4 son tridngulos en donde cos(x + y) > 0. El resto de R es un hexdgono
en donde cos(x + y) < 0; este hexdgono se parta en dos pedazos de tipo I por la recta
vertical x = 7. En resumen:

0<x<Z 0<x<Z I<x<nm IL<x<nr
R: 2 U 2 U 2 U 2
O<y<i-x Z-x<y<n 0<y<¥Z-x ¥ _x<y<n

Con estas preparaciones, la integral I se calcula como sigue:

/2 m/2—x /2 T
I :/ / cos(x +y)dydx — / / cos(x +y) dydx
0 0 0 n/2-x

T 3r/2-x T T
- / / cos(x + y) dydx+/ / cos(x +y) dydx
/2 J0 m/2 J3m/2—x
/2 /2

:/ (1—senx)dx—/ (—senx —1)dx
0 0
—/ (—1—senx)dx+/ (—senx+1)dx

/2 /2

/2 T T
:/ 2dx+/ 2dx:/ 2dx =2r. o
0 /2 0

2 plogx
Ejemplo 3.9. Con x > 0, evaluar la integral doble I = / / (x —1)V1 + e dy dx.
1 Jo

No es posible efectuar un cdlculo directo de I como una integral de tipo I, porque
se desconoce# una antiderivada para V1 + e2Y. En este caso es imprescindible cambiar el
orden de integracién y ensayar una integral de tipo IL

Es necesario dibujar la regién R: 1 < x < 2; 0 <y < logx.

“La antiderivada existe, pues la funcién F(y) := /Oy V1 + e2% du tiene la derivada requerida; pero esto
no expresa F(t) como una combinacién algebraica de funciones conocidas (polinomios y funciones trigono-
métricas, exponenciales y logaritmicas). La clase de funciones que poseen tales antiderivadas “elementales”
fue determinada en 1845 por Joseph Liouville; y sucede que f(y) := V1 + €2¥ no pertenece a esa clase.
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(2,Jog2)
y=log x !
/ //
| (1,0) (2.0)

Del dibujo, se percibe que esta regién es de los tipos I y II a la vez, resultando que:
R- 1<x<2 [ 0<y<log2
" lo<y<logx) l|let<x<2 [

Fijese que y = log x es equivalente a x = e¥ (el logaritmo natural es la funcién inversa de

la funcién exponencial). La curva y = log x es el borde superior de R, vista como regioén

de tipo I; pero la misma curva x = e¥ es el borde izquierdo de R, como regién de tipo IIL.
El célculo de la integral I ahora procede sin dificultad (aunque es un poco extenso):

log 2 2 2
I:/ / (x—l)V1+ezdedy:/ V1+e2y/ (x—]_)dxdy
0 ey 0 ey

log 2
= V1+62y[%x2—x]

0

log 2

x=2 log 2
dy = V1+e2(—1e® +e¥) dy
)

x=e 0

2 2 5
:/ V1+u2(1—%u)du:/ V1+u2du—/ %\/5610
1 1 2

arctg 2 1[2 =5
:/ sec39d9——[—v3/2]
n/4 43 v=2

O=arctg 2

1 1 1
:lisecetg9+Eloglsec9+tg9|l —6(5\/5—2\/5)

O0=r/4
:(\/§+%log(\/§+2)—g—%log(\@+1))—g\/g+§
_—\/3—\/54_110 (\/§+2)
-6 28 V2+1)

En el cdlculo, se hicieron las sustituciones: u =eY, du = e¥dy; v =1+ u?, dv = 2udu;
u=tg0, du =sec?0do. 0

3.2. Cambio de variables en integrales dobles

Algunas regiones de integracién para integrales dobles se expresan con coordenadas
polares (r,0) u otros sistemas de coordenadas no cartesianas. Para evaluar la integral,
se requiere una expresion del elemento de drea dA en términos de las nuevas coordenadas.
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[
2

Figura 3.8: Elemento de drea en coordenadas polares: dA = r dr dO

En el caso de coordenadas polares, no es dificil obtener el elemento de drea. Esta es la
porcién del plano R? limitada por dos arcos de circulos concéntricos, de radios respectivos
ryr+dr; y por dos segmentos de semirrectas que salen del origen, formando dngulos
respectivos 6 y 6 +d6f con el eje x positivo. Los arcos circulares son ortogonales a las
semirrectas radiales, asi que el elemento de drea es aproximadamente un rectangulo de
lados respectivos dr y r df. (La longitud del arco r df es proporcional al radio r y a la
separacion angular df.)s El drea de este pequefio rectangulo es:

dA = (dr)(rd0) = rdrdo. (3.9)

El coeficiente r en esta formula es un factor de magnificacion local asociado al cambio
de variables (x,y) — (r,0).

a Va2—x2
Ejemplo 3.10. Evaluar la integral doble I = / Vi + y2 dydx, sia > 0.
o Jo

(0.0) NZ2
(0,0) (a,0)

La region de integracion es la porcidn del disco circular de radio en el primer cua-
x

drante:
R {0 a } {0<9<n/2} ( )
= = . IO
0<y< Va?-x? <r<a 3

5En esta descripcion, los angulos se miden en radianes (no en grados). Un radian es el angulo de un
sector circular cuyo longitud de arco es igual a su radio: en el presente contexto, ‘df radianes’ es el cociente
de la longitud de arco r df por el radio r — ese cociente resulta ser independiente de r.

N
N
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En efecto, su borde superior y = Va2 — x2 es parte del circulo x? + y? = a2, es decir
r = a. El alcance angular de 6 en el primer cuadrante es 0 < 8 < /2. Notese que al pasar
a coordenadas polares se obtienen cotas de integracién constantes, lo cual simplifica el
célculo. Ademés, el integrando es f(x,y) := y/x? + y? = r, otra simplificacién. Entonces

la integral es
/2
//w/x2+y2dA //rdA / / r(rdr )
/2 /2 1 T na®
/ /rdrd@ / gade—g E—? <>

Cuando se emplean coordenadas polares en una integral doble, se describe primero
el alcance absoluto de la variable angular 8, como en la descripciéon (3.10), seguido por
el alcance relativo de la variable radial r:

a <0<
<r <

R= { }
1(6) < r < r(6)

Ejemplo 3.11. Calcular el drea dentro del circulo x? + y? = 4x y afuera del circulo

(3.11)
,

x? + y? = 2x, comprendida entre las rectas y = 0, y = x.

La ecuaciones de estos circulos se escriben como x? + y? — 4x = 0, x> +y?> —2x = 0
respectivamente. Se puede completar cuadrados al sumar una constante a ambos lados,
resultando:

(x-2)%+1y* =4, (x-1)2*+y*=1.

El primer circulo tiene centro (2,0) y radio 2; el segundo tiene centro (1,0) y radio 1.
(Notese que ambos circulos pasan por el origen (0, 0) pues sus ecuaciones originales no
tienen términos constantes.) Con esta informacidn, se puede dibujar la region R:

’

(22) .°

(0,0) (20) (4,0)

Es posible, pero bastante penoso, describir R en coordenadas cartesianas como la
unién de dos regiones de tipo I, o bien como la unién de dos regiones de tipo II. Pero
en coordenadas polares, admite una descripciéon mds sencilla. Fijese que la recta y = 0
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(el eje x) y la recta diagonal y = x, corresponden a las semirrectas § =0y 6 = /4,
respectivamente (en el primer cuadrante).
Para expresar los circulos en coordenadas polares, se nota que

x*+1y*=2ax = r?=2arcos® = r =2acosé.

[ Es legitimo dividir por r, porque r = 0 sélo en el origen. (De igual manera, x*>+y? = 2ay
se transforma en r = 2asen 6.) | Tomando en cuenta los casos a = 2 (el circulo grande)
y a =1 (el circulo pequefio) se llega a la descripcién deseada:

0< /4 }

<
<

0
{2cos@ r < 4cosf

Ahora se calcula en area en seguida:

/4 4 cos 0 /4 r=4cos 0
//dA / / rdrdo = / 37| do
2cos @ 0 r=2cos?

:/ 6 cos> 9d0/ 3(1 + cos 20) d6 = 3[9+-sen29
0 0

3(% %) 4(7r+2) I

]0 /4

Parametrizacion de regiones planas

En el plano, se puede emplear cambios de variable mas generales:

{x = x(u,0) } (2.14)
y=y(u,0)

siempre suponiendo que x(u,v), y(u, v) son funciones diferenciables.
Conviene usar una notacion vectorial para describir este cambio de variable:

?(U, U) = (x(u, U)’ y(u’ U))’ ;u = (Xu, yu), ?Z) = (xU: yv)

Para cada valor constante vy de la segunda variable, hay una curva plana u + 7 (u, vg)
parametrizada por u; y para cada valor constante ug de la primera variable, hay una
curva plana v — 7 (ug, v) parametrizada por v. Estas dos familias de curvas forman una
malla en el plano: véase la Figura 3.9. Las dos curvas mencionadas se cortan en el punto
r (UO, 00) .

Un pequefio desplazamiento uy — ug+du y otro vy — vp+dov da lugar a un elemento
de area dA encerrado para dos pares de curvas, cuya forma es aproximadamente un para-
lelogramo. Para incrementos pequefios du, dv, este paralelogramo tiene lados paralelos
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N
v=00+dv Fo dv
=09
@a r,du
7 (uo,00) A
u=ugp+du
u=ugp

Figura 3.9: Elemento de drea en coordenadas (u,v) cualesquiera

a las rectas tangentes a las dos curvas en el punto 7 (ug,vg). Los lados adyacentes del
paralelogramo son los vectores tangentes 7, du y ¥, do, proporcionales a los incrementos
en u,v. (Véase el lado derecho de la Figura 3.9.) -

Se debe recordar que el 4rea de un paralelogramo (tanto en R? como en R3) esta
dada por la magnitud del producto cruz de sus dos lados adyacentes:

dA = ||Fydu X7, do|| = ||[Fy X 7yl dudo. (3.12)

Aqui 7, y ¥, son vectores en el plano R?, metido en R3:
Fu=(Xwyu0), Ty = (XY, 0),
de modo que el vector 7, X F, es paralelo al eje z:
ru X ¥y = (0,0, Xulo — XoYu).
La tercera componente no es otra que el jacobiano del cambio de variable (ya visto en

la seccion 2.5):

. (3.13)

_____ =x —x _ xu xU
o(wo) oudw owou TRITL 4

La magnitud de este vector es el valor absoluto del jacobiano — porque no puede ser
negativo:
a(x,y)
a(u,v)
Este es el factor de magnificacion local en el elemento de area (3.12):

”?u X ?v” = |xuyv - xoyul = ‘

a(x,y)

dxdy =
Y o 0)

du do. (3.14)
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Ejemplo 3.12. Calcular la integral I= // (x + y)2e* ¥ dx dy donde R es el rectangulo
R
1<x+y<4, -1<x-y<

Para confirmar que la regién descrita es un rectdngulo, basta notar que x +y = 1,
x+y = 4 son dos rectas paralelas con pendiente —1, mientras que x—y = —1, x—y = 1 son
dos rectas paralelas con pendiente +1. Estas rectas forman los cuatro lados del rectangulo.
Los vértices del rectangulo son los puntos de interseccién (0, 1), (1,0), (%, %), (%, %

(3/2.5/2)

x+y=4

(5/2.3/2)
(0,1) s

X+

(1,0)

No seria dificil expresar R = R; U R, U R3 como una unién de tres subregiones de
tipo II (u otras tres de tipo I); pero al considerar el integrando, seria mas prdctico hacer
el cambio de variable:

{u::x+y} { 1<u<
, paraobtener R=
vi=XxX-—yY -1<0<

Para calcular el jacobiano requerido, se puede despejar x, y en términos de u, v:

{x:%(u+0)}

y=3(u-0))
de donde
dxy |3 3|1 1 1
a(u,v)_% —%_ 4 4 2

cuyo valor absoluto es + . Entonces dx dy = d dv; y la integral deseada es:

/ / dudv)
1 u=4 0=1
== uzdu/ e“dvzlllusl [e”]
2 1 -1 213 - v=-—1
1(64 1)( 1) 21( 1)
=—|—=—=|le—=]=—|e—-—]. O
2\ 3 3 e 2 e
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No fue dificil, en el caso anterior, invertir las formulas para u,v en términos de x, y
para despejar x = x(u,v), y = y(u,v). Sin embargo, ese paso no era necesario, porque se
puede usar la reciprocidad de los jacobianos: la formula (2.31b). En efecto,

o(u,0)
a(x,y)

Uy Uy
Uy Oy

1 -1

:'1 1‘:—1—1:—2,

de donde

b

x,y) 1/8(u,0) !

u,0) | axy) 2
por lo tanto, dx dy = +%du do sin necesidad de invertir el cambio de variable.

» La dltima integral doble del ejemplo anterior tiene un integrando u?e’ en forma
de un producto g(u) h(v), era posible factorizarla en dos integrales simples, al aplicar el
principio de separacién de variables. Esto ya fue notado en la discusién del Ejemplo 3.2.
Vale la pena ahora enunciarla explicitamente.

Proposicién 3.13. Si una integral doble f/R f(u,0) du dv cumple dos condiciones:

(@) el integrando es un producto, f(u,v) = g(u) h(v); y

(b) las cotas de integracion son constantes;

entonces la integral doble se separa en el producto de dos integrales simples:

/ b / " ) h(e) dodu = [ 9w ([ "o ). (3.15)

1 1-x
Ejemplo 3.14. Calcular la integral I = / / ¥/ *Y) gy dx usando el cambio de
0o Jo

variable x +y = u, y = uo.

X=U—uv
El primer paso es reorganizar el cambio de variable como: { } Entonces
y=uv
a(x, 1-0 -
( y):xu Yol _ ¢ u:(l—v)u+u0=u.
o(u,v) Yu Yo (4 u

Por lo tanto, vale dydx = |u| du dv.

Ahora es necesario averiguar las cotas de integracion para las nuevas variables u, v. Esto
se hace, desde luego, mediante el dibujo de la regién de integracion.

De hecho, hace falta hacer dos dibujos: uno en el “plano xy” y otro en un segundo
“plano uv”.
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01 e 1,1
01) (0,1) 1 (L1)
x=0 R x+y=1 u=0 S u=1
(0,0) y=0 (1,0) : (0,0) v=0 (1,0) !

A la izquierda se traza el dibujo de tipo que corresponde a la regién (de tipo I) que
se lee directamente del enunciado:

{O<x<1 }
R = .
O<y<l-x

Se puede observar que este es un tridngulo rectangular isdsceles, con vértices (0, 0),
(1,0) y (0,1). Su frontera o borde consiste de tres segmentos de recta. Bajo el cambio de
variable, esta region se transforma en una nueva regién S del plano uv; y el borde de R
también se transforma en el borde de S.

Las ecuaciones que definen en borde de R determinan otras ecuaciones que determi-
nan el borde de S:

y=0 : uo =0,
x+y=1 : u=1,
x=0 : u(l-0)=0.

La ecuacion uv = 0 se factoriza enu = 0 0 v = 0: dos rectas. De modo similar u(1 —v) =0
se factoriza en las dos rectas u = 0 o v = 1. En total, la frontera de S consiste de cuatro
segmentos de recta, y se obtiene la regién S del lado izquierdo del dibujo:

s{ocvar)

Ahora la integral doble original se transforma asi:

Iz‘//ey/(“y)dydx://evududv
R S

al notar que el jacobiano u cumple u > 0 en la region S. Finalmente,

1 p1 1 1
I:/ / ue”dudv:/ udu/ e”dv:%(e—l). o
0o Jo 0 0
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(2.4)

Figura 3.10: Una region plana limitada por rectas e hipérbolas

Ejemplo 3.15. Calcular la integral doble // 2ydxdy, si R es la regién del primer cua-
R

drante limitada por las rectas y = %x, y = 2x y por las hipérbolas xy = 2, xy = 8.

En esta region se nota que 2 < xy < 8 y también % <y/x <2

u:=xy
2ok

la regién R del plano xy se transforma en un rectdngulo S del plano uv:

2<u<8
S=1, :
5 v<2
En este ejemplo, no hace falta dibujar el rectangulo S en el plano uwv, porque ya esta
determinado. La regién R del plano xy estd ilustrado en la Figura 3.10.

Tampoco es necesario hallar el cambio inverso x = x(u,v), y = y(u,v) para encontrar
el jacobiano. Primero se calcula:

Por lo tanto, si se pone

/

V/ AN\

(u,v)
a(xy)

y —y/x
x 1/x

Ux Uy

Uy Uy

Es importante convertir el resultado 2y/x en 20 porque el jacobiano que acompaiia du dv
debe ser una funcion de (u,v), no una funcién de (x, y).

De ahi se obtiene:
a(x,y) a(u,v) 1
=1 -
d(u,v) aox,y) 2o

y se observa que esta cantidad es positiva en el rectangulo S.
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Para convertir el integrando 2y, se puede notar que uov = y?2, asi que 2y = 2+v/uv. (Se

toma la rafz cuadrada positiva de y? porque — del enunciado — (x,y) queda en el primer
cuadrante del plano xy.) Finalmente,

8 p2
I= //2\/11_2)(i dudv) :/ / u?0712 dy du
S 2v 2 J1/2

8 2 2 u=8 v=2
= / ul’? du/ 0 V2 dy = [— u3/2] [201/2
2 1/2 3 u=2 v=1/2

:%(16\/5—2\5)(‘/5—% 2)=g(14\/§)(%\5)=53—6- 0

La regién R del Ejemplo 3.15 también puede expresarse en coordenadas cartesianas
(x,y) como una unién de dos regiones de tipo I, a partir de la Figura 3.10:

1<x<2 2<x<4
R= Ui, .
2/x <y <2x 5x <y <8/x

Esto permite evaluar la integral I directamente, sin cambio de variables:

2 2x 4 8/x
I=/ / 2ydydx + / 2ydydx
1 2/x 2 x/2
2 y=2x 4 y=8/x
= / [yz] dx + / [yz] dx
1 y=2/x 2 y=x/2

2 4
= / (4x2 - 4x_2) dx + / (64x_2 - %xz) dx
1 2

_[4,3 12 [ -1_ 1 3]x:4
=|3x " +4 ] + [=64x7" — =
[3)( X 1 X 12x oo
32 4 16 2 14 56
=|—=—+2-=—-4|+|[-16-—+32+-| =14+ — = —,
3 3 3 3 3 3

lo cual confirma el cdlculo por cambio de variable.

Cdlculo de areas y volumenes

Algunos de los ejemplos anteriores (Ejemplos 3.4, 3.7, 3.11 especificamente) pidieron
evaluar el drea de una region R del plano, dada por la integral doble A = /fR dA. En

tales casos se trata de buscar una descripcién algebraica de la regién R, en coordenadas

cartesianas, polares o de otro tipo, para llegar a una integral iterada en dos variables.
De manera similar, se obtiene el volumen debajo de la superficie z = f(x,y) sobre

una regién plana R al evaluar una integral I = f/R f(x,y) dy dx por los procedimientos

ya vistos.
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Ejemplo 3.16. Calcular el volumen del sélido T en el primer octante, limitado por los
tres planos coordenados y el plano x + 2y + 3z = 6.

El plano x + 2y + 3z = 6 corta los ejes coordenados en los tres puntos (6,0,0),
(0,3,0) y (0,0,2); y estos tres puntos determinan el plano. Junto con el origen (0, 0, 0),
ellos forman los cuatro vértices del tetraedro T, cuyas facetas estdn en los tres planos
coordenados y el plano dado.

(6,0,0)

X

La sombra (o la proyeccion) del sélido T en el plano xy es la base triangular R,
con vértices (0,0,0), (6,0,0) y (0,3,0). El plano x + 2y + 3z = 6 corta el plano xy —
cuya ecuacién es z = 0 — en la recta x + 2y = 6; z = 0, que forma parte del borde del
tridngulo R. Entonces, con al ayuda del dibujo, se ve que

R_{O<x<6 }
T logy<(6-x)/2)

La faceta oblicua de T es x + 2y + 3z = 6, 0 mejor dicho, z = (6 — x — 2y) /3. Entonces el
volumen buscado es

1 1 6 (6—x)/2
Vol(T) :=//§(6—x—2y)dA:§/ / (6 —x—2y)dydx
R o Jo

1 6 9 y=(6_x)/2 1 6 1 ) 1 )
== | |ey—xy- dx== | [2(6-x2->(6-x)?2|d

1 [° 1 [° 1 1 ,]°°
:—/ (6—x)2dx:—/ (36 — 12x + x2) dx = — | 36x — 6x2 + =x°
12 Jo 12 Jo 12 3 o
1 2
:E(216—216+72):Z—2:6.

Hay una férmula geométrica para el volumen de un tetraedro: (% base x altura),
similar al drea de un tridngulo: (% base x altura). Estas férmulas dan:
1 1 1 36
Vol(T) = = X Area(R) X2 ==X = X6X3X2=— =6.
3 3 2 6

El cédlculo integral comprueba la vélidez de estas férmulas en un caso particular. o
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x +%y2=4

(0:_4)

Ejemplo 3.17. Hallar el volumen limitado por el paraboloide eliptico z = 4 — x? — —y

y el plano z = 0.
La silueta del paraboloide: x = 0; z = 4 — —y y el corte vertical: y = 0; z = 4 — x* son

parabolas con el mismo vértice (0, 0,4) — el cual es el punto mas alto del paraboloide. El
corte horizontal z = 0; x2 + %yz = 4 es una elipse que encierra un disco eliptico R en el

plano xy.
Conviene dibjuar tanto el sélido T — usando los métodos esbozados en la seccion 1.2
— como su sombra en el plano xy, la cual es la base R del sé6lido. El volumen deseado es

Vol(T) = //RZdA = /R(4 —x% - %yz) dydx.

En coordenadas cartesianas, la regién de integracién es

-2<x<2
| |
—2V4 - x2 <y <2V4—-x2

Tanto la superficie como la base R son simétricos bajo la reflexiéon x < —x en el
plano yz y la reflexién y < —y en el plano xz. Entonces el volumen total es igual a
4 veces el de la porcién en el primer octante:

2V4—x2 2V4—x2
Vol(T) = / /2 - - x% - —y2) dydx = / / (4—x? - —y2) dy dx.

Aunque ya se puede evaluar esta integral de tipo I en forma directa, conviene hacer
un cambio de variable a una variante eliptica de las coordenadas polares. La formula:

X =ascost (3.16)
I
y=bssent 3

transforma el plano de tal manera que s = 1 corresponde a la elipse x2/a? + y?/b? = 1,
con semiejes a, b. El disco eliptico que tiene esta elipse como borde es dado por0 < s < 1.
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Para obtener el elemento de drea para este sistema de coordenadas, se calcula el
jacobiano:

acost —assent
bsent bscost

A(xy)
a(s,t)

Xs Xt
Ys Y;

—abscos’t +abssen’t = abs.

Por lo tanto, vale dA = absdsdt. [ Se toma a > 0, b > 0 y se nota que s > 0 excepto en
el punto (x,y) = (0,0). Entonces abs > 0 fuera del origen. |
Ahora se puede describir la region eliptica R, con semiejes a = 2y b = 4, asi:

0<t<2r x =2scost
R= para .
0<s<1 y=4ssent

Al notar que z = 4 — x* — zy? = 4 — 4s% cost — 4s*> sent = 4 — 4s2, se obtiene

Vol(T) ://deA:/02”/01(4—432)(8sdsdt)

27 1
= / dt/ (32s — 325%) ds = 27(16 — 8) = 167. 0
0 0

En el ejemplo anterior, se tomd el pardmetro t entre 0 y 2;7. Aunque ¢ no coincide con el
angulo 0 de coordenadas polares (es una version distorsionada de ) tiene una variacién
total de 27 mientras se recorre la elipse fronteriza. Cuando se emplean coordenadas
polares ordinarias (r, 8), el dngulo 0 tiene la misma variacion total de 27. Entonces se
puede tomar 0 < 6 < 27 o bien —7 < 0 < 7, segtin el gusto de cada quien. En adelante
se usara la segunda opcién, pues ofrece mas oportunidades de integrar funciones pares
o impares de 6.

Ejemplo 3.18. Calcular el drea encerrada por una cardioide: la curva cuya ecuacién en
coordenadas polares es r = a(1 + cos 0).

Como —1 < cos 8 < 1 para cada 6, se ve que los puntos (r, ) de esta curva cumplen
0 < r < 2a. Entonces la curva estd comprendido dentro de un circulo grande de radio 2a.
[ Por eso, el 4rea encerrada no puede ser mayor que 4ra?; como se verd, es bastante
menor que ese estimado. |

El interior de la curva comprende radios desde el origen (véase la Figura 3.11).
Entonces la regién de integracion, en coordenadas polares, es:

R -1<0<rx
| 0<r<a(l+cosd) ]’
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.
(2a,0)

Figura 3.11: La cardioide r = a(1 + cos 0)

Se calcula el drea en seguida:

T a(1+cos0)
://dA://rdrdQ:/ / rdrdo
R R -1 JO

:/ %a2(1+c059)2d9:a2‘/ (1+c059)2d9:a2/ (1+2cos0 +cos® ) do
- 0 0

:a2/ (%+2cos€+%c0529)d9:a2/ —d@—% 2, ¢
0 0

3.3. Integrales triples

La integracién de funciones de tres variables h(x, y, z) es completamente analoga al
caso de dos variables. Ahora se habla de una integral triple:

I= ///T h(x,y,2) dV = ///T h(x,y, z) dz dy dx. (3.17)

En coordenadas cartesianas (x, y, z), el elemento de volumen es el contenido de un cubo
pequefio dV = dzdydx (se puede multiplicar las longitudes dx, dy, dz de los lados del
cubo en cualquier orden). Esto debe venir acompafiado por una descripcién algebraica
del tipo:

a<x<b
T = filx) <y < falx) . (3.18)
g1(xy) <z < ga(x,y)

Esta descripcion de T viene de determinar el alcance absoluto de la variable x en un
intervalo a < x < b; y para cada x en ese intervalo, el alcance relativo de la variable y
es un intervalo f1(x) < y < fa(x). Esto fija las primeras dos coordenadas (x,y) en una
region R del plano xy, como en (3.7). En seguida, para cada (x, y) en R, se debe obtener
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el alcance relativo de la variable z en un intervalo gi(x,y) < z < g2(x,y). Con esta
preparacion, la integral triple (3.17) se calcula mediante una integral iterada:

b ph(x) rg(xy)
/// h(x,y,z)dV = / / h(x,y,z) dzdy dx.
T a Jfilx) Jgi(xy)

Ejemplo 3.19. Calcular la integral triple // (1 — z%)dzdydx, donde T es la pirdmide
T

con dapice (0,0, 1) y base cuadrada en el plano xy con vértices (0,0, 0), (1,0,0), (1,1,0),
(0,1,0).

Yy
(0,1) (1,1)

(0,0) 10

Al dibujar la pirdmide T, se nota que T est4 incluido en el primer octante de R3, de
modo que x > 0,y > 0, z > 0. La sombra Rde T (en el plano xy) es la base cuadrada
antedicha. Sin embargo, el “techo” de T (es decir, los puntos con z maximal) es un par
de facetas triangulares, cuyas sombras individuales dividen la base en dos tridngulos:

0<x<1 g 0<x<x1
O<y<x x<y<1l)
Sobre el tridngulo Rj, la faceta superior es el tridngulo con vértices (0,0, 1), (1,0,0),
(1,1,0), que queda en el plano x +z = 1. En cambio, sobre el tridngulo R,, la faceta
superior es el triangulo con vértices (0,0,1), (1,1,0), (0,1,0), que queda en el plano
y+z=1.

Estos planos se pueden escribir como z =1 —x y z =1 — y, respectivamente. Ya se
puede exhibir la descripcién de T

R=R1UR2:{

0<x<1 0<x<1
T=TUulL=40<y<x Uqx<y<xl
0<z<1l-x 0<z<1l-y

Fijese que las primeras dos filas de esta presentacion de T son precisamente las filas de
la sombra R.
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El ultimo paso es plantear las integrales iteradas y evaluarlas:

[:/01/OX/OI_X(l—zz)dzdydx+/1/1/1_y(1—22)d2dydx
L LT e T
:/Olfoxa_x)_%u—xﬁdydﬁ/o /x (1—y)—%(1—y)3dydx
:/01/Ox(1_x)_%(1—x)3dydx+/01/0y(1—y)—%(1—y)3dxdy

1 1
:/ {x(l—x)—%x(l—x)g}dx+/ {y(l—y —%y(l—y)g}dy
0 0
1 1
:2/0 {x(l—x)—%x(l—x)B}deZ/O {(1—u)u—%(1—u)u3}du

1
1 1 1 1 1 1 3
:2/ (u—uz—%u3+%u4)du:2—————+— =2l —+—=|=—.
0 2 3 12 15 12 15 10

En la cuarta linea, se hizo un cambio del orden de integracién en la segunda integral
doble; en la sexta linea, se combiné dos integrales de igual valor y se hizo la sustitucién

u =1 - x; du = —dx; en la ultima linea se aplicé la formula /01 u"du =1/(n+1) para
llegar al resultado. o

En el ejemplo anterior, si se hubiera cambiado el integrando (1 — z?) en 1, se habria
obtenido el volumen de la pirdmide:

Vol(T):WdV:Z/l/x/l_xdzdydx: //(1 x) dy dx
/ x(1-x)dx=2 /(x x2)dx =2 (5—5):%.

Esto es consistente con la férmula conocida para el volumen de una pirdmide con base
plana cualquiera: Vol = %(érea de base) x altura.

» El paso esencial en el calculo de integrales triples es el de trazar dos dibujos: uno de
la regién solida T de integracidn, y el otro de su sombra (o proyeccién) R en uno de los
planos coordenados — usualmente en el plano xy.

Ejemplo 3.20. Hallar el centro de masa del sélido T en el primer octante, de densidad
uniforme 1, limitado por los planos x =0,y =0,y =6,z =0, y el cilindro z = 4 — x2.
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Un sélido material se caracteriza por su ubicacién en el espacio (una regién tridimen-
sional T) y por su densidad, que puede ser uniforme (una constante p en unidades de
masa por unidad de volumen) o bien no uniforme (una funcién p(x,y, z) localizado en
la regién T). En este ejemplo p = 1.

La masa total del sélido se calcula como M := f/ - pdV. Se puede considerar esa
masa como la totalidad de unos elementos de masa dm:

M= ///dm, donde dm :=p(x,y,z)dV = p(x,y,z)dzdydx. (3.19)
T

El centro de masa de T es aquél punto (X, 7, z) cuyas coordenadas son los promedios
ponderados de x, y, z, respectivamente, con respecto a la distribucién de masas:®

__ 1 -1 __ 1
x.—M///Txdm, y.—M///Tydm, z.—M///Tzdm. (3.20)

N
o

(0,0,4) (0,6,4) (0,6) (2,6)
T
* (0,6,0) R
) y Y
(2,00, (2.6,0) (0,0) (2,\'0)"\.

X

La superficie z = 4 — x2 es un cilindro parabdlico (por la omisién de la variable y en
su ecuacion) que forma el “techo” de T. Los planos y = 0, y = 6 forman respectivamente
su pared izquierda (oculta) y su pared derecha (visible). El rectdngulo en el plano x = 0
forma su pared trasera (oculta) y otro rectangulo en el plano z = 0 forma su base
(también oculta). La sombra R en el plano xy es ese rectdngulo de base. Entonces:

0<x<2
T=40<y<6
0<z<4-x°

donde las primeras dos filas describen la sombra R.

SIsaac Newton observé que un cuerpo celestial esférico de densidad uniforme ejerce una atraccién
gravitacional sobre otro objeto como si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en el centro de la
esfera. Este fendmeno, que da sentido fisico al concepto de una “particula” puntual, fue demostrado geo-
métricamente por Newton en su libro Philosophiz Naturalis Principia Mathematica, publicado en Londres
en 1687.
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Ahora se debe evaluar las cuatro integrales triples de las férmulas (3.19) y (3.20):

['a a3
M5k = ///de ///_xxdzdydx—//x(4 x%) dy dx
:/ dy/ (4~ x) dx = 6[ 227 - 1 ]Z —6(8 - 4) = 24.
vi= [[fuav= [ [ [ vartvae= [ [ @i
:/ ydy/ (4-x2)dx = 18(8 - &) = 96.
///de ///4xzdzdydx—//2(4 x%)? dy dx

8 1
/ dy/ (16 — 8x% +xY) dx = = [16x— —x> + xsl
3 S x=0

64 32 32 32 8 8 256
=3l32- —+—|=3[—+—]|=96X =32X - =—.
3 5 35 15 5 5

Al dividir las dltimas tres valores por M = 32, se obtiene

(%,.2) = (35 33, 1g0) = ($:3.8).

En el dibujo de T, el asterisco * denota la posicién del centro de masa. o

Ejemplo 3.21. Calcular I = ff +xdV, donde T es la region del primer octante limitada
por los planos x = 0, y = 0, z = 2 y el paraboloide z = x? + ¢/2.

La superficie z = x? + y? es un paraboloide eliptico (véase la Figura 1.5). Los planos
coordenados x = 0, y = 0 y el plano horizontal z = 2 recortan el paraboloide a una
region T en el primer octante cuyo borde inferior es el paraboloide y cuyo borde superior
es el plano z = 2. La sombra R de T en el plano xy es un sector circular en el primer
cuadrante, como se puede apreciar en el dibujo siguiente (Figura 3.12).
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I

(0,0,2) (0Z.2) y
T (0,v2) 9 2,2
g x“+y°=2
(v2,0,2) R
/(0,0,0) ! (0,0) (V2,0) o
/

x

Figura 3.12: Un segmento de un paraboloide eliptico y su sombra

¢{CoOmo se puede determinar la sombra R algebraicamente? Se obtiene la proyeccién
sobre el plano xy, cuya ecuacidén es z = 0, por eliminacion de la variable z de las ecuaciones
que definen el borde de T. En este ejemplo:

2, .2
{Z_x Ty } - x2+y2=2.

z=2 —_—
Entonces el borde de R estd formado por un arco del circulo x? + y? = 2 y por segmentos
de las rectas x = 0, y = 0 en el plano xy.

(Nétese que las ecuaciones x = 0, y = 0 no estdn afectadas por la eliminacién de z:
ellas dan los ejes coordenadas en el plano xy.) De ahi se deduce que R es un sector
circular en el primer cuadrante, de dngulo 7 y de radio V2.

Una descripcion de T en coordenadas cartesianas es entonces:

0<x<V2
T = 0<y<V2-x2
x2+y2<z<2

cuyas primeras dos filas describen la sombra R.
La integral deseada es

V2 pV2-x2 2
I:deV:/ / / xdzdydx
T 0 0 x24y?

V2 pV2-x2
=/ / x(2—x2—y2)dydx:ﬂx(Z—xz—yZ)dydx.
o Jo R
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Para calcular esta integral doble, seria més eficiente cambiar a coordenadas polares:

. {o<e<n/2}
“losr<vV2 )

y se obtiene, con separacion de variables:

/2 V2 /2 V2
= / / (rcos0)(2 - r?)(rdrdf) = / cos 6 d@/ (2r® —rYydr
0 0 0 0

2, 1Srﬁ N2 42 _, oo 2 8V2

=1X|=r’——r
5

X —=——.
3 S 15 15

x=0

Cambio del orden en integrales triples

Las integrales triples con coordenadas cartesianas pueden ser calculadas por integra-
les iteradas de 6 maneras diferentes, dependiendo del orden de las variables que se usan
para expresar el elemento de volumen:

dV =dzdydx =dzdxdy = dydzdx = dydxdz = dxdzdy = dxdydz.

El problema practico con tales cambios es el siguiente: écomo expresar la region de
integracion T en el nuevo orden de integracion?

En el orden dz dy dx, por ejemplo, el esquema (3.18) plantea la regiéon T en términos
de variaciones de x, y, z en ese orden, i.e., el orden de los simbolos integrales / en la
integral iterada. Para obtener una descripcion alternativa de T, es cuestion de montar el
dibujo del sélido T y luego proyectarlo sobre otro plano coordenado.

—-X
Ejemplo 3.22. Expresar la integral [ = / / / h(x,y,z) dzdy dx en el formato
0 0

/fT h(x,y,z)dydxdz.

Obsérvese que no se ha declarado el integrando h(x, y, z) con una férmula explicita —
y por lo tanto no serd posible evaluar la integral. Lo que se pide es hallar las nuevas cotas
de integracion para el orden dy dx dz; ellos no dependen de cuél sea el integrando.

El procedimiento recomendado es hacer tres dibujos: la sombra R de T en el plano xy;
la figura tridimensional T, montada con la ayuda de R; y la proyecciéon S de T en el
plano xz.

Del enunciado, se obtiene la siguiente descripcion de T

NN

1
1-x]

N N

0<
x

T=40<
0 y

NN N

1

0
1-x que incluye R = {O
x

x
y
z +y

N N
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N

y (0.1.1) z
01) T (0,1) (1,1)
eyt (101)
R (0.1.0) 51 52
(0,0) (1,0) (100) (0,0)

VA

x

Entonces R es un tridngulo en el primer cuadrante del plano xy cuyo borde superior
eslarectay =1—x, esdecir x + y = 1. Esta R es la base del sélido T, donde la variacién
relativa de z es 0 < z < x + y: en otras palabras, la altura z de un punto (x,y,z) de T
va desde el plano xy del piso (cuya ecuacién es z = 0) hasta el plano z = x + y, es decir
x+y—-2z=0.
~ Ahora se puede dibujar T: su base es el tridngulo R en el plano xy y su techo es otro
tridngulo, la porcién del plano x + y — z = 0 que queda encima de la base R. Los vértices
del segundo tridangulo son (0,0, 0), (1,0,1) y (0,1, 1).

Para describir T con miras al elemento de volumen dV = dy dx dz, se requiere pro-
yectar T al plano xz. Del dibujo de T se aprecia que su sombra S a la izquierda es la
sombra del rectangulo vertical con vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) y (0,1,1); esta S es
el cuadrado con vértices (1, 1), (1,0), (0,0) y (0, 1) — al suprimir la coordenada y.

El borde derecho de T es el plano vertical x + y = 1, es decir y = 1 — x. El borde
izquierdo, en cambio, comprende dos facetas de T: la pared izquierda y = 0 si (x, z)
queda en el tridngulo S,; o bien el techo y = z — x si (x, z) queda en el tridngulo S;. (Esos
dos tridngulos en S colindan en la diagonal z = x, donde el techo y la pared izquierda se
encuentran.)

De esas consideraciones se deduce la forma de la sombra S:

0<z<x<l1 0<zx«l1
S=5US; = U .
0<x<z z<x<1

Fijese que S; y S, tienen descripciones “de tipo II”: primero se declara la variacion
absoluto de z y en seguida la variacién relativa de x.

Al tomar en cuenta los extremos de la variable y, ya mencionados, se llega a la
segunda descripcion de T+

T=TyUT, =

2 O O
N INN
e X N
N NN
e
-

S n O
N INN
@ X N
N NN
_ = =

N
|
|

=
|

=
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La presentacién de I = // 1 h(x,y,z) dy dx dz sigue de inmediato:

1 z 1-x 1 1 1-x
=/ / / h(x,y,z) a’ydxdz+/ / / h(x,y,z) dydxdz. O

Ejemplo 3.23. Expresar la integral [ = / / / h(x,y, z) dzdy dx en el for-
Vi-x2 x2+y

mato /fT h(x,y,z) dx dy dz.

El sélido T tiene la descripcién:

-1<xx1
-1<xx1
T=94-V1-x2<y<Vl-x? que incluye Rz{ }
— J -V1-x2<y<V1l-x2
x*+y"<z<1

En el plano xy, las curvas y = £V1 — x2 son los semicirculos superior e inferior del
circulo y?> = 1 — x?, es decir x? +y? = 1. Entonces R es el disco circular de radio 1
centrado en (0, 0).

El techo de T, con z maximal, es parte del plano z = 1. El borde inferior, dado por
z = y/x2 + y2, es una porcioén del cono Z2=x%+ y (con z > 0). Teniendo en cuenta que
la sombra es el disco R, se deduce que T es un “trompo”: una tajada del cono sélido.

y “

R/\xzﬂ;z:l (0,-1,1)

Se requiere proyectar T sobre el plano yz (la pantalla). Es evidente que la nueva
sombra S - la silueta de T — es un triangulo, con vértices (0,0), (1,1) y (-=1,1). Los
limites trasero y delantero de T, que determinan el alcance relativo de la variable x,
ambos son partes del cono x? = z2 — 42, es decir x = ++/z2 — y2. Entonces

N

(-11) (L1

(0,0)

NN
Y/ A/AN

0 1
S 0<z<1 1 T . .
= uego =
—ZSYsz yues 5

- Z -y \lZz—yz

1 z z2 —y
En fin, I:/ / / h(x,y,z) dxdydz. O
0 -z J—\z2—1? Y Y

3-35

z
y
x

N
N



MA-1003: Calculo III 3.4. Coordenadas cilindricas y esféricas

3.4. Coordenadas cilindricas y esféricas

A veces es preferible evaluar una integral triple en un sistema de coordenadas no
cartesianas. En el espacio R, se conocen dos sistemas analogos a los coordenadas polares
del plano R2. En cada caso, es necesario determinar la expresién del elemento de volumen
dV en las nuevas coordenadas.

Coordenadas cilindricas en R>

En primer lugar, es posible combinar las coordenadas polares (r,d) de R? directa-
mente con la coordenada cartesiana vertical z. Esta combinacién ya fue usada - sin
declararla abiertamente — en el Ejemplo 3.21: la primera integracién con respecto a z fue
seguida por un cambio (x,y) — (r, 6). El elemento de volumen en tal caso es

dV =dz (dydx) =dz(rdrdf) = | dV =rdzdrdo. (3.21)

En el Ejemplo 3.21, se declara el sélido T en estas coordenadas como sigue:

<0< 7/2
<r<V2

0
T={0
2 2

N
N

r z

La manera de escribir el elemento de volumen (3.21) — leyéndolo de derecha a izquierda
— indica el protocolo que se debe seguir: primero el alcance absoluto de 8; luego el
alcance de r, relativo a 6; finalmente el alcance de z, relativo a (r, 6).

» Las coordenadas (r, 6, z) se llaman coordenadas cilindricas. En parte, este nombre
se debe a las superficies de valor constante:

¢ la superficie z = zy es un plano horizontal;

¢ la superficie § = @ es un semiplano vertical, bordeado por el eje z, que forma un
angulo a con el semiplano vertical x > 0 (que a su vez es 6 = 0);

o la superficie r = ry es un cilindro recto circular x? + y? = r2

o, centrado en el eje z.

Ejemplo 3.24. Hallar el volumen limitado por el cono z? = x% + y? y el paraboloide
z=x2+92

Estas dos ecuaciones representan superficies de revolucion alrededor del eje z, porque
sus ecuaciones tienen la forma f(x% + ¢, z) = 0 de (1.9); es decir, las variables x, y s6lo
entran en la combinacién x? + y.
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N

(11

00)]

Ellas se cortan cuando z2 = z (que implica z = 0 6 1). Esa interseccién comprende:

z=1

- } y el punto (0,0,0).
+y“ =1

el circulo 5
x

El volumen limitado por las dos superficies entonces queda entre los planos horizon-
tales z = 0 y z = 1. (No hay puntos del paraboloide debajo del plano z = 0; y encima del
plano z = 1, tanto el cono como el paraboloide son superficies abiertas que no encierran
un volumen.) Una mirada al dibujo indica que en el volumen encerrado, el cono es el
borde superior y el paraboloide es el borde inferior.

Como las dos superficies son de revolucion (en el eje z), sus ecuaciones en coordenadas
cilindricas son z =r (el cono) y z = r? (el paraboloide) — independientes de la variable
angular 6. Esto dice que cualquier corte con un semiplano vertical & = a (constante)
tendra la misma forma. En la parte derecha del dibujo, se aprecia el semiplano zr (pues
r > 0 siempre) donde el volumen encerrado T corresponde a un drea encerrada R.
Entonces T se escribe asi:

1
)

Al haber dos superficies de revolucién, el alcance de 6 es un intervalo de longitud 2,
que podria ser 0 < 6 < 27 (aceptable) o bien —7 < 6 < 7 (recomendable).
El volumen deseado se calcula en seguida:

T 1 r
Vol(T)z///dV:/ / / rdzdrdf
T - JO Jr2
™ol ! 1 1\ =«
=[ﬂ/0 (r2—r3)drd9:27t/0 (rz—r3)dr:27r(§—z):g. o
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Coordenadas esféricas en R3

Otra variante de coordenadas polares, aplicable al espacio R>, usa la distancia desde

el origen p := /x% + y? + z2 [ se usa la letra p para no confundirla con r := \/x2 + y? |

y dos pardmetros angulares, 0 y ¢, que son similares aunque no iguales a los meridianos
y paralelos de los cartégrafos usan para representar el globo terrestre.

Figura 3.13: Coordenadas esféricas

El dngulo 0 es el mismo dngulo que aparece en las coordenadas cilindricas (o en las
coordenadas polares del plano xy). Esta 6 se llama el &ngulo acimutal. El otro dngulo ¢,
llamado el angulo polar,” es el angulo formado por el eje z positivo y el segmento que
va desde el origen al punto (x, y, z): véase la Figura 3.13.

Si O = (0,0,0) es el origen, P = (x,y,z) es el punto de interés, y Q = (x,y,0) es la
proyeccién de P en el plano xy, entonces A OQP es un tridngulo rectangular (pues OQ
es horizontal y QP es vertical), con catetos r = |OQ|, z = |QP|, y hipotenusa p = |OP]|.
Por ser QP paralelo al eje z, el angulo 2 QPO es igual a ¢. Entonces:

z = pcos ¢, r=pseng. (3.22)

Cuando se combinan estas relaciones con las formulas x = r cos 8, y = r sen 8 de coorde-
nadas polares, se obtiene las férmulas de cambio de variable entre coordenadas esféricas
y cartesianas:

x = psen¢cosf -1<O0<nx
y=psen¢sentd | donde O<¢p<m (3.23)
p=0

z=pcos¢

Nétese que el dngulo acimutal 6 tiene una variacion de 2, pero el dngulo polar ¢ solo
tiene una variacion de . En efecto, ¢ = 0 en el eje z positivo; ¢ = 7 en el eje z negativo;
mientras ¢ = /2 para puntos en el plano xy horizontal.

7En libros y textos de fisica, se suele cambiar los nombres de los dngulos: en ellos 8 designa el angulo
polar, y ¢ denota el dngulo acimutal.
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» El elemento de volumen para el sistema de coordenadas esféricas es el siguiente:

dV = p*senddpdp do. (3.24)

En breve se explicard cdmo se obtuvo este factor de magnificacién local p? sen ¢. Por
ahora, cabe observar que solo el primero de las tres pardmetros (p, ¢, ) tiene dimensién
de longitud, porque ¢ y 6 son dngulos sin dimensién. Por lo tanto, el factor de magnifi-
cacidén local debe tener las dimensiones de una 4rea: de ahi se nota que la componente
p2 es obligatoria. (Falta explicar el término sen ¢ en la férmula (3.24).)

Ejemplo 3.25. Determinar el volumen de una bola esférica de radio a, con a > 0.

z

Dada una esfera de radio a, conviene situar el origen de coordenadas en el centro de la
esfera. Entonces la ecuacién cartesiana de la esfera es x? + y? + z2 = 2. En coordenadas
esféricas, su ecuacion es p = a.

La descripcién de la bola sélida T es coordenadas esféricas es:

0
¢
p

N
N

-7 T
T = 0 T
0 a

N N
NN

En efecto, los dngulos ¢ y 0 sélo estan limitados por sus alcances maximos, tomados de
la férmula (3.23). La variable p va desde p = 0 (en el origen) hasta p = a en la superficie
de la bola. Entonces

Vol(T):///TdV:[::/Oﬂfoapzsenqﬁdpdqﬁd@

/. /4 a 3
=/ d@/ sengbdgb/ pzdpzznxzxa_:“_”a?
- 0 0 3 3

En la integral triple es posible separar las variables, porque el integrando es un producto
de tipo £(0) g(¢) h(p) [ con f(0) = 1, g(¢) = send, h(p) = p?] y ademds todos las

cotas de integracion son constantes.
De este modo se ha logrado deducir la férmula conocida (47/3)a® para el volumen
de una esfera de radio a. O
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Ejemplo 3.26. Hallar el volumen del sélido (“cono de helado”) acotado superiormente

por la esfera x? + y? + z2 = 242, e inferiormente por el cono z? = x? + ¢/2.

La interseccion de la esfera y el cono consiste de las soluciones simultdneas a las dos
ecuaciones: AP ) ) )
{x +y"+z =2a} { 2z =2a}

x?+y? =22 2(x* + y?) = 24

o bien: z = +a; x? + y? = a®. (Se puede suponer que a > 0.) Estas ecuaciones correspon-
den a dos circulos, ambos de radio a, uno en el plano horizontal z = a y el otro en el
plano horizontal z = —a. Una mirada al dibujo permite descartar la segunda opcion: el
circulo en el plano z = a separa una capa esférica superior (el “helado”) de una pared
cénica inferior (la “galleta”).

V4 z
2_0,2
(0.0v2) p—L >
(0, a,a)i —————— (0,a,a) (a.0)
// \\\ R p=m/4
\
/ T \\ )
! W — Y — r
'\ //"(0,0,0) ! (0,0)
\\ P AN /
\ a N 7/
\\ L7/ AN /

Como las dos superficies son de revolucién alrededor del eje z (las coordenadas x, y
solo entran en la combinacién x2 + yz), el dangulo acimutal 6 tiene su alcance maximal:
—n < 0 < 7,y conviene considerar un corte con 6 constante. En coordenadas cilindricas
las superficies son r? + z2 = 2a® (la esfera) y z = r (el cono).

En el semiplano rz (al lado derecho de la figura) los parametros (r, z) sirven como
coordenadas cartesianas, y los parametros (p, ¢) sirven como coordenadas polares, en
virtud de las formulas (3.22):

z = pcosa, r=pseng. (3.22")

Entonces, el corte vertical R de T para 6 constante admite dos descripciones:

0<r<a 0<¢p<r/4
R:{ } o bien R:{ }
0<p<V2
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Ahora se puede combinar estas descripciones con el alcance de 6 para poder expresar
el s6lido T en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas:

-0 -0
T={ 0<r<a obien T={ 0<¢<n/4
r<z< V2a2 —r2 0<p<\/§a

Para calcular el volumen con coordenadas cilindricas, se debe evaluar

n pa pV2a2-r2
Vol(T) =///de/ / / rdzdrdf
T -1 JO r
ropar P
:/ / 2] dr do
-z Jo z=r
T a 24 a
=/ d9/ (rV2a2—r2—r2) dr:2ﬂ(/ ul/z(%du)—/ rzdr)
-7 0 a2 0

1 3/2 u=24’ a®  2r 3 3 3 41 3
U —27132?((2\/511 —a)—a)zg(\/z—l)a.

=2

u=a2

En este calculo, se hizo la sustitucién u := 2a® — r?; du = —2r dr.
Para calcular el volumen con coordenadas esféricas, es cuestion de evaluar

T /4 V2a
Vol(T):///TdV:/ /0 /0 p*sen¢dpdgdo
T V2a /4
:/ d@/ pzdp/ sen ¢ d¢o
- 0 0

=27 X %(\/Ea)3 X [— cos ¢]¢:ﬂ/4 = 4”3\/5 @ (-3v2+1) = 4?”(\/5— 1)a’.

En coordenadas esféricas, la integral iterada es separable, al tener cotas de integracién
constantes con integrando en forma de producto, p? sen ¢. ¢

Evidentemente, los dos cdlculos en el ejemplo anterior dan el mismo resultado, como
es debido; pero la opcién de usar coordenadas esféricas resulté mas sencilla en este caso
particular.

También es oportuno notar que el volumen calculado es plausible. En efecto, las
esfera, de radio V2 g, tiene volumen total (47/3)(2V2 a®), en vista del Ejemplo 3.25. El
volumen del “cono de helado” entonces es (V2 —1)/2V2 = (2 — V2) /4 veces el volumen
de la esfera. Como (2 — V2)/4 = 0.147 = % aproximadamente, el volumen calculado
es levemente mayor que una sétima parte de la esfera grande: una mirada al dibujo
confirma esa proporcién.

3-41



MA-1003: Calculo III 3.4. Coordenadas cilindricas y esféricas

Vo—x2  pAf9-x2—y
Ejemplo 3.27. Calcular la integral I = / / / Z\/x + 1% + 22 dz dy dx.

La reg10n de 1ntegrac1on, en coordenadas cartes1anas, es:

Por experiencia previa, se puede intuir que la variacién de las variables x, y define un
disco circular. En efecto, las cotas para y son: y = +V9 — x2, o bien y? = 9 — x2. Este es
el circulo x? + y? = 9 en el plano xy. (Las raices cuadradas y = +V9 — x2 corresponden
a los semicirculos inferior y superior.)

Por otro lado, la ecuacién z = /9 —x2 —y2 implica z2 = 9 — x> — y? o bien
x2 +y? + 22 = 9: una esfera de radio 3 centrada en el origen (0,0,0). La raiz cuadrada

positiva z = /9 — x2 — y? corresponde al hemisferio superior — cuya sombra en el plano
del piso es el disco circular de radio 3, ya mencionado.

Con esta informacién se puede montar el dibujo de la region T: es la mitad superior
de una bola sélida de radio 3. (La cota inferior z = O es el plano xy.) En vista de esta
forma de T y el aspecto del integrando, se recomienda pasar a coordenadas esféricas.

z

N

(0,3)
R p=3
0]
y < 7
‘ (0,0) (3,0)

El hemisferio es una superficie de revolucién (par excellence, como dicen los franceses).
Luego se sabe que —7 < 6 < 7, y un corte vertical con 6 constante es un sector circular
R en el semiplano rz. Del dibujo de R se aprecia que 0 < ¢ < x/2, al recordar que
el dngulo ¢ se mide del eje z positivo hacia abajo. La cota mdxima para p es la esfera
p? =9, es decir p = 3. En sintesis:

~
Il
© O 3
N NN
T S
Y/ AN/ AN
w 3 N
~
N
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El integrando es zy/x2 +y% + 22 = (pcos¢)p = p?cos ¢. Ahora se puede calcular |
por separacion de variables:

T /2 3
1:/ / /(pzcos¢)pzsen¢dpd¢d9
-1 J0 0

T /2 3
:/ d@/ cos¢senq5dq5/ ptdp
- 0 0
3

$=m/2 p=
1 1 1 243 243
= Zﬂ[ﬁ sen” ¢] [ 5] 4 131 .

p=0 L

Otros sistemas de coordenadas curvilineas

Hay otros cambios de variables posibles en el espacio R® que pueden ayudar a sim-
plificar el célculo de integrales triples. Se trata de expresar las coordenadas cartesianas
(x,y,z) en términos de nuevas coordenadas (u, v, w):

x = x(u,0,w)
y =y(u,0,w) (3.25)
z = z(u,0,w)

donde x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) son funciones diferenciables. Tal como se hizo con
cambios de dos variables, es util emplear una notacién vectorial:

r(u,0,w) := (x(u,0,w), y(u,0, w), z(u,0, w)),
?u = (xu’ Yu, Zu)a ?v = (an Yo, ZZ))s ?w = (xw, Yws Zw)-

Razonando por analogia con el caso de dos variables, véase la Figura 3.9, las ecua-
ciones u = ug, v = vy, w = wg determinan tres superficies que pasan por el punto
7 (u, vo, wo)- El factor de magnificacién local en este punto es el volumen de un parale-
lepipedo con lados 7, du, ¥, dv y ¥, dw, proporcionales a incrementos du, do, dw.

Ahora bien, la férmula para el volumen de un paralelepipedo es (el valor absoluto
de) el producto triple de tres lados adyacentes:

dV = |Fydu - (Fydo X 7y dw)| = [Py - (Fo X Fu)| dudo dw. (3.26)

El producto triple de los vectores tangentes se calcula asi:

ry= (xu: Yu, Zu)s Yy Xry = (yvzw — YwZy, 2pXw — ZwXy, XpYw — xwyv)

= Fu - (Fo XT) = X4 (Yozw — YwZo) + Yu (20X — ZwXy) + 2y (XY — Xw o).
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Esta cantidad se organiza mejor como un determinante 3 X 3 de las nueve derivadas
parciales — es decir, el jacobiano del cambio de variable:

Xy Xp Xy

Y e o (x,y,z)

ry: (rv X rw) SYu Yo Yw| = a(u :}JW) (3.27)
Zy Zy Zw >

Entonces, el factor de magnificacion local para el cambio de variable (3.25) es el valor
absoluto del jacobiano, muy andloga al caso (3.14) de dos variables:

a(x,y,2)

(0. w) du do dw. (3.28)

dxdydz:'

» Este es el momento oportuno para justificar el elemento de volumen (3.24) para las
coordenadas esféricas. En efecto, de las férmulas de cambio ya anotadas:

x=psen¢cosd
y = psen¢sen (3.23)
zZ = pcos¢

se obtiene:8

sen¢cosf pcospcosfd —psen¢send

o(x,y, z)

a(—¢9) =|sen¢sentd pcos¢psend psendcosb
P9 cos ¢ —psen¢ 0

pcospcosf —psengsend
pcosgpsend psen¢ cosb

sen¢gcosf —psen¢send
sengsend psengcosf

=cos ¢ + psen¢

= cos ¢(p? cos ¢ sen ¢) (cos? 6 + sen” 0) + p sen ¢(p sen? ¢)(cos? § + sen? 6)

= cos ¢(p? cos ¢ sen P) + p sen H(p sen” @)
= p?sen ¢(cos? ¢ + sen? ¢) = p?sen ¢, (3.29)

al aplicar la férmula de Pitdgoras, cos® a + sen? a = 1, dos veces.

Conviene notar que p = 0 sélo en el origen; y que sen ¢ = 0 solo si ¢ = 0 6 x, solo si
el punto (p, ¢, 0) queda en el eje z. Entonces p? sen ¢ > 0 fuera del eje z, cuyo volumen
es nulo; y el jacobiano de este cambio de variables coincide con su valor absoluto. Con
todo, se ha comprobado la férmula dV = p? sen ¢ dp d¢ do.

8Hay varias maneras equivalentes de evaluar un determinante 3 X 3. Aqui se ha usado una “expansién
en la tercera fila”.
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2 22
Ejemplo 3.28. Calcular la integral I = /// (— +=+—= z ) dz dydx donde T es el interior

2 .2 2
del elipsoide x_ + % + z_ =1.

Se puede considerar el elipsoide como una esfera (de radio 1) distorsionada, donde
sus coordenadas cartesianas quedan estiradas por los factores a, b, c respectivamente. (Se
puede suponer que estos tres factores tienen signo positivo.)

Esto sugiere la posibilidad de modificar las coordenadas esféricas por esos factores
de proporcionalidad:

X =arsenscost —-T<StsS7w
=brsenssent y por lo tanto, T = 0<s<rm
Z=0Crcoss 0<r<1

En este caso, las cantidades x/a, y/b, z/c tiene cuadradas que suman r2, por la férmula
de Pitagoras:

= +Z + = =r?(sen® s(cos® t + sen® t) + cos® s) = r*(sen®s + cos?s) = r*.
c
Es necesario calcular un jacobiano para obtener el elemento de volumen en las nuevas
coordenadas:

asenscost brcosscost —crsenssent
= |lasenssent brcosssent crsenscost
acoss —brsens 0

a(x,y,2)
a(r,s,t)

senscost rcosscost -—rsenssent
= abc|senssent rcosssent rsenscost |=abcr®sens.
CcOoS S —rsens 0
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En el ultimo cdlculo, se aproveché la posibilidad de sacar un factor comin de cada

columna del determinante; y la feliz circunstancia de que el segundo determinante es

idéntico a aquél que figuro en el cdlculo (3.29), excepto por los nombres de las variables.
Con esta preparacion, el integral del enunciado ya se puede evaluar:

///r dVv = / / / r2(abc r? sens dr ds dt)
1 4n
—abc/ dt/ sensds/ rdr—abc><2ﬂ><2><g:—abc O
0

Ejemplo 3.29. Usar el cambio de variable:

(x,y,2) = (u(1 —0), uo(1 — w), uow)

dxdyd
para calcular la integral I = /// # donde T es el tetraedro en el primer octante
T YTz

limitado por los planos coordenados y el plano x + y +z = 1.

En primer lugar, nétese que y +z = uv; ademds, x+y+z = u(l —0) +uv = u.
Entonces el plano x + y + z = 1 corresponde a u = 1.

Este cambio de variable es muy andlogo al cambio del Ejercicio 3.14 en el plano, que
transformé un tridngulo en el plano xy a un cuadrado en el plano uv. Aqui se puede
hacer un andlisis similar, transformando los planos fronterizos de T en superficies de un
solido U en el espacio uow.

z w

(0,0,1) (0,1,1)

(1,0,1) (1,14)

U (0,11,8)

(10.0) (110)
X u

El borde de T estd formado por cuatro planos:

uow = 0,
uo(l—w) =
u(l-o) =

u=1.

z
y
x
z

Il
— O O O

x+y+
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Las ecuaciones a la derecha se factorizan en ecuaciones de planos: u = 0 (contado tres
veces); v = 0 (que aparece dos veces); w = 0; w=1; v = 1; yu = 1. Estos son los planos
que limitan el cubo unitario, con vértices opuestos (0,0,0) y (1,1,1).

Hace falta calcular el jacobiano, que dara el elemento de volumen. Como

X =u— uo, Y = uv — uow, Z = uow,
se obtiene
Xy Xy X 1-v0 —-u 0
a(x’ y’ Z) u 0 w
———— =Yy Yo Yw|=|[0—oWw u—uw —uv
a(u,0,w)
Zu Zy Zw ow uw uo

0—0w —Uuou

U—uw —uv
=(1-0)
uw ow uv

uo

=(1-0) (uzv) + u(uvz) = u%v.

Como u > 0, v > 0 en el sélido U, se obtiene dV = u?v du dv dw. Entonces

20dudod Lol ol 1 1
I=/M=///ududvdw=—x1x1:—
U uo 0 0 0 2 2

por separacion de variables. O
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4 Analisis vectorial

Clearly Thomson knew of Green’s theorem in 1845, but in a post-
script to a letter (dated July 2, 1850) that he wrote to an academic
friend at Cambridge, George Stokes (1819-1903), Thomson men-
tioned the theorem but neither gave a proof of it nor mentioned
Green’s authorship. In February 1854 Stokes made the proof of
the theorem an examination question at Cambridge — on a test,
it is amusing to note, taken by a youthful James Clerk Maxwell.
Maxwell (1831-79) later developed the mathematical theory of
electromagnetics in his 1873 masterpiece Electricity and Magne-
tism where, in a footnote to article 24, he attributes the theorem
to Stokes. So, today, the theorem is often called — you guessed it —
Stokes’ theorem.

— Paul J. Nahin'

Las integrales multiples del capitulo anterior tienen dominios de integracién que son
regiones del plano o del espacio (0 mas generalmente, de R"” con n > 2). Hay otra clase
de integrales cuyos dominios son de otra naturaleza: podrian ser curvas en el plano o el
espacio (que determinan integrales de linea) o bien superficies en el espacio (subyacentes
a integrales de superficie). Estas dos clases de integrales, a su vez, se clasifican segun
el tipo de integrando, que puede ser una funcién escalar f(x,y) o f(x,y,z); o bien una
funcién vectorial F (x,y) 0 F (x,y,z) con dos o tres componentes.

La tarea comun que exige la evaluacién de estas integrales es la parametrizacion del
dominio de integracién, sea esta una curva o una superficie, para reducir integrales de
linea a integrales simples (de una variable) o transformar integrales de superficie en
integrales dobles.

4.1. Integrales de linea

En la seccién 1.4 se consideré un juego de curvas en R3 definidas por funciones
vectoriales de un parametro t. Es posible especificar un trozo de curva C, limitando los
valores de ¢ a un intervalo finito:

C: F(t) = (x(),y(t),z(t)), con a<t<b. (4.1)

Se supondrd que la funcién t — 7 (t) es diferenciable, para usar los métodos de la § 1.4.
De ahora en adelante, se considerard curvas en el espacio de tipo (4.1), pero se
admiten también curvas planas en R? al suprimir la tercera componente de cada vector.

'En su libro An Imaginary Tale: The Story of V-1, Princeton, NJ, 1998.
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» La primera clase de integrales de linea tiene el formato:

I= /f(x, y,z) ds, (4.2)
c

donde el integrando f(x,y, z) estd definido en cada punto (x,y,z) de la curva C; y ds
representa un elemento de longitud de arco a lo largo de C.

Al parametrizar la curva C, la sustitucion obvia ds = s’(t) dt se combina con la defi-
nicién (1.16) de s como la integral indefinida de la rapidez del recorrido para obtener:

ds = || ()| dt. (4.3)

Entonces la integral de linea (4.2) de la primera clase se evaltia como integral simple:

b
/ Fxy2)ds = / FEW) IF ()] de. 4.4)
C a

Algo notable de la integral (4.4) es que no depende de la direccion del recorrido de la
curva C. El mismo trozo de curva se puede reparametrizar con u := a+b — t; du = —dt,
conb > u > a. Fijese que u = b cuando t = a; u = a cuando t = b, y que la funcién
vectorial u — 7 (u) recorre la misma trayectoria C en el sentido contrario. Ademas,

b a b
/ f(F (1) II?'(t)Ildt=/ FEW) 7 @] (—du)=/ FEW) IF (W]l du.
a b a

Por lo tanto, esta primera clase de integrales de linea a veces se llama integrales de
trayectoria.?

Ejemplo 4.1. Calcular I = / (x® + y* + z%) ds, donde C es el trozo finito de la hélice

c
r(t) = (cost,sent, t) entre los puntos (1,0,0) y (1,0, 27).

Esta curva C es una variante de la hélice del Ejemplo 1.5, cuya sombra en el plano xy
es el circulo de radio 1 centrado en el origen, recorrido una sola vez en el sentido usual
(antihorario) cuando 0 < t < 2. Véase la Figura 4.1.

El integrando, en puntos de la curva C, es:

FEFE®) =x(t)*+y()* +z(1)* = cos® t +sen’ t + 12 = 1 + %,
Para el elemento de longitud de arco, se obtiene

7(t) = (cost,sent,t) = 7 (t) = (—sent,cost,1) = ||F/(¢)]|=V1+1=V2

2Este es el término empleado por los traductores del libro de Marsden y Tromba, Cdlculo Vectorial.
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Figura 4.1: Un trozo de una hélice

asf que ds = V2 dt. Entonces

21 2
_ 2 2 2 _ 2 _ 2
I—/C(x +y +z)ds—/0 (1+t)(\/§dt)—\/§/0 (1+ %) dt

3 1t=2xr

t+—
3

=V2
3 3

873\  2v2
:«/5(27”1): \/_]T(3+47r2). 0
t=0

Ejemplo 4.2. Calcular [ = /xy ds, donde C es el contorno del rombo [3x| + |2y| = 12.
c

(0,6)

—3x+2y=12

(-4,0)

—3x—2y=12

(0’_6)

Figura 4.2: Un rombo es una cadena de segmentos consecutivos

Un rombo (esto es, un paralelogramo con lados de igual longitud) es una cadena de
4 segmentos. Si se parametriza esta curva por t +— r(t), esta funcién no serd diferenciable
en los vértices del rombo.3 Pero eso no representa un obstaculo: sélo es necesario usar
una parametrizacion diferente en cada segmento.

3Seria suficiente tomar 7 (t) “diferenciable por trozos”: el intervalo a < t < b queda subdividido en
una cadena de subintervalos, con 7 (t) diferenciable en cada subintervalo por separado.
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El rombo C es una cadena de segmentos consecutivos, véase la Figura 4.2:
C=C1+C2+C3+C4

donde el simbolo + indica que la curva que sigue empieza en el punto en donde el anterior

termina. En este ejemplo, C; empieza en (4,0) y C4 termina en el mismo punto (4, 0):

entonces C es una curva cerrada. (Esto es, el punto final de C coincide con su punto

inicial.) Se suele usar el simbolo f para denotar una integral sobre una curva cerrada.
La integral de linea deseada es:

I:j{xyds:/ xyds+/ xyds+/ xyds+/ xyds.
C G Ca C3 Cy

La suma de curvas (en cadena) conlleva la suma (aritmética) de sus integrales de linea.

Ahora es necesario parametrizar cada una de estos segmentos, para obtener integrales
simples ordinarias. En este caso, se puede tomar una coordenada cartesiana (x 6 y, segun
gusto) como parametro, declarando su alcance en cada caso.

12-2
Ci: x= 3 y’ y=y con 0<y<6,
12 - 3x
Coy: x=x, y= > con 02>x> -4,
12 + 3x
C3: x=x, y=- > con —-4<x<0,
12+ 2y
Cs: x= 3 y=y con -6<y<0.

Para hallar ds = ||F*’(t)|| dt con estos pardmetros, fijese que:
ParaCy : ¥/ (y) = (-3,1),  paraCy:F'(x) = (1,-3),
paraCy:F(y) = (31, paraCy:#'(x) = (L-2),

y entonces ds = %\/13 dy en C; y C4 mientras ds = %\/13 dx en Cy y Cs. Luego:

6 0
I:/ %(12—2y)y(%\/ﬁdy)+/ 1(12 +2y)y (3V13dy)
0 6
-4 0
+/ %x(12—3x) (%\/ﬁdx)—/ %x(12+3x) (%\/ﬁdx)
0 4

_\/ﬁ 6 2 6 2
_T(A (12y—2y)dy+‘/O (—12u+2u)du)

1/13 0 0
+T(/ (120+302)dv—/ (12x+3x2)dx):O,
-4 -4

por cancelacidn. (Se usé las sustituciones u = —y; du = —dy y v = —x; dv = —dx.) O
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Campos vectoriales

En la segunda clase de integrales de linea, los integrandos son campos vectoriales, es
decir, funciones de (dos o) tres variables con (dos 0) tres componentes. Se denotara un
campo vectorial con la siguiente notacién:

F(x,y.2) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,2)). (4.5)

Para poder formar un integrando escalar, es necesario tomar el producto punto de este
vector F con un elemento de desplazamiento vectorial d7 = (dx, dy, dz). Dado un trozo
finito de curva C, se puede plantear la integral de linea:

I=/I_5-d7:/(de+Qdy+Rdz). (4.6)
c c

La evaluacion de este tipo de integral en cualquier caso particular procede por pa-
rametrizar la curva C en un intervalo finito, como en la férmula (4.1). El elemento de
desplazamiento es la cantidad vectorial:

dr =¥ (t) dt. (4.7)

(En contraste con la formula (4.3) para el elemento de longitud de arco, ahora no se
toma la longitud del vector 7' (t) de velocidad.)

Por lo tanto, la integral de linea (4.6) de la segunda clase se evaliia como integral
simple:

- b -
/F(x,y,z)-d?‘ :=/ FGF() -7 (1) dt. (4.8)
C

a

En contraste con las integrales de linea de la primera clase, las integrales de tipo (4.8)
si dependen de la direccién del recorrido. De hecho, como se vera mas adelante, una
reversion del recorrido conlleva un cambio de signo en la integral (4.8).

Ejemplo 4.3. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza
F(x, y,2) = (x% 1%, 2xyz2)

a lo largo del camino 7(t) := (cost,4sent,t) desde el punto A = (1,0,0) al punto
B=1(0,4,71/2).

Si un cuerpo pequefio se mueve a lo largo de segmento rectilineo bajo la influencia
de una fuerza que acttia en la misma direccién, el trabajo realizado es (por definicién)
el producto de esa fuerza por la longitud del segmento. Sin embargo, si la fuerza y el

4-5



MA-1003: Calculo III 4.1. Integrales de linea

camino por recorrer no son paralelas, parte de la fuerza no produce trabajo; esa parte
es la componente de la fuerza ortogonal al camino, que debe descartarse (al formar el
producto punto de las dos cantidades vectoriales). Y si las direcciones del camino y de la
fuerza son variables, el trabajo total es una suma de elementos pequefios,

dW = f'(x y,z) - dr.

El trabajo total realizado por un campo de fuerza variable a lo largo de un camino C es
entonces una integral de linea:
W= / F - dr.
c

En el ejemplo dado, se conoce tanto el campo F (x,y,z) como una parametrizaciéon
de C. Sélo falta determinar el alcance del parametro t. Se nota que (cost,4sent,t) =
(1,0,0) siysolosit =0;yque (cost,4sent,t) = (0,4,57/2) siy solo sit = /2. De ahi
se deduce que el alcance de t es 0 < t < /2.

La velocidad del recorrido es

7'(t) = (—sent,4cost,1)

y entonces el trabajo total, con la fuerza F (x,y,2) = (x2, yz, 2xyz), es

/2
W = / (cos®t,16sen’t,8t costsent) - (—sent, 4cost, 1) dt
0

/2
:/ (—sent cos® t + 64 sent cos t + 8t cos ¢ sen t) dt
0

5 3 1t=1/2 /2 /2
t 64sen3t 64 -1
_ lcos N sen +/ 8t costsentdt = +/ 4t sen 2t dt
3 3 =0 0 3 0
t=m/2

/2
=21+ +/ 2cos2tdt =21+ 7 +0.
0

4t(—% cos 2t)]

t=0
Aqui se hizo una integracién por partes con u = 4t, do = sen 2t dt. El trabajo total es
W=21+m. o

Ejemplo 4.4. Evaluar la integral de linea I = / x?dx — xydy + dz donde C es el arco
c
de la parébola z = x2, y = 0 desde A = (=1,0,1) hasta B = (1,0, 1).

Se puede elegir la coordenada x como pardmetro para la curva C:

x=x, dx=dx
C:2y=0, dy=0 con —-1<x<1
z=x% dz=2xdx
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Esta integral de linea, parametrizada por la variable x, se puede evaluar en seguida:

1
I=/x2dx—xydy+dz:/ x*dx — 0+ 2xdx
-1

c
1 1 1 2
= (x2+2x)dx:2/ x2dx+0=2x ===,
. 0 373
(Se ha notado que x? es par y 2x es impar en el intervalo simétrico -1 < x < 1.) o

Funciones potenciales para un campo vectorial

Un caso particularmente importante (y facil) de integrales de linea del segundo tipo
ocurre cuando el integrando F(x,y, z) es un campo vectorial conservativo. Se dice que
un campo es conservativo si resulta ser el gradiente de alguna funcién escalar:

F(x,y,2) = VU(x, 1, 2). (4.9)

Una tal funciéon U (x, y, z) se llama una funcién potencial“ para el campo F. (Fijese que
se habla de una funcién potencial en vez de la funcién potencial, porque siempre es
posible sumar una constante a U(x, y, z) sin cambiar su gradiente.)

Si se toma la integral de F sobre una curva parametrizada C que va del punto inicial
A =7 (a) al punto final B = r(b), se obtiene:

b b
/Cﬁ.d?:/a ﬁ(?(t))~?’(t)dt:/ VUG (1)) - 7 (t) dt

a

b
d . . i
- / FUE®D) A =UF®) -UF@) =UB) ~U@A).  (4.10)
a
4En textos de mecénica cldsica, se suele emplear el signo opuesto: F(x, Y,z) = —VU(x, y,z). Si, por

ejemplo, F representa un campo gravitatorio, la funcién U (x, y, z) seria la energia potencial de ese campo
(a la cual se debe sumar la energia cinética para analizar el movimiento de un cuerpo en caida libre).
Véase, por ejemplo, la seccién 1.15 del libro: Florian Scheck, Mechanics, sexta edicion, Springer, 2018.
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Aqui se ha aplicado la regla de la cadena a la funcién compuesta U (7 (t)):

%U(?(t)) =Uex'(t) + Uy ' (1) + U, 2 (1) = VU -7 (t)=F -7 (1)

Lo notable del cdlculo (4.10) es que el resultado de la integral no depende de la
forma precisa de la curva C, sino solamente de sus extremos A y B. [ Por ejemplo, si
una corriente eléctrica E es conservativa, E = %V, entonces su integral a lo largo de
un circuito sélo depende de la diferencia potencial de su voltaje V en los extremos del
circuito. || Se dice que la integral /c F - dF es independiente del camino C entre dos
extremos fijos.

En particular, si C es una curva cerrada, esto es, si A = B, entonces U(B) — U(A) =
y por ende fc F-dF =0:la integral de un campo conservativo alrededor de una curva
cerrada es nula.

» Entre otras cosas, la férmula (4.10) indica que no es necesario evaluar una integral de
linea si se conoce de antemano una funcién potencial para F. Pero eso plantea un nuevo
problema: {cémo hallar una funcién potencial para F, si una potenc1a1 existe?

Conviene expresar la ecuacién vectorial (4.9), VU = F (con F conocido pero U por
determinar) como tres ecuaciones escalares

Uy =P, Uy =0, U, =R. (4.11)

Luego U(B) — U(A) sera la diferencia de dos valores de una integral indefinida que
revierta esas derivadas parciales:

U(x,y,z) = /CP(x, y,z) dx + A(y, z),

UCwa) = [ Q) dy+ B2,

U(x,y,z) = /;R&, y,z)dz + C(x,y). (4.12)
Los términos A(y, z), B(x,z), C(x,y) son “constantes de integracién” que no dependen

de la variable activa en la integral correspondiente. Ahora bien: la funciéon potencial
U existe y por ende F es conservativo si y solo si estas tres expresiones son compatibles.

Ejemplo 4.5. Hallar una funcién potencial para el campo vectorial
F(x,y,2) = (3x - 3yz, 3y* — 3xz, —3xy).
Aqui P =3x%-3yz, Q=3y?-3xz, R=-3xy.
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Entonces las integrales parciales (4.12) dan lugar a tres antiderivadas:
U(x,y,2) = /(3)('2 — 3yz) dx = x° — 3xyz + A(y, 2),
c
U(x,y,2) = /(By2 — 3xz) dy = y° — 3xyz + B(x, 2),
c

U(x,y,2) = —/Bxy dz = -3xyz + C(x, y).
C

Es necesario reconciliar los tres lados derechos. En la expresion final, deben estar pre-
sentes los términos x°, y*, —3xyz, al menos. Esto sugiere ensayar la férmula:

U(x,y,z) =x° +1y° — 3xyz + K.
Los términos extras en las antiderivadas son:
A(y,z) =y° +K, B(x,z) = x> +K, Cx,y) =x>+1° +K.
Esto es claramente posible si (y solo si) el término K no depende de x, para que U, =
3x2 — 3yz; ni de y, para que Uy, = 3y? — 3xz; ni de z, para que U, = —3xy. Por lo tanto,
K solo puede ser una constante.
Esta K es, en efecto, una constante de integracion, que debe acompafar una integral

indefinida. Entonces U(x,y,z) = x>+ y> — 3xyz + K es una funcién potencial para F,
cualquiera que sea la constante K. o

Ejemplo 4.6. Hallar una funcién potencial, si existe, para el campo vectorial

ﬁ(x,y,z) =(2x+vy, 2y +z, 2z + x).
Con el método del Ejemplo 4.5, un candidato para una funcion potencial seria:
U(x,y,z) = /C(Zx +y)dx = x>+ xy + Ay, 2),
U(x,y,z) = /C(Zy +2)dy = y* +yz + B(x, 2),

U(x,y,z) = /(22+x) dz = 22 + xz + C(x, ).
c

Esta vez, al reunir los términos que aparecen en los lados derechos, es natural postular:
Ux,y,z) =x’ +xy+xz+ 1> +yz+ 22 +K

con K una constante arbitraria. Pero el término xz no cabe en la expresién x?+xy+A(y, z);
ni xy en y? + yz + B(x, z); ni yz en 22 + xz + C(x, y). Se concluye que las tres expresiones
posibles para U(x,y,z) son incompatibles: no existe una tal potencial U, y el campo
vectorial F no es conservativo. o
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Desde luego, el procedimiento del ejemplo anterior no es la manera mas eficiente
de descubrir que un campo vectorial dado no es conservativo. A continuacion, se ofrece
otro método para detectar un campo no conservativo antes de hacer una busqueda sin
esperanza de una funcién potencial.

» La rotacional de un campo vectorial F = (P, Q,R) es otro campo vectorial definido
por®

rotF = VX F := (Ry— Qs P, — Ry, Qx — P,). (4.13)

El simbolismo V X F es mneménico: indica un producto cruz formal entre el opera-
dor diferencial V = (9/dx,d/dy,d/dz) y el campo vectorial F. El campo vectorial del
Ejemplo 4.6, F = (2x +y, 2y + z, 2z + x), tiene rotacional:

1 9/ox 2x+y
VxF=|j /oy 2y+z/=(0-1,0-1,0-1)=(-1,-1,-1). (4.14)
k 0/oz 2z+x

Un campo vectorial F se llama irrotacional si rot F = 0. Es importante notar que
un campo conservativo es irrotacional:

d/ox U,
a/ay Uy = (Uzy - Uyz: Usz = Uzx, ny - ny) =(0,0,0),
d/oz U,

-

rot(%U) =VxVU =

I~y ~

por las igualdades entre derivadas parciales mixtas de segundo orden.

El célculo (4.14) muestra que el campo F del Ejemplo 4.6 no es irrotacional: rot F =
(-1,-1,-1) # (0,0, 0), y por lo tanto no puede ser conservativo. En tal caso, la busqueda
de una funcién potencial conduce ineludiblemente al fracaso

Antes de buscar una func1on potencial para un campo F, entonces, se debe calcular
rot F para asegurar que F es, al menos, irrotacional.

Ejemplo 4.7. Evaluar la integral de linea I = /(nyz dx + x*zdy + x*y dz), donde C es
c
el segmento de recta que va desde A = (1,1,1) aB = (1,2,4).

Si el campo F(x,y,z) := (2xyz, x?z, x?y) resulta ser conservativo, no serd necesario
parametrizar esta curva C. En primer lugar, se debe averiguar si rot F = 0; si eso sucede,
habrd que buscar una parametrizacion.

5Los angloparlantes escriben curl F en vez de rot F; la palabra curl (colocho) sugiere un movimiento
giratorio.
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La rotacional del campo F es:

1 d/ox 2xyz
VxF=|] 9/oy x%z|= (x? — x2, 2xy — 2xy, 2xz — 2xz) = (0,0, 0).
k o/oz x%y

Entonces F si es irrotacional. Se procede a buscar U(x,y, z) tal que VU = F , por el
método de la receta (4.12):

U(x,y,2) = /nyz dx = xzyz + A(y, 2),
C

U(x,y,2z) = /xzz dy = xzyz + B(x, z),
C

U(x,y,2) = /xzy dz = x*yz + C(x, v).
c
Los tres lados derechos son compatibles, y se obtiene:
U(x,y,2) = xzyz +K,

donde K es una constante (de integracion). Se puede notar que en este caso A(y,z) =
B(x,z) = C(x,y); su valor comun, bautizada K, no depende de x ni de y ni de z, y por lo
tanto K es una constante.

La integral deseada es

I:/F‘-d?:U(B)—U(A):U(1,2,4)—U(1,1,1)
C
=(8+K)-(1+K)=8-1=7.

Noétese que la constante de integracién se cancela en la diferencia U(B) — U (A); entonces
omitirla sélo seria un pecado venial. No obstante, siempre debe estar presente en la
funcién potencial.

Como en este ejemplo el campo F es conservativo y por ende la integral fc F - dF es
independiente del camino C, no es necesario hacer una parametrizacién explicita. Sin
embargo, ese método también es factible, porque C es un segmento de recta que pasa por
dos puntos dados. Se dispone de la férmula (1.7a):

r(t)y=(1-t)F1+try con 0<t<1.

Aquir, =A=(1,1,1)yry = B=(1,2,4); el alcance de la variable ¢ se limita al intervalo
0 < t < 1 que representa el segmento con extremos A y B (omitiendo el resto de la recta).
Entonces:

r(t)=(1-1)(1,1,1)+¢(1,2,4) = (1,1 + ¢, 1 + 3¢).
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Finalmente,

1 1
1:/ ﬁ(?(t)).?(t)dt:/ (2+8t+6t21+3t,1+1)-(0,1,3)dt
0 0

1
:/ (4+61)dt =4+6(3)=7.
0
Naturalmente, los dos métodos conducen al mismo resultado: /c F-dr=7. O

Ejemplo 4.8. Calcular I = }Ig (xydx + yzdy + zxdz), donde C es la curva cerrada
c
determinada por las ecuaciones x? + y? + z? = 4x; z = x, recorrido en el sentido contrario

al reloj visto por un observador en el punto (0,0, 4).

Las ecuaciones que determinan C son las de una esfera y de un plano. Por lo tanto,
C es un corte plano de una esfera, esto es, un circulo en el espacio R3.

Ahora bien, si C fuera un circulo en el plano xy, para indicar su sentido de recorrido
seria suficiente decir “a favor de reloj” o bien “contrario al reloj” — o algunas frases
equivalentes. Sin embargo, en el espacio estos recorridos dependen de la posicién del
observador. Por eso, la informacion “visto desde (0, 0,4)” es indispensable.

Antes de abordar el cdlculo, cabe recordar que la integral sobre una curva cerrada se-
ria O (sin necesidad de calcularla) si el campo F (x, y, z) := (xy, yz, zx) fuera conservativo.
Pero eso no ocurre, porque

d/ox xy
d/0y yz|=(0-y,0-2 0-x) # (0,0,0).
d/oz zx

rot F =

AU~y ~

Entonces no queda otra opcién que parametrizar la curva C.
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¢{COmo se parametriza una curva C en el espacio? Por la misma técnica usada con
integrales triples: se proyecta C sobre uno de los planos coordenadas y primero se
parametriza la sombra C’ (véase el dibujo anterior).

Si, por ejemplo, C’ es la sombra de C en el plano xy, esta es una curva que obedece
una ecuacién del tipo g(x,y) = 0, la cual se obtiene al eliminar la variable z de entre las
dos ecuaciones de C:

2, .2, 2
X“+y“+z°=4x
{ Y } - 2x2+y2=4x.
Z=X —_—

Esta curva cuadratica en R? es una elipse, como se ve al completar cuadrados:

2x? +y2 = 4x,
(2x% —4x +2) + 1> = 2,
2(x-1)2+ 2 =2

2
Yy
-1+ = =1.
(x-1*+Z
Luego, C’ es una elipse con centro (1,0) y con semiejes a = 1, b = V2.
Para parametrizar una elipse se usa la férmula (3.16) del Ejemplo 3.17, esta vez con
s =1 (la elipse es el borde del disco eliptico) y con (x — 1) en lugar de x:

x—1=cost
C’:{ }
yz\/zsent

La variable t recorre un intervalo de 27 mientras ese punto (x, y) recorre la elipse C’: se
toma -7 <t < T

Una mirada al dibujo indica que el circulo C, visto desde lo alto del eje z positivo, se
recorre como indican las flechas; y que su sombra C’ se recorre en el sentido antihorario
en el plano xy. La parametrizacién obtenida (de C’) sigue esa regla: mientras ¢ avanza
det=0at =7, por ejemplo, el punto de C" avanza de (2,0) a (1, V2) sobre la elipse.

Para obtener la parametrizacién de C, es cuestion de restaurar z con la ecuacion dada
z=x:

x =1+ cost, dx = —sentdt
C:{y=V2sent, dy=V2costdt; con —-rm<t<m.
z=1+cost, dz = —sentdt

Aqui, al tener ecuaciones paramétricas para x, y, z, se obtiene de una vez las expresiones
correspondientes para dx, dy, dz en funcién de dt.



MA-1003: Calculo III 4.1. Integrales de linea

Ya se puede proceder con la evaluacion de I:
I= %(xydx+yzdy+zxdz)
c
= / (1 +cost)\/§sent(—sentdt) +\/§sent(1 + cost) (\/Ecostdt)
=TT
+ (1 +cost)? (—sentdt)
/4
= 2/ (—V2sen?t)(1 +cost)dt +0+0
0

V4 T
=—\/§/ (1 — cos 2t) dt—2\/§/ sen’ t cos t dt
0 0

t=m

= —V2(r - 0+0) = —xV2.

t=0

1 2
—\/E[t — E sen 2t + 5 sen® t

En la segunda linea, el integrando tiene tres términos: el primero es par, los otros son
impares (con integral O para los impares). o
Fl teorema de Green en el plano R?

El llamado teorema de Green® establece un enlace entre integrales de linea (de la
segunda clase) en el plano con integrales dobles.

Teorema 4.9 (Green). Si R es una regién del plano R? cuyo borde es una curva C simple y
cerrada,” y si F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) es una funcion diferenciable definida en todo R,

entonces
75 (Pdx+Qdy) = // (0v - P,) dA 415)
C R

donde al lado izquierdo se recorre la curva C en el sentido contrario a reloj.

Se verificard esta igualdad para una regién R que es vertical y horizontalmente simple
(esto es, de los tipos I y II a la vez). Una tal R admite dos descripciones equivalentes:

V/ANV/AN

R—{ a<x<b }_{ c <d }
A <y<h® ] g <x<g@ )

SEste resultado es atribuido al matemdtico autodidacta inglés George Green, quien en 1828 publicé
un libro sobre la teoria de electricidad y magnetismo; este libro contiene, por primera vez, el teorema de
la divergencia que relaciona integrales de superficie con integrales triples.

7Una curva cerrada C es simple si no se corta a si misma (por ejemplo, una lemniscata o “curva de
ocho” no es simple). Una curva cerrada y simple encierra una regién acotada R cuyo borde es esa curva.
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Ca:(x, fa(x))
3 2 C
Ca:(g1(y).y) Cr:(92(y).y)

Ca:(x,f1(x)

Figura 4.3: Una regién plana R con curva de borde C

Cada sumando de la integral doble en (4.15) corresponde a un término de la integral
de linea. En primer lugar, por ser R de tipo II:

/[def“:/cdﬁjf) Qx<x,y)dxdy:[d

d
:/ (Q(92(1). y) - Q(g1(y).v)) dy

x=g2(y)

ot y)] dy

x=g1(y)

d c
=/ Q(92(y), y) dy+/ Q(g1(y),y)dy
c d
- [ e+ [ 0w dy=§ owyay
Cy C

Cy

Aqui se ha expresado C como una suma en cadena de dos curvas, C = C; + Cy, donde
C1:y (92(y),y) conc < y < d parametriza la parte derecha de C, en subida; mientras

Cy :y— (91(y),y) cond > y > c parametriza su parte izquierda, en bajada.
De modo similar, por ser R de tipo I:

b rh@) b
—//PydAz—/ / Py(x,y)dydx:—/ lP(x,y)
R a Jfi(y) a

b
__ / (P(x, (%)) - P, fi (x))) dx

y=fa(x)
dx
y=fi(x)

a b
_ / P(x, fy(x)) dx + / P(x, fi(x)) dx
b a

= ./03 P(x,y) dx+/C4P(x,y) dx = }iP(x, y) dx.

Ahora se ha expresado C como una suma en cadena de dos curvas, C = C3 + C4, donde
Cs : x — (x, fa(x)) con b > x > a parametriza la parte superior de C, hacia atrds;
mientras C4 : x — (x, fi(x)) con a < x < b parametriza la parte inferior de C, hacia
adelante. O
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Ejemplo 4.10. Calcular la integral de linea I = ‘74 (2x° — ) dx + (x° + 4*) dy, donde C
c
es el circulo unitario x2 + y? = 1, recorrido una vez contrario a reloj.

El circulo C es la frontera del disco circular R : x2+¢? < 1. Con P = 2x3 — 13,

Q0 =x3+113, se ve que
Qx — Py = (3x* +0) — (0 — 3y*) = 3x* + 3y°.

Pasando a coordenadas polares, se obtiene del teorema de Green:

//(Bx +3y)dA //Srz(rdrde)
—3/ d@/rdr—3X2an:7

También es posible evaluar la integral de linea en forma directa, mediante la para-
metrizacion del circulo x = cos 6, y =senf; con —x < 0 < 7:

= / (2 cos® 0 — sen® 0)(—sen 0 d6) + (cos® 0 + sen® 0) (cos 0 d0)

= / (cos* @ + sen® 0 cos @ — 2 cos® 0 sen 0 + sen* 0) dO

T

V4 T
= 2/ (cos* 0 + sen* 0) d6 = 2/ (1 — 2cos? @ sen® ) d
0 V1 0 T
:27r—/ 4c03295en29d0:2n—/ sen’ 20 d6
0 0
1 [” 1 3
:27[—5/0 (1~ cos40)df = 27— (7 - 0) = 7”
Se ha obtenido el mismo valor de I (por supuesto), pero con un esfuerzo mayor. o

» Si R es una regién del plano cuyo borde es una curva cerrada y simple, pero R no es
de los tipos I y IT a 1a vez, en muchos casos es posible partirla en algunas subregiones con
esta propiedad, R = Ry U Ry, U R3 U --- y calcular la integral doble en (4.15) como una
suma de las integrales sobre cada R;. Pero ¢qué sucede con las integrales de linea para
estas subregiones?

Témese la regién de la Figura 3.5, que es de tipo I pero no de tipo II. Al dividir R por
un segmento vertical, como en la Figura 4.4, se obtiene R = R; U Ry, una unién de dos
regiones que no traslapan (es decir, su interseccion es vacia o tiene drea nula), mientras
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Figura 4.4: Una regién subdividida, con cancelaciéon de borde interno

las curvas de borde, C; de R; y Cy de Ry, ambas recorridas contrario a reloj, juntas forman
el borde C de R mas dos segmentos verticales recorridos en sentidos opuestos.
Las integrales de linea se suman:

(Pdx +Qdy) + (de+Qdy):‘7§(de+Qdy)
(6] C C
porque el lado izquierdo incluye dos integrales sobre el borde interno, de igual magnitud
pero con signos opuestos, cuyas integrales cancelan. En la Figura 4.4, esto se indica por las
flechas azules y rojas, que se cancelan en el borde interno. Las flechas de ambas colores
que no cancelan recorren el borde externo C, tal como deberia.

Entonces el teorema de Green sigue vdlida para toda region R cuyo borde es una
curva simple y cerrada, recorrido en el sentido contrario a reloj.

Calculo de areas mediante el teorema de Green

En el Ejemplo 4.10 anterior, se aprovecha la formula de Green (4.15) para convertir
una integral de linea en una integral doble mds facil de evaluar. También es posible usar
la férmula en la otra direccidn, para convertir una integral doble en una integral de linea.

El caso mas comtn de ese segundo proceso es el de calcular el drea de una region R,
dada por la integral doble Area(R) = /fRdA, cuyo integrando es la funcién constante

f(x,y) = 1. Sélo es necesario hallar dos funciones P(x,y), Q(x,y) tales que

Ox—Py=1
Las tres opciones mas sencillas son:
P(x’y)zo’ Q(x’y):xa Qx_ yzl_o:l;
P(x,y) = -y, Q(xy) =0, Ox—Py=0-(-1)=1;

P(x,y) = -3y, Q(xy) =3%, Qu—-Py=5-(-3) =1
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Si R es una regién del plano cuyo borde es la curva simple y cerrada C, estas opciones
dan tres formulas para el drea de R:

Area(R) = j{xdy = j{(—y) dx = jlg %(x dy — ydx). (4.16)
c c c
2 2
Ejemplo 4.11. Hallar el drea encerrada por la ehpse —+5 = 1.

Se puede suponer que a > 0, b > 0. Como ya fue d1scut1do en el Ejemplo 4.8, esta
elipse puede ser parametrizada por

X =acost
C:{ } con —-rm<t<7.
y=>bsent
(0,b)
¥ C

R (a0)
(_a,O) \’/ |

(05_17)

Fijese bien que mientras crece el pardmetro ¢, esta elipse se recorre en el sentido
contrario a reloj. Para verificar esa afirmacién, ndtese los puntos cardinales se visitan en
este orden:

F(-n) =(=a,0), F(-3)=(0,-b), F(0)=(a0), F(5)=(0b), F(r)=(-a0).

[ Este parametrizacién empieza y termina en el extremo occidental, (—a, 0). Para empe-
zar y terminar en el extremo oriental (a, 0), es cuestién de tomar 0 < ¢t < 27 en vez de
—r<t<

Conviene usar la tercera de las formulas de area (4.16). Entonces

Area(R)—jg (xdy—ydx) = / ;acost(bcostdt)—lbsent( asentdt)

:—/ (cos®t +sen®t)dt = —/ 1dt = —><271— mab.

(Cuando a = b, se recupera la férmula conocida 7a? para el 4rea de un disco circular de
radio a.) O
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Ejemplo 4.12. Hallar el &rea debajo de un arco del cicloide de longitud 27a y de altura 2a.

Este cicloide es la curva ya discutida en el Ejemplo 2.9. Esta dada por la parametri-

zacioén:
{x(t) =a(t —sent) } (2.19)
y(t) = a(l —cost) | 213

Entonces la tinica manera de calcular el area buscada es por medio de esta parametriza-
cién y el teorema de Green.

y

(0,0) ‘ (27a0) ¥

Se nota del dibujo adjunto (una variante de la Figura 2.3 ya vista) que el borde C de
la region R debajo del arco es la suma del segmento de recta C; desde (0,0) a (2a, 0);
y la curva C; del cicloide hacia atrds (es decir, con x decreciente) desde (27a,0) a (0, 0).
Esto obliga a tomar ¢ decreciente: 27 >t > 0.

En el segmento C;, se toma x como pardmetro: x = x; y = 0, con dx = dx; dy = 0.
Entonces

Area(R):jIg%(xdy—ydx):/ %(xdy—ydx)+/ %(xdy—ydx)
C C Cy

2ra 0

1

== (x0—-0dx) + —/ a(t —sent)asentdt — a(l — cost)a(1l — cost)dt
2 Jo 2 Jon

a2 2
:0—5/ (tsent —sen*t — (1 —2cost+cos’t))dt
0

(12 21

=3 (—tsent+sent+1—2cost+cos®t)dt
0

2 2 2 27

a 2 a
=— (2—2cost —tsent)dt =2ma —O——/ tsentdt

2 Jo 2 Jo

a2 1=27 a2 2
:27ra2+? tcost] _E/ costdt = 2a® + ma® — 0 = | 3nd?
t=0 0

al integrar (¢ sent) por partes. (La integral de cost en un periodo 0 < t < 27 es 0.)

El drea buscada queda dentro de un rectdngulo de anchura 27a y de altura 2a,
cuya drea es 4ma’. El 4rea debajo del arco de cicloide es entonces 3/4 del 4rea del
rectangulo. o
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4.2. Integrales de superficie

En el espacio R® se puede tomar una porcién S de una superficie G(x, y, z) = 0 como
un dominio de integracién. Si f(x, y, z) es una funcién definido en S, o si F(x, y,z) es un
campo vectorial definido en S, se puede considerar la integral de f o de F sobre S. Esto
da lugar a dos clases de integrales de superficie sobre S que se denotan respectivamente

por:
I=//f(x,y,z)d5, o bien I://f‘(x,y,z)-ﬁds,
S S

En estas expresiones, dS es un elemento de area superficial y n = n(x, y, z) es un vector
normal unitario a la superficie en el punto (x,y,z). En ambos casos, la tarea practica
consiste en parametrizar la superficie para reducir estas integrales a integrales dobles
ordinarias.

Parametrizacién de superficies en R>

Una superficie en el espacio requiere dos pardmetros para identificar sus puntos. Un
punto 7 = (x,y,z) de la superficie depende de dos variables (u,v), dando lugar a una
funcion vectorial:

F(u,0) := (x(u,0), y(u,v), z(u,0)),
que se supondrd diferenciable, con dos derivadas parciales:

?u = (xu: Yus Zu), 7'0 = (xv’ Yy, Zu)-

Aparte de la introduccién de la tercera coordenada cartesiana z, el desarrollo es
paralelo al tratamiento de la parametrizacidon de regiones planas en la seccién 3.2.

Al tomar v = vg constante o u = ug constante, se obtiene un par de curvas u — 7 (u, vg)
y v 7 (ug,v) que se cortan en el punto 7 (ug, vg). Asi se obtiene una malla de curvas en
la superficie de marras, véase la Figura 3.9 de nuevo. El elemento de drea superficial dS es
el drea de un paralelogramo pequefio cuyos lados son los vectores tangentes 7, du y ., do,
proporcionales a los incrementos en u, v. Salvo por el detalle de que este paralelogramo
no estd en el plano R2, el elemento de area se obtiene de la férmula (3.12):

dS = ||Fudu X ¥, do|| = ||Fu X Pyl du do. (4.17)

Ahora se debe tomar un producto cruz de tipo general:

Xu Xy

Yu Yof.

Zy 2y

Yy Xry = (yuzv — YopZy, ZuXy — ZpXy, XylYo — xvyu) =

U~y ~

El factor de magnificacion local en (4.17) no es (el valor absoluto de) un jacobiano.
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La integral de una funcién (o “campo escalar”) f(x,y,z) sobre una superficie S,
parametrizada por una region R del plano (u,v), es la siguiente integral doble:

//Sf(x’ Y, z) dS := //Rf(?(u, 0)) |[Fu X Fol| du do. (4.18)

Tales expresiones forman la primera clase de integrales de superficie.

» Si la superficie S es una porcion del grafo de una funcion z = f(x,y) encima de una
region R del plano xy, se puede adoptar la parametrizacién directa por las variables
cartesianas (x, y):

r(x,y,2) :=(x,y, f(x,y)), con (x,y)€R.

El tal caso, se calcula el elemento de area superficial como sigue:

11 0
;')x X ;‘)y = Z O 1 = (_fJ‘O —f;/’ 1)’
k fo fy
y por lo tanto:
ds = \/(ﬁc)z +(f)? + 1dydx. (4.19)

Ejemplo 4.13. Calcular las integrales de superficie [/ xdsS, // ydS, // zdS, donde

S es el hemisferio z = y/a? — x2 — y2.

El hemisferio S también se puede presentar como x2 + y? + z2 = a® con z > 0. El
centro esférico es el origen (0,0,0) y el radio es a (se toma a > 0). La sombra R de S en
el plano xy es el disco circular cuyo borde es el ecuador de la esfera: x? + y? = a, z = 0.

La superficie S es el grafo de la funcién f(x,y) := va? — x2 — y2 con (x,y) en R. Para
aplicar la formula (4.19), se debe calcular

- x -__ ¥
e = 22 xz_yz’ fy az_xz_yz’
asi que
2 2 2
2 2,4 _ X y -+
(f)"+ (fy) +1_a2—x2—y2 az_xz_y2+1_a2_x2_y2’
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N
D

Figura 4.5: Una integral de superficie, parametrizada por una regién R

x

y entonces

adydx

dS:\/(ﬁ)2+(E)2+1dydx:m.

Es preferible, puesto que la regiéon R es un disco circular, pasar esta expresién a
coordenadas polares:
T
a

Las integrales de superficie se calculan en seguida, por separacion de variables:

T % ar?cos6 a @ ar?
de:/ / —drd@z cost@/ ———dr =0,
// \/ —r —r 0 \laz_rZ
9 T a 2
//de //“r =2 drdo = senedef L
0 az_rz
//zdS / / ardrdf = / ad@/ rdr—27ra><—:

Se ha usado las evaluaciones f_f[ cosfdf =0y f_’; sen0d6 = 0; y el la tercera integral
se ha sustituido z = Va2 — r2, es decir, la ecuacién de la superficie S. o

0

r

dS:M para R:{_7r
a2 — r2 0

V/AN/AN
AN/

» El area superficial de una superficie S es la integral de la funcién constante de valor 1:

Area(S)://dS:/ [P0 X 7y | du do. (4.20)
S R
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En el Ejemplo 4.13 anterior, se obtendra

ardrdf 0 “1/2, 1
//dS / / 71'61/ \/frzdr—%m/a2 u'%(=35du)

2

= 27‘[61/ 1/2(2 du) = ﬂa[Zul/z] = a X 2a = 2ma®.
0 u=0
[ Este es la mitad del 4rea de la esfera completa de radio a, que entonces seria 47a”. Se
acaba de comprobar esta férmula “bien conocida”. |
El centro geométrico de la superficie S del ejemplo, conocido como el centroide
o baricentro, se obtiene con un procedimiento similar al cdlculo del centro de masa de un
solido T, véase el Ejemplo 3.20. Si se concibe el hemisferio como un cascarén de grosor
delgado con densidad uniforme, y si A = ffs dS es el area total, las coordenadas (%, 7, 2)
del centroide estan dadas por:

Af://de, Ay=//yd5, AE://zdS.
S S S

En el ejemplo anterior, se ve ¥ = 0, § = 0, mientras Z = 7a°/27a®> = a/2. Entonces el
centroide del hemisferio® es el punto (x, ,z) = (0,0, a) marcado con un asterisco * en
la Figura 4.5.

Ejemplo 4.14. Hallar el drea total de una esfera de radio a.

Se acaba de observar que esa drea debe ser 47a?, por ser el doble del 4rea de un he-
misferio. Sin embargo, vale la pena calcularla de nuevo, esta vez con una parametrizacion
de la esfera por coordenadas esféricas — como es natural!

Es cuestién de adaptar las coordenadas esféricas tridimensionales de la férmula (3.23)
al poner p = a, constante:

x = asen ¢ cos 6

V/ AN/

< D

NN

SR
H.,—/

-
y = asen ¢ senf con { 0
zZ=acos¢
En notacion vectorial:

7(¢,0) := (asen ¢ cos b, asen ¢ sen b, acos ),
r4(¢,0) = (acos$cos B, acos¢sent, —asend),
ro(¢,0) = (—asen ¢ sen b, asen ¢ cos b, 0). (4.21)

8Se puede observar que el centroide es un punto externo a S, debido a la concavidad de esa superficie.
Pero el centroide si es un centro de simetria de S: la mitad del area de S estd en la capa esférica mas alta

que el centroide, esto es, z = y/a® — x2 —y% con z > a/2.
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Entonces

acos¢pcosf —asen¢gsenb

1

FyXFg=|] acospsend asendcost
k —asen¢ 0
i(
e

a® sen® ¢ cos 0) — j(—a’ sen® ¢ sen 6) + k (a® cos ¢ sen )

sen ¢ (sen ¢ cos 0, sen ¢ sen 6, cos ¢).

El vector en la tercera linea tiene longitud 1, porque consiste de las coordenadas
esféricas de una esfera de radio 1. De inmediato se deduce, sin mas calculo, que:

7 g x Foll = a’sen$, yporlotanto, dS=a*sen¢depdo.

Desde luego, este factor de magnificacién local a® sen ¢ coincide con el jacobiano de
coordenadas esféricas, evaluado en p = a.
El drea de la esfera sigue directamente de ahi:

Area(S) ://SdS:/_:/Oﬂazsenquqﬁd@

:a2/ d@/ sen ¢ dp = a> X 27 X 2 = 4na’. 0
- 0

Ejemplo 4.15. Obtener el drea del paraboloide hiperbdlico z = xy dentro del cilindro

x?+y?=1.

La sombra R de la superficie sobre el plano xy es el disco redondo x? + y? < 1. La
superficie es una porcién del grafo de f(x,y) := xy, con f; =y, f, = x. Entonces

45 = \J(f) + () + 1dydx = \Jy? +x2 + Ldydx = Vi + 1 (rdr do).

El 4rea buscada es?®

//dS //r\/rz—drde 2n/ rVr2+ 1dr

_271/ 1/2( du) =rm §u3/zl (2\/_ 1),
1

u=1

usando la sustitucién u = r? + 1; du = 2r dr. 0

9Como %(2\/5 -1) = %(1.828) = 1.22, esta drea excede el drea i de su sombra por un factor de 22 %
aproximadamente; esto es ciertamente plausible.
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Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

La segunda clase de integrales de superficie tiene como integrando un campo vectorial
F (x,y,2). Al elemento de drea superficial dS se le debe agregar la direccion normal a la
superficie. En el punto (x,y,z) de la superficie S, esa direccién es un vector normal
unitario (es decir, de longitud 1), denotado por 7. Sin embargo, el vector opuesto —n
también es normal a la superficie en ese punto y también es unitario.

Al escoger — de manera continua — un signo apropiado entre estas dos alternativas, se
obtiene una superficie orientada. Por ejemplo, si S es una esfera (o cualquier superficie
cerrada) es usual tomar el vector normal n apuntando hacia afuera. En tal caso, el vector
—n apunta hacia adentro y asi se define la orientacion opuesta de S. Para una superficie no
cerrada (un plano, por ejemplo) es necesario decidir la orientacién por algin convenio
explicito en cada caso.

Cuando se parametriza una superficie S con dos parametros (u,v), tomados en una
region R del plano uo, se obtiene en el punto 7 (u, v) de la superficie dos vectores tangentes
ru(u,0) y 7,(u,0). Su producto cruz!® es normal a la superficie; y se define el vector
normal unitario por

(o) = fu(u, v) Xfu(u, v) ,
17w (u,0) X7y (u,0)|
donde el signo se elige de acuerdo con las condiciones de cada problema particular.
Si se combina este vector normal con la férmula (4.17), dS = ||[F, X Fy|| dudo, se
obtiene la expresion

ndS ==+ (f,x7,)dudo. (4.22)

El flujo de un campo vectorial F (x, y,z) a través de la superficie S es la siguiente
integral de superficie (de la segunda clase):

//ﬁ(x, y,z) - ndS = //ﬁ(?(u,o)) - (Fu X Fy) du do. (4.23)
S R

Al lado derecho, se ha hecho una determinacion del signo de n dS en (4.22).

Es 1til notar que un cambio de orden de los pardmetros, u <> v, cambia el signo
de n, pues ¥, X ¥, = —r, X I',. Esto dice que el signo que ocurre en la expresion (4.22)
para n dS no estd predeterminada. Ademds, si se revierte la orientacién de S, se cambia
el signo de la integral (4.23).

'°La parametrizacion es regular si estos dos vectores tangentes son linealmente independientes, en cuyo
caso ¥y X Fp # 0 en cada punto 7(u,v). En los ejemplos dados, se usan parametrizaciones regulares. Si
hubiera puntos excepcionales en donde el producto cruz se anule, se espera que ellos sean puntos aislados
o curvas, de manera que no afecta el valor de una integral de superficie.
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Ejemplo 4.16. Calcular el flujo del campo vectorial
F(x,y,2) := (< +xy? +x2% 22y +y° +y22, X’z + %2+ 2°)

a través de la superficie cilindrica S dada por x? + y?> = 1 con -1 < z < 1, orientada
hacia afuera.

TN,

En coordenadas cilindricas, el cilindro x? + y2 = 1 es r = 1. Las otras coordenadas
cilindricas (0, z) sirven como parametros para estas superficie de revolucion:

. -1<0<rx
r(0,z) := (cosf,senf,z) con R-=
-1<2z<1
Entonces
7 —senf O
FoXF,=|J] cosO O|=(cosh,senb,0).
k 0 1

Este es un vector horizontal (su tercera coordenada es 0) apuntando lejos del eje z, esto
es, “hacia afuera”. [[ Si se cerrara esta lata cilindrica con tapas redondas en los planos
z = %1, este vector apuntaria hacia afuera, sin ambigiliedad. || Por suerte, el vector
(cos 0, sen 0, 0) tiene longitud 1, asi que n = ¥y X r, para este ejemplo particular.

Fijese que F(x,1,2) = (x2 + y% + 22) (x,y, 2), asi que

ﬁ(cos 0,sen 6, z) = (1 +z2) (cos 0, sen 6, z)
= ((1+2?) cos 8, (1+2%) sen 6,z +2°).

Entonces

//f(x, y,z) -ndS = //((1 +2%) cos 0, (1+2z%) sen 6,z +2°) - (cos 0, sen 6, 0) dz db
s R

T 1
:/ / (1 +2%)(cos? 8 + sen 0) dz d6
—-m J-1

1
1 16
=27T><2/ (1+22)dz=47r(1+—)=—7r. o
0 3 3
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El teorema de la divergencia para superficies cerradas

El teorema que aparece en el libro autopublicado de George Green, en 1828, no es
la relacidn (4.15) entre integrales de linea e integrales dobles que hoy en dia lleva su
nombre, sino otra relacién entre integrales de superficie e integrales triples. Esa otra
relacién ahora se denombra el teorema de la divergencia.!!

La divergencia de un campo vectorial F= (P, Q, R) es la siguiente funcién (o campo
escalar):

divF=V.-F := Py +Qy +R,. (4.24)

» Sea T una regién sélida en el espacio R, cuyo borde es una superficie cerrada S. La
frontera de un sélido es necesariamente una superficie cerrada; y como tal, esta orientada
de modo natural al demandar que el vector normal 7 apunte hacia afuera en cada punto
de S. Esto permite anunciar el andlogo tridimensional del Teorema 4.9 de Green.

Teorema 4.17 (de la divergencia). Si T es una regién sdlida del espacio R® cuyo borde
es una superficie cerrada S, y si F(x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,z)) es un campo
vectorial diferenciable definido en todo T, entonces

#ﬁ 7dS = ///(divﬁ) dv (4.25)
S T

donde al lado izquierdo la superficie S estd orientada con n apuntando hacia afuera.

[ Es posible demostrar este teorema con métodos similares al argumento que justifico
el teorema de Green. Aqui no se ofrece una prueba de esa naturaleza; pero es apropiado
notar que los dos lados de la féormula (4.25) son aditivos, en el siguiente sentido. Si
T =T; UT, es una unién de dos subregiones que colindan pero no traslapan, con bordes
S1y S que juntos forman el borde S de la regién total T mas una membrana S; N S, que
constituye una “frontera interna” comun; entonces los vectores normales en puntos de la
membrana comun son opuestos: ny = —i1, de modo que estas partes de la integral de
superficie se cancelan. |

Ejemplo 4.18. Evaluar la integral de superficie I = # F - 7 dS donde
S

F(x,y,2) := (% +xy? +x2% 2%y +y° +y22, X’z + %2+ 2°)

y S es la frontera del sélido T definido por x? +¢%2 <1, -1 <z < 1.

TAlgunos autores lo apodan el teorema de Gauss y ciertamente Gauss conocid y uso6 este resultado;
sin embargo, hay tantos resultados descubiertos — o inventados — por Gauss, que se corre el peligro de la
ambigiiedad al identificar este teorema con su nombre.
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Este campo vectorial es el mismo del Ejemplo 4.16, pero la superficie usada en ese
ejemplo solo es parte de la frontera de T. La superficie total es S = S; U S5 U S3, donde
S, es la pared vertical del cilindro: x2 +y? = 1; =1 < z < 1, como en el Ejemplo 4.16.
La tapa superior del cilindro es Si: z = 1; x? + y?> < 1, mientras la tapa inferior es Ss:
z=-1;x*+4?> < 1.

Los vectores normales respectivos, que apuntan hacia afuera, son:
ni=(0,0,1) =k, n, = (cos6,sen,0), n3 =(0,0,-1) = —k.
Este ejercicio se reduce a una sola integral triple con el uso del teorema de la diver-
gencia. Las derivadas parciales relevantes de las componentes de F son:
Py = Ix

Qy :—(x y+y +y22):x +3y + 22

2 (53 + xy* + x2%) = 3x2 + y* + 2%,

R, = a(x z+1y’z+2%) = x? +y* +32%
cuya suma es
divF = P, + Q, + R, = 5x* + 5y + 52°.
En coordenadas cilindricas, el sélido T tiene la descripcién
0

r

N
N

v/ /.

T = 0
1

3

1
1

NN
V/AN/AN

z

y la integral de la divergencia es:

T 1 1
// (divf‘)de// (5x2+5y2+522)dzdydx:/ / / (5r2 +52%)(r dz dr df)
T
—27r/ / (5r° +5r22)dzdr—107r><2/ / (r® + rz*) dz dr
1 1 1
_207[/0 ( +§r)dr—2071(4 6) ZOEXE:T'
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Vale la pena calcular la integral de superficie directamente. Como S = S; U S3 U S3,

se sigue que
#ﬁ-ﬁdS://f-ﬁldS+//ﬁ-ﬁ2d5+//17"-713d5
S 51 52 53

y del Ejemplo 4.16, se sabe que la integral sobre S, vale 167/3.
Siempre con coordenadas cilindricas, la superficie S; se parametriza por

g

rrX7rg=(cosf, send,0) x (-rsenb,rcos0,0) = (0,0,r),

ynidS =(0,0,r)drd6 = (0,0,1) rdr do. || Esto es k dA, pues R; es una regién plana. |

T 1
//ﬁ-ﬁldS:/ / (r2 +1)(rcos 0, rsenf,1) - (0,0, 7) dr df
Sl =7 0

T 1 1 1 1 3
:[n/o (r3+r)drd9=27r/0 (r3+r)dr:2ﬂ(z+§)=7ﬂ.

De igual manera, se parametriza Sz por r(r,0) := (rcos 0, rsen 6, —1) con el mismo
r» xrg = (0,0,r), pero ahora n3dS = —(0,0,r) dr df, porque n3 apunta hacia abajo,
como indica el dibujo. Entonces

T 1
ﬂﬁ-ﬁgdS:/ /(r2+1)(rc059,rsen0,—1)-(O,O,—r)drdH:---:37”.
53 =TT 0

0

r

VAN
NN

F(r,0) := (rcosf,rsenf,1) con Ry = {_g

Entonces

En total: 3 16 3 16 25
s 2 3 2 3 3
y se ha verificado el teorema de la divergencia en este caso. o

Ejemplo 4.19. Usar el teorema de la divergencia para calcular I = # (x* +y +z)dS,
S
donde S es la esfera x2 + y? + 22 = 1.

Para aplicar el teorema de la divergencia, es necesario tener a mano un campo
vectorial F = (P,Q,R) tal que F-n=x*+ y + z. El vector normal unitario a la esfera S en
su punto (x, y, z), el cual es el propio vector 71 = (x, y, z), puesto que x> +y?+z2 = 1. Debe
ser obvio que este vector apunta hacia afuera: de hecho, su negativo —n = (—x, -y, —z)
apunta hacia el origen, es decir, hacia adentro. [ Esto se puede confirmar al considerar
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el Ejemplo 4.14, con a = 1: alli se obtuvo ndS = (¥4 X 7y) dp d0 = sen ¢ (x,y,z) dp dO
al usar coordenadas esféricas, mientras dS = sen ¢ d¢ d6. |

Para que (P,Q,R) - (x,y,z) = x* +y + z, basta tomar P = x, Q = 1, R = 1 como la
opcién mas sencilla. (Desde luego, hay muchas otras posibilidades para F; pero es un
buen momento para aplicar la navaja de Ockham.)12

Témese, entonces, F (x,y,2) := (x,1,1), con divergencia Py + O, +R, =1+0+0 = 1.
La esfera S es el borde de la bola sélida T: x? + y? + z2 < 1. Por lo tanto.

I:ﬁg(x2+y+z)d5:///TldV=V01(T)=4?”,

al recordar el volumen de la bola unitaria (Ejemplo 3.25). O

Ejemplo 4.20. Usar el teorema de la divergencia para calcular I = ‘# F-n dS, donde
S

F (x,y,2) = (x2, —2xy,3xz) y S es el borde de la regién en el primer octante limitada por
la esfera x* + y? + z? = 4, orientada hacia afuera.

Es ciertamente posible calcular el flujo de este campo vectorial directamente. Para
hacerlo, se debe tomar en cuenta que S es una uniéon S = S; U S, U S3 U S4 de tres cuartos
de disco circular en los planos coordenadas, con vectores normales unitarios respectivos
ni = -1, ny = —J, n3 = —k; y un octante de la esfera de radio 2, con vector normal

. . - _ 1
unitario ng4 = E(x, Y,2).

nzifj

ns=—k

En lugar de emprender esa tarea, es preferible calcular

divF = Pe + Qy + R, = 2x — 2x + 3x = 3x,

2E] monje franciscano inglés William de Ockham, en el siglo x1v, propuso una separacioén (su “navaja”)
entre hipdtesis para reducir los supuestos al minimo. La frase que sus sucesores le atribuyeron es Entia non
sunt multiplicanda praeter necessitatem: “Las cosas no deben multiplicarse mas de lo necesario”.
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y luego evaluar [ = /f - 3xdV, donde T estd dada en coordenadas esféricas por:

)\]

Il
o O O
N NN
D v e
N NN
Ny N
~
NN

(Fijese que el alcance de las coordenadas 0 y ¢ delimitan el primer octante de R3.) La

integral deseada es:

I:///T?)de:/O”/z/OH/Z/02(3psen¢c059)(p2sengbdpdgbd@)

/2 2 /2 /2
:3/ cos@d@/ p3dp/ sen2¢d¢:3><1x4/ 1(1 - cos2¢) d¢
0 0 0 0

p=m/2
$=0

= 6[(;5 - %seanﬁ]

En la segunda linea, se us6 la separacién de variables, porque las cotas de integracion
son constantes y el integrando p° sen? ¢ cos 6 es un producto del tipo f(p) g(¢) k(). ¢

= 6(Z - 0) = 37.

(0,0,2)

Figura 4.6: Un cono con bastante helado

Ejemplo 4.21. Usar el teorema de la divergencia para evaluar la integral
I= #1_5 .#1dS, donde F = (x3, x%y, x%2),
S

si S es la superficie cerrada que se obtiene al unir la porcién del cono x2 + y? = z2 que
queda dentro de la esfera x? + y? + z? = 2z con la porcién de la esfera x? + y? + z2 = 2z

que queda dentro del embudo superior del cono x? + y? = z? (Figura 4.6).
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Esta superficie S no es otra cosa que el borde del “cono de helado” del Ejemplo 3.26,
desplazado hacia arriba sobre el eje z (y con una mayor cantidad de helado). La porcién
S1 de la esfera forma la capa superior (del helado) y la otra porcién S, forma el borde
inferior (la galleta); juntos, definen una superficie cerrada S = S; U S, que encierra una
region solida T.

La divergencia del campo F = (x3, x2y, x%2) es

div F =Px+Qy+RZ=3x2+x2+x2=5x2.

En coordenadas esféricas, la esfera es p? = 2p cos ¢, o bien p = 2 cos ¢; y el conoes r = z,
es decir p sen ¢ = p cos ¢, o bien ¢ = 7 /4. Entonces

-1<O0<nxw
T=4y 0<¢<r/4
0<p<2cosg

La integral deseada es

T /4 2cos ¢
I= /[/ 5x%dV = / / / (5p% sen® ¢ cos? 0) (p* sen ¢ dp d¢ d6)
T -z JO 0
T /4 2cos ¢
= / / / 5p*sen® ¢ cos® 0 dp d¢ d
Al 0

T /4 T /4
= / / (2cos ¢)° sen> ¢ cos? 8 d¢p df = 32 / cos® 0 d6 / cos® ¢ sen® ¢ d¢
7 JO - 0

n V2/2 V2/2
= 32/ (1 + cos 26) d@/ (1-u?)?udu = 32n/ (u® = 2u +u”) du
0 0 0

6,1 g]=V2/2 1 1 1 4r 7 11z
—32ﬂ[u——u+ u] =327 — = —+ — | =20 — — 4+ — =
16 24 128 3 4 12

u=0

Se ha empleado la sustitucién u := sen ¢, du = cos ¢ d¢. 0

4.3. El teorema de Stokes

El tercero de los teoremas que relacionan integrales de tipos diferentes es el teorema
de Stokes, que transforma una integral de linea en una integral de superficie (o viceversa).
La historia de esta férmula es un poco confusa (como sefiala el epigrafe al inicio de este
capitulo), pero parece que aparecié por primera vez en un examen para un premio de
beca en la Universidad de Cambridge en 1855, escrito por George Gabriel Stokes. Hoy
en dia, el nombre también se aplica a una generalizacién en dimensién n cualquiera,
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que tiene como casos particulares el teorema de Green, el teorema de la divergencia y el
teorema que se anunciard a continuacion.

El integrando al lado 1zqu1erdo sera un campo vectorial F (x,y,z); al lado derecho, el
integrando es su rotacional rot F=Vx F, el cual es otro campo vectorial formado por las
derivadas parciales de las componentes de F.En cuanto a las regiones de integracion, al
lado derecho se encuentra una superficie no cerrada S, cuyo borde es una curva cerrada
(o a veces dos o mas curvas cerradas). Como sucedié en los casos anteriores, si S esta
formada por varias porciones de superficie colindantes, las integrales de linea en las
curvas fronterizas internas se cancelan en pares.

» Sea S una superficie no cerrada en el espacio R3, cuyo borde es una ciclo cerrado C,
es decir, la unién de una o mds curvas cerradas. Tanto S como C pueden orientarse de
dos maneras: la superficie S se orienta por la determinacién del signo del vector normal
unitario n, y el ciclo cerrado C puede recorrerse de dos formas opuestas.

Se dice que el recorrido de C es compatible con la orientaciéon de S si al avanzar
sobre C el vector normal n de S sale a la izquierda del vector tangente a C. (En la préctica,
esta condicién se determina facilmente del dibujo de Sy C.)

Teorema 4.22 (Stokes). Sea S una superficie no cerrada en el espacio R® cuyo borde es
un ciclo cerrado C. Se orienta S por una eleccion continua del signo de su vector normal
unitario n; y se recorre C en la direccién compatible con esa orientacion. Si F (x,y,2) =
(P(x,y,2), Q(x,y,z), R(x,y,z)) es un campo vectorial diferenciable definido en todo S,

entonces:
%f-d? = //rotﬁ-?zds. (4.26)
C S

Si se revierte el sentido del recorrido de C, la integral de linea al lado izquierdo
cambia de signo. Y si se orienta S por el vector normal unitario —n en vez de n, la
integral de superficie al lado derecho cambia de signo. (Si se hace los dos cambios a la
vez, se vuelve a establecer la igualdad de los dos lados.)

Ejemplo 4.23. Verificar el teorema de Stokes para F (x,v,z) = (2y,x2,3x) donde S es el
hemisferio x? + y? + z2 = 16 con z > 0.

En primer lugar es necesario calcular la rotacional del campo F, segun (4.13):
rot F =VxF := (R, — Q. P, — Ry, Ox — P,) = (0,-3,2x — 2).

Para hallar el flujo de ese campo a través del hemisferio S, es necesario parametrizar S
(por coordenadas esféricas, obviamente):

7(¢,0) := (4sen ¢ cos 0,4 sen ¢ sen 6,4 cos ¢).
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Figura 4.7: Una superficie S y su curva de borde C con orientaciones compatibles

Esta es la misma parametrizacion usada en los Ejemplos 4.14 y 4.19 (con radio a = 4).
Se puede aprovechar el resultado de esos ejemplos:

ndS = 16sen ¢ (sen ¢ cos 0, sen ¢ sen 0, cos ¢) d¢ do.

Tomando en cuenta la condicién z > 0, la regidn de integracion es

r<0<
R=
{ 0<¢< /2 }

Como rot f(?(g{), 0)) = (0,-3,8sen ¢ cos 6 — 2), la integral de superficie es:

. T pr/2
//rotF-ﬁdS:/ / 16sen¢ (—3sen¢@senf + 8sen ¢ cos ¢ cos @ — 2 cos P) dp do
S Al
T /2 T /2
:—48/ sen@d@/ sen2¢d¢+128/ cos@d@/ sen’ ¢ cos ¢ d¢
_ 0 0

T v/

/2
—32><2n/ sen ¢ cos ¢ d¢o
0

1
1
:O+O—647r/ udu:—64yr><§:—327r.
0

Después de separar variables, se ha usado f_’; cosfdf =0y /_7; sen6d6 = 0.

El borde del hemisferio S es el ecuador C: x? + y? = 16, z = 0. Se debe recorrer C de
tal manera que flecha que representa n aparezca siempre al lado izquierdo del recorrido.
Como n = %(x, y,z) en el punto interior (x,y,z) de S, esta flecha apunta hacia arriba,
porque su tercera coordenada es %z > 0. Por lo tanto, el arco visible de C se recorre de
izquierda a derecha y el arco escondido de derecha a izquierda: véase la Figura 4.7.
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Entonces el circulo se parametriza de la manera usual: 7 (t) := (4 cost,4sent, 0) con
-1 <t <z Como F(x,y,z) = (2y, x2,3x), la integral de linea es:

/.
ng -dr = / (8sent, 16 cos? t,12cost) - (~4sent,4cost,0) dt
¢ o
= / (—32sen® t + 64 cos® t) dt
=TT

T 0
= —32/ %(1 —cos2t) dt + 64/O (1-u%)du [al poner u :=sent]
-7
=-32(r—-0)+0=-32r.
Los dos lados de la férmula (4.26) tienen el mismo valor, —327, en este caso particular. ¢

Ejemplo 4.24. Evaluar la integral de linea
I= ‘y{exdx+xsenydy+ (x* +y?) dz
c

donde C es el borde del tridngulo equildtero con vértices (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3),
recorridos en ese orden.

(0,3,0)

>y

Obsérvese que basta dar el orden consecutivo de los vértices para determinar el
recorrido del borde de un tridngulo.'3 Una superficie S cuyo borde es C es el interior del
tridngulo dado. Para orientar S de manera compatible con el recorrido de C, el vector
normal n debe apuntar hacia arriba (o hacia la derecha, o hacia adelante).

[ Es factible calcular la integral de linea directamente, como una suma de tres inte-
grales: el borde es C = C; + Cy + C3, una suma en cadena de tres segmentos de recta (los
lados del tridngulo) que se deben parametrizar individualmente con la férmula (1.7a):
F(t) =(1—t)7F1 +t ¥y en cada caso.

'3Se sobreentiende que se regresa del tercer vértice al primero.
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Pero es preferible aplicar el teorema de Stokes. Primero, se calcula la rotacional del
integrando dado F := (¥, x seny, x% + y2).

1 9/ox e*
rotF =|] 9/dy xseny|=(2y—0,0-2x,seny — 0) = (2y, —2x, seny).
k 0/oz x?+1?

Para parametrizar S, se puede usar las coordenadas cartesianas (x, y), notando que
la sombra de S en el plano xy es el tridngulo plano con vértices (0, 0), (3,0), (0, 3); asi,

{O<x<3 }
R = .
O0<y<3-x

(La recta que pasa por (3,0) y (0, 3) en el plano xy tiene ecuacién x + y = 3.) También
se ve que el plano que pasa por los puntos (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3) tiene ecuacién
x +y+z =3, esdecir, z = 3 — x — y. Entonces

F(xy) = (xy,3-x-y),
7. =(1,0,-1),
7, =(0,1,-1),
Fo Xy =(1,0,-1) x (0,1,-1) = (1,1,1).

El vector normal unitario es n = +%(1, 1, 1) tomando el signo + para que este n apunte

hacia arriba (o hacia la derecha, o hacia adelante). [[ Fijese que n es constante porque S
es un plano: de hecho, ya se sabe que el vector (1,1,1) es normal al plano x +y +z = 3
en cada uno de sus puntos. || Por lo tanto,

ndS=(ryxry)dxdy=(1,11)dxdy = (1,1,1) dydx.

Ya se puede evaluar la integral dada mediante el teorema de Stokes:

I= //rotF ndsS = //(Zy, -2x,seny) - (1,1,1) dydx
3—x y=x—3
/ / (2y —2x +seny)dydx = / [y — 2xy — cos y] "

/ ((x = 3)* — 2x(x — 3) — cos(x — 3) — 1) dx—/ (—x% + 8 — cos(x — 3)) dx
0
x=3

= [—%x3 + 8x —sen(x — 3)] 0= -9+ 24 +sen(—-3) =15 —sen 3. 0

xX=
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Ejemplo 4.25. Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial F (x,y,2) =
(yz,xz,xy), donde S es la porcién del cilindro x? +y? = 1, entre los planos z=1y
z=23.

La rotacional de F es el campo vectorial

1 9/ox yz
rot F =|] 9/dy xz|=(x-x,y—y,z—2z) = (0,0,0).
k 9/oz xy

Por lo tanto, es obvio que

I:://rotﬁ-ﬁdS://OdS:O,
s s

cualquiera que fuera S y su vector normal unitario 7.

N

Para verificar el teorema de Stokes, es necesario comprobar que

fﬁ-d?:o,
C

donde C es el borde de S, recorrido en la direccién apropiada.

El cilindro S es esencialmente la superficie del Ejemplo 4.16, desplazada hacia arriba.
Como tal, su vector normal unitario n es horizontal, apuntando “hacia afuera” (lejos del
eje z). Pero ahora se puede notar — al ver el dibujo — que el borde de S no es una sola
curva cerrada, sino la unién disjunta de dos circulos horizontales, uno en el plano z = 1
y el otro en el plano z = 3. Este es un ciclo cerrado, ya mencionado en el enunciado del
teorema de Stokes.

Sean C; y Cy los dos circulos que forman la frontera de S, recorridos en sentido
antihorario (vistos desde lo alto del eje z). Para mantener la superficie S a la izquierda
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durante el recorrido, es necesario recorrer C; en el sentido usual, contrario a reloj, pero a
la vez se debe recorrer Cy a favor de reloj. Se escribe —Co para designar al segundo circulo,
recorrido en el sentido opuesto a lo usual. Entonces el ciclo C y la integral de linea sobre
C se escriben asi:

C=C1-C5 | vy j{ﬁ-d?:z}gﬁ-d?+j{ ﬁ-d?:j{ﬁ-d?—fﬁ-d?.
C C1 *Cg C1 C2

Sélo falta parametrizar las dos curvas cerradas y evaluar las integrales de linea. Para
C1 se usa, como es usual:

r1(t) := (cost,sent,1) con - <t< .

La curva —C; se puede recorrer a favor de reloj al cambiar el coseno y el seno en las
primeras dos coordenadas:

ro(t) := (sent,cost,3) con —m <t<o.

La primera integral, de F (x,y,2) := (yz,xz, xY), es:

T
/ F - dr = / (sent,cost,costsent) - (—sent,cost,0)dt
Cq -

t=m

/4 /4
= / (—sen®t +cos®t) dt = 2/ cos 2t dt = [sen Zt] = 0.
- 0

T t=0

La segunda integral es:
N T
/ F -dr = / (3cost,3sent,sentcost) - (cost,—sent,0)dt
—C2 =TT
= / (3cos?t —3sen?t) dt = 3/ (cos? t —sen?t) dt = 0.
=TT =T

Entonces fc F-dF=0+0=0, que coincide con //s rot F - 71dS = 0. Se ha comprobado
el teorema de Stokes en este caso. o
xdy —ydx

5 donde C, es el circulo

Ejemplo 4.26. Hallar la integral de linea I = 75 5
x%+y

x? +y? = a? en el plano z = 0, recorrido una vez contrario a reloj.

a

Aunque este problema se puede enfocar en el plano R2, quizas en el contexto del
teorema de Green, resulta mds interesante considerarlo en el espacio tridimensional.
El circulo C,, con la direcciéon de recorrido prescrita, se parametriza de manera ya
familiar:
r(t) := (acost,asent,0) para —m <t <.
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Figura 4.8: La circulacion de un campo magnético alrededor de una corriente eléctrica

La integral de linea I se calcula en seguida:

f xdy—ydx _ /” (acost)(acostdt) — (asent)(—asentdt)

x% +y? . a2
T a%cos®t + a®sen? t ™
: ' dt=[ 1dt=2x
_ a _ -
T T

Nétese que este valor 27 es independiente del radio del circulo C,,.
Al replantear la integral explicitamente en tres dimensiones:

_ B Yy X
I—fé F'dl"—‘%c(—szyzdx+x2—+y2dy+OdZ),

a a

el integrando es el campo vectorial

17“=(P,Q,R>=(— - z 0). (4.27)

x2+y2’x2+y2’

Para poder aplicar el teorema de Stokes, es necesario obtener rot F = (0,0,0x — Py),
pues R = 0y P, Q no dependen de z. Se calcula:

0 x _(x2+y2)—x(2x)_ y? — x? )
Qx = a(xz_,_yz) - (x2 + y2)2 T (2+y?)?’
P__g( y )__(x2+y2)—y(2y)__ L A
y— Ay \x2 + 12 - (x2 +1y2)2 - (x2+y2)2_(x2+y2)2'

Por lo tanto, Qy — P, =0y rot F = (0,0,0); el campo vectorial F es irrotacional.

Ahora bien: si S es una superficie (plana) cuyo borde es la curva C,, el lado derecho
de la formula (4.26) de Stokes seria /fs 0-ndS = //s 0dS = 0, lo cual es incompatible

con la relacién 9§ F-dr =2r.
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Ma4s aun, si el campo vectorial irrotacional F fuera conservativo, entonces al ser C,
una curva cerrada, se obtendria f F-dr =U(-a,0,0)-U(-a,0,0) = 0, que no es cierto.

{Cudl es la causa de la discrepancia entre estos resultados? Para averiguarla, se puede
intentar obtener una funcién potencial para F:

xdy x?sec? 0do
U(x,y,z):/Qdy:/xz+y2:/ x2sec2 /d@ .

usando la sustitucién trigonométrica y =: x tg 0; dy = x sec® 0 df; junto con la férmula
pitagérica x? + y? = x2(1 + tg? 0) = x? sec? §. Entonces la posible funcién potencial seria

U(x,y,z) =0+ K =arctg(y/x) + K.

Pero la funcién arc tg(y/x) no estd bien definida en el plano x = 0, que contiene los puntos

(0, +a,0) de la curva C,. Después de todo, el campo vectorial F no es conservativo.1*

Moraleja: la condicién en el teorema de Stokes que dice: si F estd definido en todo S
no es una frase inocente. En el ejemplo actual, si se toma S como el disco unitario
x2 + 1% < a? con z = 0, cuyo borde ciertamente es el circulo C,, resulta que el campo
F en (4.27) no estd definido en toda la recta x = y = 0, esto es, a lo largo del eje z.
De hecho este F representa un campo magnético generado por una corriente eléctrica
que fluye a lo largo de eje z. (Véase la Figura 4.8.) El campo F tiene una intensidad
IF (x,y,2)|| = |[(~=y/r2 x/r% 0)|| = 1/r en el resto del espacio R3. En circulo horizontal
de radio a centrado en el eje z, su circulacion es (1/a)(2ra) = 27, como ya fue calculado.

Para tener un ejemplo del teorema de Stokes bien planteado con este campo vectorial,
es necesario aislar o “proteger” el eje z, rodedndolo con un tubo delgado de radio e.
Entonces F si estd bien definido en la regién ¢ < r < a. Lo correcto, entonces, es tomar
S como el anillo circular en el plano xy:
T
e

-
5=
€

Esta regién plana S aparece en el dibujo que sigue.
No hace falta parametrizar S porque el integrando es nulo,

//rotﬁ-ﬁds://B-Eds://Odszo,
S S S

al lado derecho de la féormula de Stokes.

0

r

NN
NN

'Este es un ejemplo de un campo vectorial irrotacional pero no conservativo: un campo conservativo es
necesariamente irrotacional, pero no al revés.
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N
ISP

Pero ahora el borde C de S no consiste solamente en el circulo exterior C, donde r = a,
sino también comprende un circulo interior —C,, recorrido a favor de reloj. Entonces

fﬁd?:f ﬁ-d?:f ﬁ-d?—jgﬁ-d?:Zﬁ—Zn:O.
C Co—C, Cq G

Conclusién: el teorema de Stokes sigue valido para el anillo S, cuyo borde es el ciclo
cerrado C, — C, . O

En los ultimos dos Ejemplos 4.25 v 4.26, las regiones de integracion tienen la misma
topologia: una superficie S cuyo borde es un ciclo cerrado que consiste de dos circulos
disjuntos con direcciones de recorrido opuestas. En cada caso, es posible descomponer
S en varias porciones cuyas bordes con curvas cerradas simples. De hecho, en el dibujo
anterior se puede partir S en 4 tajadas, S = S; U Sy U S3 U S4, una en cada cuadrante del
plano xy.

S1 Sa

)
SV,

Si se recorre el borde de cada cuadrante contrario a reloj, en la suma de integrales
de linea habra cancelaciones en bordes internos: al unir sus bordes, eliminando los
segmentos que cancelan, se recupera el ciclo cerrado C, — C; .

FIN
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