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Introduccion

El dlgebra lineal comprende el estudio de los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales
entre ellos. Un espacio vectorial finitodimensional tiene una estructura sencilla: todos sus
vectores son combinaciones lineales de un numero finito de vectores basicos. Una aplicacion
lineal de un espacio vectorial en otro estd determinado por sus valores sobre una base del
primero, expresados por una matriz de coeficientes en una base del segundo. En consecuencia,
hay una estrecha relacion entre las propiedades estructurales de las aplicaciones lineales y los
algoritmos para manipular matrices.

Este es un segundo curso de algebra lineal. En el curso anterior, los espacios vectoriales
y las matrices fueron introducidos en el contexto, cldsico y fundamental, de la resolucién de
sistemas de ecuaciones de primer grado en varias variables. También se adquiri6 familiaridad
con los conceptos esenciales de base y dimensién de un espacio vectorial, nicleo e imagen
de una aplicacién lineal, espacio vectorial dual y el teorema de rango y nulidad.

El estudio del dlgebra lineal comprende aspectos tanto estructurales como algoritmicos.
En este segundo curso, el énfasis recaerd sobre las estructuras, sean ellas de las aplicaciones
lineales, de los espacios vectoriales dotados de un producto escalar, o de las formas bilineales
y cuadraticos. Aun asi, para entender bien esta teoria, hay que prestar la debida atencién a su
presentacion en algoritmos y a los métodos explicitos de calculo.

Al inicio, se hard un breve repaso de los temas del curso anterior: vectores, aplicaciones
lineales, matrices, determinantes. Luego, se abordara la bisqueda de los autovalores y auto-
vectores de una matriz (o de una aplicacion lineal), con el afan de transformar una matriz dada
a una forma diagonal. Esto no siempre se puede lograr: es necesario examinar en detalle la
estructura de una aplicacion lineal, para determinar cuando esta “diagonalizacion” es factible
y qué hacer en el caso contrario.

Un concepto fundamental es el de ortogonalidad. En presencia de un producto escalar
sobre un espacio vectorial real o complejo, las aplicaciones lineales se reparten en diversos
clases: ortogonales o unitarios, simétricos o hermiticos, definidas positivas. Tales clasifica-
ciones dan lugar a diversos factorizaciones de matrices, entre ellas la llamada descomposicion
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polar, cuyos factores admiten una descripcidn en términos de sus autovalores y autoespacios
mediante el teorema espectral.

Las formas bilineales sobre un espacio vectorial real o complejo se clasifican de diversas
maneras. Las formas antisimétricas se caracterizan por su rango; las formas simétricas, por
su rango y signatura. Las aplicaciones lineales que conservan una determinada forma bilineal
forman grupos notables de matrices invertibles.

Muchas aplicaciones concretas del dlgebra lineal dependen de propiedades especiales de
varias clases de matrices. En la tltima parte del curso, se examinard algunas ejemplos de este
fendmeno, conocido hoy en dia como la feoria de matrices.

Programa de materias

1 Fundamentos del dlgebra lineal: un repaso

Espacios vectoriales, independencia lineal, bases, dimension. Aplicaciones lineales, ni-
cleo e imagen, rango y nulidad, espacio dual. Ecuaciones lineales y matrices, operaciones
de fila, eliminacién gaussiana. Determinantes y su evaluacion, regla de Cramer.

2 Estructura de aplicaciones lineales

Autovalores de una aplicacion lineal o matriz, autovectores. Aplicaciones ciclicas y ma-
trices diagonalizables. Formas candénicas de una matriz. Polinomio caracteristico de una
matriz, el teorema de Cayley y Hamilton. Polinomio minimo de una aplicacién lineal.
Forma normal de Jordan de una matriz.

3 Ortogonalidad y teoria espectral

Productos escalares reales y complejos, bases ortonormales, el algoritmo de Gram y Sch-
midt. Aplicaciones y matrices ortogonales y unitarias. Matrices simétricas y hermiticas.
Aplicaciones y matrices positivas, descomposicion polar. El teorema espectral.

4 Formas bilineales

Formas bilineales simétricas, congruencia de matrices, rango y signatura. Formas cua-
dréticas y sus signaturas. Formas bilineales alternantes, bases candnicas. Aplicaciones
ortogonales y simplécticas, estructuras complejas.

5 Topicos adicionales sobre matrices

Descomposiciéon de matrices segin sus valores singulares. Determinantes y pfaffianos
de matrices antisimétricas. Formulas minimax para autovalores de matrices hermiticas.
Matrices con entradas no negativas, el teorema de Frobenius y Perron.
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1  Fundamentos del algebra lineal

The beginner [. .. ] should not be discouraged if, on first
reading of section 0, he finds that he does not have the
prerequisites for reading the prerequisites.

— Paul Halmos'

Antes de abordar el estudio de aplicaciones lineales en general, conviene hacer un breve
repaso de los conceptos fundamentales de los espacios vectoriales y las matrices, ya vistos en
el curso anterior. El objeto de este resumen es fijar los conceptos y las notaciones que seran
usados mds adelante. Por lo tanto, se dejan las proposiciones sin demostracion en este capitulo
inicial.

1.1. Espacios vectoriales

En el dlgebra lineal se emplean escalares, vectores y matrices. Los escalares forman un
cuerpo,? es decir, un conjunto dotado con operaciones conmutativos de suma y producto,
en donde cada elemento a tiene un negativo —a; cada elemento no cero a tiene un inverso
multiplicativo a~! = 1/a; y la ley distributiva a(b + ¢) = ab + ac se cumple. Cada cuerpo
contiene al menos dos elementos distintos: el cero aditivo 0, y la unidad multiplicativa 1.

Tres cuerpos ya son bien conocidos: Q, R y C denotardn los nimeros racionales,
reales y complejos, respectivamente. En lo sucesivo, Z denotard los numeros enteros y
N = {0,1,2,3,...} denotard los nimeros enteros no negativos, también llamados nime-
ros naturales.? Fijese que N y Z no son cuerpos.

Hay cuerpos con un niimero finito de elementos, entre ellos F, = Z/pZ, los residuos bajo
divisién por un entero primo p. Obsérvese que F» = {0, 1} tiene la minima cantidad posible
de elementos.

Notacion. La letra F denotard un cuerpo cualquiera. Sus elementos se llamaran escalares.
Definicion 1.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo F (a veces: un espacio F-vectorial) es
un conjunto V, cuyos elementos se llaman vectores, dotado con dos operaciones: suma de

vectores y multiplicacion escalar. La suma es asociativa y conmutativa, el cero para la suma
se escribe 0 € V' y la multiplicacion escalar cumple las relaciones:

lx=x; a(x+y)=ax+ay, (a+b)x=ax+bx; para a,beF, x,yeV.

'Tomado del prélogo de su libro Measure Theory (Van Nostrand, Princeton, 1950).

2El nombre viene del aleméan Kérper, un término introducido por Richard Dedekind en 1871; se llama corps
en francés, cuerpo en espafiol, corp en rumano, etc., pero en inglés se llama field. En espafiol, no debe usarse la
traduccion secundaria “campo”, reservada para campos vectoriales, campos magnéticos, etc.

3Conviene incluir 0 como nimero natural, aunque este costumbre no es universal. Los autores franceses
lo siguen, empleando la notacién N* = {1,2,3,...}. En cambio, los autores alemanes a veces escriben N =
{1,2,3,...} yNy ={0,1,2,3, ...}, sin previo aviso. Caveat lector.
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La totalidad de las “n-tuplas” x = (x1,...,x,), con cada x; € F, es un espacio vectorial sobre
[F denotado por F". Las sumas y los miltiplos de n-tuplas se definen “entrada por entrada”. ¢

Ejemplo 1.2. La totalidad de polinomios con coeficientes en F se denota por F[7], en donde

la letra ¢ es un indeterminado. Sus elementos son los p(f) = ag + at + art* + -+ + a,t" con
cada a; € F, a, # 0. El nimero natural n es el grado del polinomio p(¢). Con la suma de
polinomios y su multiplicacion por escalares, F[¢] es un espacio vectorial sobre F. O

Definicion 1.3. Sea V un espacio vectorial sobre F. Un subespacio de V es una parte W C
V tal que W sea también un espacio F-vectorial bajo las mismas operaciones de suma y
multiplicacién escalar. Dicho de otro modo, W es un subespacio de V si W C V y si para
x,yeW,ceF valenx+yeW,cx e W.

La notacion W < V significa que W es un subespacio de V. o

Ejemplo 1.4. Si V = F[t], y si n € N, sea F,[¢] la coleccién de polinomios de grado no
mayor que n. Los polinomios constantes a, de grado 0, pertenecen a F,[¢]. Es evidente que
F, [t] es subespacio de F[¢] y que F,[¢] < F,+1[¢] paracadan € N. O

Definicion 1.5. Sea V un espacio vectorial sobre F. Un vector en V de la forma

X =a1xy1+ax,+---+a,xX,, (1.1)
donde a; € F,x;, € Vparak =1,2,...,m, se llama una combinacion lineal de los vectores
X1,...,Xn, con coeficientes aq, . .., a,,.

Se dice que la coleccion de vectores {x,...,x;,} es linealmente dependiente si hay un
juego de coeficientes ay, . .., a,, no todos cero, tal que

aixi+axxa+---+aux, =0. (1.2)
En cambio, si el tnico juego de coeficientes que hace cumplir (1.2) esa; =--- =a,, =0, se
dice que los vectores {x1, ..., X, } son linealmente independientes.

Un conjunto X C V, posiblemente infinito, se dice linealmente independiente si cada
parte finita de X es linealmente independiente; es decir, X es linealmente independiente si

la ecuacién (1.2) admite solamente la solucién trivial a; = --- = a, = 0 toda vez que
X1,...,Xy € X. ¢
Definicién 1.6. El subespacio generado por una coleccion de vectores {x,...,X,,} enV es

el menor subespacio W < V que incluye esta coleccion. Es evidente que W es la totalidad de
las combinaciones lineales posibles de la forma (1.1). Se usara la notacién

lin{xq,...,x,) :={ax1+---+apx, :day,...,a, €F}

1-2
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para denotar este subespacio.
Si X es una parte de V, el subespacio lin{X) generado por X es el menor subespacio de V
que incluye X; esto es la totalidad de las combinaciones lineales de vectores en X. o

Definicion 1.7. Si V es un espacio vectorial sobre F, una base de V es una parte B c V tal
que: (a) B es linealmente independiente; (b) B genera V, es decir, lin(B) = V.

B ={xy,...,x,} esunabase de V si y solo si cada vector x € V puede expresarse como
una combinacién lineal (1.1) de manera uinica. Para x € V, los coeficientes cy,...,¢c, € F
tales que x = ¢1x| + - - - + ¢,X,, forman un vector ¢ = (cy, ..., c,) € F". Este vector

[x]® :=c e F" (1.3)
es el representante de x € V en el espacio F" con respecto a la base B.
La base estandar de F" es € = {ey,...,e,}, donde
e :=(1,0,...,0), e:=(0,1,...,0), ..., e,:=(0,0,...,1). (1.4)
Nétese que [¢]¢ = ¢, para todo ¢ € F". o

El origen {0} es un subespacio de cualquier espacio vectorial. Obsérvese que el conjunto
{0} es linealmente dependiente, porque 10 = 0 es una solucién no trivial de (1.2). Por otro
lado, el conjunto vacio 0 es linealmente independiente; y el menor subespacio que lo incluye
es {0}. Por lo tanto @ es una base de {0}, con cero elementos.

Definicion 1.8. Sea {x, ..., x,} unabase de un espacio vectorial Vyseanyy,...,y, € V.Si
m > n, no es dificil verificar que y1, ..., Yy, son linealmente dependientes. En consecuencia,
si{y1,...,ym} esotrabase de V, entonces m < n'y vice versa, asi que m = n. Si V posee una
base finita, el nimero n de sus elementos es la dimension de V; en simbolos, n = dim V. (Se
dice que V es finitodimensional en este caso.) En particular, vale dimF"* = n. O

El conjunto de monomios {1,t, 2 } es una base del espacio vectorial F[z] de
todos los polinomios sobre F. De este modo se ve que F[¢] es infinitodimensional.

» Para construir una base para un espacio vectorial dado, es ttil saber que siempre se puede
completar una base parcial, es decir, es posible prolongar una base de un subespacio en una
base del espacio de marras, en vista del siguiente escolio.*

Escolio 1.9. Sea V un espacio vectorial sobre F con dimV = n, y sea {x1,...,X,} CV un
conjunto linealmente independiente de vectores, con m < n. Siempre es posible hallar otros
vectores X1, . ..,X, € V tales que {x1,...,Xpu, Xm+1,...,Xy} Sea una base de'V. =

4Un escolio es una proposicién, usualmente no muy dificil, que el escolar debe demostrar por cuenta propia.
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Definicion 1.10. Sean V' 'y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo F. Su suma directa
V @ W es el producto cartesiano V X W, dotado de las siguientes operaciones de suma y
multiplicacién escalar:

(x,y)+(x",y)=(x+x",y+y’), para x,x' €V, y, y eWw,
c(x,y) :=(cx,cy), para xe€V, yeW, cePF.

Si V'y W son finitodimensionales, entonces dim(V & W) = dimV + dim W. O

Definicion 1.11. Sea V un espacio vectorial sobre F y sean U, W dos subespacios de V. Su
suma es el subespacio

U+W: ={x+y:xeU, yeW}<V.

En general, dim(U + W) < dim U +dim W, con igualdad si y s6lo si U N W = {0}. En el caso
de que U N W = {0}, se identifica esta suma U + W con la suma directa U @ W, pues tienen
la misma dimension.

El subespacio W es un suplemento de Uen VsiUNW = {0} y U e W = V. Cada
subespacio de V posee varios suplementos: si {xy,...,X,,} es una base de U que se prolonga
en una base {x,...,x,} de V, entonces lin{x,;+1,...,X,) esun suplementode Uen V. ¢

Definicion 1.12. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea W un subespacio de V. El espacio
vectorial cociente V/W es el conjunto de los traslados x + W = {x +w : w € W} del
subespacio W, dotado de las siguientes operaciones de suma y multiplicacién escalar:

x+W)+(y+W):=(x+y)+W, c(x+W):=(cx)+W,

para x,y € V, ¢ € F. El cero de V/W es el propio W, considerado como traslado trivial

del subespacio W de V. Si {x{,...,x,} es una base de V tal que {x,...,x;} sea una
base de W, entonces {x;4+; + W,...,x, + W} es una base de V/W. Por ende, dim(V /W) =
dimV —dimW. o

1.2. Aplicaciones lineales

Definicion 1.13. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F. Se dice que
una funcién 7: V — W es una aplicacién lineal (o bien, aplicacion F-lineal) si T cumple

T(x+y)=T(x)+T(y), | para x,yeV,

T(cx) =cT(x), para x €V, ceF.

Se denota la totalidad de aplicaciones lineales 7: V. — W por L(V, W).
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Este £(V, W) es un espacio vectorial sobre F, bajo las operaciones:

T+S:x > T(x)+S(x),

cT:x+— cT(x).

Si Z es otro espacio vectorial sobre F,ysiT € L(V, W), S € L(W, Z), su composicion® es la
aplicacion lineal ST € £(V, Z) dado por ST : x — S(T(x)). o

Una aplicacion lineal estd determinada por sus valores sobre los elementos de una base
de su dominio.

Escolio 1.14. Sean V y W dos espacios F-vectoriales y sea {x1,...,x,} una base de V. Si
Y1i,...,Yn Son nvectores cualesquiera en W (no necesariamente distintos ni independientes),
hay una uinica aplicacion lineal T € L(V,W) tal que T(xy) =y parak =1,2,...,n. B

Definicion 1.15. Sea V un espacio vectorial sobre F. Una forma lineal sobre V es una
aplicacion lineal f: V — F. El espacio dual de V es el espacio vectorial V* de todas las
formas lineales, esto es, V* := L(V,F). Si dim V es finito, entonces dim V* = dim V.. o

Definicion 1.16. Si {x,...,x,} es una base de V, la correspondiente base dual { f1, ..., f,}
de V* se define por
fk(c1x1+czx2+---+cnxn) = Ck, (1.5)

para k = 1,2, ..., n. Estas formas lineales f; cumplen fi(xx) =1y fi(x,) =0sik #r. ¢

Definicion 1.17 (Corchete de Iverson). Vale la pena introducir usar el siguiente convenio de
notacion.® Si R(x) es una relacion l6gica cualquiera que involucra un parametro x, la notacién
[ R(x)] denota la siguiente funcién booleana:
1, si R(x) es CIERTO;

[R()] == .

0, si R(x) es FALSO.

La conocida delta de Kronecker 6;;, que es la funcién de dos indices i, j, que vale 1 cuando
i = jyvale Ocuando i # j, resulta ser

oij =i =7l
De igual modo, la funcién indicatriz de un conjunto A es 14(x) := [x € A], y la funcion de
signo sobre R, que vale 1, 0 6 —1 cuando ¢ es respectivamente positivo, cero o negativo, se
escribe como signo(¢) := [z > 0] — [+ < 0].
Con esta notacion, la base dual de V* queda determinada por fi (x,) := [k =r]. o

5La composicién de las funciones 7'y S se denota también por S o 7. Sin embargo, es usual abreviarlo a ST
cuando se trata de aplicaciones lineales.

®Esta notacién fue introducido en 1962 por Kenneth E. Iverson, en su libro A Programming Language. Para
una evaluacion de los usos y las ventajas de esta notacion, véase: Donald E. Knuth, “Two notes on notation”,
American Mathematical Monthly 99 (1992), 403—422.

1-5
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Cada vector x € V da lugar a una forma lineal sobre V*, a saber, la evaluacién f — f(x).
No se distinguird entre el vector x € V' y este miembro de V** = (V*)*; de esta manera, V se
identifica con un subespacio del espacio bidual V**; como dim V** = dimV* = dimV, este
subespacio es todo V** cuando V es finitodimensional. Asi, el espacio dual de V* coincide
con el espacio original V. Ademds, la base duala { f1, ..., f,} es labase original {x1,...,x,}
de V. (Esta reciprocidad entre V' 'y V* justifica el empleo de la palabra “dual”.)

Definicion 1.18. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre F. La aplicacion transpuesta de
S € L(V,W) es la aplicacion lineal S' € £(W*, V*) dada por

S'(g) :=goS | paratodo ge W*. (1.6)

En otras palabras, si g € W*, x € V, entonces S'(g) : x — g(S(x)).
SiSeL(V,W)yReL(W,Z),resulta que (RS)" = S'R', porque si 1 € Z*, entonces

S'R'(h) = S'(R'(h)) = S'(ho R) = (ho R) o S = h o (RS) = (RS)'(h). 0

Definicién 1.19. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre Fy sea T € £(V, W). El niicleo
de T es el subespacio ker 7" de V dado por

kerT .={xeV:T(x)=0} |[<V.

La imagen de T es el subespacio 7(V) de W:

T(V)={T(x):xeV} |<W.

Lanulidad de T es n(T) := dim(ker T'). El rango de T es r(T) := dim(7(V)). Obsérvese que

n(T) <dimVyr(T) <dimW. 0
Escolio 1.20. Sea T € L(V,W); entonces:

(a) T es inyectivo siy solo sikerT = {0}, si y solo si n(T) = 0;

(b) T es sobreyectivo siy solo si T(V) =W, siysolo sir(T)=dimW. =]

Definicion 1.21. Sea V un espacio vectorial sobre F con dim V = n. Considérese dos subes-
pacios M < Vy N < V*. El anulador de M es el subespacio M+ < V* dado por

M+ :={feV*: f(x)=0paratodox € M }.

El anulado de N es el subespacio *N < V dado por

tN:={x€V: f(x)=0paratodo f € N }.

Resulta que dim(M*) = n — dim M; y dim(*N) = n — dim N. o

1-6
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Escolio 1.22. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre Fy seaT € L(V,W). Entonces
T(V)t =kerT' y (kerT)* =T (W").

Reciprocamente, *T"(W*) = kerT; y +(kerT") = T (V).
Por lo tanto n(T') = dim W — r(T) y ademds r(T") = dimV — n(T).

Teorema 1.23 (Rango y nulidad). Para cualquier T € L(V, W), valen:

(@) | r(T) =r(T",

(b) | ¥(T)+n(T) =dimV. B

Demostracién. Como r(T') = dimV — n(T), las relaciones (a) y (b) son equivalentes. Basta
demostrar la parte (b).

Si n(T) = k, sea {x1,...,x;} una base de ker7. Por el Escolio 1.9, hay vectores
{¥1,...,¥r},donde r =dimV — k, tales que {xy,...,Xg,¥1,...,¥,} esunabasede V.

Afirmacion: {Ty;,...,Ty,} esunabase de T(V).

Siz € V,entonces z = ajx; +---+agxy + b1y +---+b,y, y por lo tanto Tz =
T(byy1+---+byy,)=b1 Ty +---+b, Ty, porque T(ayx; +---+arxy) = 0. Esto dice que
{Tyi,...,Ty,} generaT(V).

Por otro lado, si ¢{Ty; +---+¢, Ty, =0, entonces T(c; y; +---+c,y,) = 0 asi que
c1y1+---+c,y, € kerT. Entonces hay escalares dy, . . ., d; € F tales que

ciy1+---+c y,=dixi+---+dixy.

Por ser {x{,...,Xk,y1,...,Yr} linealmente independiente en V, esto solo es posible si cada
c; =0 (y cada d; = 0). Se ha mostrado que {T'y1,...,Ty,} es linealmente independiente.

Se concluye que r(T) = dim7(V) = r := dimV — k, asi que k + r = dimV, lo cual
demuestra la relacién (b). O

1.3. Matrices

Definiciéon 1.24. Una matriz m X n con entradas en un cuerpo F es un arreglo rectangular
de elementos de F, con m filas o renglones y n columnas. Para abreviar, se escribe A = [a;;],
donde se sobreentiende que i = 1,2,...,my j=1,2,...,n. -

La totalidad de tales matrices m X n es un espacio F-vectorial de dimensién mn. En el
caso m = n, se habla de matrices cuadradas. M,,(F) denota el espacio vectorial de matrices
cuadradas n X n con entradas en F. (Otra notacién usada es F™" = M, (F). Asi, el espacio
vectorial de matrices rectangulares m X n puede denotarse por F"*".) O

1-7
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Las columnas de una matriz A € F"" son vectores en F™. La columna nimero j es

alj
azj m .
a;=| " |eF" para j=12,...,n
amj
De este modo, A = [a; a; --- a,] es una lista ordenada de vectores de columna.

Las filas de A serdn vectores en el espacio dual (F")* ~ F". La fila nimero i es’
a_i: lain ain -+ aiy] € (FY)* para i=1,2,...,m.
La fila a’ corresponde a la siguiente forma lineal en (F")*:
X B> ai X =apxytapxy+---+apmXxy,

En general, la notacién x -y denotard el producto punto de dos vectores en F", esto es,
X -y =x1y1tx2y2+ -+ XpYn.

Definiciéon 1.25. La transpuesta A' de una matriz A € F™" es una matriz n X m, cuya
entrada (i, j) es la entrada (j,i) de A; en simbolos, A' := [a jil. Una matriz cuadrada
A € M,(F) se llama simétrica si A' = A.
Asi también, la matriz A es una columna ordenada de vectores de fila: A = [a' a* - - - a™]".
Una matriz cuadrada A € M, (F) es triangular inferior si a;; = 0 parai < j; triangular
superior si a;; = O parai > j;y diagonal si a;; = O parai # j. O

Definicion 1.26. El producto de matrices de dos matrices A € F"™" y B € F"™ se define
como la matriz C = AB € F" cuya entrada (i, j) es el producto punto de la fila i de A con
la columna j de B; es decir,

Cij = a' - bj = ZZ:I a,'kbkj. (1.7)

Para que esta definicion sea factible, el nimero n de columnas de A debe ser igual al nimero
de filas de B; entonces a’ € (F")*, b; € F" y el producto punto tiene sentido.
El producto matricial obedece las leyes algebraicas:

A(BC) = (AB)C; (A+D)B=AB+DB; A(B+E)=AB+AE. (1.8)

y ademds (AB)' = B'A". Sin embargo, este producto no es conmutativo, porque AB # BA en
general.

TPara distinguir entre vectores de fila y vectores de columna, conviene usar exponentes o “superindices”
para etiquetar aquellos.
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Si A, B € M,,(F), su producto AB también pertenece a M,,(F). Este producto es asociativo
y distributivo sobre la suma de matrices, en vista de (1.8), Entonces M, (F) es a la vez un
espacio vectorial sobre F y un anillo (no conmutativo): dicese que que M, (F) es un algebra
sobre F (o una F-dlgebra).® El dlgebra M, (F) tiene una identidad multiplicativa, la matriz
identidad 1,, € M,,(F), que cumple Al,, = 1,A = A paratodo A € M,(F).

Concretamente, 1, := [6;;], donde 6;; = [i = j] esla “delta de Kronecker”. Esta es una
matriz diagonal:® o

1 0 ... 0
01 0
1, =
00 ... 1
En un contexto en donde el tamafio n es fijo, se suele abreviar 1 := 1,,. o

Definicion 1.27. Un elemento A € M, (F) es una matriz invertible o matriz no singular si
hay otra matriz C € M, (F) tal que AC = CA = 1,. Si A es invertible, su matriz inversa
C es tinica y se denota C =: A~!. Fijese que (AB)~! = B~'A~! cuando A, B son matrices
invertibles. 10 o

Definicion 1.28. Sea7: V — W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales finitodi-
mensionales sobre F. Dadas dos bases, B = {x1,...,x,}paraVyC={yy,...,yn} para W,
la matriz de T con respecto a estas bases es la matriz A = [a;;] € F™*" dada por™!

T(x;) =X~ aijyi. (1.9)

Para exhibir la dependencia de la matriz A tanto de 7 como de las bases B y C, se escribe

A =la;] = [T]5. 0

Six=cix;+---+cpx, €eVysiT(x)=byi+---+b,yn €W, entonces

ibiy,‘ :T(x) :T(icj'x]') = Zn:Cj T(Xj) = iiaijcjyi’
i=1

j=1 j=1 j=1 i=1

8Una F-dlgebra es una estructura algebraica con tres operaciones compatibles: suma, producto y multiplica-
cién escalar por elementos de FF. Los polinomios F[#] es otro ejemplo (conmutativo) de una F-algebra.

9En los libros de texto sobre dlgebra lineal, es comin denotar la matriz identidad por I,, o I en vezde 1,, o 1.
Sin embargo, la experiencia aconseja denotar todos los elementos cero por el simbolo 0 y todos los elementos
identidad por 1, hasta donde sea posible. Asi, la matriz con entradas nulas se denota por 0 y no por O; el operador
lineal identidad en £(V, V) se denota por 1y y no por idy ; etcétera.

'°Los autores argentinos escriben inversible, 1o cual tiene cierta base etimoldgica. Sin embargo, la forma
invertible es mds comun y es esa que se encuentra en el Diccionario de la Real Academia.

''Fijese bien en la forma “enrevesada” de combinar los indices i, j al lado derecho de esta ecuacién.
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donde se ha usado la linealidad de la aplicacion 7. En vista de la independencia lineal de los
vectores y1, ..., Ym, S€ concluye que
n
b; = Z ajjc; paracadai, obien: b= Ac.
j=1

En otras palabras, [T(x)]® = A [x]®, de tal manera que

[T(x)]¢ = [T]§ [x]®. (1.10)

Fijese que T — A = [T]% es un isomorfismo lineal, es decir, una aplicacién lineal

biyectiva, entre los espacios vectoriales £(V, W) y F™"; por ende
dim L(V, W) = dimF"" = mn = (dim W) (dim V).

En efecto, el Escolio 1.14 afirma que 7 — A es inyectiva, y la aplicacion inversa es A — Ty,
donde
Ts(x) := Ax paratodo x € F".

Es fécil verificar que las biyecciones 7 — A, A — T4 son lineales.
También es posible comprobar que la correspondencia 7 < A = [T]% preserva las otras
operaciones algebraicas, como sigue.

(a) Si D es una base del espacio vectorial Z y si B = [S]g es la matriz de una aplicacién
lineal S € £L(W, Z), entonces la matriz de la composicién ST es el producto matricial
BA, es decir,

(ST = BA = [SIZ[T]S.

(b) Si [T]% = A y si T es biyectivo, entonces [T‘l]%3 =A"L
) SiB*={f1,....fuy cV*'yC ={g1,...,8m} € W* son las bases duales de By C

respectivamente, la matriz correspondiente a la aplicacién transpuesta Tt € L(W*, V*)
es la matriz transpuesta A":

715 =A = [T']3. = A"

Proposicion 1.29. Si A € F™", la imagen de la aplicacion correspondiente Ty : F" — F™ es
el subespacio de F™ generado por las columnas de la matriz A.

Demostracion. Si x € F", entonces To(x) = Ax € F”". En términos de la base estdndar
E={ey,...,e,tdeF", sevequex = Z;?:] xje;.Esevidente que Ae; =a;paraj=1,...,n.
Por la linealidad de T4, se obtiene

n
Ax =Ty(x) = ij Ta(ej) =x1a1 +x2a2 + -+ Xpa,. (1.11)
j=1
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Esto muestra que cada vector Ax es una combinacién lineal de las columnas ay,...,a,;
e inversamente, cada combinacidén lineal de estas columnas es de la forma Ax para algln
x € F". Se concluye que T4 (F") = lin{ay,...,a,) <F". O

En general las n columnas de A no son linealmente independientes; de hecho, son inde-
pendientes si y solo si n = r(Ty4). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.30. Si A € F"*", el rango de la matriz A se define como el rango de la aplica-
cion lineal Ty, es decir, r(A) := r(T4). Del mismo modo, la nulidad de A se define como la
nulidad de Ty, esto es, n(A) :=n(Ty).

Por lo tanto, r(A) es el mdximo niimero de columnas linealmente independientes de entre
las columnas de A. Ahora el Teorema 1.23 implica que r(A") = r(A). Por tanto, el rango de A
es también el mdximo numero de filas linealmente independientes en A. (Fijese que las filas
de A son las columnas de A'.) En consecuencia, vale r(A) < min{m, n}. o

» Dadas dos espacios vectoriales finitodimensionales V' 'y W, sean B = {x,...,x,} y
B" = {x]|,...,x,} dos bases de V 'y sean € = {yy,...,yn}y € = {y)|,...,y},,} dos bases
de W. Una aplicacién lineal T € L£(V,W) tiene dos matrices A = [T]% y B = [T] %'/. La
relacion entre estas matrices es

[T]g, = [IW]g, [T]% [1V]£,, obien B=QAP,

donde P = [lv]g, y O =[lw] g son las matrices de cambio de base respectivas paraV'y W.
Concretamente,

n m
x, = Z:‘Pjsxj’ yi = Z:‘q”-y;. (1.12)
Jj= r=

Obsérvese que P, por ser la matriz de una aplicacién identidad 1y respecto de ciertas bases,
es una matriz cuadrada invertible. La matriz Q es invertible por la misma razén.

Definicion 1.31. Dos matrices A, B € F"*" se dicen equivalentes si hay un par de matrices
invertibles P € M,,(F) y Q € M,,(F) tales que B = QAP. O

Si A y B representan una aplicacion lineal 7 € £(V, W) respecto de dos pares de bases
paraV'y W, entonces A y B son equivalentes. Inversamente, si A y B son equivalentes mediante
la relacién B = QAP, y si se cambia las bases estdndares en F" y F” por (1.12), entonces B
es la matriz de T4 con respecto a las nuevas bases. En particular, vale r(A) = r(T) = r(B).

Los cambios de base de mayor interés ocurren cuando W =V, € =B y ¢ = B’, es decir,
Yk =Xk yy,=x,.parak,r =1,...,n En este caso, por inspeccién de (1.12), o bien por la
reciprocidad entre P = [lv]%, yQ = [lv]g, se ve que Q = P~ en M, (F).
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Definiciéon 1.32. Dos matrices cuadradas A, B € M, (F) se dicen semejantes si hay una
matriz invertible P € M, (F) tal que B = P~'AP. O

Si A y B representan una aplicacién lineal 7 € L£(V,V) respecto de dos bases de V,
entonces A y B son semejantes. Inversamente, si A y B son matrices semejantes mediante
B = P71 AP, ysisecambiolabase estdndar & = {xy,...,x,}deF"alabase P = {p1,..., pn}
mediante (1.12), entonces B = [TA]g es la matriz de T4 respecto de la nueva base P.

1.4. Ecuaciones lineales y eliminacion gaussiana

Un sistema de ecuaciones lineales tiene la siguiente forma:

anxytapxy+---+agux, = b1

arixy +axnxy+---+ayuXx, = bz

Am1X1 + ApaXo + -+ + Ay = by, (1.13a)

donde los coeficientes a;; y b; pertenecen al cuerpo F.

Para la resolucion de este sistema, se procede a eliminar x| de la segunda ecuacion y las
siguientes, al restar de la ecuaciéon nimero i/ un multiplo apropiado de la primera ecuacién: por
un factor —a; /a1, siap; # 0. Enseguida, se elimina x; de la tercera ecuacion y las siguientes,
al restar de ellas ciertos multiplos de la segunda; y asi sucesivamente. En el k-ésimo paso, es
posible continuar si el coeficiente actual de x; en la ecuaciéon nimero k no es cero. En cambio,
si este coeficiente fuera cero, habria que intercambiar esta ecuacion con otra mas abajo cuyo
coeficiente de x; no es nula, antes de seguir con el proceso de eliminacién.!?

Considérese el caso en donde m = n. Si el proceso de eliminacién resulta exitoso, se
obtiene un sistema triangular de ecuaciones:

anxytapxy+---+aigux, = b1

ag)xz +--- 4 aéi)x,, = béz)
i = 5

?Este algoritmo recibe el nombre de eliminacién gaussiana, en parte porque Carl Friedrich Gaufs 1o usé
para resolver un sistema 6 X 6 durante sus investigaciones sobre la érbita del asteroide Pallas. Por supuesto, el
método en si es mucho mds antiguo. Aparece en el manuscrito chino Jiuzhang Suanshu (Nueve capitulos sobre
el arte de calcular), de autoria desconocida en la época de la dinastia Han (~150 a.C.). Su octavo capitulo, Fang
cheng (arreglo cuadrilongo), trata el método de eliminacion.



MA-460: Algebra Lineal II 1.4. Ecuaciones lineales y eliminacién gaussiana

conaj; # 0, ag) #0,..., a;',? # 0. Entonces se puede despejar las variables x,,, x,—1, . . ., x|

por sustitucion regresiva, para obtener una solucién tnica del sistema. En cambio, si al-

. k , ey eqe . . .
guno de los pivotes a](( k) resulta ser 0, entrarian otras posibilidades, como la inexistencia de

soluciones o la existencia de varias soluciones.
Al resumir la metodologia de manipular sistemas de ecuaciones, se ve que los calculos
admisibles son combinaciones de las siguientes tres operaciones elementales:

(a) multiplicar una ecuacion por una constante ¢ # 0;
(b) sustraer de una ecuacion un multiplo de cualquier otra ecuacion;

(c) intercambiar dos ecuaciones de la lista.

» Elsistema de ecuaciones lineales (1.13) puede escribirse como una sola ecuacién matricial:
Ax =b, con A e€F™" pecF". (1.13b)

Las incégnitas x1, . . ., x,, forman un vector de columna x € F". Alternativamente, el sistema
puede expresarse como una sola ecuacion vectorial en F™":

xja;+xar+---+x,a,=0>b, (1.13¢)

en donde los vectores a; € F™ son las columnas de la matriz A. Esta tltima forma muestra
que un sistema de ecuaciones lineales expresa un vector dado b como una combinacion lineal
de otros vectores dados aj, y que los coeficientes desconocidos de esa combinacion lineal
corresponden a la solucidn del sistema de ecuaciones. De (1.13c) se ve que hay al menos una
solucion x al sistema si y solo si el vector b pertenece al subespacio lin{ay, ..., a,) = T4 (F").

» La matriz aumentada de la ecuacién Ax = b es la matriz [A | b] € F™ ) donde
se agrega b como columna suplementaria a la matriz A. Hay tres tipos de operaciones de
fila elementales sobre matrices aumentadas que corresponden a las operaciones elementales
sobre sistemas de ecuaciones:

(a) multiplicar una fila por una constante ¢ # 0;
(b) sustraer de una fila un multiplo de cualquier otra fila;
(c) intercambiar dos filas de la matriz aumentada.

Si [A | b] es equivalente a [A” | b’] por operaciones de fila, entonces Ax = b si y solo si
A’x = b’, es decir, los sistemas de ecuaciones asociados tienen las mismas soluciones x.

Escolio 1.33. Las operaciones de fila no cambian el rango de una matriz. =|
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Proposicion 1.34. Cualquier operacion de fila elemental sobre una matriz B € F™" se

efectiia por premultiplicacion ’ B +— AB de esa matriz por una matriz cuadrada A € M,,(F).

Demostracion. Ad (a): Se multiplica la fila i de B por ¢ # 0 con B +— M;(c)B, donde

(1 0 ... 0 ... O]
01 ...0 ...0

M;i(c) = 0 (') . 0 (1.14a)
00 ... 0 ... 1]

Aqui M;(c) es la matriz diagonal con entradas diagonales m;; = cy m;; = 1 para j # i.
Ad (b): Se sustrae de la fila b* unas ¢ veces la fila b’ con B — R;;(c)B, donde

(1 ... 0 ... 0 ... 0]
0O ... 1 ...0 ...0
Rii(c) = |: oot dosio k> (1.14b)
0 — ... 1 0
0 ... 0 ...0 ... 1

Si k # i, Rix(c) tiene entradas r;; = —c, rj; = 1 para todo j; sus otras entradas son ceros.
Ad (c): Se intercambian las filas i y k de B con B — P; B, donde

(1 ... 0 ... 0 ... 0
0 0 . 1 0
P = |: Dol K (1.14¢)
0 1 .0 . 0
O ... 0 ... 0 ...1
Las entradas de P;; son: pyx = py; =1, pjj = 11 j # i, j # k; y otras entradas ceros. O

13Como el producto de matrices no es conmutativo, se debe distinguir entre los procesos de premultiplicacién
B — AB 'y posmultiplicacién C +— CA por una matriz A.
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Las matrices en las férmulas (1.14) son invertibles: por cdlculo directo, se ve que
Mi(c)™' = Mi(1/c), R ()™ = Rix(—c), Pyl = Py.

Por lo tanto, las operaciones de fila elementales pueden deshacerse por otras operaciones de
fila elementales, ejecutadas mediante premultiplicacion por otras matrices de los tipos (1.14).

Ejemplo 1.35. Considérese este sistema de 3 ecuaciones lineales, con 3 incdgnitas:

X1 +3xp—x3=1,
3X1+4X2—4X3 =1,
3X1 +6X2 +2X3 = -3.

Entonces A € M3(F), [A | b] € F>4, y la siguiente eliminacién gaussiana:

13 -1]1 1 3 -1]1 1 3 -1]1 1 3 -1]1
34 417|+—10 -5 -1{4|+—1|0 -5 -1|4|+— 1|0 -5 1] 4
36 2 |-3 3.6 2 |-3 0 -3 5 |-6 00 F|-%

es equivalente a la composicion de tres premultiplicaciones,
[A | b] — Ro3() Ris(3) Rin(3) [A | b] =: [V | el
en donde V es una matriz triangular superior. Para revertir el proceso, fijese que
[A15] = (Rn(3) Ris(3) Ri2(3) ' [V | ]
= Ri2(=3) Ri3(=3) Ris(=3)[V | e] = L[V | ¢].
Esta matriz L es una matriz triangular inferior:

0
0f.

1 0 Of|1 O O] (1 0 1
L=(3 1 00 1 0]]0 0] =13
0 0 1]|3 0 1]]0 1 3 1

wmw = O
nw = O

El resultado que este proceso de “pivoteo”, en donde se ha empleado tinicamente opera-
ciones de fila del segundo tipo,™ es una factorizacién de la matriz A como A = LV, donde L
es una matriz triangular inferior y V' es una matriz triangular superior:

13 -1] [t ooOo]ft 3 -1
34 —4/={3 1 0|0 -5 -1]. 0
36 2| [32 10 0 2

4Kl verbo pivotear, aun no reconocido por la Real Academia Espafiola, viene del francés pivoter: girar en
torno de un punto de apoyo (pivor). En la prictica de la programacion lineal, un “pivote” es un elemento no cero
de una matriz que sirve de marcador para luego convertir las demds entradas de su columna en ceros mediante
operaciones de fila del segundo tipo.
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Obsérvese que las entradas subdiagonales de L son los miultiplos de filas escogidos en
el proceso de eliminacidn del sistema de ecuaciones Ax = b. Al guardar cuenta de dichos
multiplos (efectuados en el orden apropiado), se escribe la matriz triangular inferior L sin
necesidad de hacer mds cdlculos. El sistema Vx = ¢ es el resultado de la fase de eliminacion.
En resumen, el proceso de eliminacidén gaussiana no solo resuelve el sistema de ecuaciones,
sino que ademads proporciona la factorizaciéon A = LV.

La matriz triangular L es unipotente, es decir, sus entradas diagonales son iguales a 1.
Ademas, las entradas diagonales al(i) de V no son ceros. Por tanto, V puede factorizarse
en un producto V = DU, donde D es la matriz diagonal con dy; = a]({];c); y U es la matriz
triangular superior unipotente obtenida al dividir cada fila de V por su entrada diagonal.
De este modo se obtiene la factorizaciéon A = LDU, en donde D es diagonal y L, U son
triangulares unipotentes.

» Hay matrices que no admiten este tipo de factorizacion. La eliminacién gaussiana de un
sistema Ax = b es simple si se reduce a un sistema triangular Vx = ¢ con operaciones de
fila del segundo tipo solamente. En tal caso, se obtiene A = LV donde L es el producto de
matrices de tipo R;x(—c) coni < k, ¢ € Fy las entradas diagonales de V no son ceros.

En el caso contrario, se obtiene a,({i = 0 para algiin k y es necesario intercambiar algunas
filas para continuar con la eliminacién. Si (y solo si) la matriz original A es invertible, se llegara
eventualmente al deseado sistema triangular Vx = c¢. El algoritmo produce una factorizacion
mds general de tipo A = PLV para matrices invertibles, donde P es un producto de matrices
de tipo Pi.

Para obtener esta factorizacion, se subdivide el algoritmo en pasos: el paso nimero k se
compone de operaciones de fila con el fin de reemplazar con ceros todas las entradas de la
columna k debajo de la diagonal. Si después de (k — 1) pasos, la entrada (k, k) también es cero,
se busca una fila j con j > k cuya entrada (k, j) no sea cero;'> luego, se intercambian las filas
J 'y k y se guarda cuenta de la matriz P;; que registra el cambio de filas. El nuevo elemento
no cero en la posicién (k, k) es el pivote al((];(), y se procede al paso nimero (k +1). El factor P
de A es el producto ordenado, de derecha a izquierda, !¢ de todos los Py ; que ocurren durante el
proceso. Es posible comnprobar que la matriz P~! A admite una eliminacién gaussiana simple,
de donde P~'A = LV. En otras palabras, se puede empezar de nuevo con el sistema Ax = b,
ejecutando al inicio todos los intercambios de fila que serdn eventualmente necesarias, para
obtener un sistema P~' Ax = P~!b; a partir de alli, se puede continuar con operaciones de fila

del segundo tipo solamente.

'SHabr4 al menos una fila j que cumple esta condicion, si A es invertible. En la practica, se aconseja elegir j
tal que el valor absoluto de la entrada (k, j) sea el mayor posible.
6Cada Py j €8 su propio inverso, Plz} = Py;. Por tanto, P! es el producto ordenado de los Py, j de izquierda

a derecha. Por ejemplo, si P = PggP35P73, entonces Pl = Py3P35Ps.
'7Para un andlisis detallado del método de eliminacién gaussiana, véase: Gilbert W. Stewart, Introduction to

1-16
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El algoritmo de eliminacién termina sin éxito si en algin paso nimero k, la entrada
diagonal (k, k) es cero y todas las entradas debajo de ésta en la columna k también son ceros.
Si (y solo si) esto ocurre, el rango de la matriz A es menor que n y por ende A no es invertible.

» En el caso general, en donde A es una matriz rectangular m X n, la existencia y unicidad
de soluciones estdn dadas por la Proposicion siguiente.

Proposicion 1.36. Si A € F"™*", el conjunto de soluciones del sistema homogéneo de ecua-
ciones lineales Ax = 0 es el subespacio kerTy < F", de dimension n(A). Hay una solucion
tinica (x = 0, por supuesto) si 'y solo si n(A) =0, si y solo si r(A) = n.

El sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales Ax = b, con b # 0, posee una solucion si
y solo si b € T4(F"), siy solo si el rango r([A | b]) de la matriz aumentada es igual a r(A).
En ese caso, su conjunto de soluciones {x : Ax = b} es el subespacio afin xo + ker T}y,
donde x( es alguna solucion particular. Luego Ax = b posee solucion tnica si y solo si
r([A]b]) =r(A) =n. B

Definicion 1.37. Dicese que una matriz A € F"*" estd en forma escalonada si:

(a) hay algunas columnas iguales a los vectores iniciales de la base estdndar de F"; es decir,
a; =e,aj,=e,...,a; = e paraalgink;

(b) estas columnas aparecen en su orden natural: j; < jo < -+ < ji;

(c) sij < ji,entonces a@; = 0;sij, < j < j-41, entonces los tltimos (m —r) elementos de
a; son ceros; y si j > ji, entonces los dltimos (m — k) elementos de a; son ceros.

Las columnas a;,, ..., aj, sellaman columnas basicas®® de A. O

Una ejemplo de una matriz en forma escalonada es:

A=

o O O
(e
S O
S = O
S N =
S N

Aquim =3,n=6,k =2, j; =2y j, =4. La tercera fila consta de ceros. De hecho, es una
consecuencia de la Definicion 1.37 que las dltimas (m — k) filas son nulas, si k < m.

Escolio 1.38. Cualquier matriz A € F"™" puede transformarse en una unica forma escalo-
q P
nada mediante operaciones de fila. B

Matrix Computations, Academic Press, New York, 1973.
8Es evidente que dichas columnas forman una base del subespacio imagen T (F") generado por todas las
columnas de A.
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Escolio 1.39. Si A € F™" es una matriz en forma escalonada con k columnas bdsicas,
entonces To(F") =lin{ey,...,er) y porende r(A) = k. =

Escolio 1.40. Dos matrices A, B € F"™" son equivalentes si y solo si se puede transformar A
en B por operaciones de fila y de columna, siy solo si r(A) = r(B). B

Proposicion 1.41. Si la matriz A € F™*" tiene rango k, hay matrices invertibles Q € M,,(F)
y P € M,(F) tales que

Iy O
0 0

en donde cada 0 es un bloque rectangular de entradas nulas.

QAP =

)

Demostracion. Lamatriz A puede reducirse a su forma escalonada B, que contiene k columnas
bdsicas, mediante operaciones de fila solamente. La Proposicién 1.34 muestra que hay una
matriz invertible Q tal que QA = B. En seguida, se puede intercambiar columnas para colocar
las columnas bdsicas de B en las primeras k posiciones, manteniendo el orden relativo de las
columnas no bdsicas.

Una operacién de columna sobre B se efectia como sigue: (i) se transpone B — B'; (ii) se
ejecuta la correspondiente operacién de fila sobre B' por una premultiplicacién B' +— M B!
donde M es una matriz de tipo (1.14); (iii) se transpone de nuevo, M B' — BM". En resumen,
una operacion de columna elemental se efecttia al posmultiplicar B por cierta matriz invertible.
Por tanto, una sucesién de operaciones de columna transforma B en BP’, donde P’ es una
matriz invertible. El resultado de mover las columnas bésicas de B a la izquierda es entonces

’r lk F N lk 0
oar=|y ¢l ary=[k .

en donde F es un bloque k X (n — k). Si F # 0, se aplica eliminacién gaussiana simple
a la matriz (QAP’)": esto reduce el bloque F' a 0. Dicha eliminacién se obtiene por una
premultiplicacién (QAP’)' — P”(QAP’)! con P” invertible. Sea P := P’(P”)"; entonces

QAP = (QAP)(P")' = (P"(QAP))")' = [10k 8] ' i}
1.5. Determinantes
El determinante de la matriz cuadrada A := [j Z] € M,(FF) se define asi:
a b
det A = 'c 4= (ad — bc) € F. (1.15)

Este es un escalar que determina si la matriz es invertible o no.
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El criterio de invertibilidad es un valor no cero del determinante. En efecto, las identidades:
a b d -b| _|d -b||a b| |ad-bc 0
c dl|-c al| |-¢c a c d| 0 ad — bc
muestran que A es invertible en M;(F) siy solo si det A # 0, en cuyo caso

-1
! [ d _b] . (1.16)

:ad—bc —-c a

a b
c d

El determinante de una matriz 3 X 3 se define “por expansion segun la primera fila”:

al darz a3
az; azp azs|=dail
asz) daszz ass

azr ax
aszyp dasz2

az) dazs
as) dass

az a3
aszy dasz

—dann +ais

= a1axaz3 + apaz3asz) +ai3az|ds — a11a3asy — a12az1433 — ajzaxnas;.  (1.17a)

El determinante de una matriz cuadrada A € M,,(F) puede definirse por induccién, como
sigue. Para n = 1, se define det [a1;] := a1 € F. Ahora supéngase que el determinante ya
estd definido para matrices en M,_;(F). Si A € M, (F), sea A;; — con A maytscula, nétese
bien — la submatriz de A obtenida al borrar la fila i y la columna j de A. Cada A; j €s una
matriz (n — 1) X (n — 1). El menor m;; de la matriz A correspondiente a la entrada a;; es el
determinante de esa submatriz:

mj; = det A,‘j.

Obsérvese que la ecuacion (1.17a) puede abreviarse con esta notacion:
det A=ajymy1 —apmpp+aizms. (1.17b)
Cason = 2: mijy =dxymp=a, luego det A = ajlazy —aipdlr =ajymypp —appmips.

Definicion 1.42. Si A € M, (F); se define det A € F por expansion segiin la primera fila:

n
— 1+ _ 1+j
det A := ayytmpy—aypmpp+---+ (—1) naln mi, = Z(—l) ]alj mi;, (1.18&)
Jj=1
o bien por expansion seguin la fila nimero i:
n
det A = (—1)’+1al~1m,~1 + (—1)’+2a,-2mi2 +---+ (—1)’+"a,~nm,~n = Z(—l)‘”alj mij, (118b)
J=1
o bien por expansion seguin la columna nimero j:

n
det A := (—1)1+ja1jm1j+(—1)2+ja2]~m2j+- . -+(—1)”+janjm,,,j = Z(—l)"”‘a,-j m;;. (1.18c)
i=1

El lema siguiente muestra que todas estas definiciones conducen al mismo resultado. O

1-19
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Lema 1.43. Si A € M,,(F), entonces det A, definido por cualquiera de las formulas en (1.18),
es igual a®®

det A = Z(—l)”alj,azjz...anjn, (1.19)
oeS,
donde la sumatoria recorre todas las n! permutaciones o = (ji,..., j,) de (1,2,...,n) yel

signo (—1)7 = +1 vale +1 o0 —1 segiin sea la permutacion o par o impar. 2°

Demostracion. Segun la féormula (1.18a), vale det A := ;flzl(—l)“jlalj,mljl, y ademas
my;, = det Aj;, es una suma andloga de términos con +a»;, multiplicado por menores
correspondientes de la submatriz Ay;,. Al repetir este argumento (n — 1) veces, det A queda
expresado como suma de los productos que aparecen al lado derecho de (1.19), en donde
cada producto contiene un factor tomado de cada fila y de columnas distintas. Hay n términos
en (1.18a), (n — 1) términos en la expansion correspondiente a cada m,, etc., para un total
den(n—1)(n—2)---3 -2 =n! términos en la expansion final. La suma de estos productos
recorre todas las permutaciones posibles de (1,2, ...,n).

Quedan por determinarse los signos en (1.19). En primer lugar, (—1)'*/ es el signo de la
transposicion 1 < jj. Por induccién sobre n, se comprueba que el producto de los diversos +1
que aparecen en la expansion iterativa de (1.18a) es efectivamente +1 siy solo si (Ji,..., j,)
es una permutacion par de (1,2,...,n).

El mismo argumento se aplica con cualquiera de las recetas (1.18b) 6 (1.18c). En estos
casos, la fila o columna de expansion se puede elegir arbitrariamente en cada iteracion de la
expansion. A lo sumo, podria ocurrir que el resultado final difiere del lado derecho de (1.19)
por un multiplo global de (+1), que seria independiente de la matriz A. Un célculo explicito
muestra que todas las recetas en (1.18) dan +1 como el valor de (det 1,), asi que el desarrollo
(1.19) es correcto en todos los casos. O

Proposicion 1.44. Si A, B € M,,(F), entonces| det (AB) = (det A)(det B).

9La férmula (1.19) se debe a Gottfried Wilhelm Leibniz, quien considerd la condicidn necesaria para resolver
un sistema inhomogéneo de n ecuaciones de primer grado en (n — 1) variables. Esta condicién es la anulacién
de la suma alternante de productos que aparece en (1.19). Asi se expres6 Leibniz en su carta del 28 de abril de
1693, dirigido al Marquis de I’Hopital: “Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas quantitates,
quae simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte primo sumendae sunt omnes combinationes
possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscunque aequationis; secundo eae combinationes opposita
habent signa, si in eodem prodeuntis aequationis latere ponantur, quae habent tot coefficentes communes, quot
sunt unitates in numero quantitatum tollendarum unitate minuto; caeterae habent eadem signa”. La notacion de
sumatoria de productos resume y clarifica esta descripcién verbal.

2°Una permutacion o es par si es el producto de un nimero par de transposiciones i <> j; o~ es impar en el
caso contrario. Si o es el producto de k transposiciones, entonces (—1)“ := (=1)* por definicién.
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Demostracion. Sea C := AB. Por (1.19), det C es una suma de productos £c1;,¢2j, * * * Cpj,-
2 . n
Cada cyj, es a su vez una suma de términos 2./ _; ai, b, j, y por ende

det (AB) = Z(—l)"alilaz,-z ... Ay, biljlbizjz i (1.20)

Esta suma extiende sobre las permutaciones o = (Ji,..., j,) de (1,2,...,n) y sobre toda

posibilidad para iy, . . .,i,. Cuando dos de los iy soniguales, lasuma 3, (=1)7b;, j, bi,j, - * iy jn

se anula por cancelacion de términos, asi que aparecen en (1.20) solamente aquellos términos
en donde 7 = (iy,...,i,) s una permutacion de (1,2, ...,n).

Sea p = (ry,...,ry) la permutacién de (1,2,...,n) que transforma cada iy en el j

correspondiente. Entonces o es la composicion de las dos permutaciones 7 y p, es decir,
oc=port,asique (—-1)7 = (-1)P(-1)". En conclusion,

det (AB) = (Z(—l)TCllilaziz . 'am',,) (Z(_l)pblrlerZ by, | = (det A)(det B). O
T o

Proposicion 1.45. Las operaciones de fila elementales, aplicadas a una matriz A € M,,(F),
cambian su determinante de las siguientes maneras:

(a) al multiplicar una fila de A por ¢ # 0, se multiplica det A por ¢ también;
(b) al sustraer de una fila de A un miiltiplo de otra fila, det A no cambia;
(c) al intercambiar dos filas de A, det A cambia de signo.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.34 y 1.44, basta verificar las igualdades:
det M;(c) =c, det Rix(c) =1, det P;y = —1,

donde M;(c), Rix(c) y P son las matrices definidas por (1.14).

Al expandir det A en cualquier fila i de una matriz A que tenga 1 en la diagonal y 0 en
las demads entradas, la férmula (1.18b) muestra que det A = (=1)™* mj; = mj;. Por lo tanto, se
puede eliminar la fila i y también la columna i de esa matriz A sin cambiar su determinante.

En las tres matrices definidas en (1.14), se puede eliminar asi todas las filas y columnas
excepto aquellas numeradas i y k — y para M;(c), se puede tomar cualquier k con k # i. La
expansion segun filas (1.18b) reduce el cdlculo de estos determinantes al caso 2 X 2, en donde

10

0 C‘=C, det Rik(c):‘ =-1. o

— 1

1 0
det M;(c) = ‘ ‘ 1 0

1
=1, det Py = ‘0 ‘

Proposicién 1.46. Si A € M, (F), entonces | det A' = det A.
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Demostracion. La férmula (1.19), aplicada a la transpuesta de A, da

det A' = Z (—I)Uajllajzz e Qjns

geS,

Sean = (p1,...,pn) := o~ ! la permutacién reciproca que lleva cada j en k. Si o es el
producto de m transposiciones, 7 es el producto de las mismas m transposiciones en el orden
inverso: por lo tanto (—1)" = (—1)?. Luego,

det A' = Z (=D"aip,azp, . .. anp, = det A. o

nes,

Proposicion 1.47. Si A € M, (F) es una matriz triangular, su determinante es el producto de
los elementos diagonales de A, esto es, det A = ajjar; - - - ay,. En particular, vale det 1,, = 1.

Demostracion. Supdéngase que A es una matriz triangular inferior. La expansion (1.18a)
segtn la primera fila da det A = a; m;. La submatriz A también es triangular inferior, y
su determinante es m1] = azz mi2,12, donde mi2 12 es el menor correspondiente a la entrada
ay. Al repetir este argumento (n — 2) veces, se obtiene

ap—1,n-1 0 _
=daliaz...ayy.

det A =ajax.. .Ap-2n-2
A n—1 Apn

Si A es triangular superior, apliquese el mismo argumento (o bien la Proposicion 1.46). O

Escolio 1.48. Si A € M, (F) tiene dos filas iguales, o dos columnas iguales; o bien si una fila
o una columna de A es nula, entonces det A = 0. =]

Proposicion 1.49. det A = 0 si y solo si A es singular (es decir, no invertible).

Demostracion. Si A es invertible, entonces 1 = det 1, = (det A)(det A~!), asi que det A no
puede ser cero.

Considérese el efecto de aplicar a la matriz A unos k pasos del algoritmo de eliminacién
gaussiana, con intercambio de filas cuando sea necesario, usando las operaciones de fila de
los tipos segundo y tercero. El resultado de este proceso es una matriz de la forma

4 XI
A= [l(]) Y'] , con U e€Mi(F), X eBFP00 vy em, ((F);
donde U’ es triangular superior y sus elementos diagonales son los pivotes a1, ag), cees a,({i);

aqui O es un bloque rectangular de ceros. La Proposicion 1.45 muestra que det A’ = +det A.
Al expandir det A’ segiin la primera columna k veces, se obtiene

det A’ = allag) .. .a,(!,? det Y’.
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Si A no es invertible, el algoritmo de eliminacién gaussiana se detiene en el paso nimero k

para algln k < n, porque a,({l;) = 0. Entonces det A’ = 0y por ende det A = 0.
Por otro lado, si A es invertible, se puede ejecutar n pasos de la eliminacion, hasta llegar
al ultimo pivote a,i’;) # 0. Esto conduce a una importante formula para el determinante de una

matriz invertible:

det A = (—1)ra11ag) . .a,(f,? # 0, (1.21)
donde r es el nimero de intercambios de filas que ocurren en la eliminacion. O

En términos de la factorizacion A = PLV discutido anteriormente, se puede notar que
det P = (—1)", det L = 1 por ser L una matriz triangular unipotente, det V = anag) .. .a,(;:,)

por ser V triangular superior con los pivotes en la diagonal.

» Las matrices rectangulares que no son cuadradas no tienen determinantes. Sin embargo,
vale la pena considerar los determinantes de sus submatrices cuadradas.

Proposicion 1.50. Sea A € F™". Su rango r(A) es el mayor entero k tal que A posee una
submatriz B de dimensiones k X k con det B # 0.

Demostracion. Coléquese k := r(A). Entonces hay k columnas linealmente independientes
en A (aquellas que se convierten en columnas bdésicas al reducir A a su forma escalonada
mediante operaciones de fila). Sea C la submatriz m X k de A que se obtiene al borrar las otras
columnas de A.

Ahora r(C') = r(C) = k; luego C tiene k filas linealmente independientes. Sea B la
submatriz k X k de C (y por ende de A) que se obtiene al borrar las otras filas de C. Entonces
B € M (C) con r(B) = k, asi que B es invertible y por tanto det B # 0.

Si k < min{m, n}, sea D cualquier submatriz (k + 1) X (k + 1) de A. Las columnas de
D forman parte de (k + 1) columnas de A, que cumplen una relacién de dependencia lineal.
Luego las columnas de D cumplen la misma relacion de dependencia lineal, asi que (D) < k;
por lo tanto, D es singular y por ende det D = 0. O

» La solucién de un sistema de ecuaciones lineales, cuyo nimero de incognitas es igual al
numero de ecuaciones, puede expresarse mediante determinantes. La formula correspondiente
se llama la regla de Cramer.?! En la préctica, es un método ineficiente para sistemas con mas
de tres variables; pero tiene importancia tedrica. Entre otras cosas, muestra que un sistema de
ecuaciones con coeficientes enteros tiene soluciones racionales.

Definicién 1.51. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada. El cofactor de su entrada a;; es
(=1)*m ji» donde el menor mj; = det Aj; es el determinante de la submatriz A ;; obtenida al

*'Esta regla, aparentemente independiente del trabajo anterior de Leibniz, aparece por primera vez en:
Gabriel Cramer, Introduction a I’analyse des lignes courbes algébriques, Ginebra, 1750. El japonés Takakazu
Seki, contemporaneo de Leibniz, ya habia dado el caso 3 X 3 de la regla en 1683.
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remover la fila j y la columna i de A. Fijese que m;; = det (A");; es un menor de la matriz
transpuesta A'.

La matriz matriz adjugada?? de A es la matriz adj A € M, (F) cuya entrada (i, j) es el
cofactor de a;;. Para obtener adj A, es cuestion de (i)anlazar cada elemento a;; de A por
el menor m;;; (ii) multiplicar cada entrada por el signo (- 1)"*/ que corresponde a su lugar en
un “tablero de ajedrez”; (ii1) tomar la transpuesta de la matriz resultante. o

d

—C a

Obsérvese, en particular, la formula: adj [Z b] = [d _b].

Proposicion 1.52. Si A € M, (F), entonces

A(adjA) = (adjA) A = (det A) 1,,. (1.22)

Demostracion. Obsérvese primero que la férmula (1.18b) corresponde al producto de la fila i
de A por la columna i de (adj A). Por otro lado, la férmula (1.18c) representa el producto de la
fila j de (adj A) por la columna j de A. Estas dos férmulas juntas expresan que todo elemento
diagonal de los productos A (adj A) y (adj A) A es igual a det A.

Al multiplicar la fila k de A por la columna i de (adj A), con k # i, se obtiene

n
(=D agimy + (=1)Pagomp + -+ + (=1) " agmiy, = Z(—l)”jakjmij- (1.23)
=1

Esta es el determinante de la matriz A” obtenida al reemplazar la fila i de A por su fila k.
Entonces las filas i y k de A’ son iguales, asi que det A’ = 0 por el Escolio 1.48. Luego la
expresion (1.23) vale O cuando k # i. De igual modo, el producto punto de la fila / de A por la
columna j de (adj A), con [ # j, se anula. Luego, la entrada (i, j) de A (adjA) ode (adj A) A
es (det A) [[i = j]; lo cual comprueba las igualdades (1.22). m|

La férmula (1.22) proporciona una formula para la matriz inversa de una matriz no
singular. Si det A # 0, entonces

- 1 .
Al = Tet A adj A. (1.24)

En el caso 2 X 2, esta relacion toma la forma:

-1
a bl 1 d -b
c dl ad-bc |-c a]|’
*?La matriz adj A se bautiza la matriz adjunta de A por algunos autores. Sin embargo, cuando F = C, ese

término estd reservado para el conjugado hermitico A*, que se verd mas adelante. Aqui se prefiere usar la palabra
adjugada, una mezcla inelegante de “adjunta” y “conjugada”, con disculpas a la Real Academia Espaiiola.
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Proposicion 1.53 (Regla de Cramer). Sean A € M,,(F), b € F". Paracada j =1, ... ,n, sea
Bi:=lai...a;-1baj, ...a,] lamatriz obtenida de A al reemplazar su columna a; por b.
Entonces el sistema de ecuaciones Ax = b tiene solucion unica x € F" si y solo si det A # 0,

en cuyo caso
det Bj

T et A
Demostracion. Ya se sabe que Ax = b tiene solucion tUnica solo si Ax = 0 tiene solucién
unica, solo si ker 74 = {0}, solo si n(A) = 0, solo si r(A) = n, solo si A es invertible, solo si
det A # 0. Por otro lado, si det A # 0, entonces x = A~'b es la solucién dnica.
Sidet A # 0, al premultiplicar ambos lados de la ecuaciéon Ax = b por (adj A), se obtiene
la ecuacion

para j=1,...,n. (1.25)

(det A)x = (adjA)b.
Para cada j, estos dos vectores de columna tienen las coordenadas j siguientes:
n . .
(det A)x; = (fila j de adj A) - b = Z(—l)”fm,-jb,- = det B,,
i=1

al usar la expansion (1.18c¢) en la columna j para evaluar det B;. La férmula (1.25) sigue, al
dividir esta relacién por det A. O

1.6. Ejercicios sobre espacios vectoriales y matrices

Ejercicio 1.1. (a) Demostrar que los tres vectores (1, 1,0), (1,1, 1), (0,1, —1) son lineal-
mente independientes en R3. Expresar los vectores e, e, e3 de la base estdndar como
combinaciones lineales de ellos.

(b) Mostrar que los tres polinomios %t(t—l), 1-12, 1¢(1+1) sonlinealmente independientes
en R[z]. Expresar los monomios 1, ¢, t? como combinaciones lineales de ellos.

Ejercicio 1.2. Si p, g, r,s € R son distintos, demostrar que los cuatro vectores

(1,1,1,1), (p.q.r.s), (p*q¢*rhs%), (.4, 5%

son linealmente independientes en R*, [ Indicacién: si el polinomio ag + at + art* + ast’
no es el polinomio nulo, tiene a lo sumo tres raices distintas. ||

Ejercicio 1.3. Demostrar que {1, (t—1), (t=1)%, ..., (t—1)"} es una base del espacio vectorial
F, [t] de polinomios de grado no mayor que n (Ejemplo 1.4).

Ejercicio 1.4. Demostrar el Escolio 1.9 (prolongacién de una base parcial).
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Ejercicio 1.5. Sean U y W dos subespacios de un espacio F-vectorial V de dimensioén finita.
Comprobar que su interseccion U N W'y su suma U + W también son subespacios de V.
Verificar la férmula:

dim(U + W) =dim U +dim W — dim(U N W).

[ Indicacion: una base dada de U N W se puede prolongar de dos maneras para formar bases
de U y de W. Mostrar que la unién de esas dos bases es una base de U + W. ||

Ejercicio 1.6. (a) Sean cg,cy,...,c, € Fescalares distintos y sean { 73 : k =0,1,...,n}
los polinomios en F,[¢] dados por

me(1) = (t—co) - (t—cr—1)(t —cCy1) -+ (t—cp)
" (e —co) - (ck — k1) (Cr = Cis1) - (Cxk — )

Ellos son los polinomios interpolativos de Lagrange para los “nudos” cg,cq,...,Cy.
Verificar que mx(c;) = [k = j].

(b) Concluir que {mo(¢), w((¢),...,m,(t)} es una base para F,[¢].

(¢c) Demostrar que la base dual del espacio dual F,[f]* es el juego de las evaluaciones
fj: Falt] — F definidas por f;(p(t)) := p(cj), para j =0,1,...,n.

Ejercicio 1.7. Encontrar los subespacios ker 7 y T(R?) y hallar las dimensiones n(T) y r(T),
si la matrizde 7 € £(R3,R?) con respecto de la base estandar {e;, e>, e3} es

1 23
A=|2 4 6].
3609

Ejercicio 1.8. Si T € L(V,W) y S € L(W,Z), demostrar las siguientes relaciones entre
nucleos e imégenes:

ker(ST) 2 ker T, ker((ST)") 2 ker(S"),
ST(V) C S(W), (STY(Z*) < TH(W™).

Concluir que r(ST) < r(S) y que r(ST) < r(T).

Ejercicio 1.9. Las funciones continuas reales sobre un intervalo [a, »] C R forman el espacio
R-vectorial C[a, b] :={ f: [a,b] — R continua }. Definase T: C[a, b] — C[a, b] por

1/ = [ s0)ay,

Demostrar que 7' es lineal e inyectiva, pero no es sobreyectiva. Concluir que C[a, b] es
infinitodimensional.
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Ejercicio 1.10. Si A € M,(F) es una matriz invertible, demostrar que (A")~! = (A=t
Concluir que A~! es simétrica si y solo si A es simétrica.

Ejercicio 1.11. Calcular (por induccién sobre n) las potencias A", B", C" de las siguientes
matrices:

A=

1 a 1 O |
“ ], B:=(0 a 1], C::[ a], donde a €F.
0 a B

Ejercicio 1.12. La base estandar para el espacio vectorial M,(F) es € := {E|, E12, E21, Exn},

donde
1 0 0 1 00 00
En = [0 O] , Epp= [O O]’ E> = [1 O] , Expn= [O 1] .

SiA= [a b], definase
c d
La(B) :=AB, Ra(B):=BA, y T(B):=B"

Demostrar que L4, R4 y T son aplicaciones lineales de M, (F) en si mismo y calcular sus
matrices 4 X 4 con respecto a la base estdndar.

Ejercicio 1.13. Sea A una matriz triangular superior con ceros en la diagonal:

FO alpp az ... aln-

0 0 azzy ... dp
A=[0 0 0 ... asl,

0 0 0 ... 0]

estoes, a;; = 0 parai > j. Demostrar que A" = 0. Concluir que 1, + A es invertible, con

(L,+A) =1, -A+A>— .4 (=) tam L

Usar esta relacion para calcular el inverso de la matriz B =

S O =
S = Q
_—0 O

Ejercicio 1.14. Resolver el sistema de ecuaciones Ax = b, con

2100 2
1 210 1
A'_0121’ b'_4’
001 2 8

por el método de eliminacion gaussiana. Usar el resultado del cédlculo para escribir explicita-
mente las matrices L, D, U de la factorizacién A = LDU.
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Ejercicio 1.15. Para la matriz aumentada siguiente,

1 -1 2 0 3 |-1
0O 2 1 3 1|4
-1 1 5 1 0|3}
-1 0 1 -1 =214

[A|B] =

(a) calcular el rango r(A);
(b) encontrar una base del espacio de soluciones de Ax = 0;y
(c) describir el conjunto de soluciones de Ax = b.

Ejercicio 1.16. Demostrar que cada matriz de rango k es una suma de k£ matrices de rango 1.
[ Indicacién: Usar la Proposicién 1.41. ||

Ejercicio 1.17. Verificar el determinante de Vandermonde:

2 3

3

3= (=@ -2)x-w)(y -2)(y—w)(z—w).
3

N =
N~ =
IS T

2
2
2

p—

w w w

[ Indicacién: Usar eliminacién gaussiana. ||

Ejercicio 1.18. Verificar (por eliminacién gaussiana) que

I 1 1 1 1
1 1 -1 -1 -1
I -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1
-1 1 -1 1

-1 -1 1 1 -1

Ejercicio 1.19. Si A € M,,,(F), B € F"™" C € F™", D € M,(F), demostrar que

= —160.

e e e ek

det [g g] = det [12, g] = (det A)(det D),

si en ambos casos 0 representa un rectangulo de ceros.

Ejercicio 1.20. Obtener el rango de la matriz

35 14
A=12 -1 1 1
5 4 25

(a): por célculo de menores; y también (b): por un cambio a forma escalonada.



MA-460: Algebra Lineal II 1.6. Ejercicios sobre espacios vectoriales y matrices

Ejercicio 1.21. Calcular la matriz adjugada (adj A) y la matriz inversa A~! para

I -1 2
A=(0 2 3].
-2 3 1

Ejercicio 1.22. (a) Si A € M,,(F) con n > 2, demostrar que det (adj A) = (det A)"*!.

(b) Concluir que adj(adj A) = (det A)"2A sin > 3.
[ Indicacién: considerar el producto de tres matrices A (adj A) adj(adj A). |

. A b )
Ejercicio 1.23. Si A € M, (F); b,c € F"; yd € F, sea [ct d] la matriz (n+ 1) X (n + 1)

formada al bordear A por la columna b, la fila ¢' y la entrada d. Calcular el producto de

matrices
1, 0 adjA O||A b
—c' det A 0t 1]t d|°

En seguida, demostrar que

A

det [ct b] =d det A —c'(adj A)b.

d

[ Indicacién: usar el resultado del Ejercicio 1.22(a). ||

Ejercicio 1.24. (a) Sean (x, y) las coordenadas de un punto del plano R?. Demostrar que
la recta que pasa por dos puntos (xi, y;) y (x2, y2) tiene la ecuacién

I x vy
I x;1 yi|=0.
I x2 y

(b) Demostrar que el circulo que pasa por tres puntos (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3) del plano

tiene la ecuacion )

X y )C2+y

2 2
X1 Yir Xy +yy
X2 Y2 x2+y2

2 2
X3 y3 XxX3+y;3

p— e

[ Indicacién: comprobar que esta ecuacién representa un circulo; y que los los tres
puntos dados la satisface. ||
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2 Estructura de aplicaciones lineales

Alles sollte so einfach wie moglich gemacht sein,
aber nicht einfacher.
— Albert Einstein

La esencia del dlgebra lineal es el estudio de las propiedades de aplicaciones lineales.
En este capitulo se analizard la estructura de un operador lineal, esto es, una aplicacion
lineal de un espacio vectorial V en si mismo. Por ahora, se considera la situacién en donde
V es finitodimensional sobre un cuerpo F cualquiera. (Se difiere al siguiente capitulo las
consecuencias de dotar V de un producto escalar.) Cada aplicacién lineal determina dos
polinomios que revelan su estructura: su polinomio caracteristico y su polinomio minimo.
También estd acompafiado de un juego de escalares (sus autovalores) que la distinguen.

2.1. Autovalores y autovectores

Definicion 2.1. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F. Un operador
lineal sobre V es una aplicacién lineal 7: V — V. El espacio vectorial £(V, V) de todos los
operadores F-lineales sobre V se denotara! por £(V).

El espacio vectorial £(V) es también un anillo, cuya operaciéon multiplicativa es la com-
posicion de operadores. En efecto, para R, S,T € L(V), esta composicion:

(a) es asociativa: R(ST) = (RS)T;
(b) tiene elemento identidad 1 = ly: x = x quecumple 17 =T1=T;
(c) es compatible con la multiplicacion escalar: ¢(ST) = (¢S)T = S(cT) para c € F,;
(d) es distributiva sobre la suma: T(R+S) =TR+TSy (R+S)T = RT + ST.
En otras palabras,? £(V) es un algebra sobre F. ¢

Definicion 2.2. Sea V un espacio F-vectorial y seaT € £(V). Un autovalor de T es un escalar
A € F tal que la ecuacién

T(x)=Ax (2.1)

tenga una solucién x # 0. Un vector no nulo x € V que cumple (2.1) se llama un autovector
asociado al autovalor A. [ La ecuacién T'(x) = Ax tiene la solucién trivial x = 0 cualquiera
que sea el coeficiente A. Se descarta siempre la solucién trivial: por regla, el vector 0 nunca
puede ser autovector de un operador lineal. |

'En las ocasiones cuando sea necesario indicar el cuerpo F de escalares, se escribe Lg(V) en vez de £L(V).
*Una F-dlgebra es un espacio F-vectorial y un anillo a la vez, con operaciones algebraicas compatibles.
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Algunos autores llaman a A un valor propio y a x un vector propio de T.3 o

Si B = {x1,...,x,} es una base (ordenada) de V, la expansiéon x = c1x| + - -+ + cX,
determina un isomorfismo lineal V. — F" : x — ¢ = [x]® dado por (1.3). A su vez, la férmula
(1.9) es aplicable con la misma base en el dominio y el codominio de 7', es decir,

n
T(Xj) = Z ajj xi, A= [T]% (2.2)
i=1
De la férmula (1.10) en la Seccién 1.3, se sabe que [T(x)]® = A [x]®, de modo que las
correspondencias 7 <> A «> Ty establecen isomorfismos lineales entre £(V), M,(F) y
L (F"). Estas correspondencias convierten la composicion de operadores en multiplicacion de
matrices y viceversa, de modo que estas tres F-dlgebras son isomorfos como dlgebras.

Asi las cosas, cada propiedad de aplicaciones lineales induce una propiedad paralela de

matrices. Por ejemplo, las matrices también poseen autovalores y autovectores.

Definicién 2.3. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada. Un autovalor de A es un autovalor de
Ty, es decir, un escalar A € F tal que la ecuacion

Ax = Ax

tenga solucion x # 0 en F". Un vector no nulo x € F" tal que Ax = A1x es un autovector de A
asociado al autovalor A. O

Lema 2.4. Sea V un espacio F-vectorial finitodimensional. Para un operador lineal T € L(V)
y A € F, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) A es un autovalor de T,
(b) el operador lineal (T — A1) no es invertible en L(V);
(c) ker(T — A1) # {0}.
Demostracion. Ad (a) & (b): Las siguientes afirmaciones dicen 1o mismo:

Adesunautovalorde7 <= hayx e Vconx #0yT(x) = Ax
& hayx #0talque (T -11)(x) =0
&= (T — A1) no es inyectivo

&= (T — A1) no es biyectivo.

3La terminologia viene en primera instancia del alemén, cuando David Hilbert en 1904 emple6 la palabra
Eigenwert, en un articulo sobre ecuaciones integrales: Eigen = auto, wert = valor. (Huyan de las traducciones
parciales tales como ‘“eigenvalores” y “eigenvectores”.) La usanza moderna aparece en: John von Neumann,
“Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren”, Mathematische Annalen 102 (1929), 49—
131. Von Neumann declaré: ein Eigenwert ist eine Zahl A, zu der es eine Funktion f # Omit Rf = Af gibt; f ist
dann Eigenfunktion.
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La dltima equivalencia se debe a que n(T — A1) + r(T — A1) = dimV, por el Teorema 1.23
(de rango y nulidad); por lo tanto, un operador lineal es inyectivo siy solo si es sobreyectivo.*

Ad (b) < (c): Hay un vector x # 0 tal que (T — A 1)(x) = 0 si y solo si hay un vector
x eker(T—A1)conx # 0. O

Lema 2.5. Para una matriz cuadrada A € M, (F) y A € F, estas condiciones son equivalentes:
(a) A es un autovalor de A,
(b) la matriz (A — A 1,) no es invertible en M,,(F);
(c) det(A-211,)=0.

Demostracion. La equivalencia (a) &< (b) sigue del lema anterior, para el caso T = T4. La
equivalencia (b) &= (c) sigue de la Proposicioén 1.49. |

Corolario 2.6. Los autovalores de una matriz triangular A € M,(F) son sus elementos
diagonales a1, az, . .., any,.

Demostracion. Supdngase que A es triangular superior, es decir, a;; = 0 parai > j. Si A es
un autovalor de A, entonces det (A — A 1,)) = 0 o bien, lo que es lo mismo, det (11, — A) = 0.
Explicitamente,

/l—a11 —ain —Aaipn
0 A- azyy ... —Aazy
det (11, -A)=| . : y . [=@-an)(A-an)-- (A= am),
0 0 . A—apy
porque la matriz A 1,, — A también es triangular superior. Entonces A es un autovalor de A si
y solo si A — ay; = 0 para algtn k, siy solosi A € {aj1,a2,...,dum}.
Para una matriz triangular inferior, la demostracién es similar. O

Definicién 2.7. Si A € M, (F) es una matriz cuadrada, el polinomio caracteristico de A es
el polinomio p(t) € F[¢] definido por

pa(t) :=det(t1,—-A). (2.3)

Notese que pa(f) = (—1)"det (A — ¢ 1,) también. ¢

4Esta conclusion solo es vélida porque dimV es finita, asi que n(T —11) =0y r(T — A1) = dimV son
equivalentes. Sobre espacios vectoriales infinitodimensionales, existen operadores lineales inyectivos pero no
sobreyectivs. Véase el Ejercicio 1.9, por ejemplo.
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Por ejemplo, si n = 4, el polinomio caracteristico de A viene dado por

I—an —an —ais —ai4 aip—t an ais a4
palt) = —az; f—axy —axz —ax | _| a2 axn—1 axp az

—as| —az [—az —axy asy asy a3 —1! a4z

—as —a42 —a43 I —aq as aq asz  aqq —t

Los procedimientos de cdlculo de determinantes muestran que p4(f) es un polinomio de
grado n. Por ejemplo, la féormula de Leibniz (1.19) muestra que

pa(t) = (t—ay)(t —amp)---(t —ay,) + otros términos,

donde cada uno de los “otros términos” es (+1) veces un producto de n entradas de la matriz
t1, — A, de las cuales a lo sumo (n — 2) entradas serian diagonales: la suma de todos ellos
forma un polinomio de grado no mayor que (n — 2). Entonces se ve que

pa(t) =t"—(an+axn+---+an) 1y O(tn_z).

El polinomio p4(¢) es un polinomio ménico,’ es decir, su primer coeficiente no nulo es 1.
[ La Proposicién 2.16, més adelante, ofrece férmulas explicitas para todos los coeficientes

de DA (t ) ]]
Lema 2.8. Si A, B € M,,(F) son dos matrices semejantes, entonces det B = det A.

Demostracion. Las matrices A y B son semejantes si y solo si hay una matriz invertible
P tal que B = P"'AP. Como (det P~!)(det P) = det(P~'P) = det 1, = 1, se ve que
det P~! = 1/(det P). Entonces

det B = det (P"'AP) = (det P!)(det A)(det P) = det A. O
Corolario 2.9. Si A, B € M, (F) son matrices semejantes, entonces pg(t) = pa(t). B

Definicion 2.10. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre Fy si 7 € £(V), su
determinante det 7 € F se define por det T := det [T]%, donde B es una base cualquiera
de V.

El escalar det T estd bien definida, porque si A = [T]% y B = [T]g son las matrices de T’

con respecto a dos bases distintas B, € de V, entonces la matriz de cambio de base P = [lv]g
es invertible, con inverso P~! = [IV]%; por tanto,

B =[TIg = [Iv]5 [T]3 [Iv]g = P~'AP (2.4)
y del Lema 2.8 se concluye que det B = det A. O

5Algunos libros definen p 4 (¢) := det (A—t 1,,). Con ese convenio, el primer coeficiente no nulo serfa (—1)".
No hay gran diferencia entre los dos convenios; sin embargo, es mds comodo elegir el signo de manera que el
polinomio caracteristico sea monico.

2-4



MA-460: Algebra Lineal II 2.1. Autovalores y autovectores

Definicion 2.11. SeaT € L£(V) un operador lineal sobre un espacio F-vectorial V de dimensién
finita. El polinomio caracteristico de 7 es el polinomio p7(t) € F[t] definido por:

pr(t) :==det(tly = 7T) |= (-1)3™V det (T -1 1y). 0

Proposicion 2.12. Los autovalores de una matriz cuadrada A € M, (F) son las raices de su
polinomio caracteristico p 4(t). Por lo tanto, A posee a lo sumo n autovalores distintos.

Demostracion. El Lema 2.5 dice que A es un autovalor de A siy solo si p4 (1) = 0. O

Ejemplo 2.13. Considérese la siguiente matriz J € M, (F):

1
0 ] . (2.5)

T=11 ¢

Su polinomio caracteristico es = 1>+ 1. Ahora, si F = R 0 Q, el polinomio #* + 1 es

1
irreducible® y no posee raices en F. Este es un ejemplo de una matriz que no posee autovalor
alguno en F.

Por otro lado, si F = C, el polinomio 7% + 1 si es reducible, al ser 12 + 1 = (¢t — i)(t +i).
Esto muestra que {7, —i} podrian ser autovalores de J. Es facil obtener un par de autovectores
en C2, para verificar que i y —i son efectivamente autovalores de J; por ejemplo:

O If{frf i _.[1 O If{[1] _ [-i]_ .f1 o
—1oof i "= Tl o) =] T ] T A
» En general, la busqueda de autovectores exige encontrar soluciones no triviales de sistemas

de ecuaciones lineales homogéneas.

Ejemplo 2.14. El polinomio caracteristico de la matriz

I 0 2
A=10 -1 -2
2 -2 0
se obtiene del cédlculo
r—-1 0 =2
1 2 1
i) =det(tls—A)=| 0 r+1 2|=@-n[[ Tt Ao 7
2t -2 2
-2 2 t
=(t-1)(2+1-4)-202t+2)=1> -9
=1(t—3)(t+3).
®EnelcasoF = Fp := {0,1,...,p — 1}, el cuerpo finito de residuos médulo divisién por un entero primo p,

la existencia de raices de 1> + 1 en F,, es un tema interesante de la teorfa de niimeros. Se sabe que —1 es un
cuadrado médulo p siy solo si p =2 o bien p = 4m + 1 para algin m € N.
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Luego pa(t) = 3 — 3¢, con raices 1 = 0, 3, —3; estos son los tres autovalores de A.

Ahora bien: para obtener los autovectores correspondientes, se debe resolver (por elimina-
cién gaussiana) tres sistemas de ecuaciones de ecuaciones homogéneas (1 13 — A)x = 0 para
A = 0,3, -3 respectivamente. En cada caso, se cambia la matriz aumentada [1 13— A | 0] ala
forma [V | 0] con V triangular superior mediante operaciones de fila y se resuelve la ecuacion
Vx = 0 por “sustitucién regresiva”. En cada caso, la dltima fila de [V | 0] es nula, que
corresponde a la ecuacion trivial Ox3 = 0, con lo cual la variable x3 queda libre: el autovector
queda determinado hasta un multiplo. En detalle:

-1 0 =210 -1 0 =210 -1 0 =210
Casod=0: 0O 1 2 (0f+—|0 1 2 |00 1 2 |0];
-2 2 0|0 0 2 4|0 0 0 0|0
en cuyo caso (leyendo las filas de abajo para arriba),
-2x3 -2
0X3 =0; XQ+2X3 =0; —-x —2X3 =0 = x= —ZX3 = X3 =21.
X3 1
Ademas,
2 0 =210 2 0 =210 2 0 =210
Casod=3: 0 4 2 (00— |0 4 2 |0[— 1|0 4 2 [0];
-2 2 3|0 02 10 00 0|0
cuya solucion es
X3 2
Ox3=0; 4x+2x3=0; 2x;-2x3=0 = x=|—3x3| = 3x3 |-1].
X3 2
Seguidamente,
-4 0 -21{0 -4 0 =210 -4 0 =210
Casod=-3: 0 -2 2 ({0|+— |0 -2 2 (0|— |0 -2 2 |(0];
-2 2 =310 0 2 210 0O 0 0|0
cuya solucion es
—%X3 -1
Ox3=0; -2x+2x3=0; —-4x1—-2x3=0 = x=| x3 :%Xg, 2
X3 2
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Estos tres autovectores forman las columnas de una matriz

-2 2 -1
P=1-2 -1 2
1 2 2

Esta matriz cuadrada P es invertible: es facil calcular que det P = 27 y que

-6 -6 3 . L2 -2
adjiP=|6 -3 6|; P‘lzdtpade:§ 2 -1 2f.
3 6 6 © 1 2 2

Se ve por calculo directo que AP = PD, donde D es una matriz diagonal. En efecto,

1 0 2|2 2 -1 0 6 3 -2 2 -11{0 0 O
AP=10 -1 -2(|-2 -1 2|=]0 -3 -6|=|-2 -1 2|0 3 0]|=PD.
2 -2 0 1 2 2 0 6 -6 1 2 2100 -3

Las entradas diagonales de la matriz D son precisamente los tres autovalores 0, 3, —3 de la
matriz A, en el orden que corresponde al orden de las columnas de P. La ecuacién AP = PD
también puede escribirse en la forma

P'AP=D. (2.6)

En otras palabras, la matriz A es semejante a una matriz diagonal D, mediante conjugacion
A — P~'AP por una matriz invertible P cuyas columnas son los autovectores de A. Dicese
que la matriz A es diagonalizable. Mds adelante se estudiard unas condiciones necesarias
para que una determinada matriz cuadrada sea diagonalizable. 0

» Se busca la prometida formula general para los coeficientes del polinomio caracteristico.
Esta se expresa comodamente con la siguiente notacion para submatrices.

Notacion. Una matriz A € F™*" tiene varias submatrices A;; formados asi: tdmese dos juegos
de indices

I:=A{iy,...,iry C{1,....m} vy J:={,....,00r C{1,...,n},

numerados en orden creciente: i; < ip < --- < i y también j; < jo» < --- < j;. Entonces las
entradas de la submatriz A;; € F¥ tiene las entradas q; jconi€l, jel.

Sean I’ :={1,..., m} \ I y también J'={1,...,n}\ J. Dicese que la submatriz Ay ; es
complementaria a Ajy.
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Definicion 2.15. Si A € M,,(F) es una matriz cuadrada y si I = {iy,...,ix} € {1,...,n}, la
submatriz diagonal A;; € My (F) se llama una submatriz principal de A. Su determinante
my = det Ay es un menor principal de A. Para cada k = 1,...,n, hay (7) menores
principales de A obtenidos de submatrices k X k principales. O

Proposicion 2.16. Si A € My (F) es una matriz cuadrada, su polinomio caracteristico tiene
la forma

pa®) =t" =1 (A "+ (A =+ (D) T (A) E+ (D "1 (A),  (2.72)

donde

TI(A) =trA:=aj1+---+ay, | eslatrazade A; | 1,(A) =det A;

y en general

7 (A) = Z det A;; para k=1,....n (2.7b)
|I|=k

es la suma de todos los menores principales k X k de la matriz A.

Demostracion. En el desarrollo de Leibniz del determinante

t—ap —ain —din
—ajny t—anx ... —doy
pa(t) =det(tl,-A)=| . : _ A
_anl _an2 N t - ann

el coeficiente de "% es la suma de todos los términos obtenidos de la siguiente forma: elfjanse
k indices I = {iy,...,it} C {1,...,n}; tébmese el término ¢ del binomio (¢ — ay;) paral ¢ I;
férmese el producto de estos ¢ con términos (—a;;) de las filas I y las columnas / sin repetir
filas ni columnas; multipliquese por el signo de la permutacion de filas contra columnas. De
este modo, el coeficiente de "% es

D =D (ar ) - (—ai ), (2.8)

=k o
donde la suma recorre las permutaciones o= € S, tales que o (i,) = j, parar = 1,...,k,
mientras o([) =l paral ¢ I.Seap € S, tal que p(r) =i, € I parar =1,...,kyp(s) el
paras = k +1,...,n. Sea rr la permutacién de {1,..., k} determinado por j, =: ir(y. [ Es
natural considerar 7 como un elemento de S, que deja fija la parte {k + 1,...,n}. | Para
re{l,...,k}, se ve que
-1
P i s iy = iy o m(r) € {1, k),
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lo cual dice que 7 := p~'op, una permutacién compuesta. [ Como o (p(s)) = p(s) € I’
para s > k, se ve que p~'op también deja fijo {k + 1,...,n}.] Esto implica que (—1)" =
(=DP(-D7(-DF = (-1)7.

Ahora el coeficiente (2.8) de " tiene el formato:

DD D (=i e (i) = (D8 DD (=1 i - @i

=k = =k =
= (=D)F 37 det Ay = (-)*n(A),
=
Por lo tanto, p () = ’,Z:O(—l)k T (A) 17K, m|

Corolario 2.17. Las sumas de menores principales son invariantes bajo semejanza: toda vez
que A € M,(F) y P € M, (F) es invertible, vale

7%(A) = 7 (P"'AP) para k=1,...,n. B

Si A es una matriz triangular, con autovalores Ay, ..., 4, en la diagonal, las submatrices
principales Aj; son también triangulares; en este caso, los menores principales k X k son
productos de k elementos diagonales. Del Corolario 2.6, se ve que

trA=A41+A+---+4,,
TZ(A) = /11/12 + /11/13 +---+ /ln—l/lna
73(A) = 13 + 1A As + -+ - + A2 An_1 Ay,

det A=Ay 4,. (2.9)

De hecho, estas formulas valen para cualquier matriz A cuyos autovalores son Ay, ..., 4,
como se verd mds adelante.

» El argumento de la demostracién anterior es aplicable al cdlculo de determinantes. Hay una
generalizacion importante del desarrollo segtin una fila (o columna), que consiste en expandir
en varias filas (o columnas) a la vez. La féormula siguiente se conoce como el desarrollo de
Laplace de un determinante.”

Escolio 2.18. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada y sea I = {iy, ... ,i;} un juego de indices
de filas de A. Si J = {J1,..., i} es un juego de indices de k columnas cualesquiera, sea

TPierre-Simon de Laplace, matemdtico y astronomo francés, dio la regla de expansion en 1772, en uno de
sus primeros trabajos sobre las Orbitas planetarias, en el cual tuvo que resolver algunos sistemas de ecuaciones
lineales.
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s(I,J) =iy +---+ir+j1+- -+ jr. Entonces

det A = Z (—=1)* (det Agy) (det Apyr), (2.10)
|J|=k
donde la sumatoria recorre las (Z) posibilidades para J. =]

2.2. El teorema de Cayley y Hamilton

A esta altura, conviene recordar ciertos detalles acerca de la divisién de polinomios. Se
sabe que los polinomios (con una sola incégnita ¢) sobre un cuerpo F forman una F-dlgebra
conmutativa F[7]. Esta dlgebra no posee “divisores de cero”: si f(z) # 0y g(¢) # 0, entonces
f(t)g(r) # 0 también. (Dicese que F[¢] es un dlgebra entera.)® Esto es evidente al recordar la
ley de producto:

(Z “ ﬂ)(ki; i ’k) = Z ia,-bk k= Zm( 3 ajbk) "

J=0 j=0 k=0 r=0 \j+k=r

porque a, # 0, b, # 0 implican a,b,, # 0. Los grados se suman: si gr f(¢t) = n, grg(t) = m,
entonces gr(f(¢)g(t)) =n+m.

Un polinomio g(¢) es un factor de otro polinomio f(¢) si f(z) = g(t) g(¢) para algin
polinomio ¢(¢). En este caso, se dice que g(¢) divide f(z) y se escribe g(z) \ f(z). De
lo contrario, si g(f) no divide f(z), se puede ejecutar una division con residuo, segun la
proposicién que sigue.®

Proposicion 2.19. Si f(z), g(t) € F[¢] son dos polinomios con g(t) # 0, hay un tinico par de
polinomios q(t), r(t) tales que

_ grr(r) < grg(r),
f(t)=qt)g(t) +r(t), | con obien (1) =0, (2.11)

Demostracion. Escribase f(t) = a,t" +---+ait+agy g(t) = byyt™ +---+ b1t + by. Enel
caso de que m > n, tomese ¢(t) := 0, r(r) := f(1).

8Un anillo conmutativo A (estructura con suma y producto compatibles) es un anillo entero si paraa, b € A,
la relacién ab = 0 implica a = 0 o bien b = 0. Esta es una propiedad clave de los niimeros enteros Z. Algunos
libros lo llaman dominio entero o, menos correctamente, dominio de integridad: Kronecker emple6 este término
para distinguirlo de un cuerpo, que €l llamé dominio de racionalidad.

9El uso de la raya inclinada para denotar division se prefiere sobre la raya vertical g(¢) | f(z), por reco-
mendacién del libro: Ronald Graham, Donald Knuth y Oren Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley,
Reading, MA, 1989.
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En cambio, si m < n, entonces
ap

filo) = £ = =" g 1)

es un polinomio con gr fi(¢) < n. Al invocar induccién sobre n, se puede suponer que
fi(t) = q1(t)g(t) +r(t), con grr(t) < m o bien r(t) = 0. Entonces

f(e) = (Z—" e qlm)g(r) +r(0),

m
y la existencia de un par ¢g(t), r(t) que cumple (2.11) sigue por la induccién sobre 7.

Para la unicidad de g(t) y r(t), nétese que si q(t)g(t) + r(t) = G(t)g(t) + 7(t), entonces

(q(1) = q(1))g(r) =7 (1) —r(2).

Si esta ecuacién no es 0 = 0, entonces su lado izquierdo tendria grado > m, mientras su lado
derecho tendria < m, lo cual es imposible. Se deduce que 7(¢) = r(r) y (¢(¢) — §(1))g(r) = 0.
Como F[7] es entero y g(¢) # 0, se obtiene ¢g(t) — g(¢) = 0. O

Lema 2.20 (“Teorema del residuo”). Si a € F, el residuo de la division de un polinomio
f(t) € F[t] por (t — a) es igual a f(a).

Demostracion. Escribase f(t) = (t—a)q(t)+r(t),segun (2.11). Entonces r(¢) es un polinomio
constante rg, porque si no es nulo su grado es menor que gr(z—a) = 1. Al evaluar esta ecuacion
polinomial en a € F, se obtiene f(a) = (a —a)q(a) +r(a) =r(a) = ry. O

Corolario 2.21 (“Teorema del factor”). Un polinomio f(t) tiene (t —a) como factor de primer
grado siy solo si f(a) = 0. B

Definicién 2.22. Si f (1), g(¢) son dos polinomios en F[¢], su maximo comin divisor k(t) =
mcd(f (1), g(¢)) es el (inico) polinomio tal que

@ k(@) \ f(@2), k@) \g();
(i) si h(r) \ f(2) y h(t) \ g(¢), entonces h(z) \ k(t);

(iii) k(t) es monico, es decir, de la forma k(1) = " + 1 1" + -+ 1 £ + €. O

Su existencia puede comprobarse con el algoritmo euclidiano, el mismo procedimien-
to que se usa para encontrar el maximo comun divisor de dos nimeros enteros en Z. La
Proposicion 2.19 produce una sucesion finita de divisiones con residuo:

f() =q1()g(t) +ri1(2), g(t) = qa(t)r1(2) +r2(1),
ri(t) = q3()r2(t) + r3(1), r2(t) = qa()r3(t) +ra(2), ...
ri-a(t) = qj(Orj—1 (1) +rj(@),  rj=1(t) = g (0)r; (1) +0, (2.12)
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donde los grados de los residuos decrecen hasta que algiin residuo se anule. Si es el dltimo
residuo no nulo es r;(t) = d,t" + --- + dop, no es dificil comprobar que k(t) := d,;llrj (1)
cumple las tres propiedades de la Definicién anterior.

Si k() es cualquier maximo comin divisor de f(7) y g(), es obvio que k(¢) \ k(7) y
k(1) \ k(t), asi que k(t) = ¢ k(t) para algiin ¢ € F. Como k() también es ménico, se ve que
¢ = 1. En resumen: mcd( f(¢), g(¢)) existe y es unico.

Lema 2.23. Dados f(t), g(t) € F[t], existen otros dos polinomios a(t), b(t) tales que

a(t) f(t) + b(1) g(t) = med(f(1),8(2)). (2.13)

Demostracion. Fijese que ri(t) = f(t) — q1(t)g(t), a partir de (2.12). Ademas,

ra(t) = g(t) — q2(1)r1 (2)
=8(1) = q2(0) (f(1) = q1(1)g (1))
=—q2(0) f() + (q1(1)q2(1) + 1) ().
Al repetir este argumento para r;(t), r3(z), etc., se puede hallar a;(t), b;(t) € F[¢] tales que
ri(t) = a;(t)f(t) + b;(t)g(t), parai = 1,2,..., . Al dividir la dltima de estas ecuaciones,
aj(t)f(t) +b;(t)g(t) = r;(t) por el primer coeficiente d,, de r;(t), se obtiene la férmula
(2.13). |

Corolario 2.24 (Identidad de Bézout). Dos polinomios f(t), g(t) son relativamente primos,
esto es, mcd(f (1), g(t)) = 1, si y solo si hay polinomios a(t), b(t) € E[t] tales que

a(t) f(t) +b(1) g(1) = 1. B

» Un procedimiento util, llamado cdalculo funcional, consiste en reemplazar las potencias
t" del indeterminado ¢ por las potencias de un elemento de alguna F-4lgebra. En particular,
podemos sustituir 7 por una matriz en M, (F), o bien por una aplicacién lineal en £(V).

Definicion 2.25. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada. Si f(¢) = c,t" +--- 4+ ¢t + co es un
polinomio en F[z], se define

f(A) =c,A"+---+c1A+col, € M,(F). (2.14a)

La aplicacion f(r) — f(A) : E[t] —» M, (F) es F-lineal y lleva productos de polinomios en
productos de matrices, es decir, es un homomorfismo de dlgebras.
De igual manera, sea T € £(V), donde V es un espacio F-vectorial. Definase

f(T):=c,T"+---+c1T+coly € L(V). (2.14b)
La aplicacion f(z) — f(T) : F[t] — L£(V) es F-lineal y lleva productos de polinomios en

composiciones de operadores: este es otro homomorfismo de 4lgebras. O
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Si A= [T]% es la matriz de T respecto de una base B de V, entonces p(A) = | p(T)]% .

Los homomorfismos de la Definicién 2.25 no son sobreyectivos, porque las dlgebras M, (FF)
y £(V) no son conmutativos (si # > 1 o dimV > 1). Tampoco son inyectivos, porque M, (F)
y £ (V) son finitodimensionales y F[¢] es tiene dimension infinita. Entonces, para cada matriz
A, debe haber polinomios no nulos f(¢) tales que f(A) = 0. El siguiente teorema, debido a
Hamilton!® y a Cayley,! proporciona un polinomio especifico con esta propiedad, el cual es
justamente el polinomio caracteristico de A.

Teorema 2.26 (Cayley y Hamilton). Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada y sea p (t) € F|t]
su polinomio caracteristico. Entonces p(A) = 0 en M, (F).

Demostracion. La Proposicion 1.52, antecedente de la regla de Cramer, demuestra que!?
(t1,—A)adj(t1l,—A) =det(t1,—A) 1, =pa(®) 1,. (2.15)

Las entradas de la matriz adj(¢ 1,, — A) son, salvo signo, menores (n— 1) X (n— 1) de la matriz
t1, — A. Como tal, son polinomios de grado no mayor que (n — 1). Al combinar términos
segun las potencias de ¢, se obtienen matrices By, By, ..., B,—1 € M, (F) tales que

adj(t 1, — A) = B,_1 "' +--- + B, 1 + By,
Al escribir pa (1) = " + ¢t 4+ -+ - + c1t + ¢0, 12 ecuacién (2.15) tiene el formato: 13
(t1y=A) Bye " 4+ Bit+Bg) = (1" + cpm " + -+ 11 + ¢0) 1.
Al igualar potencias de ¢ en ambos lados de esta ecuacion, resultan las siguientes igualdades:

_ABO = Coln» BO - ABI = Clln, Y ABn—l = Cn—lln, B, = 1n .

°William Rowan Hamilton desarrolld la teoria de cuaterniones, que combinan escalares y 3-vectores reales
en un espacio vectorial H := R @ R?, dotado de un producto no conmutativo. Las aplicaciones lineales en
Lr(H) se representan por matrices en M4(R). Hamilton mostré que cada aplicacién satisface su polinomio
caracteristico, en su libro Lectures on Quaternions, Dublin, 1852.

" Arthur Cayley introdujo la definicién moderna de matriz en su articulo: “Memoir on the theory of matrices”,
Philosophical Transactions of the Royal Society of London 148 (1858), 17—37. Alli enuncié el teorema para
matrices cuadradas en general, aunque s6lo demostro los casos 2 X 2y 3 x 3.

?Laregla de Cramer es védlido para matrices con entradas escalares. Para justificar (2.15), se puede reemplazar
t por A ya que se verifica la ecuacién correspondiente para todo 4 € F. Mejor aun, se ve que la féormula
B adj B = (det B) 1,, de (1.22) es una abreviatura para n” identidades polinomiales en las entradas de B € M,,(F),
que sigue vdlido (por cdlculo funcional) cuando se reemplaza el cuerpo F por el dlgebra F[].

13Ya se sabe por (2.7) que ¢ = (—1)""¥7,_x (A), pero esta demostracién no requiere la férmula explicita.
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Al multiplicarlas por potencias sucesivas de A, se obtiene un sistema de ecuaciones:
—-ABy =coly,
ABy — A’B; = 1A,
A’B; — A’By = ¢, A%,

A" By s — A"Byy = ¢y AT
A"B,_1 = A".
Una suma telescopica de estas relaciones produce el resultado deseado:
0=A"+cp A+ 4 ciA+col, = pa(A). O

Corolario 2.27. SeaT € L(V) un operador lineal sobre el espacio vectorial V, con polinomio
caracteristico pr(t) € F[t]. Entonces pp(T) =0en L(V). B

» Amén del polinomio caracteristico p4(¢), hay otros polinomios cuya evaluacion en A es
nula. (Cualquier polinomio divisible por el propio p 4 () tiene esa propiedad.) Interesa obtener
un polinomio de minimo grado en donde A se anula. A veces este polinomio es p4(¢), pero
otras veces tiene grado menor.

Proposicion 2.28. Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada. Entre todos los polinomios f(t) en
FE[t] tales que f(A) =0, hay un tinico polinomio ménico g 4(t) de minimo grado. Este g (1)
divide cualquier f(t) que cumple f(A) = 0.

Demostracion. Sea f(t) cualquier polinomio que satisface f(A) = 0. Como n es el grado
del polinomio caracteristico p4(t), el menor grado posible* para f(¢) es un nimero m €
{1,2,...,n}. Sea g4(t) un polinomio ménico de grado m tal que g4(A) = 0 en M, (F).

Por la divisibilidad con residuo (2.11), se puede escribir

J (1) =s(1) qa(t) +7(1),

para un tnico par de polinomios s(t), r(z), donde grr(z) < grga(t) = m o bien r(¢) = 0.

Ademas, r(A) = f(A)—s(A) ga(A) = 0. Como esto contradiria la minimalidad de grado m
si r(¢) fuera un polinomio no nulo, se concluye que r(z) = 0. Por lo tanto, f (1) = s(t) ga(?),
de modo que (1) \ f(1).

Si G (t) es un polinomio ménico cualquiera de grado m con G(A) = 0, el mismo argumento
muestra que §(t) = u(t) ga(t) para algin polinomio u(¢). Por conteo de grados, se ve que
u(t) es un polinomio constante. Por ser g4(¢) y §(¢) ménicos, se deduce que u(t) = 1; luego
G(t) = qa(t). Esto establece la unicidad de g4 (¢). O

4Un polinomio de grado 0 es una constante no nula g(t) = co # 0. Por la férmula (2.14a), g(A) = co 1,, # 0.
Por convenio, el grado del polinomio nulo g(¢) = 0 no se define. Entonces f(¢) debe tener grado al menos 1.
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Corolario 2.29. Sea T € L(V) un operador lineal. Entre todos los polinomios monicos
f(t) € E[t] tales que f(T) = 0, hay un tinico polinomio qr(t) de minimo grado. Este q(t)
divide cualquier f(t) tal que f(T) = 0. O

Definicién 2.30. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada. El polinomio ménico g 4 (¢) de minimo
grado tal que g4(A) = 0 es el polinomio minimo de A. -

El teorema de Cayley y Hamilton muestra que p4(A) = 0. Por lo tanto, grgs(7) < n.
La Proposiciéon 2.28 muestra que g4(¢) \ pa(z). En particular, todas las raices de g4 (¢)
son autovalores de A (por la Proposicion 2.12). (El resultado inverso también es vélido: el
Corolario 2.41, abajo, muestra que todo autovalor de A es una raiz de su polinomio minimo.)

De manera similar, si T € £(V), el polinomio ménico g7(¢) de minimo grado tal que
qr(T) = 0 se llama el polinomio minimo de 7. Ademas, g7(¢) \ pr (7). O

Ejemplo 2.31. Considérese la matriz triangular

S OO W
S S W =
SN OO
N O OO

Su polinomio caracteristico p4(f) es entonces

-3 -1 0 0
o =3 0 0|, Lo,
0 0 0 -2

Son candidatos a priori para el polinomio minimo los factores: (¢ — 3); (¢t — 2); (t — 3)%;
(t=2)%(t=3)(t—-2); (t=3)>(t = 2); (t = 3)(t = 2)%; y (t — 3)%(t — 2)%. Obsérvese que

01 0 O0]ft 100 [0100
00 0 O0fl01 00 (0000

(A—314)(A—214)_00_1 0 0000_0000¢0
00 0 -1][0 00O [000O00O

pero que (A—3 14)%(A—-2 14) = 0, por célculo directo. Se concluye que g4 (1) = (1=3)*(t-2).
[ Moraleja: el polinomio minimo puede tener factores repetidos. | 0

2.3. Matrices diagonalizables

Entre todas las matrices cuadradas que representan un operador lineal 7', se busca una que
sea lo més sencilla posible. Hay varias posibilidades para [T]g porque hay varias maneras de
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elegir la base € del espacio vectorial subyacente. En algunos casos, pero no siempre, se puede
elegir esta base de tal manera que la matriz [T]g sea diagonal.

La busqueda del representante diagonal se reduce a un problema de clasificar las matrices
cuadradas. Si A = [T]% es una matriz que representa 7' € £(V) en una base dada B de V,
se obtiene cualquier otro representante [T]g por un cambio de base de B a C. Si P = [lv]g
es la matriz de cambio de base, entonces se pasa de A = [T]g a PlAP = [T]g, segin la
férmula (2.4). El procedimiento se reduce al siguiente problema matricial: dada una matriz
A € M, (F), encontrar una matriz invertible P tal que P~' AP sea diagonal.

Este problema admite una soluciénen el caso de que la matriz A posee autovalores

distintos, en vista de los siguientes resultados.

Lema 2.32. Sea A € M,(F) una matriz cuadrada. Si A posee k autovalores distintos
{A1,...,Ax} con unos autovectores correspondientes {x1,...,Xy}, entonces esos autovecto-
res son linealmente independientes.

Demostracion. Por induccién sobre k, se puede asumir que cualquier coleccion de (k — 1)
autovectores para autovalores distintos son linealmente independientes. (Si k = 1, esto es
evidente, porque {x;} es linealmente independiente ya que x; # 0, por ser x| un autovector.)

Sixy,...,x; no fueran linealmente independientes, habria una relacién de dependencia
C1X1+CrXp+ -+ CpXg =0, (2.16)
con cy,...,Ck no todos cero. Renumerando la lista si fuera necesario, se puede suponer que
c1 # 0. Luego, c», . . ., ¢t no son todos cero porque c1x; # 0. Al aplicar la matriz A a los dos

lados de esta ecuacién, resulta
ciA1x1+ codoXxy + - - -+ CpApXy = 0.

Al restar 1| veces (2.16) de esta relacion, se obtiene

6‘2(/12 - ﬂ])xz + C3(/13 - /11))63 + -+ Ck(/lk - /ll)xk =0. (2.17)
Los coeficientes en la ecuacion (2.17) no son todos cero porque los 4; son distintos y ¢, . . ., ¢k
no son todos cero. Pero entonces x», . .., X, serian linealmente dependientes, contrario a la
hipétesis inductiva. Se concluye que x1, . .., X deben ser linealmente independientes. O

Proposicion 2.33. Si A € M, (F) posee n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable.

Demostracion. Sean A4, ..., A, los n autovalores distintos de A y sea {p1, ..., p,} un juego
de n autovectores correspondientes. Por el Lema 2.32 anterior, B = {p1, ..., p,} es una base
de F". Cada p, es una combinacion lineal de los vectores de la base estandar & = {ey, ..., e, }:

n
Ps = Z pjse; = (la columna nimero s de una matriz P).
Jj=1
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Aqui P = [pjs] es la matriz [1]% de cambio de base (de € a ‘B). El producto de matrices AP
es entonces

AP=A[pip2 ...pa)l =[Ap1 Ap> ... Ap,]

A 0 ... 0
0 4 ... 0
=[prdapa - ppal = P1p2--pal |, . . . |=PD, (2.18)
0 0 ... A,
donde D es la matriz diagonal con entradas diagonales Ay, ..., A,. (Es util recordar que la

multiplicacién a la derecha P +— PD efectiia un juego de operaciones de columna.)
La matriz P es invertible porque su rango es n, ya que tiene n columnas linealmente
independientes. Entonces AP = PD es equivalente a P"'AP = D, con D diagonal. O

Notacion. Se denota la matriz diagonal con entradas diagonales A1, . . ., 4, (en ese orden) con
la notacién compacta

A 0 ... 0

) 0 2 ... 0
diag[Ay, A2, . .., 4,] = : — : (2.19)

0o o0 ... 4,

Si B ={xy,...,x,} es una base de V tal que [T]% = diag[A1,...,4,], entonces T'(x;) =
2 Ai[li = j] xi = Ajx; en vista de (1.9). En otras palabras, cada x; es un autovector de 7.

Proposicion 2.34. Una matriz A € M, (F) es diagonalizable siy solo si A tiene n autovectores
linealmente independientes.

Demostracion. Sipy, ..., p, € F" sonn autovectores de A que son linealmente independien-
tes, entonces la matriz P = [p; p» ... p,] tiene n columnas linealmente independientes, con
lo cual su rango es n y la matriz P es invertible. Fijese que Apy = Ay px parak =1,...,n,
donde Aj es el autovalor que corresponde al autovector py. Si D := diag[4,...,4,] es la
matriz diagonal cuyas entradas diagonales son estos autovalores, tomados en orden, entonces
el calculo (2.18) muestra de nuevo que AP = PD. Se concluye que P~'AP = D; esto dice
que A es diagonalizable con forma diagonal D.

Por otro lado, si A es diagonalizable, hay una matriz invertible P y una matriz diagonal
D := diag[Ay,...,4,] tal que P 'AP = D. Por ende, vale AP = PD; luego, al comparar la
k-ésima columna de ambos lados de esta igualdad matricial, se ve de (2.18) que Apy = Ak pk
para k = 1,...,n. En consecuencia, cada A; es un autovalor de A y cada columna pj es
un autovector. La matriz invertible P tiene rango n, asi que sus columnas son linealmente
independientes. O
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Corolario 2.35. Una matriz A € M, (F) es diagonalizable si y solo si F" posee una base que
consiste de autovectores de A. =]

La Proposicién 2.34 no exige que los autovalores de una matriz diagonalizable sean
distintos. De hecho, cualquier matriz diagonal D es ipso facto diagonalizable: sus autovalores

son sus entradas diagonales y su base de autovectores es la base estandar € = {eq, ..., e,}.
Denétese por {ay, ..., a,} los elementos distintos del juego de autovalores (A, ..., A,).
Si ay ocurre kq veces, ay ocurre ko veces,. .., a, ocurre k, veces,con ki + ko +---+k, =n,

se puede permutar los A; para obtener

(A1, ..., Ap) — (aq,...,a1, 0, . ..,Q0, ..., Qp,y ..., Q).

k1 veces ko, veces k, veces

Se dice que k; es la multiplicidad del autovalor ;. El polinomio caracteristico de la matriz
D =diag[A4y,...,4,] es entonces

pp(t) = (1 —a)*1(t —a2)? - (1 = @)™

En el caso diagonal, el teorema de Cayley y Hamilton tiene una prueba directa: en el producto
de matrices diagonales (D —a1)*1 (D —a»)*2 - - - (D — a,)*" al menos uno de los factores tiene
una entrada diagonal O en cada fila; por lo tanto, el producto es la matriz nula.

El polinomio minimo de esta matriz D es

qp(1) = (1 —a) (1 =) - (1 — ), (2:20)

con r factores distintos de primer grado. El producto (D — a1) (D — a3)--- (D — ;) es la
matriz 0 porque cada entrada diagonal es un producto de r escalares que incluyen un cero.
Si se suprimiera uno de los factores (¢ — «@;), el producto de matrices con (D — ;) omitido
tendria al menos una entrada diagonal no nula.

Resulta que el resultado inverso también es vélido: si el polinomio minimo de una matriz
A se descompone en factores lineales distintos, entonces A es diagonalizable. Antes de
comprobar eso, conviene examinar otros aspectos estructurales de los operadores lineales.

2.4. Descomposicion primaria de un operador lineal

En esta seccion se verd que una matriz no diagonalizable es similar, por un cambio de base
apropiado, a una suma directa de bloques centrados en la diagonal. Para apreciar mejor esa
estructura, es preferible examinar la aplicacion lineal subyacente con un tratamiento “libre de
coordenadas”.
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Definicion 2.36. Sea V un espacio vectorial sobre Fy sea T € £(V) un operador lineal. se
dice que un subespacio U < V es un subespacio invariante para 7 si T(U) C U. O

Si dimV = ny si U es un subespacio invariante para T € £(V) con dimU = m < n,
sea B = {x1,...,Xx,} una base de V cuya porcion inicial {x,...,x,,} es una base de U. (Es
cuestion de elegir una base de U y luego completarla en una base de V, segtin el Escolio 1.9.)
En el desarrollo (2.2) del operador T en esta base, la condiciéon 7'(U) € U implicaque a;; =0
cuandoi > my j < m; en otras palabras, la matriz [T]% tiene el formato

[T]% = (2.21)

A X
0 B|’

donde A € M,,(F), B € My_,(F), X € F™*(n=m). y () ¢ F=mXm o un bloque de ceros.

Definicion 2.37. Dicese que un subespacio invariante U < V reduce el operador lineal
T € L(V) si hay otro subespacio invariante W < V tal que V = U @ W. En tal caso, existe
una base B = {x1,...,x,}de Vtalque U = lin{xy,...,x,,) y W = lin{x,41,...,X,), y con
respecto a esta base la esquina X de la matriz [T]% en (2.21) es otro bloque de ceros:

[T]3 =

[A 0 . (2.22)

0 B

La matriz al lado derecho de (2.22) se llama la suma directa de las matrices cuadradas
AeM,(F)yBe M,_,(F). o

Proposicion 2.38. Si el polinomio caracteristico de un operador lineal T € L(V) se factoriza
en pr(t) = h(t) k(t) con mecd(h(t), k(t)) = 1, entonces V=U & W, donde U = ker h(T) y
W = ker k(T) son subespacios invariantes para T.

Demostracion. Por el Corolario 2.24, la condiciéon med(h(t), k(¢)) = 1 implica que existen
dos polinomios a(t), b(t) € F[t] que cumplen la identidad de Bézout:

h(t)a(t) + k(t) b(t) = 1.
Luego h(T) a(T) + k(T) b(T) = 1y en L(V). Ahora definase
U:=imk(T) y W:=imh(T).

Ellos son subespacios invariantes para 7', porque T (h(T)y) = h(T)(Ty) y de igual modo
T(k(T)x) = k(T)(Tx). Ademds, cada x € V cumple

x = k(T)(b(T)x) + h(T)(a(T)x) € U+ W,
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asi que V = U + W como suma simple de subespacios vectoriales. Para ver que esta suma es
directa, tobmese x € U N W. Entonces existen y,z € V tales que x = k(T)y = h(T)z.

Del teorema de Cayley y Hamilton sigue 2(T)x = pr(T)y =0y k(T)x = pr(T)z = 0. La
identidad de Bézout entonces muestra que

x = a(T)(h(T)x) + b(T) (k(T)x) = a(T)(0) + b(T)(0) = 0.

Se concluye que U N W = {0} y en consecuencia V=U @ W.

Six € U,existey € Vtalquex = k(T)y. Entonces h(T)x = h(T)(k(T)y) = pr(T)y = 0.
Esto muestra que U C ker h(T). Al contar dimensiones, el Teorema 1.23 (de rango y nulidad)
implica que

dmU =n—-dimW =n—-r(h(T)) =n(h(T)) = dim(ker h(T)),
por tanto U = ker h(T). De igual modo, se ve que W = ker k(7). O

Proposicion 2.39. Sea T € L(V) un operador lineal cuyo polinomio caracteristico escinde
en E(t]. Supongase que pr(t) = h(t) k(t) donde h(t) y k(t) son polinomios monicos con
mcd(h(t), k(t)) = 1. Entonces las restricciones de T a los subespacios U = ker h(T) y
W = ker k(T) tienen polinomios caracteristicos h(t) y k(t), respectivamente.

Demostracion. Obsérvese, por la demostracion de la Proposicion 2.38, que los subespacios
Uy W reducen T, estoes: T(U) CUyT(W) € W.Sean T’ € L(U) y T” € L(W) las
restricciones respectivas de 7 a U y W. Sea B una base de U y C una base de W, y por ende
B @ € (unidn disjunta) esunabasede U W =V.Si A := [T’]g y B := [T”]g, la matrizde T
para la base B w C es

Y A0
[T1556 = [O B] . (2:23)

Entonces, si r = dim U, s = dim W, el polinomio caracteristico de T se factoriza asi:

tl,—A 0

pr(t) = det 0 ‘1, - B

] =det(t1, —A)det(t1,— B) = pa(t) pp(t).

Si A es una raiz de p4(t), entonces hay y € U \ {0} tal que T(y) = T’(y) = Ay. Luego
T?(y) = A%y, T3(y) = A%y, etc., de modo que 0 = h(T)(y) = h(A)y y por ende (1) = 0.
Ademas, k(A1) # 0 porque h(t) y k(t) no tienen una raiz comun.

15Se dice que un polinomio f(t) € F[t] escinde si f(¢) = a,(t — a1)(t — ap)--- (t — a,), con raices
at,. .., a, € F, no necesariamente distintos. En el caso F = C, fodo polinomio en C[t] escinde: esto es el
llamado Teorema Fundamental del Algebra.
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Entonces, cada raiz de p4(¢) es una raiz de h(t) pero no de k(¢). De igual manera, cada
raiz de pp(t) es una raiz de k(¢) pero no de &(¢). Por lo tanto,

pr(1) = k(1) h(1) = pa(1) pp(1) =: (1 = A1) -+ (1 = An)

donde Ia reparticién de los monomios (¢ — A;) entre los dos factorizaciones de pr(f) obliga
las igualdades de polinomios ménicos pa(t) = h(t) y pp(t) = k(). O

En la Proposicién 2.39, la hipétesis de que pr(t) escinde en E[¢] (usada en el dltimo paso
de la demostracién) no es indispensable. Es posible apelar a un teorema de Kronecker, que
dice que cada polinomio p(¢) € F[t] tiene una raiz en algtin cuerpo que extiende F (es decir,
que que incluye F como subcuerpo).

Es posible, entonces, extender el cuerpo original F a otro cuerpo K tal que pr(t) escinde
en K[¢]; las igualdades p(t) = h(t) y pp(t) = k(t) entonces se verifican en K[¢] y de rebote
también en F|[¢]. Este artificio es particularmente qtil en el caso en donde F = R, porque hay
polinomios reales cuadraticas que no escinden en R[¢] pero si en C[¢] (en vista del Teorema
Fundamental del Algebra).

» En seguida, se verd que la factorizacién anterior del polinomio carateristico (si existe)
conlleva una factorizacion correspondiente del polinomio minimo.

Lema 2.40. Sea V.=U® W, con U = ker h(T) y W = ker k(T), la descomposicion de V
obtenida de una factorizacion del polinomio caracteristico pr(t) = h(t) k(t) en factores
relativamente primos. Entonces hay una factorizacion correspondiente del polinomio minimo
qr(t) = r(t) s(t) en factores relativamente primos, donde r(t) \ h(t); s(t) \ k(t); r(T) se
anula en U y s(T) se anula en W.

Demostracion. Elijase una base de V. = U @ W tal que T tenga una matriz en bloques de la
forma (2.23). Entonces la relacién g7(T) = 0 conlleva la relacion

75" ol =e([o 5] <[ o]

asi que gr(A) =0en L(U) y gr(B) = 0en L(W). Definase

r(t) :=med(gr(2), h(r)) 'y s(t) :=med(qr (), k(1)).

Entonces r(t) y s(¢) no tienen factor comun; y ademas
r(t)s(r) = med((gr(2), h(t)k(1)) = qr (1),

porque g7 (t) divide h(t)k(t) = pr(t).
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Como h(A) = pa(A) = 0 por la Proposicién 2.39 y el Lema 2.23 dice que r(t) =
a(t)qr(t) + b(t)h(t) para algunos polinomios a(t) y b(t), se deduce que r(A) = 0.

Entonces, si 7’ es la restricciéon de T a U, sigue que r(T’) = 0 en £(U). Del mismo modo,
si T” es la restriccién de T a W, se obtiene s(B) =0y s(7”) = 0 en L(W). O

Corolario 2.41. Cada raiz del polinomio caracteristico de un operador lineal T es también
una raiz de su polinomio minimo.

Demostracion. Si A es un autovalor de T, entonces pr(t) = (t — )™ k(t) para algin m > 1,
con k(1) # 0. El Lema 2.40 anterior muestra que g7(t) = (t — 2)! s(¢), con I < m, donde
(T—A1)" anulaker((T -1 1)), lo cual serfa imposible si fuera ! = 0. [ El cdlculo funcional de
la Definici6n 2.25 dice que 7° := 1 cuando T es un operador no nulo. || Luego [ € {1,...,m}
y por ende A es una raiz de g7 (7). O

Proposicion 2.42. Si el polinomio minimo de un operador lineal T € L(V) se factoriza en
qr(t) =r(t) s(t) conr(t), s(t) ménicos y relativamente primos, entonces V =U" & W', donde
U’ :=kerr(T) y W :=ker s(T) son subespacios invariantes para T. Los polinomios minimos
de las restricciones de T a U y W’ son r(t) y s(t), respectivamente.

Demostracion. La demostracion de la Proposicion 2.38 se repite en forma casi idéntica, con
qr(t), r(t), s(t), U', W en los lugares respectivos de pr(t), h(t), k(t), Uy W. En vez de
usar pr(T) = 0 por el teorema de Cayley y Hamilton, se usa g7 (7)) = 0 por la definicién del
polinomio minimo. Se obtiene V =U" & W’ con U’ :=kerr(T) y W’ := ker s(T'). Ademads, se
establecen las igualdades U’ = im s(T) y W = imr(T).

Sea T € L(U’) la restriccion del operador T al subespacio invariante U’. Se ve que
r(T") =0en L(U’) porque r(T')y = r(T)y = 0 paratodo y € U’, porque U’ = kerr(T).

Si f(t) € F[t] es un polinomio tal que f(7’) = 0 en £(U’), entonces f(T)y = 0 para
todo y = s(T)x € U’. Por tanto, f(T)(s(T)x) = 0 paratodox € V;estoes, f(T)s(T) =0
en L(V). Luego r(t)s(t) = qr(t) \ f(t)s(¢); en otras palabras, hay un polinomio g(#) tal que
f(t)s(t) = g(t)r(t)s(z). De ahi sigue'® la relacion f(¢) = g(¢)r(¢). En resumen: si f(7”) = 0,
entonces r(z) \ f(¢). Se ha mostrado que el polinomio ménico r(¢) es el polinomio minimo
de T’ € L(U).

De igual modo, s(¢) es el polinomio minimo de la restriccién de T al subespacio W/. 0O

Ahora, se puede abordar el caso general de la factorizacién completa del polinomio minimo
de un operador en factores relativamente primos. Sin perder generalidad, se puede suponer
que todos esos factores son polinomios monicos.

161 a cancelacién del factor comtn s(¢) es valida porque el dlgebra F[¢] no posee “divisores de cero”.
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Teorema 2.43 (Descomposicion primaria). Si el polinomio minimo de un operador lineal
T € L(V) se factoriza como qr(t) = hy(t) - - - h,(t) en factores ménicos relativamente primos
hi(t),...,h.(t), entonces V=U®---®U,, donde U; =ker h;(T), i = 1,...,r. Ademds,
cada h;(t) es el polinomio minimo de la restriccion de T al subespacio invariante U;.

Demostracion. Por induccion sobre r. El caso r = 1 es trivial (nada que mostrar), y el caso
r = 2 es la Proposicion 2.42 anterior.

Sea k(1) := hy(t) - - hy(t),asique g7 (t) = hy(t) k1 (t) conmecd(h(¢t), k;(¢)) = 1. Ahora
la Proposicion 2.42 muestra que V = U; & Wy, donde U; := ker h(T) y Wy = kerk(T) =
im A1 (7). También muestra que las restricciones de 7" a U; y W, tienen polinomios minimos
respectivos h (1) y ki(¢).

Por induccién sobre r, se puede suponer que el resultado es valido para larestriccion de T al
subespacio Wy, con polinomio minimo k(¢) = hy(¢t) - - - h,(t). Se obtiene W) = U, ®- - - U,
donde U; = ker h;(T'), con polinomio minimo 4;(T") en cada subespacio U;, parai =2,...,r.
El resultado ahora es evidente. |

Corolario 2.44. Sea T € L(V) un operador lineal cuyo polinomio caracteristico pr(t)
escinde en F[t]. Su factorizacion completa tiene la forma

pr(t) = (t—a)" (t-a)® - (t—ap)™ (2.24)
con ay,...,qa, € Fdistintos. Entonces su polinomio minimo tiene la forma
gr(t) = (t—a)"'(t - (1 —a,)" (2.25)

conly,...,.l, e Nyl <l <kjparai=1,...,r.SeaV =U; & --- @ U, la descomposicion
primaria correspondiente, donde U; = ker((T — o; l)lf). Entonces (t — ;)% es el polinomio
caracteristico de la restriccion de T al subespacio invariante U;.

Demostracion. Por induccién sobre r; el resultado es obvio si r = 1. Sea h(t) := (t — a)",
k(t) :=(t—a)*---(t —a,)*,demodoque V=U@®WconU =ker h(T) y W = ker k(T),
por la Proposicién 2.38. El Lema 2.40 muestra que g7(¢) = r(¢)s(t), donde (1) = (t — a;)"
ys(t) = (t—az)2--- (t—a,)" conl; < k; para cada i; ademds, r(7) anula U y s(T) anula W.
El Corolario 2.41 muestra que /; > 1.

Como r(t) divide h(t), es inmediato que U = ker h(T) C kerr(T) = U,. Por otro lado,
r(t) y k(z) son relativamente primos, asi que a(t)r(z) + b(t)k(t) = 1 para ciertos polinomios
a(t),b(t); luego, si z € Uy N W, entonces

2=a(T)(r(T)z) + b(T)(k(T)z) = a(T)(0) + b(T)(0) = 0.

Cualquier x € Vesdelaformax =y+zcony e U,z € W.Six € Uj,entoncesy € Uy y
Z =x —y queda también en U; y por tanto z = 0 y x = y. Se ha mostrado que U; = U.
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Se concluye que U; @ (U @ --- @ U,) es la descomposicion de V que corresponde a la
factorizacioén pr(t) = h(t) k(t) por la Proposicién 2.38. La Proposicién 2.39 ahora muestra
que el polinomio caracteristico de T restringido a Uy es h(t) = (t—a;)*!. Ademds, el polinomio
caracteristico de T restringido a U, & --- ® U, es k(t) = (t — @) (= ap)kr, que es lo
que se requiere para aplicar la hipétesis inductiva. O

» Con la descomposicion primaria ya en mano, ahora es posible ofrecer otro criterio de
diagonalizabilidad.

Proposicion 2.45. Una matriz A € M, (F) es diagonalizable si y solo si su polinomio minimo
qa(t) se descompone en factores distintos de primer grado.

Demostracién. Si A = PDP~! con D diagonal, entonces g4 (t) = ¢p(¢) es de la forma (2.20),
con factores distintos de primer grado.

Inversamente, si ga(t) = (t —a)(t —ay)--- (t — @) con ay, ..., @, distintos, el Teore-
ma 2.43 muestra que F" posee una descomposicién primaria de la forma

F'=U®&U;®---®U,, dondecada U :=ker(T4— ayl).

Sea B una base del subespacio Uy, de modo que su unién disjunta B := B; v --- & B, es
una base de F". Si x € By, entonces Ax — ayx = (T4 —ar 1)(x) = 0, asi que Ax = aix:
cada elemento de la base B es un autovector de A. El Corolario 2.35 ahora dice que A es
diagonalizable. Concretamente, el cambio de la base estdndar € a la base B diagonaliza la
matriz A:

ay ... 0

PTAP = [T4]2 = S O

a ... 0

0 ... a]

Ejemplo 2.46. La matriz J = [_01 (1)] no es diagonalizable sobre R, pero si es diagonalizable

sobre C. En efecto, su polinomio caracteristico p;(t) = t> + 1 es irreducible sobre R. Como
q7(t) \ ps(1), también vale ¢g;(¢) = > + 1, el cual no posee factores reales de primer grado.

2-24



MA-460: Algebra Lineal II 2.5. La forma de Jordan de una matriz compleja

En cambio, al tomar F = C, se ve que p;(t) = (t —i)(¢t+i) y también g;(¢) = (t —i)(t +1).
Luego J es diagonalizable sobre C, con forma diagonal diag[i, —i], como ya se ha visto en el

Ejemplo 2.13. o
Ejemplo 2.47. Sea F un cuerpo cualquiera, y considérese la matriz triangular
41
A= 0 /l] con A€F.

Esta matriz no es diagonalizable. En efecto, vale pa(t) = (t — 1)%, asi que ga(f) =t —A 0
bien g4 (f) = (t — 1)%. La posibilidad g (¢) =  — A queda excluida porque A — 1 1, # 0; por
otro lado, se ve que (A — A 15)? = 0 por el teorema de Cayley y Hamilton o bien por célculo
directo.

El polinomio minimo g4 (7) = (¢ — 1) no es un producto de factores distintos de primer
grado. Fijese, en passant, que se ha comprobado lo siguiente:
1 [/1 0

) A
Las dos matrices 0 1 0 1

no son semejantes. O

2.5. La forma de Jordan de una matriz compleja

El Ejemplo 2.46 anterior hace ver que la diagonalizabilidad de una matriz depende del
cuerpo de los escalares. El cuerpo C (los nimeros complejos) posee una propiedad fundamen-
tal, el “Teorema Fundamental del Algebra”:7 cualquier polinomio de grado n en C[t] posee
n raices complejas (no necesariamente distintas), o 1o que es lo mismo, cualquier p(t) € C[¢]
posee una factorizacién completa

p(t) =an(t—a1) - (1 - an),

con ¢y, ...,a, € Cno necesariamente distintos.

Para simplificar la discusion, en esta seccion se supondrd que F = C, de modo que los
polinomios p4(t) y ga(t) tengan factores irreducibles de primer grado solamente.

El Teorema 2.43 de la descomposicién primaria y su Corolario 2.44 muestran que cualquier
operador lineal posee una matriz en M, (C) que es una suma directa de bloques diagonales:

AL 0 ... 0
0 A ... 0

[T]3 = A (2.26)
0 0 ... A

"TLa primera demostracion rigurosa de este teorema fue dada por Jean-Robert Argand en 1806. (Una prueba
corta emplea el teorema de Liouville, que dice que una funcién holomorfa acotada definida en toda z € C
es necesariamente constante. Si p(#) € C[¢] no tuviera raiz alguna, entonces z — 1/p(z) seria una funcién
holomorfa acotada y por tanto constante.) Nétese que si gr p(f) > 1, solo hace falta que p(#) tenga una raiz «,
porque se puede considerar el cociente p(z)/(t — @) para obtener otra raiz, y asi sucesivamente.
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Esto se ve al elegir bases By, ..., B, para los subespacios Uy, ..., U, de la descomposicién
primaria y tomar la base B de V como su unién disjunta: B = By W --- & B,. Como cada
subespacio U; reduce T, los bloques no diagonales son rectangulos de ceros. Cada A; es una
matriz cuadrada k; X k;, donde k; = dim U;; su polinomio caracteristico es p4.(t) = (t —a;)%i.
(Fijeseque k1 + -+ -+ k, = n.)

Al restar a; 1, de cada bloque, se obtiene una matriz N; := A; — «; 14,. El teorema de
Cayley y Hamilton para la matriz A; muestra que o

ki _ ki _
Ni —(A,‘—a’,'lki) =0.

Definicion 2.48. Un operador T € £ (V) es nilpotente si 7% = 0 para algin k € {1,2,3,...}.
Una matriz A € M,,(C) es una matriz nilpotente si A = 0 paraalgin k € {1,2,3,...}. ¢

» Si A es un autovalor de un operador lineal nilpotente 7', con un autovector x # 0, entonces
A¥x = TK(x) = 0y por tanto A* = 0, luego A = 0. Por lo tanto, 0 es el iinico autovalor de un
operador nilpotente. Los vectores no nulos en ker 7 son los autovectores correspondientes. El
polinomio caracteristico de T es pr(t) = (t — 0)" = t". Si k € N es el menor entero positivo
tal que TX = 0, el polinomio minimo de T es g7 (¢) = t*.

Proposicion 2.49. Cualquier matriz A € M,(C) es de la forma A =B+ N, donde B es
diagonalizable, N es nilpotente y ademds BN = NB.

Demostracion. El polinomio caracteristico de A se descompone en factores de primer grado:
k k k,
pa(t) =(t—a)"(t—ax)™? - (t—a,)",

donde a1, ..., a, € Csondistintos y ki, ..., k, son enteros positivos.

Después de una cambio de base A — P !AP, segiin la descomposicién primaria del
operador T4, se obtiene una suma directa de bloques (2.26). Supéngase, como primer caso,
que la matriz A ya tiene esa forma. Sea N la matriz de bloques

Nt O ... O
0O N ... O
=1 . . , con N;j=A—aly; i=1,...,r.
O 0 ... N,
Entonces para k := max{ky,...,k,} se ve que Nk = 0; lo cual dice que N es nilpotente.

Sea B la suma directa de los bloques diagonales a; 1i,; esta es una matriz diagonal cuyos
autovalores son los «;, repetidas con multiplicidades respectivas k;. Es obvio que A = B+ N.
En cada bloque, el producto BN se reduce al producto de la matriz escalar a; 1y, con la matriz
N; € My,(C), de donde sigue BN = NB.
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En el caso general, donde hace falta hacer un cambio de base de la forma A — P LAP, el
pérrafo anterior dice que P"'AP = B + N donde B es diagonal; N es nilpotente con N* = 0;
y BN = NB. Coléquese B := PBP~' y N := PNP~!. Entonces:

B+N=P(B+N)P'=P(P'AP)P"'=A; y BN=PBNP'=PNBP'=NB.
La matriz B es diagonalizable por definicién, pues Bes diagonal; y N es nilpotente, porque
N¥=(PNP)E = pPNP'PNP'...PNP' = PN P = POP = 0. O
» La estructura de una matriz diagonal es clara: después de reordenar los elementos diago-
nales (al permutar los vectores de la base dada), se obtiene un juego de valores diagonales,
cada uno repetida con su multiplicidad. Falta averiguar la estructura de una matriz nilpotente.
Sea, entonces, N € M, (C) una matriz tal que N¥ = 0 pero N*~! # 0 para algin entero

positivo k (que depende de N). Hay al menos un vector x € C", x # 0, tal que N*~'x # 0.
Paracadal =0,1,..., k, considérese el subespacio

Vi=kerTyi={yeC":Ny=0}.
Entonces V) = {0}, Vi, = C" yademas V,_; C V;paral = 1,..., k, porque
N =0 = N'x =NWN""'x) = N0 =0.
De este modo, los V; forman una cadena creciente de subespacios:'®
{0}=VocViC...C Vi1 CV=C". (2.27)
Sea m; := dim V}, de modo que
O=mo<m <...<mp_; <my =n.

También es evidente que y € V; = Ny € V,_; para cada [, porque N'"!(Ny) = N'y = 0.
Se debe elegir una base conveniente para C”, que serd la unioén creciente de bases para
los V;. Se requiere un lema auxiliar, a continuacion.

Lema 2.50. Sea V un espacio F-vectorial de dimension n'y sea W < V un subespacio de
dimension m. Se puede elegir vectores X1, . ..,Xy,—m € V que son linealmente independientes
sobre W, lo cual significa que

Ci1X1+ +Cp—mXn-m €W solosi c1=--=cy_m =0.

8En la geometria algebraica, una cadena de subespacios como (2.27) se llama una bandera, por analogia
con una bandera corriente Vy C V| C V,, donde un rectdngulo de tela V, viene apoyado por un asta V;, coronada
por un botén u ornamento puntual V.
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Demostracion. El espacio cociente V /W tiene dimensién n —m. Sea {z1, . . ., Z,—n } Una base
de V/W. Cada z; es una coclase de la forma z; = x; + W para algtin x; € V.
Una relacién de la forma c1x; + - - - + ¢p—mXn—m € W implica que

C1Z1 + -+ Cpn-mln-m = cl(xl +W) +-- +cn—m(xn—m +W)

(c1x1+- 4 CpomXn—m) + W =W.

Pero la coclase trivial W = 0+ W es el elemento cero de V/W. Luego, la independencia lineal
delosz;enV/W conllevacy =---= ¢y =0. O

Proposicion 2.51. Sea N € M, (C) una matriz nilpotente. Si k es el menor entero positivo tal
que N*¥ =0, sea V; := ker Tyi paral =0, 1, ..., k. Entonces V posee una base B tal que:

(a) B incluye una base de V; para cadal =1, ... k;
(b) six € B, entonces bien Nx € B o bien Nx = 0.

Demostracion. Escribase r; := my — my_1 = n — dim Vi_y. Por el Lema 2.50 anterior, hay
vectores Xq,...,x, € C" =) Vi que son linealmente independientes sobre Vj_;.

Los vectores Nxi,..., Nx,, estin en Vj_;, porque Nk‘l(ij) = kaj = ( para cada j.
Resulta que estos vectores son linealmente independientes sobre Vi_,. En efecto,

c1Nx, +"'+Cr1er1 eV, = N(c1x1 +---+c,1xr,) e Voo
== C1X1+- -+ CrXp € Vi-1,

= c1=-=¢,=0.

Se deduce que r; < dim(Vj_1/Vik—2) = my_1 — my_p. Escribase r, := my_; — my_3; se ha
mostrado que r, > ry. B

Si rp > rp, en vista del Lema 2.50, hay vectores x, 41, ...,X,, tales que el conjunto
{Nx1,...,Nx;,Xr41,...,%,} C Vi_1 es linealmente independiente sobre Vy_». Si ry = ry,
el conjunto {Nxy, ..., Nx, } juega el mismo papel.

Ahora los vectores N2x1, .. ., Nzxrl,Nx,,H, ..., Nx,, € Vi_o son linealmente indepen-
dientes sobre V;_3. En efecto, fijese que

2 2
blN X1+ + b”N Xp + br1+1er1+1 + -+ berx,Z € Vi3
= bNx1+---+b, Nx; +by1Xp 41+ +bp,x,, € Vi

= by=--=b,, =byy=---=b,=0.
Se deduce que r3 := mj_o —my_3 cumple r3 > ro. Sirs > rp, hay vectores x,,41, . . ., X, tales
q p y 2 3
que el conjunto {N%xy,..., Nzxrl, Nxy41,...sNXpy, X011, ..., X} C Vi_o es linealmente

independiente sobre Vj_3.
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Ad (a): Al repetir este proceso k veces, se obtiene el siguiente juego de vectores en C":

xl"'~ax}"],

Nx]a-"’erl’ xr1+l,---axr2,

2 2

N xl""’N xrl’ er1+1""’le‘29 xr2+1’---’xr3’

k-1 k—1 k-2 k-2 k=3 k-3

N 7 x1,...,N" " x,, N %41, .,N"7xp, N 7Xput,...,N" 77X,

o Nxpp ot NX 0 X 41 Xy (2.28)

Aqui se haescrito r; := my_jy —my_jpara j = 1,..., k. Todos los vectores en esta tabla son

linealmente independientes, por construccién. El ndmero total de vectores en esta lista es
riradeccdre = (mge—mg-r) + (Mg —me=2) + -+ (ma —my) +my
=my = n.

Por lo tanto, estos vectores forman una base B de C". La construccién muestra que las tltimas
(k — 1) filas de la lista (2.28) pertenecen a V;; y la suma telescépica para las filas anteriores:

ri+--+rgy=mp—m=n—-dimV;
dice que hay m; entradas en las dltimas (k — /) filas; por ende, ellas forman una base de V.

Ad (b): La propiedad (b) es inmediato de la forma explicita (2.28) de la base B. De
hecho, si y es un vector de la dltima fila, entonces y € V| = ker Ty, asi que Ny = 0. Si z es un
vector de cualquier otra fila, entonces Nz es un miembro de la fila siguiente. |

En la lista de vectores (2.28), la primera entrada fila genera un subespacio invariante para
Ty, puesto que N¥ = 0. De hecho, este subespacio reduce Ty porque las demds entradas
generan un subespacio suplementario, también invariante. Conviene reordenar la base B de
la siguiente forma (leyendo las filas de (2.28) de abajo para arriba):

k-1 k-1 k-1
B={N"x1,....,Nxi,x;, N 'x2,...,Nxp,x2, ..., N 'x,,....Nx; X,
k=2 k-2
N xr1+1’---’er1+l»xr1+la s N xr29---’er25xr29
k=3 k=3
N xr2+17~'~9er2+1’x}’2+1a s N xrg’-~-aer3axr3’
erk,2+1»xrk,2+1’ R erk—l’xrk—l’
Xrp +1s- > Xpy Je (2.29)

Al agrupar los términos en este orden, se obtiene un juego de r; subespacios que reducen Ty.
La matriz [TN]g asi obtenida es semejante a N (desde luego) y conforma una suma directa
de bloques.
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En esta suma directa, hay r| bloques k X k; seguido de r, — r; bloques (k — 1) X (k —1);
etc., hasta ryp_; — ry—2 bloques 2 X 2; y por dltimo un bloque de ceros que corresponde al
subespacio Vi = ker Ty = lin{x,,_ 41, ...,Xr)-

Para determinar las entradas de estos bloques, basta examinar el primero de ellos, deter-
minado por las igualdades:

Ty(N¥Ix)) = N*/*x,, para j=1,... k.

Alponery; = NK=Jx |, seve que{yi,...,¥x} = {N*x,..., Nxy,x}eslabase (ordenada)
del primer subespacio invariante, y ademds:

Tn(y1) =0, Tn(y2)=y1, Tn(y3)=y2, ..., Ty(y)=Yi-1,

La matriz correspondiente es el bloque

010..000
001 ..000
000 ..000

JeO):=1{: 5 or o (2.30)
000 ..010
000 ...00°1
000 ...000

Esta es una matriz triangular con ceros en la diagonal y entradas 1 en la subdiagonal superior:
ap=ay=---=ap1x=1.

La matriz de Ty es la base B es entonces la suma directa de r; bloques J¢ (0), seguido por
(ro —ry) bloques J;-1(0), etc., hasta (ry—; — rr—2) bloques J>(0), mas un bloque nulo de lado
(rk - rk—l) = dim ker TN.

Definicion 2.52. Sea k € {2,3,...} y sea 4 € C. El bloque de Jordan J; (1) es la matriz
triangular superior en My (C) dada por

A1 0 ... 000
0 11 .0 00
002 ...000
Je(D) = AL+ Je(0) = = 00 (2.31)
000 ...210
000 ... 02411
000 ... 002
Conviene escribir J (A1) := [1] € M{(C) = C, como caso trivial. O
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Lema 2.53. El polinomio minimo de un bloque de Jordan es igual a su polinomio caracte-
ristico: si A = Ji(A), entonces q4(t) = pa(t) = (t = D).

Demostracion. Si A = Ji (1), es obvio que pa (1) = det J(t — 1) = (t — D*.

Basta entonces comprobar que (J; (1) —A1;)! # Ocuando k > 2y [ < k.

Ahora Ji(A) — A1 = Ji(0) es la matriz triangular nilpotente (2.30). Al renombrarla
B = Ji(0), se ve que las tnicas entradas no nulas de C = B? son

ci13=bnby =1, cu=bybyu=1 ..., cio2k=br2i-1bi-1x=1.

Por induccién sobre /, se ve que en R = B! 1as tinicas entradas no ceros son T4l =72)42 =
-+ =11k = 1. Por ejemplo, para B = J4(0) se ve que

0010

B =

0
0 -
|- B
0

S O OO
S O O O
SO O

1 0 0
01 0
00 0
00 0

oS O O
oS O O

0
0
0

S O =

y después, B* = 0. En tamafio k x k, se obtiene B! # 0 paral=1,2,...,k — 1, pero B =0.
Luego ¢p(t) = t* y en seguida g4 (1) = (1 — 1)¥. O

» Al aplicar las consideraciones anteriores sobre matrices complejas nilpotentes al caso de
una matriz compleja cualquiera, se obtiene el siguiente teorema que identifica todas las clases
de equivalencia de matrices complejas bajo la relacion de semejanza.

Teorema 2.54. Cualquier matriz A € M, (C) es semejante a una suma directa de bloques
de Jordan de la forma J;(«;), donde {ay,...,a,} son los autovalores distintos de A. Para
cada «;, el mayor tamariio | X [ de los bloques J;(«;) en esta suma directa es el exponente ;
del factor (t — a;)i en el polinomio minimo q (t) de la matriz A.

Demostracion. El polinomio minimo p 4(7) escinde en C[¢] y por ende es de la forma (2.24):
pa(t) = (1= a) (1= @) (1 - @),

donde a,...,a, € Cson distintos y k| + - - - + k, = n. Su polinomio minimo tiene la forma
(2.25):

ga(t) = (t =)' (1 =) - (t = a)",
donde 1 < I; < k; en cada caso, en vista del Corolario 2.44.

SeaC"=U; & --- ® U, la descomposicion primaria debida a esta factorizacion de p 4 (t).
Elijase una base B; para cada U;, cuya unién disjunta B = B; W - - - W B, es una base de C".
Al cambiar la base estindar € de C”" a esta base B, se deduce que la matriz A es semejante a
una suma directa A =A; & --- ® A,, como en (2.26).
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En esta suma directa, cada bloque A; tiene la forma A; = «a; 1x, + N; donde N; es una
matriz cuadrada nilpotente, con Nl.l" = 0en My, (C).

Ahora, la matriz escalar @; 1;, no sufre cambio alguno al reemplazar la base B; por
cualquier otra base de U;. Se puede entonces suponer que B; es aquella que expresa T, como
suma directa de bloques de Jordan J;(0), como en (2.30).

Por la construccidn de esta base en la demostracion de la Proposicion 2.51, se ve que [ < /;
en cada caso; y que hay al menos un bloque de lado /;. Al sumarles los bloques escalares a; 1,
resulta que cada A; es una suma directa de bloques de Jordan J;(«;). O

Definicién 2.55. Sea A € M, (C) una matriz cuadrada compleja. La suma directa de bloques
de Jordan (en orden decreciente de tamanos de bloques) dada por el Teorema 2.54 anterior,
se llama la forma normal de Jordan de la matriz A. o

El Teorema 2.54 proporciona una descripcion completa de la estructura de una matriz
cuadrada compleja, o bien la de un operador lineal sobre un espacio C-vectorial de dimension
finita. Esta descripcion es aplicable a matrices u operadores con otros cuerpos F de escalares,
toda vez que sus polinomios caracteristicos escinden en F[z].

2.6. Ejercicios sobre operadores lineales y matrices

Ejercicio 2.1. Calcular los tres autovalores de la matriz

1 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 1

Ejercicio 2.2. Calcular los tres autovalores distintos A, 4>, A3 de la matriz

A=

[\CI NN}
S NN
~ O

Resolver las ecuaciones (4,13 — A)x; = 0 para j = 1,2, 3, para asi obtener tres autovectores
{x1,x2,x3} de A. Sea P := [x| x; x3] la matriz cuyas columnas son estos autovectores (en
orden). Verificar que la matriz P~'AP es diagonal y que sus elementos diagonales son los
autovalores de A.

Ejercicio 2.3. Un cuadrado magico de lado n es una matriz n X n cuyas entradas son los
enteros 1,2, ...,n% dispuestos de tal manera que la suma de las entradas de cada fila; de cada
columna; y de las dos diagonales, es la misma. Comprobar que %n(n2 + 1) es un autovalor de
esta matriz.
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Ejercicio 2.4. Calcular los autovalores de la matriz

2 -2 3
A=(1 1 1
1 3 -1

Obtener una matriz invertible P cuyas columnas son autovectores de A. En seguida, verificar
que las transpuestas (en columnas) de las filas de P~! son autovectores de A’.

Ejercicio 2.5. Calcular los autovalores de la matriz simétrica

2 -1 0
A=(-1 2 -1
0 -1 2

Obtener una matriz invertible P, también simétrica, cuyas columnas son autovectores de A.

Ejercicio 2.6. Si 1 es un autovalor de una matriz A € M,,(F), comprobar que A* es autovalor
de la matriz A*. Si ademds A es invertible, mostrar que 1/1 es un autovalor de A~

Ejercicio 2.7. Calcular los polinomios caracteristicos y determinar los autovalores de las
matrices

1 1
w W,
W w

) C=

cosf —send _|coshr senht
send cos6 |’ ~ |senht cosht

p—

donde -t <O <mteR y w= e2mil3 = %(—1 +i\/§).

Ejercicio 2.8. Calcular el polinomio caracteristico de la matriz compaiiera n X n:

[ 0 1 o - 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0o - 0 0
A =
0 0 o - 0 1
|—do —a1 —az -+ —dp-2 —dp-1]

para verificar asi que p4(t) = t" +a,_1t""' +---+at +ao. Concluir que todo polinomio p(¢)
es el polinomio caracteristico de alguna matriz.?

'9Esta matriz A es la “compaiiera” del polinomio p, (7).
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Ejercicio 2.9. (a) Si P"!AP = D es una matriz diagonal, demostrar que A* = PDKpP~!
paratodo k =0,1,2,3,...

. -5 3
(b) Calcular los dos autovalores de la matriz A = [_ 6 4] y obtener un par de autovectores
correspondientes.

(c) Usar los resultados de las partes (a) y (b) para comprobar que

=5 3]7 _[-1025 513
—6 4] ~|-1026 514|°

Ejercicio 2.10. Témese F = R 6 C en este Ejercicio. Las férmulas A¥ = PD¥P~! son casos
particulares de la receta:

f(A) =Pf(D)P~' todavezque D =P 'AP.

Esta receta es valida, no solo para polinomios f () sino también para series de potencias (con
radio de convergencia infinita), por aplicacién de las férmulas para AX a cada potencia. Si
D = diag[Ay,...,4,] es diagonal, la matriz (D) es también diagonal: en efecto, se ve que
f(D) =diag[ f(41), ..., f(4d,)]. Se define la exponencial de una matriz real o compleja por

f(t = = Z k_ == exp Z k_
k=0 k=0
Comprobar los cdlculos siguientes:

(a): exp [8 (c)] =

=5 3| _ 2el—¢ e—e?
-6 4| |2e2=2¢ 2e-e7?|"

1 ¢
0 1}, (b): exp

Ejercicio 2.11. Una cadena de Markov es un proceso probabilistico con un ndmero finito n de
“estados”, caracterizado por nimeros reales no negativos a;; el cual representa la probabilidad
de un cambio (estado i) — (estado j) en un solo paso del proceso]. Se impone la condicién
de que Z?Zl a;j =1.51 A = [a;;] € M,(R) es la llamada matriz de transicion de la cadena
de Markov, resulta que la probabilidad de un cambio (estado i) — (estado j) en k pasos es la
entrada (7, j) de la matriz A*. Comprobar que

k+1 k+1
730 i+ 2 -7
A= % % % — AF = 4—1‘ % }L para k > 1
11 k+1 k+1
03 3 T C T I Y ) I

Ejercicio 2.12. Sean A y B dos matrices complejas n X n. Mostrar que las matrices ABy BA
tienen los mismos autovalores.
[ Indicacién: considerar un autovector de AB. |
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Ejercicio 2.13. Sea A, B € M,(C) dos matrices cualesquiera. Demostrar que los polinomios
caracteristicos pap(t) y ppa(t) coinciden.20

[ Indicacién: si det A # 0, entonces BA = A"'(AB)A. En cambio, si det A = 0, fijese
que det (A — ) # 0 cuando p € C no es un autovalor de A; concluir que la expresion

hy(t) :==det(A1,— (A—-1t)B) —det(41, — B(A—1)),
para cada A fijo, es un polinomio en C[¢] con mds de n raices. |

Ejercicio 2.14. Calcular los polinomios caracteristico y minimo de las matrices:

A=|1 4 1|, B= :
4 1010
0101

Ejercicio 2.15. Sea T € L£L(M,(F)) el operador de transposicion, es decir T(B) := B' (véase
el Ejercicio 1.12). Calcular los polinomios caracteristico y minimo de 7. Exhibir una base de
autovectores para el operador T'.

Ejercicio 2.16. (a) Sea A € M,(F) una matriz con n autovalores A, ..., 4,, no nece-
sariamente distintos. Si f(#) € F[¢] es un polinomio cualquiera, demostrar que los
autovalores de la matriz f(A) son f(A4;),..., f(1,).

(b) Comprobar que la traza de A* obedece tr(A*) = /l’]‘ +---+ Ak paratodo k € N.

Ejercicio 2.17. Sea A € M, (F) una matriz invertible. Demostrar que el coeficiente de ¢ en el
polinomio caracteristico p4(t) es (=1)""!(det A) tr(A~1).

Ejercicio 2.18. Una matriz B € M, (C) es idempotente si B> = B. Comprobar que la matriz
(1, — B) es también idempotente. Si B # 0y B # 1,, demostrar que el conjunto de los
autovalores distintos de B es {0, 1}.
(Qué se puede afirmar acerca de la forma de Jordan de una matriz idempotente B?
Verificar que r(B) = tr B cuando B es idempotente.

Ejercicio 2.19. Calcular los polinomios caracteristico y minimo de la matriz

5 -1 0 0 O
6 0 -1 0 O
A=10 0 0 O O0f.
0o 0 0 3 1
0O 0 0 -11

2%Esto no sigue directamente del Ejercicio 2.12 anterior, porque puede haber autovalores repetidos.
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Ejercicio 2.20. Obtener la forma normal de Jordan de la matriz triangular siguiente:

1 -2 3 4
0O 1 -1 =2
A= 0 0 1 4
0 0 0 -3

Para hallarla, se debe proceder asi:
(a) identificar un autovector y para el autovalor —3;

(b) identificar los subespacios Vi, V,, V3 anulados por (A — 14), (A — 14)2, (A - 14)3,
respectivamente;

(c) hallar un vector x € V3 \ V; tal que {(A — 14)%x, (A — 14)x, x, y} sea una base de F*;
(d) si P es la matriz cuyas columnas son los vectores de esta base, calcular Pl
(e) verificar que la matriz P~' AP es una suma directa de bloques de Jordan.

Ejercicio 2.21. Sea T: V — V un operador lineal sobre un espacio C-vectorial V. Si A es un
autovalor de 7', un autovector generalizado de 7 para A es un vector x € V tal que

(T-A1y)x =0 pero (T -2 1) x 0,

para algun k > 1. (Cuando k = 1, x es un autovector “ordinario” de T'.)
Identificar los autovectores generalizados del operador T4 en el Ejercicio 2.20 anterior.
Demostrar que V posee una base que consiste de autovectores generalizados de 7'.

[ Indicacion: usar la forma normal de Jordan de la matriz de 7. ||

Ejercicio 2.22. Si A € M, (R) lamatrizsimétricaconentradasa i = [j = k+1]+[k = j+1],
es decir, tiene entradas 1 en las dos subdiagonales principales, y las demds entradas cero. Para
n =5, por ejemplo:

01000
1 0100
A=(0 1 0 1 0.
00101
00010
Sea B € M, (R) la matriz con entradas b ; = sen( Jlj_ﬁ ) Verificar que las columnas de B

son autovectores de A. ;Cudles son los autovalores correspondientes? es cierto o falso que la
matriz A es diagonalizable?
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Ejercicio 2.23. Una matriz A € M,,(F), sobre un cuerpo F cualquiera, se llama semisimple

si su polinomio minimo g4 (¢) es un producto de factores irreducibles distintos. Comprobar

que una matriz compleja (el caso F = C) es semisimple si y solo si es diagonalizable.
Encontrar una matriz B € M4(R) que es semisimple pero no diagonalizable.

Ejercicio 2.24. Sea C(t) :== C,t" + Cr_1t" ' + -+ + C1t + Cy € M,(F[t]) una matriz n X n
con entradas polinomiales, o lo que es lo mismo, un polinomio con coeficientes C; en M, (F).
Mostrar que hay otro polinomio matricial Q(¢) tal que

C()=0() (- A)+C(A);
es decir, que el resto de la “division a la derecha” de C(z) por (r — A) es la matriz
C(A) =CA"+Cr 1A 4+ C1A + C.

Ejercicio 2.25. Sea A € M,(F) una matriz con polinomio caracteristico p4(¢) y polinomio
minimo g4 (t). Sea d,,—; (¢) el maximo comun divisor de todos los menores (n — 1) X (n— 1)
de la matriz (¢ 1,, — A), esto es, el maximo comun divisor de las entradas de adj(z 1, — A).
Por definicion, el polinomio d,_;(t) es ménico.

(a) Comprobar que d,,—1(¢) divide p4(¢). Por ende, hay un polinomio ménico

pa(t)

dn—l (t )

Verificar que §(A) = 0 y como consecuencia, que g4 (¢) divide g(z). [ Indicacién: usar
el Ejercicio 2.24 anterior. ||

q(1) =

(b) Sig(t) = s(t) ga(t) enF[z], demostrar que s() = 1y concluir que el polinomio minimo
q (1) satisface la formula?!
pa(t)
dn—l (t) .

Ejercicio 2.26. Usar la formula (2.32) del Ejercicio anterior para calcular el polinomio
minimo g4 (¢) de la matriz siguiente, en forma normal de Jordan:

qa(t) = (2.32)

00

N - O O O

1
3 0
0 0
0 2
0 0

S O W =

*'Este ejercicio proporciona una formula para g4 (t), haciendo constar que existe un proceso algoritmico
para obtener el polinomio minimo. Véase la seccion I'V.6 del libro: Feliks Gantmacher, The Theory of Matrices,
tomo 1, Chelsea, New York, 1959.
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3 Ortogonalidad y teoria espectral

In the right hands, integration by parts and
the Schwarz inequality are still among the most
powerful tools of mathematics.

— Mark Kac

Hasta ahora, el cuerpo FF de escalares ha sido arbitrario; los conceptos principales han sido
la independencia lineal de vectores y la semejanza de matrices cuadradas. Con una notable
excepcion: cuando fue necesario suponer que los polinomios caracteristicos escinden en F|]
para obtener la forma normal de Jordan, se tomé F = C, los nimeros complejos. De ahora en
adelante, para poder abordar los conceptos de ortogonalidad entre vectores y positividad de
matrices, se usara solamente escalares reales o complejos.

Asi pues, en este capitulo el cuerpo de base serd R, los nimeros reales; o bien C, los
nimeros complejos. Cuando una discusion es aplicable en los dos casos, se usard la letra F
para denotar F = R 6 F = C indiferentemente.

Sia € C,a=s+itcons,t €R, dendtese por @ = s — it su conjugado complejo; desde
luego, vale @ = a siy solo si @ € R.

3.1. Productos escalares reales y complejos

Definicion 3.1. Sea V un espacio vectorial sobre F = R o C. Un producto escalar en V es una
operacién que a cada par de vectores x,y € V asocia un escalar (x,y) € F, con las siguientes
propiedades: six,y,z € Vy a € F, entonces

@ (xy)=.x),

(b) (x.y+2) =(x,y) +(x.2),

() (x,ay) =alx.y),

(d) (x,x) >0, conigualdadsolosix =0enV. o
Algunos libros emplean el término producto interno como sinénimo de producto escalar.!

Ejemplo 3.2. SiF =Ry V =R", el producto punto de dos vectores (de columna) es

(X,y) =X -y :=x1y1+X2V2+ -+ XV (3.1a)

Esto es un producto escalar real.

'En estos apuntes, se prefiere el término producto escalar; pero eso es cuestion de gustos, y bien se ha dicho
que de gustibus non est disputandum. En la literatura matemadtica, de hecho, abundan los productos internos y
externos, como también los productos interiores y exteriores. Para no complicar las cosas antes de tiempo, se
recomienda evitar esta terminologia.
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SiF=CyV =C", se define andlogamente

(Z,W)=Z-w =W +2owa+- -+ Z,w,. (3.1b)

Esto es un producto escalar complejo. O

Definicion 3.3. Una aplicacién 7: V — W entre dos espacios vectoriales sobre C se llama
semilineal (o antilineal) si

T(ax+pBy)=ax+pBy paratodo x,y€V; a,peC.

Si V, W, Z son tres espacios vectoriales sobre un cuerpo F cualquiera, se dice que una
aplicacion T: V X W — Z es bilineal si es lineal en cada variable por separado; esto es,

o x> T(x,y)quedaen L(V,Z) paracaday € W,
o y+—T(x,y)quedaen L(W,Z) paracadax € V.

Si V, W, Z son espacios vectoriales sobre C, se dice que una aplicacion 7: VX W — Z
es sesquilineal si 7 es semilineal en una variable y lineal en la otra.? o

Las propiedades (a), (b), (c) de la Definicién 3.1 muestran que el producto escalar, consi-
derado como aplicaciéon V x V — F, es bilineal en el caso real F = R pero sesquilineal en el
caso complejo F = C. Estd claro que (a) y (b) implican que (y +z,x) = (y,x) + (z,x) cuando
x,y,z€V.

Ademas, la sesquilinealidad, segtin la propiedad (c) arriba, dice que (x,y) es lineal en
la segunda variable, pero semilineal en la primera variable. Este convenio, establecido por
los trabajos de Dirac en los albores de la mecénica cudntica, tiene diversas ventajas.3 Sin
embargo, se debe advertir que la mayoria de los libros de texto en matemética — en contraste
con los de fisica — adoptan el convenio opuesto, en donde el producto escalar es lineal en la
primera variable y semilineal en la segunda. Caveat lector.

Ejemplo 3.4. Si V = Cr|a, b] es el espacio vectorial real de todas las funciones continuas
f: [a,b] — R, definase

b
(fog) = / £ g(0) dt.

Es facil verificar que este es un producto escalar real.

113

2El prefijo sesqui- significa ‘5 veces”.

3Paul Adrien Maurice Dirac (1902—1984), fisico inglés, obtuvo una ecuacién que describe el comportamiento
relativista del electrén y predijo la existencia del positrén. En 1930, publicé un libro Principles of Quantum
Mechanics, que sent6 el formalismo bésico de la fisica cudntica (e incluye sus convenios notacionales).
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Por otro lado, en el espacio vectorial complejo Cc[a, b] de todas las funciones continuas
f: [a,b] — C, se puede definir

b —
(f.8) = / f(t)g(r)dt.
En particular, vale (f, f) = /ab |f(1)|> dt > 0, con igualdad si y solo si la funcién continua f

es idénticamente nula en el intervalo [a, b]. ¢

Los espacios vectoriales del ejemplo anterior son infinitodimensionales. Para no complicar
el panorama con asuntos de andlisis tales como la convergencia de las integrales y series,
en adelante se asumird que todos los espacios vectoriales son de dimension finita. Aun asfi,
buena parte de lo que sigue es directamente extensible al caso infinitodimensional.

Ejemplo 3.5. Si V = R™*" ¢s el espacio vectorial de matrices m X n reales, definase
(A, B) :=tr(A'B).

Esta expresion es evidentemente lineal en A y en B. Para verificar su positividad, es cuestion
de notar que

tr(A'A) = Z Z aZ >0,
j=1 i=
con igualdad si y solo si todo a;; = 0, es decir, A = 0. o

» La positividad del producto escalar, Definicion 3.1(d), permite introducir el concepto de la
longitud de un vector. En adelante, en este capitulo, V serd un espacio vectorial finitodimen-
sional, sobre R o C segtn el contexto, dotado de un producto escalar (—, —) fijo.

Definicion 3.6. Se define la norma de un vector x € V por

el = Vx, x). (3:2)

También se dice que ||x|| es la longitud de x (asi, norma y longitud son sin6nimos.) O

Proposicion 3.7. Se verifica la desigualdad de Schwarz:

[, ») < Ixllllyll | paratodo x,y € V. (3:3)

con igualdad siy solo si x,y son proporcionales.

Demostracion. Esta claro que (3.3) se cumple con igualdad si x = 0 o biensiy = 0.4
Supéngase entonces que x # 0, y # 0; y ademds, en el caso F = C, que (x, y) es real.

4El vector 0 es proporcional a cualquier vector x porque 0 = Ox.
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Parat € R, coléquese f(¢) := ||x + ty||>. Entonces

f(t) =(x+ty,x +1ty)
= (x,x) +2t(x,y) +t*(y,y) porque (y,x)=(x,y) €R,
Iyl? % + 2@, y) £ + ||x|?

:at2+bt+c,

la cual es una funcién cuadrética real de 7, con a > 0. Como f(¢) > 0 para todo ¢ por hipdtesis,
el discriminante de la ecuacién cuadrdtica at® + bt + ¢ = 0 no puede ser positivo. (De hecho,
si t1, tp fueran dos raices distintas de esta ecuacion, seria f(¢) < O parat; <t < t,.) Resulta
entonces que b2 — 4ac < 0, es decir,

40x,y)* = 4lxIPlyl* <0,

esto es, (x,y)? < |lx]|?||y]|*>. Al tomar la raiz cuadrada positiva en ambos lados, se obtiene la
desigualdad deseada:

e, | < Dl I,

con igualdad solo si b% — 4ac = 0, es decir, solo si la ecuacién cuadrética at> + bt + ¢ = 0
posee una sola raiz real t = f. Pero entonces f (o) = ||x + toy||> = 0 y por eso x + toy = 0
en V. Luego x = —foy para algin 7y € R; es decir, los vectores x, y son proporcionales.

Falta considerar el caso donde F = C pero {x, y) ¢ R. En ese caso, vale (x,y) = r ¢? con
r>0,0 € R. Témese z := ey, asi que (x,z) = r € R. De (3.3), ya verificado para ese caso,

se obtiene |(x, z)| < |lx|| [lz]l; pero |lz]l = [e™°| llyll = llyll, asf que

e, )] = [e e 2] = [Ge, 2] < ezl = llel I O
Corolario 3.8 (Desigualdad de Cauchy). Si x1,...,X,,V1,...,yn € R, entonces?

(11 + e+ X0yn)? < (- x0) (07 + -+ 97). =

Proposicion 3.9. La norma de un vector tiene estas propiedades: six,y € V, a € F, entonces
(@) ||lax|| = |a|||x|| (homogeneidad positiva),
) ||x+yll < |lx|l+Ilyll (desigualdad triangular),

() ||x]| =0, conigualdad solo six =0enV.

SLa desigualdad (3.3) tiene varios padres. Agustin-Louis Cauchy lo mostrd para el caso de n variables reales
en 1821; Viktor Bunyakovsky lo mostré para integrales (ver el Ejemplo 3.4) en 1859; Hermann Schwarz mostré
el caso general en 1888. Muchos libros hablan de “la desigualdad de Cauchy y Schwarz”; los rusos lo llaman
“la desigualdad de Bunyakovsky”.
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Demostracién. Ad (a): Basta notar que ||ax|?> = (ex,ax) = (aa)|x||*> y ademds que
|| = Vaa por definicién.

Ad (b): Al usar la desigualdad de Schwarz (3.3), se obtiene

lx +ylI> = (x +y,x +y)*

= (6,%)% + (X, ) + (3,x) + (,3)°
< lxelf? + 21¢x, )| + Iy 117
2
<l + 20l Iyl + 1y 1% = (el + lly 1)
Ad (c): Esto es inmediato de la Definicion 3.1(d). O

Lema 3.10 (Ley del paralelogramo). Si V es un espacio vectorial con un producto escalar
ysix,y €V, entonces

I+ yII> + llx = yII* = 2llx]1> + 2[ly 1>,

Demostracion. Este es un calculo sencillo:

e+ Y17+l =yl = x +y,x +y) +(x =y, x ~ y)
=2(x,x) +2(y.y)
= 2||x|1* + 2y l1>. o

Cualquier funcién x +— ||x|| sobre un espacio vectorial V que cumple las propiedades (a),
(b), (c) de la Proposicién 3.9 se llama una norma sobre V. Resulta que existen otras normas
sobre R" o C", diferentes de (3.2), que no cumplen la ley del paralelogramo. Dos ejemplos de
tales normas son

x|t = oer] + el + -+ -+ [l
Ix||co := méx{lxll,lle,...,lxn|}. (3.4)

De hecho, hay un teorema que dice que cualquier norma sobre R" o C" que cumple la ley del
paralelogramo determina un producto escalar tal que (x,x) = ||x||>. Las normas || - |1 y || - ||co
no provienen de un producto escalar.

Lema 3.11 (Férmulas de polarizacion). Si V es un espacio vectorial con un producto escalar,
la norma (3.2) determina el producto escalar por polarizacion:

CasoF=R: 4(y,x)=lx+yl’-lx -yl
CasoF=C: 4(y,x)=lx+yl2=llx—yl2+illix +y2—illix -y~ G5
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Demostracion. Considérese el caso IF = C; el caso mds sencillo F = R se deja como ejercicio.
De la férmula (3.2) que define la norma, se obtiene

I £ y)* = (x 2 y,x £y) = |lx[* £ x,p) =y, x) + [lylI*
Por lo tanto,
x + 11 = llx = yII* = 2¢x, y) + 2(y, x).
De manera similar, se ve que
llx +iyl|* = (x iy, x £iy) = [lx||* £ix, y) Fily, x) + ||yl%,
y de ahi se obtiene
illx +iyl* —illx — iyll* = —2¢x, y) + 2(y, x).

La férmula (3.5) sigue directamente. O

» Ladesigualdad de Schwarz tiene consecuencias inmediatas para la geometria de un espacio
vectorial real.

Definicion 3.12. SiV esun espacio vectorial sobre R, la distancia entre dos vectores x,y € V
se define como la longitud de la diferencia, ||x — y||. Six # 0y y # 0, el angulo entre estos
dos vectores no nulos se define como sigue. La desigualdad de Schwarz implica que

< (x,y) <1,
e[ Lyl

asi que hay un unico angulo 6, con 0 < 6 < 7, que cumple

cos @ := x. ) :
[l 11 Ly [
Dicho de otro modo, se verifica la relacion (x,y) = ||x|| ||y|| cos 6. ¢

Definicién 3.13. Dos vectoresx, y € V sellaman ortogonalessi (x, y) = 0. (Esta terminologia
es aplicable en los dos casos F =R y F = C.) Se escribe x L y para significar que x,y son

ortogonales.
Dicese que los vectores no nulos x, ...,x, € V forman un conjunto ortogonal en V si
X; Lx;parai # j. o

Lema 3.14. Un conjunto ortogonal de vectores en'V es linealmente independiente.
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Demostracion. Sea {x1,...,X,} C V un conjunto ortogonal de vectores no nulos. Témese
cl,...,Ccp € Ftalesque cix; + -+ + cpx,, = 0. Para cada indice j = 1,...,m, se ve que

0=(x;,0) = (xj,c1X1 + -+ CuXm) = (Xj, cx;) = cj llx; 1%,
y por tanto ¢; = 0. Luego {x1,...,x,} es linealmente independiente en V. O

Definicion 3.15. Si M es un subespacio de V, su complemento ortogonal M es el subespacio
de V definido por
Mt ={yeV:{(y,x)=0paratodox € M }.

Obsérvese que M es un subespacio de V porque, siy,z € M+, @ € Fy six € M, entonces
y+z,x)=(,x)+{(z,x)=0+0=0,
(ay,x) =a(y,x)=a0=0. O

3.2. Bases ortonormales

En esta seccidn, V es un espacio vectorial (sobre R o C) de dimension finita n, dotado de
un producto escalar (—, —).

Definiciéon 3.16. Se dice que un juego de n vectores {ej,...,e,} es una base ortonormal
de V si se verifica las siguientes dos propiedades:

(a) (ej,er) =0 cuando j # k;
(b) (ex,er)=1 parak=1,...,n.
Alternativamente, estas dos condiciones pueden combinarse en una:

(ej,exy=[j=k| para j,k=1,...,n. (3.6)

En otras palabras, {ey,...,e,} es una base ortonormal de V si es un conjunto ortogonal
de n vectores tales que ||ex|| = 1 para todo k. (Por el Lema 3.14, una base ortonormal es
efectivamente una base de V.) o

Si {ey,...,e,} es una base ortonormal de V, dos vectores cualesquiera x,y € V definen
- . on on L.
combinaciones lineales x = ), i1 Xje),y = 2.k—1 Ykex de los vectores bdsicos. Entonces

(x,y) = <Z”:xjej,zn:ykek> = ii(xjej’)’keU
= =1 |
n

n n
= szjyk (ej.er) = kawc =X1y1 +Xoy2 + -+ X Y0,

j=1 k=1 k=1
porque los términos de la doble suma con j # k se anulan. De este modo, se obtiene las formas
explicitas (3.1) del Ejemplo 3.2 al usar coordenadas con respecto a una base ortonormal.
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» Una base ortonormal permite identificar el espacio vectorial dual V* con el espacio vecto-
rial original V. En efecto, sea & = {ey, ..., e,} una base ortonormal de V; definase un juego
de formas lineales & := {fi,..., fu} € V* por

fr(x) :=(ex,x) | paracada k=1,...,n.

Six = ?:1 x;ej, entonces fi(x) = xi, asi que I es la base de V* dual a la base € de V.

Definase una aplicacién semilineal J: V — V* por

(X% yeek) = Xio; Vi S

Por un andlogo del Escolio 1.14, la aplicacion semilineal J estd determinada por sus valores

sobre una base de V; es decir, basta saber que Jey := f; para k = 1,2, ..., n. Entonces
Jy = Z}_’k Jieo  Jy(x) = Z)_’k Ji(x) = Z?m =(y,x). (3.7)
k=1 k=1 k=1

Resulta, entonces, que Jy es la forma lineal x — (y,x). El resultado final de este calculo
aclara que J tiene una descripcion que no depende de la base ortonormal especifica € de V.
De este modo, la aplicacién J proporciona una identificacién “candnica” de V* con V, en
presencia de un producto escalar.

Lema 3.17. Bajo la identificacion (3.7) de V* con V, el complemento ortogonal M~ de un
subespacio M C 'V coincide con el anulador M+ < V* de la Definicion 1.21.
En consecuencia, resulta que M & M+ =V.

Demostracion. Es cuestion de notar lo siguiente:

Jy € M* (anulador) & Jy(x) =0 paratodox € M
— (y,x)=0 paratodox e M

&= y € M* (complemento ortogonal).

Entonces vale dim M+ = dim V — dim M. Como M N M+ = {0} obviamente, y por conteo de
dimensiones dim(M & M*) = dim M + dim M+ = dim V, se obtiene M & M+ = V. m|

Para comprobar la existencia de una base ortonormal para un espacio vectorial con pro-
ducto escalar, hay un algoritmo que la construye a partir de una base cualquiera. Se trata de
un proceso iterativo que toma cada vector de la base original y lo proyecta sobre una recta que
es ortogonal a cada uno de los vectores anteriores. Este proceso se conoce como el algoritmo
de Gram y Schmidt.®

®Este algoritmo aparece en un libro de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités (Paris, 1816) y una
version modificada aparece en un trabajo de Jgrgen Pedersen Gram en 1883. La version moderna del algoritmo
se debe a Erhard Schmidt, un estudiante de Hilbert y autor de notables trabajos sobre las ecuaciones integrales,

en: “Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, I: Entwicklung willkiirlicher Funktionen
nach Systemen vorgeschriebener”, Mathematische Annalen 63 (1907), 433—476.
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Proposicion 3.18. Sea V un espacio vectorial de dimension n con un producto escalar, y sea
B ={x1,...,X,} una base de V. Definase los vectores ey, . ..,e, € V como sigue:

e; =x1/|x1;

y2 :=x3 — (e, x2) ey, €2 := ya/|lyzll;

y3 :=x3—(e1,x3)e; — (e, x3) e, e3 == y3/llysll;

Yk =xp— (e, xi) e — (e, xp)er — - —(ex_1,xp)er—1,  er:=yi/llyll.

Yni=X,—{e1,x,)e; —(er,x,)er—---—(€x_1,Xn) €n1, en:=yn/llynll- (3.8
Entonces {e1,...,e;} es una base ortonormal del subespacio lin{x1,...,x;) <V, y para
k =n, el conjunto € :={ey,...,e,} es una base ortonormal de V mismo.

Demostracion. Por induccion sobre k. Fijese que x; # 0 (por la independencia lineal de B),
asi que ||x1|| # 0. Luego {e} es una base ortonormal de lin{x;) = { @x; : @ € F}. En efecto,
e es un multiplo de x tal que ||e;|| = 1.

Supdngase entonces que se ha elegido eq,...,ex—; por el procedimiento indicado, y
que ellos forman una base ortonormal de lin{x1,...,x;_1). Para que {ej,..., e} sea base
ortonormal de lin{xy, ..., xy), basta comprobar que e; L e; para j < k y que |le,|| = 1. Si

J < k, entonces
k-1 k-1
<ej’yk> = <ej’xk - Z(ei,xk> ei> = <ej9xk> - Z<ei$xk> <ej’ ei>
i=1 i=1

k—1

= (e, xk) = ) (e xi) [ =]
i=1

={(ej,x;) —(e;,xr) =0.

En consecuencia, cualquier miltiplo de y; es también ortogonal a e; cuando j < k. Basta
entonces comprobar que y; # 0, para que se pueda dividir y; por el nimero positivo ||y y
asi definir e; como un mdltiplo de y; que cumple ||ex|| = 1.

Ahora, si fuera y; = 0, x; seria una combinacién lineal de ey, ..., e;_; debido a (3.8);
y estos vectores e son a su vez combinaciones lineales de x1, ..., x_;. Pero en tal caso los
vectores X, ..., Xy serian linealmente dependientes, lo cual es falso porque {x{,...,x,} es

una base de V.
Se concluye que y; # 0. Luego e estd bien definida; vale ||ex|| = 1; y ex es ortogonal a
lin(el,...,ek_1>. O

39



MA-460: Algebra Lineal II 3.3. Aplicaciones transpuestas y adjuntas

Corolario 3.19. Una base ortonormal {ey, ..., e} para un subespacio W < 'V puede ser
completado para obtener asi una base ortonormal de V.

Demostracion. Los vectores ey, ..., e, son linealmente independientes y generan el subes-
pacio W. Luego, por el Escolio 1.9, es posible hallar otros vectores x,+1,...,X, € V tales
que {ey,...,€m, Xm+1,-..,X,} sea una base de V (no necesariamente ortonormal). Ahora
apliquese el algoritmo de Gram y Schmidt a esta base: los primeros m vectores no sufren
cambio alguno y el resultado es una base ortonormal {ey,...,e,} de V cuyos primeros m
elementos son los vectores ey, ..., e, originales. O

3.3. Aplicaciones transpuestas y adjuntas

La transpuesta de una aplicacién lineal 7: V. — W, segin la Definicién 1.18, es la
aplicacion lineal T': W* — V* dada por T'g := g o T, para g € W*. De manera mds explicita:
T'g(x) := g(Tx),cuando g € W*yx € V.
~SiVy W son espacios vectoriales reales, dotados de productos escalares, la férmula (3.7)
proporciona dos identificaciones canénicas J: V — V*y J': W — W* dadas por

Jz:xm— (z,x)y para x¢€V,

Jy:y— (y,w)y para weW.

Estos isomorfismos R-lineales permiten reemplazar T*: W* — V* por una aplicacion lineal
de W en V. En efecto, se ve que

Ty, x)y =TTy (x) = Jy(Tx) = (y, Tx)w . (3.9)

En este cdlculo se ha puesto unas etiquetas y, w a los productos escalares, para énfasis; es
usual omitirlas cuando el contexto deja claro a cudl de los dos productos escalares se refiere.

Definicion 3.20. Dados productos escalares para los espacios R-vectoriales V' y W, se identi-
fica la aplicacién T': W* — V* con la aplicacién J~!T'J’: W — V. De este modo se redefine
la transpuesta de T: V — W como la aplicacién T': W — V determinada por la férmula:

(T'y,x) = (y.Tx). (3.10)

Dicho de otra manera: dada T: V — W, hay exactamente una aplicaciéon R-lineal T': W — V
que hace cumplir (3.10) paratodox € V,y € W. O

Para el caso V = R" y W = R™, es mds comodo (y mds usual) emplear la notacién
del producto punto en vez de los corchetes angulares para denotar productos escalares. Los
elementos del espacio vectorial “original” R" son vectores de columna, considerados como
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matrices n X 1. El espacio vectorial dual (R")* se identifica con los vectores de fila, es decir,
los matrices 1 X n. De ahora en adelante se escribird x' para denotar el vector de fila que es
la transpuesta del vector de columna x. El producto escalar se convierte en x'y = x - y. La
simetria del producto escalar real se expresa asi: o

x'y=x-y=y-x=yx.
La base estandar de R" es una base ortonormal con respecto al producto punto. Si A € R™*" es

la matriz de la aplicacién lineal T € £(R”, R™) con respecto a las bases estdndares, la formula
(3.10) que define la aplicacion transpuesta es entonces equivalente a la formula matricial:

x-Ay=x'A'y = (Aly)'x =y'Ax =y - Ax. (3.11)
» Para espacios vectoriales complejos (el caso F = C), se debe tomar en cuenta que las iden-

tificaciones candnicas J: V — V*y J': W — W* no son C-lineales, sino solo semilineales.
Esta circunstancia modifica la aplicacion transpuesta en el caso complejo.

Definicion 3.21. Sean V, W espacios vectoriales sobre C. Si §: V — W es C-lineal, se define
la aplicacién adjunta S*: W — V por §* := J-!S'J’ € L(W, V). (Debido a la semilinealidad
de J y J’, la identificacién de la Definicién 3.20 ya no es aplicable.)
Siy € Wyx €V, latransferencia (3.9) funciona del mismo modo que el caso real:
(JISUy. x)y = STy (x) = Ty (Sx) = (., Sx)w,

Entonces la aplicacion adjunta S*: W — V queda determinada por la férmula clave:

($7y,x) = (y, Sx). (3.12)

Al tomar el conjugado complejo de ambos lados, se obtiene una férmula equivalente:
(Sx,y) = (x,S"y). En consecuencia, se puede mover una aplicacion lineal de un lado a otro
de un producto escalar, reemplazdndola por su aplicacién adjunta al otro lado. O

» Seal = {ey,...,e,} unabase ortonormal paraVy U = {uy,...,u,} unabase ortonormal
para W. Una aplicacion lineal S: V — W y su adjunta S*: W — V determinan dos matrices
A= [S]E(\:i yB = [S*]ﬁ con respecto a estas bases. De acuerdo con la férmula (1.9), se obtiene

m

Sej:Zaljul, asique a;; =(u;,Se;) paraj=1,...,n,
=1

n
S*uy = Z bixe;, asique by ={e;,S'uy) parak=1,...,m.
i=1
Por lo tanto,
bik :=(e;, S"uy) = (Se;, ux) = (uy, Se;) = ay; .

En resumen: la matriz B € C™" es la transpuesta conjugada de la matriz A € C"™",
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Definicion 3.22. Sea A = [a;;] una matriz compleja m X n. Se denota por A = [di;] su

matriz conjugada, también m X n, obtenida de A al tomar el conjugado complejo de cada

uno de sus elementos. Obsérvese que A = A si y solo si todas las entradas de A son reales.
La matriz adjunta de A es la matriz n X m dada por A* := [a;;]; esta es la matriz

transpuesta de A y a la vez la matriz conjugada de A":

A* = (A)' = AL (3.13)

Las transformaciones A — Ay A — A" son semilineales. La primera conserva el orden de
multiplicacién: AB = A B, mientras la segunda revierte el orden:

(AB)" = B*A*

en general. [ Si A € C"™" y B € C™*, entonces B* € C*" y A* € C™™, asi que estos
productos de matrices son consistentes. || O

Definiciéon 3.23. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada sobre un cuerpo cualquiera. Dicese
que A es una matriz simétrica si A' = A.

En el caso F = C, una matriz cuadrada A € M,(C) es una matriz hermitica si A* = A.
Una matriz simétrica real es también hermitica.” 0

Ejemplo 3.24. Si A € R™*", las matrices cuadradas A'A € M,(R) y AA' € M,,(R) son
simétricas. En efecto,

(A'A)' = A'A = A'A,  (AAY = A"A' = AAL

De igual modo, si B € C™*", la matrices cuadradas B*B € M,(C) y BB* € M,,(C) son
hermiticas. De hecho,

(B*B)* = B*B* =B*B,  (BB")" = B"*B* = BB". o

Proposicion 3.25. Si A € M,(R) es una matriz real simétrica, o bien si A € M, (C) es una
matriz hermitica, entonces 1os autovalores de A son todos reales. Ademads, si dos autovectores
x, y de A corresponden a autovalores distintos, entonces {(x,y) = O.

Si A posee n autovalores distintos {11, ..., A,}, sean {x1,...,x,} unos autovectores de A
tales que Ax; = A;x; y ademds ||x;|| = 1 para j = 1,...,n. Estos autovectores {x1,...,X,}
entonces forman una base ortonormal de R" o C", segiin el caso.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso F = C, con A = A* € M,(C). Esto implica
que (Ay,x) = (y, Ax) paratodo x,y € C".

7La palabra hermitica celebra el matematico francés Charles Hermite quien fue el primero que mostro,
en 1855, que una matriz compleja A que satisface A = A* tiene autovalores reales.
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Six € C" es un autovector para el autovalor A de A, entonces
Alxl* = A ¢x, x) = (x, Ax)
= (x, Ax) = (Ax,x)

= (dx,x) = A(x,x) = A x|1%,

asi que 1 = A porque x # 0 (y por ende |[x|| > 0) por ser x un autovector. Esto comprueba
que 4 € R.
Ahora sean Ax = Ax, Ay = uy con A # u. Entonces

uix,y) =(x,uy) =<(x,Ay)
= (Ax,y) = {(Ax,y) =A(x,y), pues A€R.

Como u # 4, se concluye que (x,y) = 0.

Si A posee n autovalores distintos, hay autovectores xi,...,x, tales que Ax; = A;x;
para j = 1,...,n. Estos vectores no nulos son ortogonales entre si, por lo que se acaba de
probar. Al multiplicar cada x ; por un escalar positiva si fuera necesario, se puede suponer que
llx ;|| = 1 para cada j. Entonces {x1,...,x,} consta de n vectores mutuamente ortogonales
de norma 1, y por lo tanto es una base ortonormal de C". O

Proposicion 3.26. Cada matriz hermitica A = A* € M, (C) es diagonalizable. De hecho,
A posee una base ortonormal de autovectores.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicion 2.45 y la observacion de que cualquie polino-
mio complejo escinde, para mostrar que A = A* es diagonalizable basta comprobar que su
polinomio minimo no tiene factores repetidos.

La descomposicion primaria de V = C" que corresponde al operador 74 dice que hay una
suma directa de subespacios invariantes C" = U; @ - - - @ U,, etiquetadas con los autovalores
distintos a1, ...,a, de A. Este es el Corolario 2.44; las férmulas (2.24) y (2.25) para los
polinomios caracteristico y minimo para T = T4 toman las formas

pa(t) = (1—a) 1t —a)® - (1 -k,
gat) =t —a)t—a)? - (t — )",

cada cada @; € R; y los subespacios invariantes son U; := {x € C" : (A —a; 1,)ix =0}.
Témese x € U;. Hay un tnico m € N tal que 2"~! < [; < 2™, entonces también vale
(A-a;1,)*"x =0. Como a; € R, la matriz (A — @; 1,,) es también hermitica. Por lo tanto,

0= <x90> = <x’ (A - ln)zmx> = <(A - ln)zmilxa (A - ln)2m71x>
= ||(A — 1n)2m_IX||2.

Esto implica que (A — «; ln)zm_lx = 0 en C". Al repetir este argumento m veces, se deduce

que (A — a; 1,)x = 0 paracadax € U,.
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Esto dice que /; = 1 y que todo vector no nulo en U; es un autovector de A.

Para terminar, en la descomposiciéon C" = U; @ - - - & U,, la Proposicioén 3.25 anterior
muestra que estos subespacios son mutuamente ortogonales: {(x,y) = 0 parax € U;, y € U;
coni # j. Enresumen, U; @ - - - ® U, es una suma directa ortogonal. Se puede encontrar una
base ortonormal en cada subespacio U; (si fuere necesario, tomese una base cualquiera de U;
y modifiquelo con el algoritmo de Gram y Schmidt). Su unién es una base ortonormal de C”,
formado por autovectores de A. O

3.4. Matrices ortogonales, unitarias y positivas

La ubicuidad de bases ortonormales en la teoria de las matrices simétricas reales y las
matrices hermiticas complejas justifica la introduccién de las siguientes dos clases de matrices.

Definicién 3.27. (a) Una matriz Q € M,(R) es una matriz ortogonal si sus columnas
forman una base ortonormal de R”.

(b) Una matriz U € M,(C) es una matriz unitaria si sus columnas forman una base
ortonormal de C”". ¢

Proposicion 3.28. (a) Una matriz Q € M,(R) es ortogonal si y solo si Q'Q = 1,,.
(b) Una matriz U € M, (C) es unitaria si y solo si U*U = 1,,.

Demostracion. Es suficiente demostrar la parte (b), porque una matriz real es ortogonal si y
solo si es unitaria.

Ad (b): Sean uy,...,u, las columnas de la matriz U € M, (C). Por definicién, U es
unitaria siy solo si (u;,u;) = 1 parai =1,...,ny ademds (u;,u;) =0 parai # j.

La entrada (7, j) de la matriz M = U*U cumple

n

mij = Zu_kiukj =(u;,uj),

k=1
asi que U es unitaria si y solo si m;; = [[i = j]| paratodo i, j;siy solosi M = 1,. O
Corolario 3.29. (a) Q € M, (R) es ortogonal si y solo si Q es invertible, con Q™' = Q.
(b) U € M,(C) es unitaria si y solo si U es invertible, con U™' = U*.

Demostracion. Ad (a): SiQ € M, (R) es ortogonal, entonces r(Q) = n porque sus n colum-
nas son linealmente independientes. Por lo tanto, Q es invertible. La férmula Q' Q = 1,, dice
que Q! es necesariamente igual a Q'; en consecuencia, se ve que Q Q' = 1,, también.

A la inversa, si Q es invertible con Q! = Q!, entonces Q'Q = 1,, = Q Q' y la Proposi-
cién 3.28(a) muestra que Q es ortogonal.
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Ad(b): Si U € M,(C) es unitaria, entonces r(U) = n porque sus n columnas son
linealmente independientes. Por lo tanto, U es invertible. La formula U* U = 1,, dice que U -1
es necesariamente igual a U™ ; en consecuencia, se ve que U U™ = 1, también.

A la inversa, si U es invertible con U~! = U*, entonces U* U = 1, = U U* y la Proposi-
cion 3.28(b) muestra que U es unitaria. O

» Laparte (a) del Teorema 1.23 de rango y nulidad, dice que r(T") = r(T) para una aplicacién
lineal T cualquiera. Dada una matriz real B € R™*", témese T = Tp: x + Bx para obtener
r(BY) = r(B).

En el caso de una aplicacién adjunta con F = C, segtn la Definicién 3.21, S* := J~'S'J’
donde J y J’ son semilineales (en particular, R-lineales) y biyectivas. La composicién con una
aplicacién R-lineal y biyectiva conserva la independencia lineal de vectores, lo cual implica
que 7(J718U") = r(S'U’) = r(SY). Se concluye que r(S*) = r(SY) = r(S).

Lema 3.30. Si A € C"™" entonces r(A) = r(A) = r(A*) = r(AY).

Demostracién. Cualquier relacién de dependencia lineal entre las columnas de A,
cia +crdr+---+c,a, =0,

es el conjugado complejo de otra relacion de dependencia lineal entre las columnas de A:
ciar+crar+---+cya, =0.

Por lo tanto, las matrices A y A tienen el mismo nimero de columnas linealmente indepen-
dientes; este nimero es r(A) = r(A).

La igualdad r(A") = r(A) viene del teorema de rango y nulidad, al usar T = T4. Ademds,
como A* = Al en C™m por (3.13), se obtiene también r(A*) = r(A"). O

Resulta que las matrices A'A o AA' (en el caso real) o bien A*A o AA* (en el caso
complejo) también tienen el mismo rango que la matriz A, como se verd a continuacion.

Proposicion 3.31. Si A € C"™*", entonces r(A*A) = r(A).

Demostracion. Six € C", entonces Ax =0 — A*Ax = 0; e inversamente,
A'Ax =0 = (x,A"Ax) =0 = (Ax,Ax)=0 = Ax =0 (3.14)

porque (x, A*Ax) = (Ax, Ax) por la formula (3.12).

De ahi se concluye que Ax = 0 en C" si y solo si A*Ax = 0 en C". Fijese que los
operadores Ty : C" — C" y Ty+4: C" — C" tienen el mismo dominio C". La relacién (3.14)
dice que los nucleos ker T4 y ker T4-4 de C" coinciden; asi que estos operadores tienen la
misma nulidad: n(A) = n(A*A).

Del teorema de rango y nulidad, se obtiene r(A*A) = n—n(A*A) =n—n(A) =r(A). O
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Corolario 3.32. Si A € C"™" entonces r(AA*) = r(A).

Demostracion. Al aplicar la Proposicion 3.31 a la matriz compleja A* en vez de A, se obtiene
r(AA*) =r(A”). Del Lema 3.30 sigue r(AA*) =r(A*) = r(A). O

Escolio 3.33. Si A € R™", entonces r(A'A) = r(A) = r(AAY). =]

Lema 3.34. Una matriz hermitica A = A* € M,(C) es nula (esto es, A = 0) si y solo si
(x, Ax) = 0 para todo x € C".

Demostracion. Fijese primero que cualquier A € M,(C) es nula siy solo si (y, Ax) = 0 para
todo x,y € C". De hecho, el caso particular y = Ax de esta condicién dice que (Ax, Ax) =0
y por ende Ax = 0 para todo x € C", lo cual implica que A = 0.

Ahora sea A una matriz hermitica y supéngase que (x, Ax) = 0 para todo x. Entonces,
para cada par de vectores x,y € C", resulta que

(¥, Ax) +(x,Ay) = ((x +y), A(x +y)) — (x, Ax) — (y, Ay) = 0.
Por ser A = A%, la férmula (3.12). convierte esto en
2R(y, Ax) = (y, Ax) + (Ax,y) = (y, Ax) + (x, Ay) = 0. (3.15)

Esto dice que (y, Ax) = 0 siempre y cuando (y, Ax) es real.
Aun cuando (y, Ax) no sea real, es posible escribir (y, Ax) = re'® € C. En seguida,

[y, Ax)| = r = e (y, Ax) = (e"’y, Ax).

Pero ahora (e’y, Ax) si es real (y no negativo); al aplicar la relacién (3.15) con e’y en lugar
de y, se deduce que |(y, Ax)| = 0y por ende (y, Ax) = 0 para dos vectores x, y cualesquiera.
Luego A = 0. |

Proposicion 3.35. Una matriz A € M,(C) es hermitica si y solo si (x, Ax) € R para todo x.

Demostracion. Si A = A*, entonces (x, Ax) es real para cadax € C", porque
(x,Ax) = (A*x,x) = (Ax,x) = (x, Ax).
Inversamente, si (x, Ax) € R para todo x € C", entonces
(x,(A—-A"x) = (x,Ax) — (x,A"x) = (x, Ax) — (Ax,x) =0 paratodo x.

Por el Lema 3.34 anterior, se concluye que i(A — A*) = 0 en M, (C), asi que A* = A. O
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» El concepto de positividad para matrices cuadradas reales o complejos. En primer lugar,
dicese que una matriz A € M,(R) es no negativa si todas sus entradas son nimeros no
negativos: a;; > 0 para cada i,j = 1,...,n. Este es ciertamente una clasificacion util:
por ejemplo, las matrices de transicion de una cadema de Markov (véase el Ejercicio 2.11)
son matrices no negativas. Sin embargo, algunas matrices no negativas tienen autovalores
negativas: un fenémeno desagradable.

Afortunadamente, hay otra nocién de positividad que garantiza autovalores no negativos,
aun cuando algunas entradas pueden ser negativas o complejas. A la luz de las Proposiciones
3.25 Y 3.35, se trata de la clase de matrices hermiticas cuyos autovalores son no negativos, o
cuyos valores vectoriales (x, Ax) son no negativos. (Como se verd luego, estas dos condiciones
son equivalentes.)

Definicién 3.36. Dicese que A € M,(C) es una matriz positiva (a veces: matriz positiva
semidefinida)® si se cumple

(x,Ax) >0 paratodo x e€C". (3.16)

Por la Proposicién 3.35 anterior, una tal A es hermitica. En particular, A € M, (R) es positiva
(semidefinida) si y solo si es simétrica y cumple (3.16), es decir, x'Ax > 0 para todo x € R".

Dicese que A € M, (C) es definida positiva si la desigualdad en (3.16) es estricta para
vectores no nulos: (x, Ax) > O parax # 0 en C". O

Ejemplo 3.37. Si A = B*B para alguna matriz B € M,,(C), entonces A es una matriz positiva.
En efecto,®

(x, Ax) = (x, B*Bx) = (Bx, Bx) = |Bx|* > 0, para x e C".
Del mismo modo, cada matriz de la forma A = CC* es positiva: témese B := C*. 0

Proposicion 3.38. Una matriz A € M, (C) es definida positiva si y solo si es positiva (semi-
definida) e invertible.

Demostracion. La matriz A del enunciado es positiva semidefinida en ambos casos; en

particular, A es hermitica. Por 1a Proposicion 3.26, C" posee una base ortonormal {u 1, . .., u,}
de autovectores de A. Sean Ay,...,4, los autovalores correspondientes. La matriz A es
invertible si y solo si su forma diagonal diag[Ay, ..., 4,] es invertible, siy solo si A4; # 0 para
i=1,...,n.

Entonces, si A no es invertible, hay al menos un autovalor nulo 4; = 0. En este caso, el
autovector u; cumple (u;, Au;) = (u;,0) =0, y por eso A no es definida positiva.

8En particular, la matriz nula 0 es positiva (semidefinida). Como el término matriz no negativa ha sido
reservado para otro concepto, no queda mas que admitir la matriz nula y el nimero cero con entes “positivos”
de manera honoraria.

9Resulta que este ejemplo es universal: dada una matriz positiva A, existe otra matriz B tal que A = B*B.
Esto se verificard mds adelante, en el Teorema 3.58.
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Supdngase, por el contrario, que A es positiva e invertible, asique A; # Oparai =1,...,n.
De hecho, los autovalores son nimeros positivos: A; = (u;, Au;) > 0. Obsérvese que si
X =ciuy +---+cyu,, entonces

Ax =ciuy +-- -+ c,A,u,,

(x,Ax) = le1 A+ -+ [en[* A
Las desigualdades A; > 0 implican que
x,Ax)=0 = c1=-=¢,=0 < x=0.
Por lo tanto, (x, Ax) > 0 para x # 0; es decir, A es definida positiva. m]

» Cada matriz real simétrica es hermitica. Por tanto, la Proposicién 3.38 anterior da un
criterio para detectar si una matriz dada, que ya es real y simétrica, es definida positiva o no.
En primer lugar, se debe determinar si A es invertible (por ejemplo, al evaluar det A); después
es necesario comprobar las relaciones de positividad (3.16). La eliminacion gaussiana simple,
sin intercambios de filas, permite resolver las dos inquietudes simultdneamente.

Proposicion 3.39. Una matriz A € M, (R) es definida positiva si y solo si A es simétricay en
la eliminacion gaussiana simple los pivotes sucesivos a,,’ son todos positivos.

Demostracion. En ambos lados de esta equivalencia, A es una matriz real simétrica.

Cuando la eliminacién gaussiana simple es aplicable con éxito a una matriz cuadrada
invertible A, su efecto es una factorizacion A = LDU: en ella, D es una matriz diagonal, L es
triangular inferior unipotente y U es triangular superior unipotente. Ademads, ésta descomposi-
ci6n es dnica. La matriz transpuesta A' tiene una factorizacion correspondiente, A' = U'DL".
Como A es simétrica, A' = A, esta unicidad implica que U = L'.

Ad (=): Supdngase que A es definida positiva.
La eliminacién gaussiana simple funciona cuando ningun pivote a
proceso. Para k = 1, vale

(k)

i S€ anula durante el

a(lll) =ay = <81,Ae]> > 0.

Cada operacion de fila de tipo (b) — en el lenguaje de la Seccién 1.4 — se ejecuta al
premultiplicar A por varias matrices R;;(c) que son triangulares inferiores, véase la férmula
(1.14b); un producto de tales matrices es también triangular inferior. Entonces, en el paso
nimero k de la eliminacién, ya se ha hecho una conversion A — L;A donde la matriz
cuadrada L; es triangular inferior. El elemento elemento (k, k) de una matriz Lz A es el
siguiente pivote al; y hay ceros debajo de la diagonal en las primeras (k — 1) columnas de

kk 2
la nueva matriz L;A.
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Como A es simétrica, la posmultiplicacion LA +— LkAL}( ejecuta las operaciones de
columna que son andlogas a las operaciones de fila anteriores; el resultado es una matriz que
tiene ceros a la derecha de la diagonal en sus primeras (k — 1) filas. Dichas operaciones de
columna no cambian los elementos diagonales a;.]j) ya calculados, para j = 1,..., k, porque
EJJ) EJJ) + 0. Al inicio del paso nimero k, entonces, la matriz

en cada paso su efectoes a’’ — a

tiene el siguiente aspecto:

—a11 0 0 0 ... O-
0 & ... 0 0 ...0
LALL={0 0 ... al % ... «
0 0 * % s
| O 0 ... x= .. %]

donde cada * representa una entrada desconocida.

Entonces a,(!;) es el elemento (k, k) de la matriz simétrica LkALi, asi que

alf) = (e, LiALier) = (Lier, ALjex) > 0, (3:17)

ya que A es definida positiva. Fijese que L} e; # 0 porque (L} ey, er) = (er,Lirer) = 1. En
efecto, al aplicar las mismas operaciones de fila a 1a matriz identidad, no cambian la entrada 1
en la posicion (k, k) de la matriz 1,,.

Después de (n — 1) pasos, se llega a una matriz diagonal

D :=L,AL}, = diag[an,ag), e ,a,(f,?]-

Al definir L := L, ! también triangular inferior, se ha obtenido la factorizacion A = LD L' sin
necesidad de hacer intercambios de filas. La formula (3.17), vélida ahora para k = 1,...,n,
dice que todos los pivotes son positivos.

Ad (<): Ahora sea A una matriz simétrica e invertible que se factoriza como A = LD L'
por eliminacién gaussiana simple. La matriz D es diagonal, D = diag[d1, d22, . . ., dpn]. LOS
pivotes son sus elementos diagonales dyj. Si cada di; > 0, entonces D = D'2p1/2 donde
la raiz cuadrada positiva de D se define como D'/? := diag[Vd1, . . ., Vdu]. Luego

A=LDL'=LD'?D'’L' = B'B, alponer B:=D'?L".
Asi, A es invertible y positiva; por la Proposicién 3.38, A es definida positiva. O

Definicién 3.40. Una matriz definida positiva A € M,,(R) tiene la factorizaciéon A = LD L' por
eliminacién gaussiana. Sea C := LD!/?; esta es una matriz triangular inferior. La presentacién
A = CC" se llama la factorizaciéon de Cholesky de A. o
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Esta factorizacion viene de la siguiente circunstancia: por ser A definida positiva, se sabe
que A = BB' para alguna matriz B. Pero tal matriz B no es dnica, pues es una entre varias
posibilidades: para empezar, se puede reemplazar B por (—B). Entre todas estas posibilidades,
hay exactamente una, B = C, que es triangular inferior con entradas positivas en la diagonal.
Se puede calcular el factor C en forma directa por una variante de la eliminacién gaussiana.

3.5. Operadores autoadjuntos

Un espacio vectorial V sobre C, de dimension finita, dotado de un producto escalar (—, —),
se llama un espacio de Hilbert (finitodimensional); o a veces espacio hilbertiano.'® En esta
seccion, V' y W denotaran dos espacios de Hilbert finitodimensionales.

Proposicion 3.41. Sea T € L(V,W) una aplicacion lineal; su adjunto es T* € L(W,V).
Entonces ker T* es el complemento ortogonal T (V)" de la imagen de T; mientras ker T es el
complemento ortogonal T*(W)* de la imagen de T*.

En consecuencia, T* es uno-a-uno si'y solo si T es sobreyectivo, y viceversa.

Demostracion. Obsérvese que T(V)* < Wy que T*(W): < V.

Para cualquier vector y € W, la férmula (3.12) muestra que

yekerT" &< Ty=0 enV
& (I"y,x)=0 paratodo x €V
& (y,Tx)=0 paratodo Tx € T(V)
— yeT(V)".

De igual manera, para cualquier vector x € V, se obtiene

xekerT < Tx=0 enW
— (y,Tx)=0 paratodo yeW
& (T"y,x)=0 paratodo Ty e T*(W)
= x eT*(W)".. i
Definicién 3.42. Un operador lineal T € £(V) es autoadjunto si 7* =T en L(V).

Si A= [T]g € M,(C) es la matriz de T con respecto a una base ortonormal € de V,
entonces A es hermitica, es decir, A* = A en M,,(C). o

1°Los trabajos de David Hilbert y su estudiante Erhard Schmidt sobre ecuaciones integrales en los afios
1906—08 resaltaran el producto escalar (del Ejemplo 3.4) en espacios de funciones de cuadrado integrable.
Esos espacios también entraron en la formulacién matemdtica de la mecanica cudntica en los afios 1925—30. El
término “espacio de Hilbert” fue introducido por otro de sus colaboradores, John von Neumann en 1929, para
describir espacios vectoriales infinitodimensionales (completos) con producto escalar. Hoy en dia, se usa ese
término para al caso finitodimensional también.
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Lema 3.43. Todo T € L(V) puede expresarse, de forma unica, como T =T +iT, donde
T, y T; son operadores autoadjuntos.

Demostracion. Si T = Ty + iT, con Ty, T, autoadjuntos, entonces T* = T —iT; =Ty —iT»
puesto que la correspondencia 7 +— T™ es semilineal. De ahi se obtiene

T\ =3T"+T), T=4T"-T). (3.18)

Esto establece la unicidad de la “parte real” T; y de la “parte imaginaria” 7 del operador 7.
Por otro lado, (3.18) permite definir Ty y T> por T; := %(T* +7), T, = %(T* -T).Es
inmediato que
T, =3(T+T) =Ty y T,=-5T-T"="T.
Esto establece la existencia de la descomposicion deseada. O

Lema 3.44. Si T € L£(V) es autoadjunto, sus autovalores son reales.

Demostracion. Esto recapitula la primera parte de la Proposicién 3.25, con una demostracion
paralela. Si7* =T y si A € C es un autovalor de T con un autovector correspondiente x # 0,
entonces

A, x) = (x,Ax) = (x, Tx) = (Tx,x) = (Ax,x) = 1 (x,x)

asi que A = A, es decir, 1 € R. O

Fijese también que si T* = T, entonces (x,7Tx) € R para cadax € V, porque
(x,Tx) = (Tx,x) ={(T"x,x) = {(x,Tx).

Definicion 3.45. Un operador lineal T € £(V) se llama idempotente si 7> = T. Nétese que
también Tk =T, para k =3,4,...

Un operador lineal P € £(V) es un proyector, o a veces proyector ortogonal,"* si P es
idempotente y autoadjunto a la vez, es decir, si P> = P = P*. O

Sea P € L£(V) un proyector. Larestriccion de P a suimagen P (V) coincide con el operador
identidad sobre P(V), porque P(P(x)) = P(x) para todo x € V. Por otro lado, se cumple
P(V)* = ker P* = ker P por la Proposicién 3.41, asi que la restriccién de P al complemento
ortogonal de su imagen es el operador nulo.

En consecuencia, P(V)* = ker P* es obviamente un subespacio invariante para P. Como
P(V) ® P(V)* =V por el Lema 3.17, el subespacio P(V) reduce el proyector P.

'!Cualquier operador idempotente 7 € £ (V) se restringe al operador identidad sobre su imagen 7'(V), pero
su nucleo ker T no es necesariamente ortogonal a T(V). Si W = T(V), la aplicacién sobreyectiva x — T'(x) de
V en W se llama la proyeccion de V sobre W a lo largo de ker T. Conviene distinguir las palabras “proyeccién”
(aplicacién sobreyectiva) y “proyector” (elemento de £(V) que cumple P> = P = P*), aunque muchos autores
las confunden. Caveat lector.
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Los proyectores abundan en £(V), porque estdn en correspondencia biunivoca con los
subespacios de V, en vista del resultado siguiente.

Proposicion 3.46. Si M es un subespacio de V, existe un Gnico proyector Py, € L(V) tal que
Pu(V) =M.

Demostracion. Sea {ey,...,e,} una base ortonormal del subespacio M (obtenida al aplicar
el algoritmo de Gram y Schmidt a una base cualquiera de M). Por el Corolario 3.19, hay otros
vectores €41, . . ., e, tales que € = {ey, ..., e,} es una base ortonormal de V.

Es evidente que e € M+ parak > m;ysix € M+ conlaexpansionx =cjej+---+cy ey,
entonces ¢; = (e;,x) = 0 para j < m. Se deduce que {€,,+1, ..., e,} es una base ortonormal
de M+. (Esto proporciona una segunda demostracion de la relaciéon M & M+ =V, ya notado
en el Lema 3.17.)

Ahora definase Py; € £L(V) por

Py(x) :={e,x)e1+---+{en,Xx)ey,. (3.19)

Esta claro que Py (V) = M y que P%/I = Py.
La igualdad P, = Py sigue del cdlculo siguiente: six,y € V, entonces

¥, Pux) = <zn:<eja.)’>ej,i<ei,x> ei> = Zn: i (ej,y)(ei,x) e, e;)
) i=1

j=1 i=1

= > (ex.y) ew. x) = <Z<ej,y> ej, ) (einx) ei> = (Puy.x).
k=1 =1 i=1

Jj=

Para la unicidad, obsérvese que cualquier proyector P con P(V) = M cumple Pz = z para
z € My ademds Py =0 paray € M*+. Como V = M & M+, cualquier x € V puede escribirse
de manera tnica como
x=z+y, con zEM,yeM".

Luego Px = z. Por otro lado, vale Py;x = Pyz+Pyy = z2+0 = 2. Se concluye que Px = Pyx
paratodox € V, asi que P = Py,. O

La férmula (3.19) dice que la matriz de Py, con respecto a la base ortonormal € de la
demostracién anterior, es una matriz de bloques:

1,, O )
[Pu]é = [(')n O] = diag[1,...,1,0,...,0].

(En particular, los subespacios M y M~ reducen el proyector Py;.)
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Lema 3.47. Dos subespacios M y N de V son ortogonales (escrito M L N: (z,x) = 0 para
xeM,zeN), siysolosi PyPy=0en L(V).

Demostracion. Six € My z € N, entonces
(z,x) = (Pnz, Pyx) = (P),Pnz,x) = (PuPnZ,X).

Luego Py Py = 0 implica que (z,x) =Oparax € M,z € N,asique M L N.

Inversamente, si M L N, entonces N C M*. Siy € V, entonces Pyy € N y por ende
Pyy € M+, yluego Py (Pyny) = 0. Como y es arbitrario, esto dice que Py Py = 0. i

» En un espacio de Hilbert, la semejanza de matrices A ~ P~' AP no es la clasificacién mds
natural, pues la mera invertibilidad de la matriz P no toma en cuenta el producto escalar.
Las matrices cuadradas en M, (C) se clasifican mejor por semejanza unitaria, es decir, por
la relacién A ~ U"'AU = U*AU donde U es una matriz unitaria. La siguiente Proposicién
muestra que cualquier matriz en M, (C) es unitariamente semejante a una matriz triangular,
es decir, es trigonalizable por una semejanza unitaria.

Proposicion 3.48. Si T € L(V), entonces hay una cadena de subespacios invariantes
{0} <R <---<R,_1 <R, =V

tal que dimRy =k y T(Ry) C Ry parak =1,...,n.
En consecuencia, hay una base ortonormal en V respecto del cual T posee una matriz
triangular.

Demostracion. Esto se demuestra por induccién sobre n = dim V; el resultado es evidente si
dimV = 1. Supdngase, entonces, que la Proposicion es vdlida para espacios vectoriales de
dimensién (n — 1).

El operador adjunto 7™ tiene al menos un autovalor u € C [el cual es una raiz compleja de
su polinomio caracteristico pr-(¢).] Seay € V \ {0} un autovector, de modo que T*y = uy.
El subespacio unidimensional Cy = {ay : @ € C} es invariante bajo T*. Ahora definase
R,_1 := (Cy)*. Né6tese que dim R,,_; = n — dim(Cy) =n — 1. Si x € R,_, entonces

(Tx,y) =(x,T"y) = u{x,y) =0,

asi que Tx € R,_;. Esto muestra que T(R;-1) C R,—1.

Sea S € L(R,-1) la restriccion de T a este subespacio: esto es, Sx := Tx € R,_; para
cadax € R,_;. Al reemplazar V por R,_; y T por S, la hipétesis inductiva muestra que hay
una cadena de subespacios {0} < R; < -+ < R,_; condim Ry = k y ademas S(Ry) C Ry
parak =1,...,n—1. Como Tx = Sx para cada x € Ry, el resultado ya estd demostrado para
dimV =n.
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Para obtener la matriz triangular de 7', es cuestiéon de encontrar una base ortonormal
apropiada U = {uy,...,u,} deV.

Tomese u; € Ry tal que ||u;|| = 1; tdmese uy € Ry N Ry tal que |juz]| = 1, etc. Después de
elegir {u1,...,ur} C Ry, se debe tomar uy,; € Ryy1 N R,f tal que |lug+1]| = 1. La existencia
de ese vector u 4 estd garantizado por el Corolario 3.19 (complecién de una base ortonormal
parcial).

Como dim Ry = k para cada k, se ve que {uy,...,u;} es una base ortonormal para Ry,
paracada k = 1,...,n. Lainvariancia T(Ry) C Ry significa que

k

T(uy) = Za”‘ u; para k=1,...,n. (3.20)
i=1

Esta expansion determina la matriz de T — se puede compararla con la férmula (1.9) — y no
aparecen términos a;; coni > j;la matriz de T con respecto a esta base es triangular:

aip dap aiz ... aln
0 azy dajzz ... aon
0 0 ass a)
u_ ce n
[T = : O
0 0 O An_1.1
0O 0 O Ann

Corolario 3.49. Sea A € M,(C). Entonces hay una matriz unitaria U tal que la matriz
U*AU = U ' AU es triangular.

Demostracion. Sea € = {ey,...,e,} la base estindar de C", de modo que A = [TA]E.
Ademas, sea U = {u1,...,u,} la base ortonormal de C" construida en la demostracion de la
Proposicion 3.48 anterior para el operador 74 € £(C"). La matriz de cambio de base dada
por (1.12) es

U= [1]18l =[uiuy ...u,l, (3.21)
la cual es unitaria porque sus columnas forman una base ortonormal de C". En vista de la
expansion (3.20) para T4 en esta base,

UAU = U™ AU = [1E [Ta18 1116 = [Tall

es una matriz triangular. O
» En el caso real, el resultado andlogo no es cierto: dada una matriz A € My (R), no siempre
existe una matriz ortogonal V tal que V'AV = V1AV sea triangular. La razén es la posible

ausencia de autovalores: como T4 (R1) € Ry, un vector no nulo en R; deberia ser un autovector
de A, con un autovalor real.
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3.6. El teorema espectral y sus consecuencias

Cualquier operador lineal sobre un espacio de Hilbert finitodimensional V tiene una matriz
triangular respecto de alguna base ortonormal; en consecuencia, cualquier matriz A € M,,(C)
es trigonalizable por cambio de base ortonormal. Hace falta mejorar ese resultado, al obtener
un criterio para que A sea (unitariamente) diagonalizable. Se busca, entonces, una condicion
sobre una matriz A que garantiza que D := U*AU es una matriz diagonal para alguna matriz
unitaria U.

En constraste con el caso general del Capitulo 2, no se trata de analizar el polinomio
minimo, porque eso conduce a cambios de base cualesquiera, sin tomar en cuenta el producto
escalar. En su lugar, se destaca el uso de proyectores, como luego se verd.

» Para empezar, se debe abordar primero el caso de los operadores autoadjuntos sobre V'y
las matrices hermiticas correspondientes A = A* € M, (C). En este caso la diagonalizacion
U*AU = D si es factible, por el lema que sigue.

Lema 3.50. Una matriz hermitica A = A* € M, (C) es diagonalizable, mediante conjugacion
A — U*AU por una matriz unitaria U.

Demostracion. Se sabe, por la Proposicion 3.26, que la matriz hermitica A tiene una base

ortonormal de autovectores U = {uy,...,u,} C C". La matriz U de (3.21) cuyas columnas
son esos autovectores cumple AU = UD, donde D = diag[A4y,...,4,] es la matriz diagonal
que recoge los autovalores de A. |

Conviene ahora reformular esa diagonalizacién usando una coleccion de proyectores.
Ademds, es oportuno expresar el resultado en términos de la estructura abstracta de opera-
dores autoadjuntos, mediante el teorema espectral (primera version), que se demuestra a
continuacion.

Teorema 3.51 (Teorema Espectral 1). Sea V un espacio de Hilbert finitodimensional y sea
T =T* € L(V) un operador autoadjunto. Entonces se puede escribir

T=aP1+- - +aP,, (3.22)

donde los a; € R son los autovalores distintos de T, los P ; son proyectores no nulos tales que

PiP;=0 si i#j, y Pi+---+P.=1y. (3.23)
Demostracion. La Proposicién 3.48 ha construido una base ortonormal U = {uy,...,u,}
de V parala cual T tiene una matriz triangular: A = [T]%f, cona;; = Oparai > j. Lamatriz de

T es A" = [T*]ﬁ. La condicion T* = T conlleva A* = A, asi que a;; = 0 parai < j también:
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la matriz A es diagonal. Sus elementos diagonales cumplen dx = ax parak =1,...,n,es
decir, son reales.

Dichos elementos diagonales son autovalores de la matriz A y también del operador 7.
Sean {ay,...,a,} los elementos distintos de la lista (ay, . .., a,,). El subespacio generado
por los uy tales que axx = a; serd denotado por M; := ker(T — «,1ly). Sea P; el (lnico)
proyector tal que P;(V) = M;, dado por la Proposicién 3.46.

Sii# jen{l,...,r}, los subespacios M; y M; son ortogonales, ya que son generados
por dos partes disjuntas de la base ortonormal U. El Lema 3.47 muestra que P;P; = 0.

En consecuencia, la suma P + - - - + P, es también un proyector. De hecho, la suma es
autoadjunto, y es idempotente por el calculo:

(Pi1+---+P)* = (Pf+--~+PZ)+Z(P,~PJ-+PjPl-) =Pl+- - +P2=Pi+ - +P,.
i<j
Cada uy pertenece a un solo subespacio M}, asi que (P1+---+P,)(ur) = P;(ur) = uy. Esto

diceque P+ ---+ P, = lyen L(V).
La expansion (3.22) se verifica asi: paracada k = 1,...,n, se obtiene

r r
(@1P) +-+a,Py)(ug) = Zajpj(uk) = Zaj A
j=1 j=1

.
= Z ajla; = ar] uk = arrur = Tuy,
j=1
porque «; = ak para un solo indice j. Por linealidad, Tx = (a1 P +- - -+ a,P,)(x) para todo
xeV. O

Definicién 3.52. El conjunto de autovalores distintos {ay,...,a,} de un operador lineal
T € L(V) se llama'? ¢l espectro de T'.

La expansion T = @1 Py + - - - + @, P, de T dado por el Teorema 3.51 se llama la descom-
posicion espectral de 7. O

» En general, la bisqueda de una base ortonormal de autovectores para una determinada
matriz hermitica brinda poca informacién, porque la base depende de esa matriz. Dadas dos

?La palabra espectro (literalmente, un fantasma) fue introducido por Isaac Newton en 1674 para denotar la
banda de colores en que la luz blanca se divide en el arco iris, o bajo su separacién por un prisma de vidrio.
En un famoso experimento, Newton logré esa separacion al proyectar la banda de colores como una aparicion
fantasmagdrica en la pared de su cuarto oscuro. Resulta que el espectro dptico solar es una superposicién de
lineas delgadas correspondientes a distintas frecuencias (es decir, colores) de la luz. A partir de los trabajos de
Max Born'y Werner Heisenberg en los ailos 1925—26, la energia de los fotones de un determinado color, que es
proporcional a su frecuencia, viene dado por un autovalor de cierto operador lineal autoadjunto sobre un espacio
de Hilbert (infinitodimensional). De ahi viene la costumbre de llamar “espectro” al conjunto de autovalores (o de
autovalores generalizados) de un operador lineal cualquiera.
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matrices hermiticas distintas, la base ortonormal que diagonaliza la primera no necesariamente
diagonaliza la segunda. Es deseable tener un criterio para la existencia de una sola base
ortonormal en la cual las dos matrices tienen forma diagonal. Resulta que esto es posible si y
solo si las dos matrices conmutan.

Proposicion 3.53. Dos matrices hermiticas A, B € M,(C) son simultineamente diagona-
lizables, es decir, hay una matriz unitaria U tal que tanto U*AU como U*BU son matrices
diagonales, siy solo si AB = BA.

Demostracion. Dos matrices diagonales C = diag[«y,...,k,] y D = diag[A4y,...,4,] con-
mutan, porque CD = diag[«jdy, ..., k,d,] = DC. Ahora, si U es una matriz unitaria tal que
U*AU y U*BU son diagonales, entonces

U*ABU = (U*AU)(U*BU) = (U*BU)(U*AU) = U*BAU,

asique AB=U(U*ABU)U* = U(U*BAU)U" = BA.

Por otro lado, si A = A*, B = B* y ademds AB = BA, seaTy = a1P; +--- + a,P,
la descomposicién espectral de T4. Sea M; = P;(C") = ker(Ty — «,1,), de manera que
C"=M; ®---® M, es la descomposicion primaria’® de C" para el operador T4. Six € M,
entonces

ABx = BAx = B(a;x) = a; Bx,

lo cual dice que el vector Bx pertenece al subespacio M; se deduce que Tg(M;) € M;.

De hecho, el subespacio M reduce Tg, porque M ]l = @i 4 M; es también un subespacio
invariante para Tp. Si U= {@y,...,d,} esunabase ortonormal de autovectores de A formada
por la unién de bases ortonormales de los subespacios My, ..., M,,y si U= @ d, ...4,]
es la matriz unitaria correspondiente, entonces U*AU es diagonal y U'BU=B, & ---&B,
es una suma directa de bloques. Cada bloque B; es una matriz hermitica en M,,,(C), donde
m; =dimM;.

Se diagonaliza cada bloque B por un cambio de base ortonormal en cada subespacio M
por separado. Entonces, hay una matriz unitaria de la forma W = W; @ --- @ W, tal que
w*(U *BU )W es diagonal. Sea U := uw y nétese que U es unitaria por ser el producto de
dos matrices unitarias. Cada W; conmuta con el bloque escalar @;1,,; de la matriz diagonal
ﬁ*Aﬁ, asique U*AU = W*(ﬁ*Aﬁ)W = U*AU. Al final, ambas U*BU y U* AU son matrices
diagonales. O

Corolario 3.54. Dos operadores autoadjuntos S,T € L(V) poseen matrices diagonales
respecto de una misma base ortonormal si 'y solo si ST = TS. =]

3En la demostracién de la Proposicion 3.26 se vio que la descomposicion primaria de una matriz hermitica
es una suma directa ortogonal.
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» Un operador lineal cualquiera en £(V) no necesariamente posee una descomposicion
espectral andlogo a (3.22) — porque su matriz seria diagonalizable. Sin embargo, esa expansion
sigue en vigor para una clase de operadores mas amplia que los autoadjuntos. Considérese un
operador T € £(V) que posee una base ortonormal de autovectores con autovalores distintos

ay,...,a, € C, que no son necesariamente reales. En tal caso se puede escribir:
T=aP1+ - +aP,, (3.243)
T =a1P1+---+a,P,. (3.24b)

Si algiin ; ¢ R, entonces T no es autoadjunto, pero se cumple la relacion
T*T = |1 |*P1 + - - - + |, |*P, = TT*.

Definicién 3.55. Un operador lineal 7" sobre un espacio de Hilbert V se llama un operador
normal si T°T =TT".

Una matriz cuadrada compleja A € M, (C) es una matriz normal si A*A = AA*.

En particular, los operadores unitarios o autoadjuntos [respectivamente, las matrices uni-
tarias o hermiticas] son normales. o

Teorema 3.56 (Teorema Espectral 2). Sea V un espacio de Hilbert finitodimensional y sea
T € L(V) un operador normal. Entonces T y T* obedecen los desarrollos (3.24), donde
los aj € C son los autovalores distintos de T y Py, ..., P, son proyectores no nulos que
cumplen (3.23).

Hay dos maneras alternativas de demostrar este resultado.

Demostracion 1. El Lema 3.43 dice que T = T} + iT, donde T; y T, son autoadjuntos. Es
obvio que 7% = Ty —iT,. Luego T es normal si y solo si las dos partes conmutan: 7175 = 157T7.

Por el Corolario 3.54, T es normal si y solo si hay una base ortonormal U de V para la
cual las dos matrices [Tl]ﬁ y [Tz]ﬁ son diagonales; luego la matriz [T]ﬁ = [Tl]ﬁ +1i [Tz]% es
también diagonal. Sean «1, . . ., @, los autovalores distintos de 7'y sea P; € £(V) el proyector
cuyaimagenes M; := ker(T —«,1y). Las propiedades (3.23) de los proyectores P; se verifican
de igual manera que en la demostracién del Teorema 3.51. O

Demostracion 2. Obsérvese que en la demostracion del Teorema 3.51 se usé la hipdtesis
T =T~ Gnicamente para mostrar que la matriz triangular de 7 es necesariamente diagonal.

La Proposicion 3.48 construye, para cualquier 7 € £(V), una base ortonormal U de V tal
que la matriz A := [T]% sea triangular superior: a;; = 0 parai > j. Entonces A* = [T*]ﬁ es
una matriz triangular inferior. Las entradas diagonales de las matrices A*A 'y AA™ son

(A"A)pr = Z ajaix = Z |ai|%, (AA™ )k = Z agjdy; = Z lag;|*. (3-25)

i<k i<k jzk jzk

3-28



MA-460: Algebra Lineal II 3.6. El teorema espectral y sus consecuencias

Como T es normal, se verifica A*A = AA*. El caso k = 1 de (3.25) entonces implica que

lan|? = lan|* + |anl® +lan)? + -+ lawl,

y por lo tanto ajp = a3 =--- = ay, = 0. El caso k = 2 produce la igualdad
2 2 2 2
0+ [an|” = laxn|” +laxs|"+ - +|au|",
ylueg0a23 =djy4 = -~-:a2n:0.
Al repetir este argumento para kK = 3,...,n, se obtiene a;; = 0 toda vez que j > k; la

matriz A es diagonal. El resto de 1a demostracion del Teorema 3.51 es aplicable sincambio. O

Para cualquier matriz normal A € M,(C),seaTy = a1 P + - - - + @, P, la descomposicion
espectral del operador T4 : x — Ax. Si € es la base estdndar de C", sea E; := [P j]g la matriz
del proyector P;. Estas matrices cumplen EJ2 =E;=FE ;‘ en M, (C). La férmula

EJZ.:Ej:E; paraj=1,...,r;
A=aE +--+qFE, | con {EE;=0 sii# J; (3.26)
Ei+---+E.=1,.

es la descomposicion espectral de 1a matriz normal A.

» El teorema espectral proporciona informacién valiosa acerca de las matrices positivas en
M, (C) —y también en M,,(R), desde luego. Esto permite completar la lista de caracterizaciones
de positividad semidefinida y definida.

Proposicion 3.57. Una matriz A € M,,(C) es positiva (semidefinida) si'y solo si A es hermitica
y todas sus autovalores son niimeros no negativos. La matriz A es definida positiva si y solo
si A es hermitica y todas sus autovalores son niimeros positivos.

Demostracion. Si A es una matriz positiva, entonces A es hermitica por la Proposicion 3.35.
Sea A =aE|+---+a,E, sudescomposicion espectral, con a1y, ...,a, € R.
Six eC'yje{l,...,r}, entonces

(x,Ejx) = (x,EJZ.x) = (x,E}Ejx) =(E;x,E;x) = | E x]|?
y en consecuencia

r r
(x, Ax) = Za/j(x,ij) = Za,- IE x| (3.27)
J=1 J=1
Si @; > 0 para cada j, esta relacion muestra que todo (x,Ax) > 0, asi que A es una
matriz positiva. Inversamente, si x; € M; = P;(C") = {x € C" : E;x = x }, entonces
(xj,Ax;) =«a; ||xj||2. Luego, la positividad de A implica que r; > O paracada j=1,...,r.

Six # 0enC", larelacion x = Ejx + --- + E,x implica que E;x # 0 para al menos un
valor de j. De (3.27) se ve que (x, Ax) > Oparatodox # 0siysolosia; > Oparacadaj. O
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Teorema 3.58. Para una matriz A € M, (C), las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es una matriz positiva: {(x, Ax) > 0 para todo x € C".
(b) A es normal y sus autovalores son niimeros no negativos;
(¢) A = B*B para alguna matriz B € M, (C);
(d) A = C? para alguna matriz hermitica C € M, (C);
Ademds, si A es positiva, hay una Gnica matriz positiva R € M, (C) tal que A = R>.
Esta matriz R se llama la raiz cuadrada positiva de A y se denota A!/? := R.

Demostracion. La equivalencia (a) <= (b) es la Proposicion 3.57 anterior. Las implica-
ciones (d) = (¢) = (a) son evidentes.

Ad(b) = (d): Sea A =aE| +---+ a,E, la descomposicion espectral de A con cada
a; > 0,y definase

R:=+a Ei +\ary Ex + - +a, E,.

La matriz R cumple la condicién (b) y por lo tanto es una matriz positiva (y en particular,
hermitica). Su cuadrado se calcula en seguida:

r r

2 2

R = Z;ajEj + > i) EE; = Z;ajEj = A.
J= i#j j=

Para comprobar la unicidad de R, sea S una matriz positiva tal que S> = A. A partir de su
descomposicién espectral S = S1F; + - - - + B Fj, se obtiene

ﬁ%F1+...+ﬁ§FS:SZ:A:a'lE1+"'+(l’rEr.

El nimero de autovalores distintos de A entonces es s = r. Los conjuntos {52,...,5%} y
{ai, ..., a,} coinciden porque ellos son todos los autovalores de A. Después de una permuta-
cion de este conjunto, se puede suponer que ,8? =ajparaj=1,...,r,yentonces B; = \/a;
para cada j porque B; > 0. Finalmente, los autovectores de S y de A corresponden:

{xeC":Fix =x}=ker(Ts — Bj1,) =ker(Ty —e;1,) ={x € C" : Ejx =x},
asi que F; = E; para cada j. Se ha comprobado que § = R. O
» Conviene repetir los conceptos de positividad semidefinida o definida en términos de
operadores en vez de matrices.

Definicion 3.59. Un operador lineal 7 € £(V) sobre un espacio de Hilbert es un operador
positivo si T es autoadjunto y si (x,7x) > O paratodox € V.
Un operador positivo T es un definido positivo si (x,7x) > O paratodox # 0enV. ¢
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(La condicién de que T es autoadjunto es redundante, porque una version de la Proposi-
cién 3.35 la implica; pero para mayor énfasis se la incluye en la definicién anterior.)

Por el Teorema 3.58, aplicado a la matriz de T en cualquier base ortonormal de V, un
operador T es positivo siy solo si 7 = T y todos sus autovalores son no negativos; si y solo si
T = S*S para algtin operador S € £(V); si y solo si T = Q? para algiin operador autoadjunto
Q € L(V);siysolosiT = R? para algiin operador positivo R € £ (V).

Esta raiz cuadrada positiva es tnica: si T = a1P; + -+ + a,P, es la descomposicion
espectral de 7', entonces R = y/a Py +- - - ++/a, P,. Se escribe T'/2 .= R para denotar la raiz
cuadrada positiva.

» El teorema espectral también aporta informacion sobre matrices unitarias.

Proposicion 3.60. Una matrizU € M, (C) esunitaria si y solo si U es normal y cada autovalor
Ade U cumple || = 1.

Demostracion. Si U es unitaria, entonces U*U = 1, = UU", asi que U es una matriz normal.
Por lo tanto, U posee una descomposicion espectral U = a1 E1+- - -+a,E, conay,...,a, € C.
La matriz adjuntaes U* = @ E| + - - - + @, E,. Luego

|1 PEy + - + |, *E, =U'U=1,=E +--- + E,.

Puesto que E;E; = 0 parai # j, se obtiene |a;|?E; = E; al premultiplicar ambos lados de la
igualdad anterior por la matriz E;. Si x es un autovector de U para el autovalor «;, entonces
E;x = x y por ende |o;|>x = |e;|?Eix = E;xx =x conx # 0. Luego |a;| = 1 parai=1,...,r.
Por otro lado, si U es una matriz normal con autovalores complejos de valor absoluto 1,
entonces U es de la forma U = a1 E; + - - - + @, E, con cada |o;| = 1. Por tanto, vale

U'U=UU"=|a\|’E; ++ +|a,’E, = E1 +---+ E, = 1,
y esto muestra que U es unitaria. O
Definicién 3.61. Un operador lineal W € £(V) es una isometria parcial si WW*W =W. ¢

Un operador unitario es una isometria parcial, pero una isometria parcial con ker W # {0}
no es unitaria.”* Como W = WW*W implica W* = (WW*W)* = W*WW*, se ve que el
operador adjunto W* es otra isometria parcial.

Los operadores WW* y W*W son proyectores; son obviamente autoadjuntos, (WW*)? =
(WW*W)W* = WW* y también (W*W)? = W*(WW*W) = W*W. Es ficil comprobar que
WW* es el proyector cuya imagen es W(V), mientras que W*W es el proyector cuya imagen
es W*(V) = (ker W)*.

4Sobre un espacio de Hilbert infinitodimensional, un operador W se llama una isometria si W*W = 1. Esto
es equivalente a la condicién de que ||Wx|| = ||x|| para cada vector x, porque ||Wx||?> = (Wx, Wx) = {(x, W*Wx).
En particular, una isometria es un operador inyectivo. En el contexto infinitodimensional, hay isometrias que no

son sobreyectivos, luego no son invertibles; pero en espacios de Hilbert finitodimensionales, cualquier isometria
es automadticamente unitaria.
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Notacion. SiT € L(V) es un operador lineal, el operador T*T es positivo. Escribase

IT| == (T°T)"/? (3.28)

para denotar la raiz cuadrada positiva de 7*T. El operador positivo |T| se llama el médulo
del operador T. Fijese que |T'| =T siy solo si T es un operador positivo. '

El teorema que sigue muestra que cualquier operador lineal sobre un espacio de Hilbert
es el producto de una isometria parcial y un operador positivo (su mddulo). Esto es una
generalizacién de la expresion polar de un nimero complejo: z = re'?, donde r = |z| > Oy
' = cos 6 +i sen 6 es un niimero complejo de valor absoluto 1.

Teorema 3.62 (Descomposicion polar). Sea V un espacio de Hilbert finitodimensional y sea
T € L(V). Entonces hay una unica isometria parcial W € L(V) tal que

kerW=kerT y |T=W|T|. (3.29)

El operador T es invertible si 'y solo si W es unitaria y |T| es definido positivo.

Demostracién. Para aliviar la notacién, escribase A := |T| = (T*T)"/2, un operador positivo.
Six €V, se ve que

|Ax||* = (Ax, Ax) = (x, A’x) = (x,T*Tx) = (Tx,Tx) = | Tx|]*. (3-30)

Por lo tanto, la correspondencia Ax +— Tx define una aplicacion lineal biyectiva del subespacio
A(V) en el subespacio T (V). Ademas, la ecuacion (3.30) muestra que ker A = ker 7.
De la Proposicién 3.41, se obtiene A(V)* =ker A* = ker A, asi que A(V)* =kerT.
Definase W € L(V) por

Tx, siy=Ax,
Wy = ]
0, siyekerT.

Como V = A(V) ® A(V)* = A(V) @ kerT, el operador W queda bien definido por esta
férmula. Es inmediato de esta definicion que W Ax = Tx para todo vector x, o sea, WA =T.
Como Tx = 0 siy solo si Ax =0, se ve que Wy =0siysolosiy € kerT. Se deduce que
ker W = kerT = ker A.
Dado un vector x € V, existen z € V, u € kerT tales que x = Az + u. Entonces, siy € V
también, se obtiene

(x, W*W(Ay)) = (Wx,WAy) = (WAz + Wu,WAy) = (WAz, WAy)

=(Tz,Ty) = (z, T*Ty) = (z, A%y) = (Az, Ay)
=(Az+u,Ay) = (x, Ay).

'5En el caso unidimensional V = C, cualquier elemento de £(C) es de la forma w + zw para algin z € C.
El médulo de z es sinénimo de su valor absoluto |z| := \Zz = (zz)"/2.
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Aqui se usé (u, Ay) = 0 porque ker T = A(V)*.

Se ha demostrado que W*W (Ay) = Ay paratodo y € V. Por tanto, A(V) es un subespacio
invariante para el operador W*W vy la restriccion de W*W a este subespacio es la identidad.
Ademds, para cada x € V, se ve que

WW*Wx = WW*W(Az +u) = W(Az + W*Wu) = W(Az) = W(Az +u) = Wx.

Esto dice que WW*W = W, es decir, W es una isometria parcial.

Si T = UA para cualquier isometria parcial con ker U = ker T, entonces U(Ax) = Tx para
cadax € Vytambién Uy = 0siy € kerT; como A(V) @ kerT =V, se sigue que U = W.
Esto establece la unicidad de la isometria parcial W que cumple (3.29).

Finalmente, T es invertible si y solo si T*T es invertible y ker 7' = {0}, si y solo si 7T es
definido positivo y ker W = {0}, si y solo si A es definido positivo y la isometria parcial W es
unitaria. o

Corolario 3.63. Si T € L£(V), hay una iuinica isometria parcial W’ tal que W' (V) =T (V) que
cumple T = |T*|W'.

Demostracion. SiT* = U|T*| es la descomposicién polar de T*, tomese W’ := U*. Entonces
T =(T*)" =|T*|*U* = |T*|W’ porque el operador positivo |T*| es autoadjunto. Ademas, vale
W/ (V) = (kerU)* = (kerT*)* =T (V).

La unicidad de la factorizacién T = |T*|W’ es consecuencia de la unicidad de la descom-
posicién polar T* = U|T*|. O

Escolio 3.64. Un operador lineal T € L(V) es normal siy solo si |[T*| = |T|, si y solo si los
factores de su descomposicion polar conmutan: T = W|T| = |T|W. B

» El teorema espectral no proporciona informacién directa acerca de las matrices ortogonales
en M,(R), porque en el caso real no se puede asegurar la existencia de autovalores y autovec-
tores a priori. Sin embargo, la diagonalizabilidad de las matrices unitarias con autovalores
de valor absoluto 1 (véase la Proposicién 3.60) posee una contraparte real, si en lugar de una
matriz diagonal se acepta una suma directa de bloques 2 X 2.

Teorema 3.65. Dada una matriz ortogonal Q € M,(R), hay una coleccion de dngulos
01,...,0; € (0,7) y niimeros r, s € N tales que 2t + r + s = n, amén de una matriz ortogonal
P tal que

P'QP=P'QP=Ry, ®---® Ry, ® (-1,) ® I, (3.31)

donde cada Ry, es una rotacion de la forma

cosf senf
] : (3-32)

Ry =
0 [—sen@ cos 6
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Demostracion. La matriz ortogonal Q cumple Q'Q = QQ' = 1,, en M, (R). Al considerar
Q como elemento de M,,(C) con entradas reales, Q es también unitaria en M, (C). Por el
Teorema 3.56 y la Proposicién 3.60, hay una base ortonormal U de C" para la cual [TQ]ﬁ
es una matriz diagonal con autovalores A; € C que cumplen |4;| = 1. Si la descomposicién
espectral de Tp es Tp = a1 Py + - - - + ; P, entonces cada A; pertenece a {ay, ..., a;}.

Los polinomios caracteristicos de Q y de Q' coinciden, asi que los autovalores de Q* = Q'
son también a1, . . ., @;. Un autovalor real a; es necesariamente +1. Los otros autovalores son
niimeros complejos de valor absoluto 1, que forman pares conjugados (g, ;) = (e'%, e7%)
con0 < 6 <.

Si z € C" es un autovector de Q para un autovalor +1, seaz =: x +iy conx,y € R". Si
y = 0, entonces z = x € R"; y si x = 0, entonces (—i)z = y es un autovector real para Q.
Enel casox # 0,y # 0, se ve que R-lin{x,y) es un subespacio de autovectores de Q de
dimension 2 sobre R. En todo caso, los subespacios ker(Tp + 1) € R" y ker(Tp — 1) C R”"
poseen bases ortonormales de autovectores reales para los autovalores respectivos —1 y +1.
Seanr :=n(Tp + 1), s := n(Tp — 1) sus dimensiones respectivas.

Ahora sea z € C" un autovector para el autovalor complejo ¢ con 0 < 6 < 7, con longitud

lIz|l = V2. Escribase z =: x + iy conx,y € R" y nétese que zZ := x — iy es un autovector para
el autovalor e ¢ porque Qz = ¢’z conlleva Q7 = ¢ Z. Ahora

¢(2,2) = (2,02) = (Q'2,2) = (Q7'Z,2) = (¢“2,2) = ¢ (2, 2),
asi que (Z, z) = 0 porque e # ¢~ Por lo tanto, vale

0:<Z_»Z>:<x—iyax+iJ’> = <x,x>_<)’,.)’>+2i<x,)’>

y ademas (x,x)+(y,y) = (z,z) = 2. Se deduce que ||x|| = ||y|]| = 1y {(x,y) = 0. En resumen,
{x,y} es una base ortonormal por el subespacio bidimensional R-1in(z, Z). Al tomar partes
reales e imaginarios de ecuacion Qz = ez, se obtiene

Ox =xcosf —ysend,

Qy =xsenf +ycosH.

Luego lin{x, y) es un subespacio invariante para Q, en donde la restriccién de T posee la
matriz Ry de (3.32).

Por una permutacion de la base U de C”", los autovalores no reales de Q pueden ordenarse
como (e, e701 . e!% ¢79) donde 2t = n —r — 5. Al repetir el proceso anterior para cada
par (e'%, e71%) se construye una nueva base ortonormal V de R” para la cual la matriz de Tp

es el lado derecho de (3.31). La matriz de cambio de bases P := [1]% es ortogonal. O
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3.7. Ejercicios sobre ortogonalidad y teoria espectral

Ejercicio 3.1. Encontrar el complemento ortogonal M+ c R? del subespacio M = lin(x, y)
de R? generado por

1
x: =11, y = |2].
3

[ Indicacién: sea A € R?*3 la matriz cuyas filas son x' y y'; resolver la ecuacién Az = 0. ]|
Ejercicio 3.2. Sea W :=lin(x, y, z) el subespacio de R* generado por los vectores
1 4
x Cy— 2 Py— 1 Ljp— 2
=151 y=|_4 2:= 4]
4 1 1
Encontrar un vector w € W tal que (w,x) = (w,y) =0.

Ejercicio 3.3. Encontrar una base ortonormal para U = lin{x, X7, X3,X4) < R, donde

1 2 0 2
0 -1 1 1
x; =101, X, =101, x3:=(0], x4:=11
0 -1 -1 -1
1 1 0 -1

Ejercicio 3.4. El hiperplano U := { (x,y,z,w) € R* : x + y + 7+ w = 0} tiene dimensién 3.
Encontrar (a) una base vectorial de U; y en seguida (b) una base ortonormal de U.

Ejercicio 3.5. En el espacio vectorial R[¢] de polinomios reales, considérese la férmula:

1
(p(1) | q(0)) = / | P—QJ?L@? d.
- - X

(a) Comprobar que este (— | —) es un producto escalar sobre R[7].

(b) El polinomio de Chebyshev 7, (t) es aquél polinomio de grado n € N que cumple®
T,(cosf) =cosnfl, para —-m<6O<m.

Demostrar que estos polinomios son ortogonales con respecto al producto escalar dado.

Por ejemplo, To(t) = 1, T1(t) =1, Ta(t) = 2> — 1, T3(t) = 4¢3 - 3t, etcétera.
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y/yll

Figura 3.1: La férmula de simetria

Ejercicio 3.6. Six,y € R"\ {0}, con normas ||x|| > 0, ||y|| > 0, comprobar esta formula de
H— — llyllx = llxlly]|-

simetria:
Iyl ‘ Ilxl

[ Indicacion: véase la Figura 3.1, ilustrando el circulo unitario en el subespacio lin{x, y). |

4
‘
P/

X 0

X+y+z

Figura 3.2: Un paralelepipedo con vértices 0, x,y, z

Los tres ejercicios que siguen se refieren a una norma de vectores, que cumple las propie-
dades de la Proposicion 3.9 y la ley del paralelogramo, Lema 3.10, pero no necesariamente
proviene de un producto escalar.

Ejercicio 3.7. Si V es un espacio vectorial (real o complejo) con una norma que cumple la
ley del paralelogramo, demostrar que siguiente relacion, parax,y,z € V:

llx +y + 2l + lel® + Iy l1* + 1z1” = [lx + 17+ lly +zl* + |1z +x]1*. (*)
[ Indicacién: considerar las facetas y las diagonales de un paralelepipedo (Figura 3.2) con

vértices 0,x,y,z. ||
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Ejercicio 3.8. El teorema de Jordan y von Neumann (caso real) dice lo siguiente. Si V es
un espacio normado real cuya norma cumple la ley del paralelogramo, la formula que sigue
define un producto escalar compatible con esa norma:

@, x) = 5l +y1I7 = llxl” = Iy l1?),
(a) Usar la formula () del Ejercicio 3.7 para comprobar que (x,y +z) = (x,y) + (x, 2).
(b) Deducir que {(x,ay) =a{x,y) paraa € N,a € Z,a € Q, a € R sucesivamente.

(c) Concluir que (x,y) cumple todas las propiedades de un producto escalar real en V;
y que (x,x) = [lx]/*.

Ejercicio 3.9. El teorema de Jordan y von Neumann (caso complejo) dice lo siguiente. Si V
es un espacio normado sobre C cuya norma cumple la ley del paralelogramo, las siguientes
formulas definen un producto escalar compatible con esa norma:

Rex, ) = g (e + 17 = Il =y ), 3. y) = 5(1lx —iyll® = llxll” = lIy11?).

(Es inmediato del Ejercicio 3.8 anterior que la parte real R (—, —) es un producto escalar real.)
Mostrar que R(x,ix) = 0. Concluir que (x,y) := R(x,y) — i R(x,iy) cumple todas las
propiedades de un producto escalar complejo en V, tal que (x,x) = ||x||*.

Ejercicio 3.10. Encontrar una tercera columna de modo que la siguiente matriz A sea una
matriz ortogonal:

1L L 9
vioov2
L o 2
A=|5 ’f.
L _L 9
viov2 o
Ejercicio 3.11. Decidir (con razonamiento) si la siguiente matriz es ortogonal o no:
(L 1 1 1]
2 2 2 2
r 1 _1 _1
2 2 2 T2
=11 1 1
2 "2 T2 2
r_1r 1 _1
2 T2 2 2

Ejercicio 3.12. Demostrar que la siguiente matriz Q es una matriz ortogonal:

senffsen¢ senfcos¢ cosfcos¢p —cosfsen
0= senfcos¢p —senfsengd cosfsen¢d  cos6fcose
" |cos@senp cosfcos¢ —senfcos¢d senfsen g

cosfcos¢p —cosfsengd —senfsen¢ —sen6cosp

3-37



MA-460: Algebra Lineal II 3.7. Ejercicios sobre ortogonalidad y teoria espectral

Ejercicio 3.13. (a) Six,y € R" son vectores de columna no nulos, demostrar que xy' es
una matriz en M,(R) cuyo rango es 1.

(b) Seax € R” con ||x|| = 1. La matriz de Householder determinada por x es
H,:=1,-2xx".
Mostrar que H, es simétrica y ortogonal, con H2 = 1,,. [ Indicacién: x'x = ||x||>.

Ejercicio 3.14. (a) Calcular los autovalores de la matriz

5 -6 2
A=|-6 4 -—4].
2 40

Encontrar una matriz ortogonal P cuyas columnas son autovectores de A, de modo que
P'AP = P~' AP sea diagonal.

(b) Calcular A, usando esta forma diagonal D = P'AP.

Ejercicio 3.15. (a) Si U y V son matrices unitarias en M, (C), demostrar que el producto
UV es también unitaria.

(b) SiU € My(C) es unitaria, demostrar que U es invertible y que U~ es también unitaria.?”
(c) Demostrar que A € M,,(C) es unitaria si y solo si ||Ax|| = ||x|| para todo x € C".

Ejercicio 3.16. Determinar si cada una de estas matrices simétricas,

1 1 1 1 11 9 -6 2
A=11 1 1], B:=11 2 2}, C:=|-6 8 -4,
1 11 1 2 3 2 -4 4

es (a) positiva; y (b) definida positiva.

b una matriz simétrica en M;(R). Demostrar direc-

tamente que es posible factorizar A = LDL', con L triangular inferior unipotente y
D diagonal invertible, siy solosia # 0y ¢ # b?/a.

Ejercicio 3.17. (a) Sea A := [a

(b) Concluir que A es definida positiva si y solosia > 0, ¢ > 0y ac — b*> > 0.

"TLas partes (a) y (b) dicen que la totalidad de matrices unitarias n X n es un grupo, llamado U(n).
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. 4 12 .
(c) Obtener la factorizacién A = LDL' para A := [ 1 4 5]. Usar esta factorizacién para
comprobar que

x'Ax = (2x1 +6x2)% + (3x2)* si x = [Xl] e R2.

X2
Ejercicio 3.18. Dadas m vectores x1,...,x, € R", su determinante de Gram es
X1X1 X1:'X2 ... X1°'Xnp
X2:X1 X2:X2 ... X2:'Xp
det A = .
X X1 X X2 ... Xy Xm

Este es el determinante de la matriz A = [q;;] tal que a;; = x; - x ;. Demostrar que det A =0
siy solo si {xi,...,x,} es linealmente dependiente, y que det A > 0 cuando {x1,...,x,}
es linealmente independiente.

[ Indicacién: encontrar una matriz B tal que A = B'B. ||

Ejercicio 3.19. Si J = {ji,j2,...,jr-} € {1,2,...,n}, el menor my; := det Ay; se llama
un menor principal de la matriz A € M,(F). Si J; = {1,2,..., k}, los menores principales
Dy :==my, j, parak = 1,...,n, se llaman los menores principales delanteras de la matriz

cuadrada A:
aipr ap ais

air an
, Ds=lay ax» ax|, ..., D,=detA.

az; an

Dy=ayn, D=

asy a4z ass
(a) Silamatriz A € M, (R) es definida positiva, demostrar que todos sus menores princi-
pales delanteras son nliimeros positivos.

(b) Inversamente, si A € M,(R) es simétrica, con Dy > O para k = 1,2, ..., n, demostrar
que la matriz A es definida positiva. [ Indicacién: eliminacién gaussiana simple. |

Ejercicio 3.20. Considérese la siguiente matriz A € Mg(R):

(b 0 -1 0 0 0 0 1]

O » 0 -1 0 0 -1 0

-1 0 ¢ 0 O -1 0 O

A 0O -1 0 ¢ 1 O 0 O

10 0O O 1 b O 1 Of°

0O 0 -1 0 0 5 O 1

O -1 0 01 0 ¢ O

1 0 0 0 0 1 0 c

Demostrar que esta matriz!® es definida positivasiy solosib > 0,¢c > 0y bc > 4.

'8La matriz apareci6 en un problema de la mecdnica cudntica, en la tesis de licenciatura: Ileana Castillo A.,
Productos cudnticos en espacios de funciones analiticas, UCR, 1988.
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En los cinco ejercicios que siguen, V es un espacio de Hilbert de dimension finita 7.

Ejercicio 3.21. (a) Si S € £(V) es un operador autoadjunto tal que (x, Sx) = 0 para todo
x €V, demostrar que S =0. [ Indicacion: Lema 3.34. |

(b) Siademds T € £(V) es un operador lineal cualquiera, demostrar que 7' = 7™ si y solo
si(x,Tx) € Rparatodox € V. [ Indicacién: considerar S :=i(T* —T). |

Ejercicio 3.22. (a) Si S € L£(V) es autoadjunto, usar el teorema espectral para obtener dos
operadores positivos S;, S_ € L(V) tales que S;5- =5_S, =0y S =S8, - S_.

(b) Concluir que cualquier operador lineal T € £(V) es una combinacién lineal de la forma

T:Tl—T2+iT3—iT4

donde las “cuatro partes” Ty, T», T3, T4 son operadores positivos.

Ejercicio 3.23. (a) Si T € £(V) es un operador normal, demostrar que hay un polinomio
p(t) € C[t] tal que p(T) = T*. [ Indicacién: buscar un polinomio p(¢) que cumple
p(a;) = @; para cada autovalor o; de T'. |

(b) Si § € L(V) es otro operador lineal (no necesariamente normal) tal que ST = TS,
demostrar que S*T =TS".

(¢c) Si §,T € L(V) son normales y ST = TS, concluir que el producto ST es también
normal.

Ejercicio 3.24. (a) SiT € £(V) es un operador positivo, demostrar que hay un polinomio
q(1) € R[1] tal que ¢(T) = T'/2. [ Indicacion: buscar un polinomio ¢(¢) que cumple
q(a;) = fa; para cada autovalor a; de T. ||

(b) Si § € L(V) es otro operador positivo tal que ST = T'S, demostrar que los operadores
S + T y ST son también positivos.

(¢c) Si Q,R € L(V) son operadores positivos que no conmutan, demostrar que Q + R es
positivo pero QR no es necesariamente positivo. [ Indicacién: dar un contraejemplo
de dos matrices positivas cuyo producto no es una matriz positiva. ||

Ejercicio 3.25. (a) Demostrar que U € L£(V) es unitario si y solo si ||Ux|| = ||x|| para todo
xeV.
(b) Demostrar que T € £(V) es normal siy solo si ||Tx|| = ||T*x|| paratodox € V.

(c) Mostrar que 7' € L£L(V) es normal siy solo si (Ty,Tx) = (T*y,T*x) paratodox,y € V.
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Ejercicio 3.26. Sea A € M,(C) y sean A41,...,4, los autovalores de A, repetidos segin su
multiplicidad. Demostrar la desigualdad:

tr(A*A) > |42+ + 2,5

con igualdad si y solo si A es una matriz normal, A*A = AA*. [ Indicacidn: usar la férmula
(3.25) para calcular tr(A*A). |

1
o ] € M>(C),
asi: (a) hallar la matriz positiva R tal que R? = B*B; y (b) calcular Q := BR™!.

-1 -2
Ejercicio 3.27. Obtener la descomposicién polar QR de la matriz B = [

Ejercicio 3.28. Sea ¢ := ¢?™/" una raiz n-ésima de 1 (compleja)® y sea F € M,(C) la matriz

con entradas fj := U=DGE=D 13/

1 1 1 1
1 ¢ I Cia
P 1K 22 I L. 2D
 n : : : - :
1 {n—l gZ(n—l) L é«(n—l)2

La matriz F se llama la transformacion de Fourier finita de orden n.

(a) Escribir F explicitamente en los casos n = 2,3,4. [ Indicacién: w := ¢>"/3. ]

(b) Demostrar que F*F = 1, y concluir que la matriz F es unitaria. [ Indicacién: notar
que é? — e—27ri/n — g—l.]]

(c) Calcular la matriz F? y mostrar que F* = 1,. Deducir que los tinicos autovalores
posibles?? para F son A =1, 1,1, —i.

27
n

19El nimero complejo ¢ := e*/" = cos 2% +isen 22 cumple ¢" = 1. Sus potencias ¢, ¢2,¢3, ..., " son

otras raices n-ésimas de 1, porque (£¥)* = (") = 1% = 1 parak =0,1,2,...,n— 1. (Como £° = " = 1, hay
exactamente n raices n-ésimas de 1, las soluciones complejas distintas de la ecuacién polinomial z" — 1 = 0.)

*°La multiplicidad de cada uno de estos autovalores, para n cualquiera, es “aproximadamente n/4”. La
determinacion exacta de las multiplicidades es un problema de la teoria de nimeros. Por ejemplo, si n = 4m + 1
conm € N, se sabe que A = 1 ocurre (m + 1) veces, y que A = —1, i, —i ocurren m veces cada uno.
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4 Formas bilineales

I vari rami della Matematica pura ed applicata si an-
nodano e si collegano fra loro per vie inaspettate; e
le idee, che traggono origine da elementari proble-
mi della pratica, sembra debbano maturarsi per una
lunga elaborazione di pensiero, nelle regioni piu alte
della teoria, prima che possano discendere feconde
nel campo di attivita della vita.

— Federigo Enriques

Las aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales son representadas por matrices
(en la presencia de un par de bases). En este capitulo se examinard otros objetos, las formas
bilineales sobre un espacio vectorial, que generalizan el concepto de producto escalar real. A
cada forma bilineal se le asocia una matriz que la representa con respecto a una base dada.

Se distinguen tres clases de tales formas: (a) las formas bilineales simétricas, (b) las formas
bilineales alternadas o antisimétricas, y en el caso complejo (c) las formas sesquilineales her-
miticas. Las matrices asociadas son respectivamente simétricas, antisimétricas, o hermiticas.
Se requiere clasificar estas formas hasta isomorfismo, por una cierta relacion de equivalencia
entre sus matrices.

4.1. Formas bilineales y sus matrices

Definicién 4.1. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F cualquiera.
Se dice que una aplicaciéon f: V XV — F es una forma bilineal si las aplicaciones parciales
x — f(x,y);y — f(x,y) son formas lineales sobre F. En otras palabras, se debe cumplir

fx+z,y)=f(x,y)+ f(z,¥),
fx,y+w)=f(x,y)+ f(x,w),
flex,y) = f(x,cy) =c f(x,y), (4.1)

paratodo x,y,z,w € V; ¢ € F. En consecuencia,
n n n n
f(z c,-x,-,Zdjxj) :ZZcidjf(x,-,xj). o
i=1 j=1 i=1 j=1

Ejemplo 4.2. El producto punto de vectores f(c,d) :=c'd = ¢1dy +- - - + ¢, d,, es una forma
bilineal sobre F". Mds generalmente, si A € M, (F) es una matriz cuadrada cualquiera, la
siguiente receta define una forma bilineal sobre F".

f(e,d) = c'Ad. o
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Definicion 4.3. En vista de las férmulas (4.1), la funcién f estd completamente determinada
por los valores f(x;,x;) con los vectores x;,x; en una base B = {x1,...,x,} del espacio
vectorial V. Denétese estos coeficientes de f por

ajj = f(x;,x;), | para i,j=1,...,n. (4.2)

La bilinealidad de f implica que

n

f(i Cixi,idjxj') = Z C;aijj dj.
i=1 j=1

ij=1

Los escalares a;; son entradas de una matriz cuadrada [ f ]g := A € M,(F): esta es la matriz
de la forma bilineal f con respecto a la base B. O

La bilinealidad de f expresada en las férmulas (4.1) puede ser reformulada de la siguiente
manera. En primer lugar, para cada vector fijo y € V, la aplicaciéon x — f(x,y) es una forma
lineal sobre V, o sea, es un elemento fy del espacio dual V*. Después, por la linealidad en la
segunda variable, siy = dix + - -- + d,x, entonces fy(x) = di fy,(x) +--- + d, fy,(x) para
todo x € V. Esto implica que la funcién F': V — V* : y  f, es una aplicacion lineal, y por
ende F € £L(V,V"). (Nétese que a;; = Jx; (x;) por (4.2).)

SiB* :={fi,..., fn} eslabase (1.5)de V* dual alabase B = {x;,...,x,} de V, entonces
la matriz (1.9) de F, con respecto a estas bases de V' y V*, se obtiene de

n

F(x)) = fe; = Zn:ij(xi) fi= Zaijfi-
i=1

i=1

Esto dice que la matriz de F es [F ]gﬂ =A=|[f ]%. En otras palabras, la matriz de la forma
bilineal f con respecto a la base B coincide con la matriz de la aplicacion lineal F' € £(V, V™),
con respecto a las bases B y B*, en la terminologia de la Definicién 1.28.

La moraleja de esta historia es que las formas bilineales sobre V son miembros de un
espacio vectorial, isomorfo al espacio vectorial £(V, V*) mediante la correspondencia f +— F
(que también es lineal!). Su dimensién es (dim V)(dim V*) = (dim V)? = n? = dim M,,(F).

» La diferencia sutil entre la asignacién de matrices A € M, (F) a operadores lineales en
L(V,V) y formas bilineales en £(V,V*) no es una mera complicacién de notacién. Tiene
un efecto profundo sobre la reasignacion de matrices bajo un cambio de la base B de V. En
el caso de operadores lineales, un cambio de base mediante la matriz invertible P = [lv]%
modifica la matriz A en una matriz semejante: A — P~'AP. En el caso de formas bilineales,
el ajuste de matrices viene dado por la Proposicion siguiente.
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Proposicion4.4. SeanB = {xy,...,x,} yB' = {x|,...,x,} dosbasesdeV;ysea P € M,(F)
la matriz de cambio de base (1.12), dada por x', =: Z?:l pjsxj. Si f: VXV — Fesuna
forma bilineal, las matrices respectivas A = [ f ]% yB=[f ]%: de f cumplen la relacion:

B = P'AP. (4.3)

Demostracion. Las entradas de A estdn dadas por (4.2); andlogamente, las entradas de B son
bys := f(x,x%). Al usar la bilinealidad de f, se calcula:

n n n n
RV DI YRR SREATIED S ot
i=1 j=1 ij=1 ij=1

y se reconoce el lado derecho como la entrada (r, s) de la matriz P'AP. |

Definiciéon 4.5. Dos matrices cuadradas A, B € M,(F) se llaman matrices congruentes,
escrito A = B, si hay una matriz invertible P € M,,(F) tal que B = P'AP. o

La igualdad (P~1)! = (PY)~! implica que la congruencia de matrices es una relacién
de equivalencia.! En efecto, esta relacion es reflexiva, porque A = 1} Al,; es antisimétrica,
porque B = P'AP implica A = (P~1)'BP~!; y es transitiva, porque B = P'APy C = Q'BQ
implican C = (PQ)'A(PQ). La Proposicién 4.4 dice que dos matrices que representan la
misma forma bilineal con respecto a dos bases distintas son congruentes, mediante la matriz
P de cambio de base.

Notese que dos matrices congruentes tienen el mismo rango. Es sabido que el rango es
invariante bajo cambios A — QAP con Q, P invertibles — véase la discusion después de la
Definicién 1.31. Al tomar Q = P', se ve que r(A) = r(B) cuando A = B. En consecuencia,
el rango de la matriz de una forma bilineal no depende de la base B de V: se puede definir el
rango de la forma bilineal f como el rango r(A) de cualquiera de sus matrices.

Definicion 4.6. Una forma bilineal f: VXV — F es no degenerada si f(x,y) = 0 para todo
x € Vimplicay = 0. 0

Lema4.7. Paraunaforma bilineal f: VXV — F, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f es una forma bilineal no degenerada;
(b) fy =0enV*implicaquey =0enV;

(¢) la aplicacion lineal asociada F € L(V,V*) es inyectiva;

'Algunos autores escriben A~' para denotar la matriz (A™!)! = (AY)~!, por un abuso de las leyes de

exponentes. Fijese que (AB)™' = A™'B 'si A, B son invertibles. A™" se llama la matriz contragrediente de A.
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(d) la aplicacion lineal asociada F € L(V,V*) es sobreyectiva;
(e) la aplicacion lineal asociada F € L(V,V*) es biyectiva;

(f) si B es una base de V, la matriz A = [ f ]g es invertible.

Demostracion. Ad (a) < (b): es inmediato, porque fy(x) := f(x,y).

Ad (b) & (c): es también inmediato, de la definicién F(y) = fy.

Ad (c) & (d): Como dimV =dim V" = n es finita, el teorema de rango y nulidad dice
que r(F) = n siy solo si n(F) = 0; en otras palabras, F' es sobreyectiva si y solo si F es

inyectiva.
Ad (d) < (e): se sigue por la misma razon.
Ad (e) & (f): viene delarelacién A = [f]3 = [F]3 . O

[ La Definicién 4.6 puede parecer asimétrica. Al cambiar los papeles de los vectores x, y,
se podria leer: “f es no degenerada si f(x,y) = O para todo y € V implica x = 0. Para

examinar esta cuestion, definase g(x,y) := f(y,x). De la férmula (4.2) se ve enseguida que

la matriz de g es la transpuesta de la matriz de f: [g]% = [aj;] = A". Pero A' es invertible si

y solo si A es invertible, con (AY)~! = (A~!)'. El inciso (f) del Lema 4.7 entonces muestra
que esta definicin alternativa de no degeneracion es equivalente a la original. |

La sobreyectividad F (V) = V*, que significa { f, : y € V} = V*, dice que una forma
bilineal f es no degenerada si y solo si cualquier elemento del espacio dual V* estd dado por
x — f(x,y)paraalginy €V.

4.2. Formas bilineales simétricas

Definicion 4.8. Una forma bilineal d: V XV — Fes simétricasi d(x,y) = d(y, x) para todo
x,yeV.

Una forma bilineal s: V XV — F es alternada o antisimétrica si s(x,y) = —s(y, x) para
todox,y e V. o

Es evidente de (4.2) que una forma bilineal d es simétrica si y solo si su matriz A = [d]%

es simétrica: A' = A. Del mismo modo, una forma bilineal s es alternada si y solo si su matriz

B = [s]% es antisimétrica: B' = —B.

La relacion de congruencia (4.3) mantiene estas condiciones:

(P'AP)' = P'A'P = P'AP,
(P'BP)' = P'B'P = —P'BP.

Existen cuerpos F en los cuales —1 = +1, o equivalentemente, 1 + 1 = 0; en cuyo caso la
distincién entre formas simétricas y alternadas carece de sentido. El ejemplo més conocido
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es el cuerpo de dos elementos F» = {0, 1} que es la base de la aritmética binaria.2 Para dejar
este caso de lado, en esta seccion se asumird que 1 +1 # Oen F.

Lema4.9. Si1+1 # 0enF, cada forma bilineal f: VXV — F es la suma, de manera tinica,
de una forma bilineal simétrica y una forma bilineal alternada.

Demostracion. Se puede definir una forma simétrica d y una forma alternada s por

d(x,y) = 5(f(x,y) + f(y,x)),
s(x,y) = 3(f(x, ) = f(y.x)). (4.4)

Es evidente que f(x,y) =d(x,y) +s(x,y).

Para la unicidad de d y s, basta observar que si f = d’ + s’ es otra suma de este tipo,
entonces d — d’ = s’ — s; esta es una igualdad entre una forma simétrica y otra alternada, lo
cual solo es posible si ambas formas son nulas: d —d’ = 5" —s = 0; luego,d’ =dys' =s. O

Definicion 4.10. Sea d: V XV — F una forma bilineal simétrica. A cada subespacio M <V
le corresponde un subespacio ortogonal con respecto a d:

M*={xeV:d(x,y)=0 paratodoy € M }
={yeV:d(x,y)=0 paratodox € M }. (4.5)

Debe estar claro que si N < M < V, entonces M+ < N+;y que {0}+ =V.

El subespacio V*+ ={y € V : d, =0} = ker D es el niicleo de la forma bilineal d. [| Aqui
D € L(V,V*) eslaaplicacién lineal asociada con la forma d. || Fijese que d es no degenerada
siy solo si ker D = {0} (por el Lema 4.7), si y solo si V+ = {0}. o

Proposicion 4.11. Si d es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre V, y si M es un
subespacio de V tal que M N M+ = {0}, entonces M & M+ =V.

Demostracion. Al considerar los valores d(x,y) con x € M solamente, y € V cualquiera,
se ve que x > d(x,y) es un elemento dj, de M* y que y +— dj es una aplicacion lineal
Dy € L(V,M*).De (4.5)se ve que M+ ={y eV : d,=0}=kerDy.

Por otro lado, si {x,...,x,,} es una base de M y {gi1,...,gmn} es la base dual de M*,
se puede completar la primera para obtener una base B = {x,...,x,} de V, cuya base dual

2En cualquier cuerpo F, sucede una de dos cosas: (a) una suma finita de copias del elemento identidad 1 es
igual a 0; o bien (b) ninguna suma finita de copias de 1 es 0. En el caso (a), sea p el menor entero > 2 tal que
1+1+---+1(p veces)es 0. Resulta que p es primo; por ejemplo, si 1 +1+1+1+1+1=(1+1)(1+1+1) =0,
entonces 1 +1 = 0obien 1+1+1 =0, poniendo de manifiesto que p no puede ser un nimero compuesto; este p
es la caracteristica del cuerpo F. En el caso (b), dicese que F es de caracteristica 0; en cuyo caso, F incluye una
copia de N y por ende una copia de Q. Los cuerpos finitos, entonces, son de caracteristica p para algtin p primo.
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de V¥es B* = {fi,..., fu}. Para j = 1,...,m, la férmula f;(x;) = [/ = k] implica que
fi(x) =gj(x) paratodox € M.

Del Lema 4.7 se obtiene f; = dy; paraalginy; € V'y por ende g; = d;j =Dy(y;). Se
deduce que la imagen de D es todo M*. Del teorema de rango y nulidad se concluye que

dimV =n(Dy) +r(Dy) = dim M+ +dim M* = dim M+ + dim M.

La condicién M N M+ = {0} ahoraimplicadimV = dim(M & M*),asique M&M*+ =V. O

» Los célculos explicitos con formas bilineales simétricas d(x, y) se simplifican considera-
blemente al considerar el caso x = y. Como se verd en seguida, se puede recuperar la forma
bilineal d a partir de tales valores.

Definicion 4.12. Sea d: V X V — F una forma bilineal simétrica. La forma cuadratica
asociada a d es la funcién ¢: V — F dada por ¢g(x) := d(x,x). O

Ejemplo 4.13. Una forma cuadrética sobre F” es una funcién cuadrética de n variables:

n

q(x) = Z aij XiXj,

ij=1
donde A € M, (F) es una matriz de coeficientes. Obviamente es posible combinar los términos
aj XiX; + ajiXjXxX; = (a,-j + aji)x,-xj.

Entonces la funcién g no cambia si se reemplaza cada a;; por %(ai j +aj;); por eso, se puede

suponer que A es una matriz simétrica, A' = A. Hecho eso, se ve que g(x) = d(x,x) donde
L on . .

d(x,y) ==X} =1 GijXiyj es una forma bilineal simétrica. O

Ejemplo 4.14. Una superficie cuadrica en F3, centrada en el origen, tiene una ecuacion de
la forma ¢(x, y, z) = 1, donde

[x y z]{a h g
q(x,y,z) == ax® + 2hxy + by + 2gxz + 2fyz + cz* | = hob f
g f ¢

N =
<

La Definicion 4.12 dice como obtener una forma cuadrética g a partir de una forma bilineal
simétrica d. Inversamente, es posible recuperar d a partir de g por el proceso de polarizacion
— el mismo procedimiento® que permiti6 reconstruir un producto escalar real desde una norma
cuadrada en el Lema 3.11.

3Con una férmula levemente distinta: en el contexto actual, no se dispone de una ley del paralelogramo.
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Proposicion 4.15. Una forma bilineal simétrica d es determinada por su forma cuadrdtica
asociada, mediante

d(x,y) = 3(q(x +y) = q(x) = q()). (4.6)

Demostracion. Por un calculo directo, se obtiene

gx+y)—qx)—q(y)=dx+y,x+y)—d(x,x)—d(y,y)
=d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y). O

» La clasificacion de las formas cuadréticas, o lo que es o mismo, la clasificacién de las
formas bilineales simétricas, procede por convertir una matriz simétrica A en otra matriz
diagonal, congruente con A. En contraste con la diagonalizacién por semejanza de una matriz
real simétrica, que requiere averiguar los autovalores de la matriz, la diagonalizacién por
congruencia es un algoritmo inductivo més sencillo.

Proposicion 4.16. Sea d: V XV — F una forma bilineal simétrica, de rango k. Entonces hay

una base B = {x1,...,X;,21,...,2Zn-k } de V para la cual la matriz de d es diagonal:
(b, 0 ... 0
0 b, ... O
[d]3=]0 0 ... b
0 . 0
0 ... 0
Demostracion. SiA =0y k =0,porserd(x,y) = 0,téomese unabase {z1, ..., 2, } cualquiera.

Sid(x,y) # 0, entonces por (4.6) hay un vector x| € V con g(x;) # 0; coléquese b := g(x1).
La construccion de la base B procede por induccién. Supéngase, entonces, que ya se ha

encontrado unos r vectores linealmente independientes x, . . ., x, € V tales que d(x;,x;) = b;
con b; # 0;y d(x;,x;) = Oparai # jen {l,...,r}. En tal caso, la restriccién de d al
subespacio M, := lin{x,...,x,) posee una matriz invertible y por ende esta restriccion es

una forma bilineal no degenerada. En consecuencia, vale M, N M;- = {0}.

Si d es no degenerada (es decir, si k = n), la Proposicién 4.11 permite deducir que
V = M, & M;-. Resulta que esta descomposicion sigue vélida aun cuando k < n. Parax €V,
coloquese

b, b, 2 b, T

d(xaxl) d(xaxZ) d(x’xr)
X — X — Xy — EEr—
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Entonces, para j = 1,...,r, vale

d(y,x;) =d(x,x,) - Z d(x,x;)

i=1

d(xix,) = d(x,x;) - 22 )
b xi,X;) =d(x,x; b

=d(x,x;)—d(x,x;) =0,

d(xj-,xj)

asi que y € M;-. Por tanto, x es una suma de dos partes:

x :Zbi_ld(x,xi)xi+y eEM, ®&M; . 4.7)
i=1

Como x € V es arbitrario, se obtiene V = M, & M;- (suma directa vectorial).
La matriz de d con respecto a esta descomposicion de V' tiene evidentemente el aspecto

[Br 0 , donde B, =diag[by,...,b;] y C,_, € M,_.(F).

0 Cir

Sir < k,de modo que C,,—, # 0, larestriccion de d al subespacio M, ,J' no es nula. Entonces
existe un vector x,; € M;- tal que b,41 := q(x,41) # 0. Ahora {x|,...,x,41} es la base de
un subespacio M,;; < V (con M, < M,,1, desde luego); y la restriccién de d a M, tiene
matriz diagonal B, := diag[bi, ..., b,+1] con entradas diagonales no ceros.

Este proceso se repite hasta llegar a By, en cuyo caso C,_; = 0 porque cada matriz de d
tiene rango k. Al elegir una base cualquiera {z1, . . . , Z,—¢ } para M;-, se obtiene la base deseada
Bi={x1,..., Xk, 215--->2n—k de V. O

Corolario 4.17. Una forma cuadrdtica sobre V de rango k puede escribirse como una
combinacion lineal de cuadrados:

q(x) = by fi(x)* +ba fo(x)? + -+ + by fi(x)*. (4.8)

Aqui f1, ..., fr € V* son formas lineales sobre V; y by, ..., b, € E. Ademas, fi,..., fr son
linealmente independientes en V*.

Demostracion. En la Proposicion 4.16, se ha demostrado que
_ 2 2
q(x) =bi&i+---+br &,

donde los &; son los coeficientes de x en la base B de V;estoes, x = &1 x1 + - -+ + &k Xk
SeaB* = {f1,..., fu}labase dual de V, asi que &; = f;(x) paratodox € V. De ahi resulta
la formula (4.8). Fijese que f;(x) es el coeficiente subrayado en la expresion (4.7). |
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Corolario 4.18. Cualquier polinomio cuadrdtico homogéneo en FE[ty, ..., t,| puede expre-
sarse como una combinacion lineal de cuadrados de polinomios de primer grado, sin términos
de primer grado ni constantes.

Demostracion. Un polinomio cuadratico homogéneo es una expresion del tipo

n

q(ty,...,ty) = Z ajjtit; concada a;; €F.
i,j=1

Las sustituciones ¢; + x; expresan la evaluacion de g en un vector x = (xq,...,x,) € F"
cualquiera. De este modo se obtiene una forma cuadrética g sobre F".
La férmula (4.8) expresa g en términos de varias formas lineales fi,..., fr € (F")*.

Cada f; es explicitamente una suma f;(x) =: ¢;1 X1 + - - + Cin Xp-
Definanse unos polinomios de primer grado (sin términos constantes) en n variables,
también denotados f;, por fi(t1,...,t,) :=ci1t; + -+ + cin t,. Entonces

q(tl,...,t,,) =blfl(tl,...,l‘n)2+---+bkfk(t1,...,l‘n)2. O

Resulta que estos polinomios de primer grado f; pueden elegirse de tal modo que f;
depende solamente de las variables t;, . . ., t,,. Esto sigue de la demostracion algoritmica de la
Proposicion 4.16: 1a forma lineal f,, del Corolario 4.17 es el primer elemento de la base dual
de la base {x,+1,...} del subespacio M;", asi que no depende de las coordenadas iniciales
X1, ...,X, del subespacio M,.

Ejemplo 4.19. Considérese la siguiente forma cuadratica sobre Q:
q(x) := xf —4x1x2 + 2x1x3 — 2x1X4 + 3x§ — 6x2x3 + 8x0x4 + 2Xx3%4 + 2xi.
La forma bilineal asociada (con las variables en “orden alfabética”) es:

d(x,y) :=x1y1 — 2x1y2 + X1y3 — X1y4 — 2x2y1 + 3x2y2 — 3x2y3 + 4x2y4
+x3y1 — 3x3y2 + X34 — X4y1 + 4x4y2 + Xay3 + 2X4Y4.

Cone; =(1,0,0,0)!, se ve que by := g(ey) = 1. Definase

-1
f] (x) = bl d(x, 6’1) =Xx1 — 2Xp + X3 — X4.
Asi se define una forma cuadratica residual:

q(x) = by fi(x)*

q(x) = (x1 = 227 + x3 — x4)*

2 2 2 _.
—x5 — 2x0x3 + 4xox4 — x5 +4xzxg + x5 = q'(x).
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Esta nueva forma cuadrética ¢’ no depende de la coordenada x. Hasta ahora se ha identificado
M; = lin{e;) y Mj- = lin(es, e3, e4).
Con e; = (0,1,0,0)", se ve que b, := g’(e3) = —1. Definase

Hx) = bgld(x, er) = x3 +x3 — 2x4.
El segundo paso del algoritmo es:
q(x) = b1 fi(x)* = b2 fo(x)* = ¢'(x) — (x2 +x3 — 2x4)* = 5x; = ¢ (x),

con M = lin(ey, e2), M5 = lin{es, e4). Ahora se toma x3 := e4 = (0,0,0, 1)", observando
que b3 = q”(e4) = 5. Se llega asf al resultado final:

g(x) = (x1 = 2x2 +x3 — x4)% — (x2 +x3 — 2x4)% + 5x7. 0

Es posible identificar un juego de formas lineales fi,..., fi que definen la descom-
posicion (4.8) de g(x), mediante un proceso algoritmico conocido como la reduccién de
Lagrange.

s o2 s _ ot _ n
Proposicion 4.20. La forma cuadratica q sobre " dadapor g(x) = x'Ax = Zi’j: | 4ijXiXjcon
una matriz simétrica A = A' € M, (F) puede expresarse como una combinacion lineal (4.8)
de cuadradas de formas lineales, como sigue.

(a) Siagry # 0 para algun k, se debe reordenar las variables para que a1y # 0. Entonces

n

1 2
q(x) = a—H(Zal,-x,-) +q1(x), (4.92)

j=1
donde q1(x) depende solamente de (x», . . ., x,).

(b) Sitodo axy =0, se debe reordenar variables para que a1, # 0. El tal caso, se obtiene
1 n 2 1 n 2
q(x) = E(;(au + azj)xj) - %(;(a” - azj)xj) +qa(x), (4.9b)

donde q,(x) depende solamente de (x3, . .., Xxy).

(c) Al repetir el paso apropiado (a) o (b) con la nueva forma cuadrdtica q1(x) o q2(x),
y asi sucesivamente, hasta que la forma cuadratica residual es nula, se obtiene asi la
expresion (4.8) de q(x).
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Demostracion. Un célculo directo verifica que ¢ (x) no depende de x;; y otro cdlculo directo
comprueba que g;(x) no depende de x| ni x;.

En el paso (a), si es factible, se construye b; := al_l1 y una forma lineal fj(x). De
lo contrario, si ¢ no la forma cuadratica nula, se puede ejecutar el paso (b), que produce
by == (2an)~'y by := —(2a12)7", junto con las formas lineales fi(x)y fa(x).

Los otros términos de (4.8) se obtienen al repetir estos pasos hasta agotar las x;. O

Escolio 4.21. Las formas lineales fi,..., fr obtenidos por los pasos (4.92) y (4.9b) son
linealmente independientes. =|

» La forma diagonal de la Proposicién 4.16 no es tnica, porque hay cierta flexibilidad en la

determinacion de los coeficientes b ;. Por ejemplo, si se puede factorizar un coeficiente dado
. = g2 . ituci : . . Iy

bjcomob; = ascjcona; # 0, entonces las sustituciones b; — c;y x; = a; x| dan lugar a

d(a;'xia5'x)) = a7'a; d(xi,x;) = a;'a;'b; [i = ] = ¢; [i = j].

Por tanto, para la matriz de d en la nueva base C = {alel, e ,a;lxk,zl, e s Zn—k} S€
obtiene [d]g = diag[cy,...,ck,0,...,0]. Es posible y es deseable, entonces, “normalizar”
los coeficientes diagonales no ceros al dividirlos por cuadrados convenientes.

Se debe distinguir dos casos importantes. Cuando F = C, cualquier nimero complejo no
cero posee una raiz cuadrada compleja.# En contraste, cuando F = R, solamente los nimeros
positivos (excluyendo 0) poseen raices cuadradas reales. Estas consideraciones bastan para
demostrar el siguiente teorema de Sylvester,> conocido como la Ley de inercia.

Teorema 4.22 (Ley de Inercia). Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre F =R o C
ysead:V XV — F una forma bilineal simétrica de rango k.

(a) SiF =C, entonces hay una base C de V para la cual la matriz de d es
[d]§ = diag[1,...,1,0,...,0] = 1; & 0,, (4.102)
con k entradas diagonales iguales a 1.
(b) Si F =R, entonces hay una base C de V para la cual la matriz de d es
[d] = diag[1,...,1,~1,...,~1,0,...,0] = 1, ® —1, & 0,_p_g, (4.10b)

con p entradas diagonales iguales a 1 y q entradas diagonales iguales a (—1), donde
p+q=k.

4De hecho, tiene dos raices cuadradas, pues (—a)> = . Por ejemplo, (=1 +i)? = (1 —i)? = =2i.

SJames Joseph Sylvester (1814—1897), junto con su compatriota Arthur Cayley (1821—1895), se consideran
padres fundadores del dlgebra abstracta. Sylvester inventd buena parte de su terminologia: la palabra matriz, el
discriminante de un polinomio, la funcion tociente de Euler, y la ley de inercia para formas cuadréticas, fueron
vocablos introducidos por €l.
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Demostracion. Sea B = {x1,...,Xk,21,-..,2n—k} la base de V obtenida en la demostracion
de la Proposicién 4.16, para la cual la matriz de d es [d]% = diag[by, ..., by, 0,...,0],donde
cadab; # 0.

Ad(a): SiF =C, sea a;j una (de dos) rafz cuadrada de b;, para j = 1,..., k. Definase
Y= al_.lxj; la matriz de d paralabase C := {y1,..., ¥k, 21, .,Zn—k} €S [d]g =1y ®0,_¢.

Ad(b): SiF=R,enlalista (by,...,by) hay unas p entradas positivas y unas g entradas
negativas, con p + g = k, desde luego. Por una permutacion de los vectores x;, si fuera
necesario, se puede suponer que b; > Oparaj=1,...,pyqueb; <Oparaj=p+1,... k.

Ahora coloquese a; = \/b—jparaj =1,...,pyaj:=+-bjparaj=p+1,...,k;
en seguida, deffnase y; := aj‘.lx ;5 entonces la matriz de d respecto de la base C :=

Dloeee Yot zni es [dIE = 1,8 —1, ® 0,0y

O

Definicion 4.23. Sea A = A' € M, (R) una matriz simétrica real. La forma bilineal simétrica
ds(x,y) := x'Ay sobre R" determina una matriz diagonal (4.10b) con p entradas diagona-
les +1 'y g = r(A) — p entradas diagonales —1. La diferencia® s(A) := p — g € Z se llama la
signatura de la matriz A. O

» Laimportancia de la signatura, junto con el rango, en el caso real, es que estos dos ndmeros
caracterizan las clases de equivalencia bajo la relacién de congruencia. Eso es lo que afirma
el resultado siguiente.

Proposicion 4.24. Dos matrices simétricas reales A, B € M,(R) son congruentes si y solo si
tienen el mismo rango y la misma signatura: r(A) = r(B) y s(A) = s(B).
Demostracion. Por el Teorema 4.22, formula (4.10b), hay enteros p, p’, q,q" € N tales que
A=1,06-1,©0,_,_,mientras B =1, & —1, & 0,_p—_g.

Ad(<): Sir(A)=r(B)=kysis(A) =s(B) =s,entoncescon p+qg=p'+q' =ky
ademas p—qg=p'—q' =s,dedonde p = %(k +s)=p'yq= %(k —s) = ¢’. (Fijese, de paso,
que los enteros k y s tienen la misma paridad.) Se deduce que A = B.

Ad (=): Si Ay B soncongruentes, ya se sabe que A y B tienen el mismo rango. Dendtese
k :=r(A) = r(B) en ese caso. Basta entonces mostrar que

(lp 57 —lq ®0,_¢) = (1p/ 57 —1q/ ®0,_¢).

Si R es una matriz invertible k X k tal que (1,» @ —1,) = R'(1, ® —1,)R, entonces la matriz
invertible P := R @ 1, satisface (1,, ® =1, ® 0,_4) = Pt(lp ® -1, ® 0,_¢)P. Por eso, no
se pierde generalidad en suponer que k = n (o sea, que A y B son invertibles).

6 Algunos autores llaman signatura al par ordenado (p, ¢); a la diferencia p — ¢ la llaman el indice de una
forma bilineal simétrica con matriz A.
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Basta entonces verificar que las matrices diagonales (1, @ 1,) y (1,» ® —14/), donde
p+q=p’+q =n,soncongruentes siy solosip = p’.
Considérese la forma bilineal simétrica sobre R" dada por

d(x,y) :=X1y1+ " +XpYp = Xpr1Yp+l = * ~ XnYn. (4.11)

La matriz de d en la base estandar € = {ey,...,e,} de R" es entonces [d]g = (1, ® -1,).

Sea U := {uy,...,u,} otra base de R” tal que [d]ﬁ = 1, ® —1,. Explicitamente, con
X=Xx{up+--+x,u,,y =y up+---+y,u,, supéngase que se verifica
d(x,y) = X[y XY =X Y T T XYy

Resulta que los subespacios M := lin{ey,...,e,) y N' := lin(uprs1,...,u,) son suple-

mentarios. En efecto, es obvio que
d(y,y) >0siye M, y+0, mientras d(z,z) <0size N, z#0.

De ahi se ve que M N N’ = {0} y luego M + N’ = M & N’ (es decir, la suma vectorial de M
y N es una suma directa). Al contar dimensiones, se ve que

p+q =dim(M@®N')<n=p+q, asique ¢ <gq.

Del mismo modo, los subespacios M" := linuy,...,u,) y N :=lin{eps1, ..., e,) cum-
plen M’ N N = {0}. Esto implica que

p'+g=dim(M'®@N)<n=p+q yporende p’ <p.
Pero p’+q'=n=p+q,dedonde p’ = py q’ = g necesariamente. O

Definicion 4.25. Sid: V XV — R es una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial
real, la signatura de d es la signatura s := p — g € Z de cualquiera de sus matrices [d]g.

También se dice que s es la signatura de la forma cuadratica real g asociada con d. O

Definicion 4.26. Una forma bilineal simétrica real d sobre V es positiva si d(x,x) > 0 para
todo x € V. Una forma cuadratica real g es positiva si g(x) > O paratodox € V.

Si estas desigualdades son estrictas para todo x # 0, se dice que d [respectivamente, g] es
definida positiva. o

SiC={yt,....Yp:Yp+l>---»Yk:Z1,...,Zn-k} €S una base de V para la cual d tiene la
matriz (4.10b), entonces q(yp+1) = d(yp+1,¥p+1) < 0si g # 0y en consecuencia d no es
positiva. De ahi se ve que d es positiva si y solo si g =0, si y solo si su rango y signatura
coinciden (s = k). Ademads, q y d son definidas positivas si d es positiva y no degenerada (el
caso s = k = n).

» Obsérvese que un producto escalar real no es mas que una forma bilineal simétrica real que
es definida positiva. La teoria de espacios R-vectoriales euclidianos admite una generalizacion
que consiste en reemplazar el producto escalar por otra forma bilineal simétrica indefinida.
Por ejemplo, se podria reemplazar el producto punto en R" por la forma (4.11).
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4.3. Formas hermiticas

Un producto escalar real sobre un espacio R-vectorial es en particular una forma bilineal
(que es también definida positiva). En contraste con eso, un producto escalar complejo sobre un
espacio C-vectorial no es bilineal: es lineal en una variable pero solo semilineal (antilineal) en
la otra. Para poder incorporar los productos escalares complejos en la temética de este capitulo,
es necesario reconsiderar el punto de partida. Lo que se requiere es sustituir la bilinealidad
de una funcién de dos vectores por “%—linealidad”. Con la ayuda del prefijo latino sesqui- que
significa tres medios, es posible abordar el estudio de formas sesquilineales sobre un espacio
vectorial complejo, donde otra vez resulta posible clasificar algunas de tales formas por su
rango y signatura.

En esta seccion, V denotard un espacio vectorial finitodimensional sobre C.

Definicion 4.27. Una aplicacién h: V XV — C es una forma sesquilineal si la aplicacién
parcial w +— h(z,w) es una forma lineal sobre V y la aplicacion parcial z — h(z,w) es
semilineal; en otras palabras,

h(z+27',w)=h(z,w)+h(Z',w), h(z,aw) = a h(z,w),
h(z,w +w’) = h(z,w) + h(z,w’), h(az,w) = ah(z,w),

paratodo z,z',w,w’ € V, @ € C.
Una forma sesquilineal 4 se llama hermitica si

h(z,w)=h(w,z) paratodo z,weV. O

Esta definicion es obviamente andlogo a una forma bilineal simétrica.

Con respecto a una base B = {z1,...,2,} de V, la férmula a;; := h(z;,z;) determina
la matriz A = [h]% de una forma sesquilineal. Es evidente que una forma sesquilineal es
hermitica si y solo si su matriz es hermitica: A* = A.

Dos matrices de una forma sesquilineal referido a bases diferentes estdn ligadas por una
relacion parecida, pero no idéntica, a la congruencia de matrices (4.3). Una leve modificacién
a la prueba de la Proposicion 4.4 demuestra lo siguiente.

Escolio 4.28. Sean B = {z1,...,2,} y B’ = {z},...,2,} dos bases de V; y sea P € M,(C)
la matriz de cambio de base, dada por 7, =: 27:1 Pjszj.- Si h: VXV — C es una forma
sesquilineal, las matrices respectivas A = [ f ]% yB= [h]%: de h cumplen la relacion:

B =P*AP. (4.12)

Definicién 4.29. Dos matrices cuadradas A, B € M,,(C) se llaman matrices *-congruentes
(o matrices conjuntivas) si hay una matriz invertible P € M, (C) tal que B = P*AP. o
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La *-congruencia es una relacion de equivalencia: por ejemplo, si B = P*AP, entonces
A = (P"H*BP~!. Dos matrices *-congruentes tienen el mismo rango: este es el caso de
A — QAP con Q = P*. Por lo tanto, el rango de la matriz [h]% de una forma sesquilineal no
depende de la base B elegida, y se llama el rango de la forma sesquilineal /.

Dada una forma hermitica 4: V XV — C, el concepto de subespacio ortogonal M+ (con
respecto a h) de un subespacio M < V se define por el mismo protocolo (4.5) usado para
formas bilineales simétricas:

M+ ={z€V:h(z,w)=0paratodow € M }
={weV:h(z,w)=0paratodoz € M }.
Ejemplo 4.30. Si V es un espacio de Hilbert, su producto escalar
]’l(Za W) = <Z, W>

es una forma sesquilineal y hermitica, que ademas es definida positiva, porque h(z,z) > 0
para z # 0 en V. Esto dice que una forma hermitica es una generalizacién de la nocién de
producto escalar, donde se puede omitir el requisito de positividad. O

Ejemplo 4.31. Si p,g € N con p + g = k < n, la forma sesquilineal siguiente sobre C" es
hermitica:
h(Z, W) = lel R prp - Zp+lwp+1 - Zp+qu+q-

Con respecto a la base estandar &, es evidente que

1, 0 0
[n]¢ = diag[1,...,1,-1,...,-1,0,...,0]= [0 -1, O |. (4.13)

Esta matriz de & muestra que la forma hermitica & tiene rango k = p + g y sugiere que h
tiene signatura s := p — q. Efectivamente, hay una ley de inercia para formas hermiticas,
directamente andloga a la expresion (4.10b) para formas bilineales simétricas reales. 0

Proposicion 4.32. Si dimV =ny si h: VXV — C es una forma hermitica de rango k,
entonces hay una base C de V tal que [h]g =1,0~-1,®0,_ donde p +q = k.

Demostracion. Tomese una base cualquiera B = {zy,...,z,} del espacio C-vectorial V' y
sea A = [h]% la matriz de & con respecto a esta base. Como 4 es hermitica, se sigue que
A* = A en M,(C). Por el Lema 3.50 — justo antes del teorema espectral — hay una matriz
unitaria U € M, (C) tal que U"'AU = U*AU es diagonal; y sus entradas diagonales son los
autovalores (reales) de A.

Si B’ ={z],...,z,} es la base dada por z{ := 3, u;s2;, la matriz de h en esta base es
diagonal: [h]g = U*AU = diag[A4y,...,4,] donde 14, .. ., A, son los n autovalores de A.
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Es posible elegir U de tal manera que los autovectores z; de A estén en un orden prede-
terminado. || Una permutacién de los vectores en una base dada se efectiia por una matriz P
cuyas columnas son las de la base estdndar en otro orden; este P es real y ortogonal, y por
ende unitaria; es cuestion de cambiar U por UP para obtener B’ a partir de B. || Entonces se
puede asumir, sin perder generalidad, que los primeros autovalores son positivos: A; > 0 para

i=1,...,p;seguidos por unos autovalores de A negativos: A; <Opara j=p+1,...,p+q;
y por ultimo los autovalores nulos: 4, = O parar = p + g+ 1,...,n. (Se debe notar que el
rango de la matriz diagonal U*"AU es p + g =r(A) = k.)
Dicho de otro modo: hay nlimeros positivos ay, . . ., a,4 tales que
_ 2 2. _ 2 2 . .- -
/11 —+a1,... /lp—+ap, /lp+1 —_ap+1,... Ap+q—_ap+q, /1p+q+] —"'—/1;1—0.
.— -1, —1,7. -1 -1 7 . ’ .
Sea @ := {a1 Tpoee sy Zp3 Ay 120 Qg Zpags Zpppasys - - ,Z,}. La matriz de & en esta

base entonces €s [h]g =1,®-1,®0,_t, como en (4.13). O

Se puede comprobar, al repetir la demostraciéon de la Proposicién 4.24, que el rango
r(A) = p + q y lasignatura s(A) := p — ¢, obtenidos de la matriz diagonal (4.13) no depen-
den de la base C elegida.

Escolio 4.33. Dos matrices hermiticas A, B € M,,(C) son x-congruentes si y solo si tienen el
mismo rango y la misma signatura: r(A) =r(B) y s(A) = s(B). B

En el transcurso de la demostracion de la Proposicion 4.32, se obtuvo una nueva caracte-
rizacion de la signatura de una forma o matriz hermitica que es importante declarar.

Corolario 4.34. Sea A = A* € M,(C) una matriz hermitica, *-congruente con la matriz
diagonal (1, ® =1, ® 0,_,_4). Entonces p es el nimero total de autovalores positivos de A;
g =r(A) — p es el nimero total de autovalores negativos de A; ademds, n(A) =n—p —q es
el niimero total de autovalores ceros de A. La signatura de A es s(A) '=p — g € Z. =|

» Es evidente que las leyes de inercia para formas simétricas reales, la Proposicion 4.32(b);
y para formas hermiticas, la Proposicion 4.32, conducen a resultados similares; pero sus
demostraciones difieren porque en el segundo caso fue posible aprovechar el teorema espectral.

Cabe preguntar si en el caso de formas simétricas reales, se puede obtener la signatura
por el mismo conteo de signos de los autovalores de una matriz A = A'. Resulta que si: pero
requiere una prueba diferente. Sucede que se puede diagonalizar una matriz simétrica real A
(cuyos autovalores son reales) por un cambio de base ortogonal de R™; en otras palabras, hay
una matriz ortogonal Q tal que Q~'AQ = Q'AQ es diagonal. Para ese resultado, consultese
la seccion IX.13 del libro de Gantmacher. En seguida, el resto de la demostracion de la
Proposicion 4.32 es aplicable al caso simétrico real.
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4.4. Formas bilineales alternadas

Las formas bilineales alternadas tienen una estructura mas sencilla que las formas bilinea-
les simétricas, pero no son menos importantes. En esta seccion F denota un cuerpo cualquiera
en el cual 1 +1 # 0. El ejemplo primordial de una forma bilineal alternada es la aplicacién
so: F? x F> — F dada por

s0(x,y) = x1y2 — x2)1.
Su matriz con respecto a la base estindar {e;, e;} de Fesla siguiente matriz antisimétrica:

1
Jy = [_01 0] . (4.14)

[ Esta es la misma matriz (2.5) del Ejemplo 2.13. ]| En adelante se verd que cualquier matriz
antisimétrica es congruente con una suma directa de varias copias de esta J;.

Definicion 4.35. Una forma bilineal alternada s: V X V — F que es no degenerada se llama
una forma bilineal simpléctica sobre V. o

Definicion 4.36. Si s: V XV — F es una forma bilineal alternada, y si M es un subespacio
de V, su complemento simpléctico con respecto a s se define por analogia con (4.5):

M+ ={x€V:s(x,y)=0paratodoy € M}
={yeV:s(x,y)=0paratodox € M }. (4.15)

Un subespacio M < V tal que M C M~ se llama un subespacio isotrépico de V. o

A primera vista, la relacion M C M~ puede parecer extrafio. Es una primera indicacion
de que los complementos simplécticos presentan un fuerte contraste con los complementos
ortogonales determinados por formas simétricas o hermiticas (o por productos escalares). Con
respecto a una forma alternada s, cualquier vector x € V cumple s(x,x) = 0 por antisimetria.
En consecuencia, si N := Fx = { cx : ¢ € F } es el subespacio unidimensional generado por x,
entonces N C N*.

Proposicion 4.37. Sea s: V XV — F una forma bilineal alternada, de rango k. Entonces
k es un niimero entero par, k = 2m; y hay una base B = {X1,¥1, ... XmsYm>Z1s-+»Zn-2m}
en la cual la matriz de s es:

Jo O 0
J 0 O J, ... 0
[S]% = [ (2)’" On_zm] , con JZ_m:: : Lo =Lo --®J. (4.16)
0 0o ... J2 m veces

Demostracion. Si s = 0 es la forma bilineal idénticamente nula, se puede usar una base
arbitraria B = {z,...,z,} de V, porque [s]% =0.

4-17



MA—460: Algebra Lineal II 4.4. Formas bilineales alternadas

En cambio, si s no es nula, hay dos vectores xl,y’1 € V con s(xl,y’l) =: c1 # 0. Fijese
que x1,y} son linealmente independientes: si fuera y| = ax; entonces seria s(x,y]) =
as(xy,xy) =0,ysifuerax; = by’ entoncesserias(xy,y|) = b s(y},x1) = Oporantisimetria.

Definase y; := c]_ly’l, de modo que s(x1,y1) = 1y s(y1,x1) = —1. En el subespacio
2-dimensional lin{x,y;) =~ F2, con la base {x1,y1},la matriz de s es la J, de (4.14).

Nétese que s tiene la matriz (4.16) con respecto a la base B del enunciado si y solo si

s(xj,y;) =1, s(yj,x;)=-1, (4.17)

y ademds s(z,w) = 0 para cualquier otro par de vectores z, w de la base B. Lo que falta,
entonces, es identificar un juego de n vectores que cumple esos requisitos.

Hasta ahora solo se dispone de {x,y;}. Para obtener mds vectores x;,y;, es necesa-
rio argumentar por induccién. Supdngase, entonces, que ya se ha elegido unos 2r vectores
linealmente independientes {x, yi{,...,X,,y,} enV tales que

s(j,y) ==s(yj,x;) =1 para j=12,....r;
s(x;,y;)=s(yj,x;) =0 para i,j€{1,2,...,r} con i#J;
S(xi,xj)zs(yiayj)zo’ pa.ratOdO l,] S {1,2,...,]"}.

Entonces la restriccion de s al subespacio My, :=lin{x{,y1,...,X,,y,) es no degenerada. El
célculo siguiente muestra que M, N M5 = {0}:

s(aix1+---+ax,+b1yi+---+by,,y;) =0 = a; =0,
s(aix1+---+ax, +biyi+---+b.y,x;)=0 = b; =0.

Si s es no degenerada (o sea, si k = n), entonces V = M, @ Mer por la Proposicién 4.11.

(La demostracion de esa Proposicion sigue vdlida sin cambio alguno para formas bilineales
alternadas en vez de simétricas). Ahora bien, resulta que esta relacion es vdlida aun para
k < n. Para verlo, tdmese x € V' y coléquese

r r
7:=x— Z:‘ s(x,y;) x; + Z:‘ s(x,x;) yi.
i= =

Entonces, para j = 1,...,r, las relaciones (4.17) implican que
s(z,x;) =s(x,x;) +s(x,x;)s(yj,x;) =0,
s(z,y;) =s(x,y;) —s(x,y;)s(x;,y;) =0,
asi que z € M . Por lo tanto,
r r
x = (Z s(X,yi)x; — Z S(x,xi)yi) +z € My & Mj,.
i=1 i=1

Como x € V era arbitrario, esto dice que V = My, & Mer .
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En particular, se obtiene dim Mer =n — 2r. Tomando (4.17) en cuenta, la matriz de s con
respecto a la descomposicion V = M, & M5 es una suma directa de bloques:

Jy 0
0 Cuo

] , donde C,_» € M, 5, (F).

Si 2r < k, entonces C,_», # 0y la restriccién de s al subespacio Mer es una forma bilineal
alternada no nula. En este caso, se puede repetir el argumento inicial (que produjo los vectores
X1,Yy1) para obtener dos vectores independientes X1, ¥,+1 € ler tales que

S(xr+l,yr+l) =1, S(yr+laxr+l) =-L

Hecho eso, {x1,y1,...,X:, ¥, Xr+1,¥r+1} €8 una base de un subespacio My,.» < V; y la
restriccion de s a este subespacio tiene matriz Jo,4».

Este proceso inductivo se puede repetir hasta llegar a Jo,,, donde 2m = k. (Fijese que si
k fuera impar, con k = 2m + 1, serfa imposible elegir dos vectores independientes en M,
en los cuales s no se anula.) Como el bloque Jy,, ya tiene 2m = k columnas linealmente
independientes, el bloque remanente es nulo: C,_»,, = 0. Ahora es cuestioén de elegir una base
cualquiera {z1, ..., Zs—2m} para lem para obtener asf la base deseada de V. O

A veces es mds comodo permutar los vectores de la base B obtenida en la Proposicion
anterior para cambiarlaa C = {x,...,Xu, Y1,--->Ym>Z1>- - -»Zn-2m} ¥ la cual la matriz de s
en esta base tiene el formato:

0o 1, 0
[s1¢=|-1, O O
0 0 0n—2m

Corolario 4.38. El rango de una matriz antisimétrica A = —A' € M,,(F) es par. Dos matrices
antisimétricas reales A, B € M,,(F) son congruentes si y solo si tienen el mismo rango.

Demostracion. Definase una forma bilineal s4 sobre F" por s4(x,y) := x'Ay. Si A' = —A,
entonces s4 es una forma bilineal alternada. La Proposicién 4.37 anterior dice que hay una
matriz de cambio de base P = [ln]? tal que P'AP = J,,, ® 0,_2,,, para algin m con 2m < n.
El rango de A es r(A) = r(P'AP) = 2m.

SiA'=—-A, B'=-Byr(A) = r(B) = 2m, entonces la misma Proposicion, aplicada a las
formas alternadas s4 y sp, muestra que A = Jo,,, ® 0,2, = B. O

Corolario 4.39. Existe una forma bilineal simpléctica s: V XV — F solo si dimV es par: la
condicion n = 2m es necesaria. =|
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» La “formacandnica” (4.16) de una matriz antisimétrica tiene una consecuencia importante,
que se manifiesta al examinar la relacién de congruencia. Sea A = —A' € M,,(F) una matriz
antisimétrica invertible. Entonces s5(x,y) := x'Ay es una forma simpléctica (por ser no
degenerada) sobre ", y el rango de A es n = 2m. Entonces A = J,,, por la Proposicion 4.37.
Concretamente, hay una matriz invertible R tal que A = R'J,,R. Fijese que det Jo,, =
(det J5)™ = 1. Como det R' = det R, esto dice que

det A = (det R)?. (4.18)

Si la matriz antisimétrica es singular, con det A = 0, la formula (4.18) sigue valida; por
ejemplo, se puede tomar para R alguna matrix singular con det R = 0.

Esta formula (4.18) asegura que hay una matriz R tal que el cuadrado de det R es det A.
Algo que no es evidente, pero resulta ser cierto, es que det R es un polinomio con coeficientes
enteros en las entradas de A. || Esto significa, por ejemplo, que si las entradas de A son
nimeros enteros, entonces det R es un nimero entero. | Sucede que det R es calculable por la
evaluacion en las entradas de A de un polinomio “universal”, muy anédlogo al polinomio (1.19)
que define el determinante de A por la férmula de Leibniz.

» La definicién de det R requiere otro inciso de la teoria de polinomios. Parai, j =1,...,n
coni < j, tdmese una incognita t;j, y sea t := (t12,113,...,1,-1,,). Los cocientes de polino-
mios en estas incognitas, con coeficientes racionales y denominador no nulo,” conforman un
cuerpo Q(¢). [ En el cuerpo Q(#), estd claro que 1 + 1 # 0: la teoria ya vista es aplicable al
caso F = Q(¢). ]| Considérese la siguiente matriz antisimétrica T con entradas en ese cuerpo:

[0 12 3 ...t
—112 0 s ... Iy

T:=|"tis —t3 0 ... 13| e M,(Q(2)).
__tln _t2n _t3n P 0 ]

Se deduce que det 7 = (det S)? para cierta matriz S con entradas en Q().

De la féormula (1.19) se sabe que det S es un polinomio en las entradas de S, asi que
det S = ¢g(#)/r(¢) donde g, r son polinomios en Z[¢] sin factor comtin. También por (1.19),
resulta que det T =: s(¢) es otro polinomio en las incégnitas ¢. La relacién det T = (det S)?
entonces implica que

s(Or()® = q()*. (4.19)
Los tres términos en esta igualdad: g(¢), r(f), s(¢) son elementos de Z[Z], un anillo de
polinomios con coeficientes enteros en varias variables. Este anillo admite factorizacion

7Al multiplicar el numerador y denominador de un tal cociente por un niimero entero apropiado, se puede
suponer que tanto el numerador como el denominador tienen coeficientes en Z: ellos pertenecen al anillo de
polinomios Z[¢].
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unica en productos de polinomios irreducibles.® Entonces, por (4.19), cada factor irreducible
de () es también un factor de g(¢). Como ¢g(¢) y r(¢) no tienen factor comun, esto dice que
r(t) = 1. En consecuencia, det T = ¢(£)? es un cuadrado perfecto en Z|[t].

Definicion 4.40. Sea A = —A' € M, (F) una matriz antisimétrica, donde n = 2m es par. La
evaluacién de polinomios #;; + a;; lleva Z[¢] en F y lleva la matriz T en A. El polinomio en
las entradas a;; que es la imagen de det S € Z[¢] es el pfaffiano de A:

PtA :=q(an,ai3,...,an-1,)-

Para resolver la ambigiiedad de signo en ¢ (), se requiere adicionalmente imponer la condicién
de que Pf(Jy,) = +1. ¢

La evaluacién de polinomios preserva productos; en consecuencia,®

det A = (PfA)%. (4.20)

0 an
—-ai;p 0
Pf A = *a,. El signo queda determinado por la condicién Pf J, = +1. Luego, Pf A = a2. ¢

Ejemplo 4.41. Enel cason =2,con A = [ ], lo cual implica det A = a%z, asi que

Ejemplo 4.42. En el caso n = 4, el pfaffiano se calcula sin dificultad:

0 app a3 a4

—app 0 a3 an
A= 0 — | PfA= aipaszq — a13ar4 + ai4an3. (4.21)
—apz —dazs asq

—ajs —ax -—az 0

Notese que det A es un polinomio de grado 4 en las entradas de A, y que Pf A es un polinomio
de grado 2, como la férmula (4.20) hace esperar. O

Si A = —A' € M,(F) es una matriz antisimétrica cuyo lado n =2m + 1 es impar, la
Proposicion 4.37 muestra que A = Ja, @ 02,,—2,41 para algin r < m, y en particular que A no
es invertible, pues det A = 0. En este caso conviene definir Pf A := 0 también.

8Es un teorema de algebra que los polinomios en varias variables Z[t12, . . ., t4—1 »] heredan la factorizacion
Unica del anillo de coeficientes Z. Véase, por ejemplo, el Teorema 2.25 del libro: Nathan Jacobson, Basic
Algebra, Dover Books, Mineola, NY, 1985. Nétese que en Z, la factorizacién es tnica hasta un signo: por
ejemplo, 6 = 3 - 2 = (=3)(-2); lo mismo sucede con Z[¢].

9El polinomio Pf A fue bautizado pfaffiano por Arthur Cayley, en honor al matematico aleman Johann
Friedrich Pfaff. Cayley demostr6 la férmula (4.20) en 1849 mientras estudiaba ciertos trabajos de Pfaff sobre
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Como nota lingiifstica, los consonantes dobles ‘pf” y ‘ff” se
pueden aproximar en espafiol por ‘f” solo: fafiano.
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Ejemplo 4.43. La formula general para el pfaffiano de una matriz antisimétrica A = —A' en
M, (F) es la siguiente:

1
PEA = ;(—1)0 do(1)or(2) Ao (3)or(4) - - - Ao (2m=-1)or(2m)- (4.22)

Aqui o recorre las (2m)! permutaciones de (1,2,...,2m); debido a la antisimetria de A,
la sumatoria tiene muchos productos repetidos, y el factor 1/(2™ m!) sirve para eliminar
redundancias en esta sumatoria. La comprobacion de (4.22) aparecerd en los Ejercicios. ¢

Proposicion 4.44. Si A = —A' es una matriz antisimétrica en M,,(F) y si R € M,,(F) es una
matriz cualquiera, entonces

Pf(R'AR) = (det R) (Pf A). (4.23)

Demostracion. Si n es impar, los dos lados de la ecuacién son iguales a 0. Supdngase,
entonces, que n es par, n = 2m.

Obsérvese que (R'AR)' = R'A'R = —R'AR: la matriz R'AR es también antisimétrica y
posee un pfaffiano. Ahora

det (R'AR) = (det RY)(det A)(det R) = (det R)? det A.
De (4.20) se obtiene de inmediato:
Pf(R'AR) = +(det R) (Pf A).

Solo falta comprobar que el signo al lado derecho es +1 y no —1.

Los dos lados de la dltima igualdad se obtienen por la evaluacién de una identidad
polinomial, con T en lugar de A y una matriz andloga en lugar de R — sus entradas son nuevas
incégnitas r;;. Esto significa que el signo al lado derecho es el mismo, cualesquiera que sean
Ay R. Al tomar R = 1, y al recordar que det 1, = +1, se ve que el signo es positivo: la
férmula (4.23) queda comprobada. O

» Para cerrar este capitulo sobre formas bilineales, es oportuno retomar el caso de escalares
reales, F = R, para abordar una situacién en la cual las formas bilineales simétricas y alternadas
juegan papeles complementarios.

Considérese un espacio de Hilbert W, de dimensién m sobre C, con un producto escalar
complejo (—, —). A veces conviene considerar W como un espacio vectorial real, de dimension
2m sobre R, haciendo caso omiso de las multiplicaciones escalares x > + ix donde i = V—1.
El producto escalar entonces define dos formas R-bilineales, d y s, asi:

(x,y)=d(x,y) +is(x,y). (4.24)
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La parte real d es bilineal (sobre R) y simétrica, pero la parte imaginaria s es alternante:

d(y,x) +is(y,x) =(y,x) =(x,y) =d(x,y) —is(x,y).
La positividad definida del producto escalar implica que d y s son no degeneradas.

El interés de la formula (4.24) reside en el problema inverso, que empieza con un espacio
vectorial real V de dimensién par n = 2m, dotado con un producto escalarreal d: VXV — R
o bien una forma bilineal simpléctica s: V XV — R, y se quiere transformar V en un espacio
de Hilbert de dimensioén m sobre C.

Se requiere una manera de prescribir la multiplicacién escalar por +i sobre V. Ademas,
con d dada hace falta definir s; o bien, si s es dada, hace falta definir d. En los dos casos, las
recetas que satisfacen estos requisitos son parecidas, pero con sutiles diferencias.

Definicion 4.45. Sea V un espacio vectorial real de dimensién parn = 2m;ysead: VXV — R
una forma bilineal simétrica definida positiva sobre V. Una estructura compleja ortogonal
sobre (V, d) es un operador R-lineal J € £(V) tal que

JP=-1y y d(Jx,Jy)=d(x,y) paratodox,y € V. (4.25)

Por la ley de inercia, Teorema 4.22, hay una base € = {ey,...,e,} de V tal que

X=x1e1+---+x,¢€,,
d(x,y) =x1y1 +-++X,y,, cuando
y=yier+---+y,en.

Al identificar x € V con el vector columna (x1,...,x,)' € R", se ve que d(x,y) = x'y. O

El operador buscado J € £(V) tendra una matriz [J ]g € M,(R); con un leve abuso de
notacion, se puede denotar esta matriz con la misma letra J. Las propiedades que debe cumplir
la matriz J € M, (R) son estas dos:

J=-1, y JU=1,.

La segunda relacién viene del cdlculo siguiente:
x'JJy = (Jx)' Uy =d(Jx,Jy) =d(x,y) =x'y paratodo x,y € R".
Esto dice que J es una matriz ortogonal; que ademas cumple J' = —J = J 1.

Ejemplo 4.46. SiV = R, se puede tomar J := J,, como en (4.16), la suma directa de m
copias de la matriz J,. Entonces

J%m:.]%@@J%:(—]z)@@(_lz):_lzm

y Jo, €s antisimétrica, J;szm = —J%m = 1o, luego Jy,, es ortogonal. O
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Lema 4.47. Sea (V,d) un espacio vectorial real de dimension 2m con un producto escalar
reald,yseaJ € L(V) una estructura compleja ortogonal. Entonces s(x,y) := d(Jx,y) define
una forma bilineal simpléctica s: V XV — R tal que s(Jx,Jy) = s(x,y) parax,y € V.

Demostracion. Es evidente que s es R-bilineal. Si x,y € V, entonces
s(y,x) =d(Jy,x) = d(J%y,Jx) = —d(y,Jx) = —d(Jx,y) = —s(x, ), (4.26)

usando las propiedades (4.25) y la simetria de d. Por lo tanto, s es alternada.

Si s(x,y) = 0 para todo y € V, entonces d(Jx,y) = 0 para todo y; en particular,
d(Jx,Jx) = 0. Luego Jx = 0 por ser d definida positiva; eso implica x = 0 pues J es
invertible con J~! = —J. Se ha verificado que s es no degenerada.

Ademds, s(Jx,Jy) = d(J*x,Jy) = s(x,y), en vista de (4.26) con x < y. O

De manera similar, se puede empezar con un par (V,s) donde s es una forma bilineal
simpléctica, introduciendo un operador J para luego definir d por una variante del Lema 4.47.
En contraste con el caso anterior, la positividad definida de d no emerge de la forma alternada s,
sino que se debe recargarla en la definicién de J.

Definicion 4.48. Sea V un espacio vectorial real de dimensién parn = 2m;yseas: VXV — R
una forma bilineal simpléctica sobre V. Una estructura compleja positiva sobre (V, s) es un
operador R-lineal J € £(V) tal que

J2=—1y; s(x,Jy)=s(x,y) parax,yeV;y s(x,Jx)>0 parax#0. (4.27)

Por la Proposicién 4.37, hay una base € de V =~ R>" tal que [s]g = Jom. o

Lema 4.49. Sea (V,s) un espacio vectorial real de dimension 2m con una forma bilineal
simpléctica s, y sea J € L(V) una estructura compleja positiva. Entonces d(x,y) = s(x,Jy)
define un producto escalar real d: V XV — R tal que d(Jx,Jy) = d(x,y) parax,y € V.

Demostracion. Es evidente que d es R-bilineal. Si x,y € V, entonces
d(y,x) = s(y,Jx) = s(Jy, J’x) = =s(Jy,x) = s(x,Jy) = d(x,y), (4.28)

usando las propiedades (4.27) y la antisimetria de s. Por lo tanto, d es simétrica.

Fijese que d(x,x) = s(x,Jx) > 0, con igualdad si y solo si x = 0, debido a (4.27). Se ha
verificado que d es definida positiva.

Ademis, d(Jx,Jy) = s(Jx,J?y) = s(x,Jy) = d(x,y), también por (4.27). O

» Hasta ahora, se ha comprobado una reciprocidad entre las formas bilineales d y s, basada

en los requisitos (4.25) o (4.27), segun el caso, sobre el operador J. El ultimo paso es el uso
de J, cuyo cuadrado es —1, para introducir una multiplicacion escalar compleja.
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Proposicion 4.50. Sea V un espacio vectorial real de dimension 2m, dotado con una de estas
estructuras:

(a) un producto escalar real d y una estructura compleja ortogonal J; o bien
(b) una forma bilineal simpléctica s y una estructura compleja positiva J.

Definase una multiplicacion escalar compleja sobre V por:

(a+ib)x :=ax+bJx,| paratodo a,beR. (4.292)

Entonces V es un espacio de Hilbert, de dimension m sobre C, bajo el siguiente producto
escalar:

(x,y) :=d(x,y) +is(x,y)
=d(x,y)+id(Jx,y)

=s(x,Jy) +is(x,y). (4.29b)
[ La segunda formula es aplicable en el caso (a) y la tercera formula en el caso (D). |

Demostracion. Es facil comprobar que la operacion (4.29a) hace de V un espacio vectorial
complejo: solo es necesario observar lo siguiente para a, b, p,qg € R,x € V:

(a+ib)(p+ig)x = (a+ib)(px +qJx)=apx + (aq+bp) Jx + bg J’x
=(ap-bg)x + (aq +bp)Jx
= ((ap — bq) +i(aq + bp)) x.

Las Lemas 4.47 y 4.49 hacen ver que los casos (a) y (b) del enunciado son equivalentes:
se dispone de las dos formas d y s con las propiedades enunciadas. Entonces la funcién
h:=d+is: VXV — C es una forma hermitica definida positiva sobre V; esto dice que
h = (—, —) es un producto escalar complejo sobre V, asi que (V, k) es un espacio de Hilbert.

La dimension de este espacio de Hilbert se determina al exhibir una base ortonormal.
Si{uy,...,u,} es una familia ortonormal de vectores en V (la cual existe al menos cuando
r = 1), tdmese el conjunto de 2r vectores no ceros By, = {u,Juy,...,u,,Ju,} C V.Por ser

d(u,-,uj) +id(Ju,~,uj) = (ul-,uj>,

se ve que d(u;,u;) = d(Ju,u;) = 0sii # j; que d(Ju;,u;) = s(u;,u;) = 0; y que
d(u;,u;) = (u;,u;) = 1 parai = 1,...,r. Entonces B, es una base ortonormal real de un
subespacio My, <V, con dimensién real 2r.

Sir < m,existe u,.; € Vtal que d(ups1,u,41) = 1y duys,u;) = d(upyy,Ju;) =0
parai =1,...,r, por complecion de una base ortonormal real en V (usando el Corolario 3.19
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en el caso real). Es evidente que d(Ju, 1, Ju,41) = d(Upir,ure1) = 1y que d(Jupqg,u;) =
d(Ju,41,Ju;) =0sii < r,asique {uy,...,u,+ } esunafamilia ortonormal (compleja) en V.

Alllegarar = m, se haconstruido una base ortonormal real By, = {u, Juy, ..., Uy, Ju,}
de (V,d) y al mismo tiempo una base ortonormal compleja U = {uy, ..., u,} del espacio de
Hilbert (V, k). De paso, se ha verificado que dim¢ V = m. ]

» En esta seccidn se ha visto dos recetas que convierte un espacio vectorial real V de
dimension par n = 2m, con ciertas estructuras extras, en un espacio de Hilbert de dimensién
compleja m. Ahora bien, hay otro artificio que produce un espacio de Hilbert de dimensién
compleja 2m a partir de V, la llamada complexificacion de V, que se discute brevemente a
continuacion.

Definicion 4.51. Sea V un espacio vectorial real de dimension n. La complexificacion de V
es el espacio vectorial complejo

Ve=Ve&iV={x+iy:x,yeV},
con multiplicacién escalar “ordinaria”:
(a+ib)(x +iy) := (ax — by) +i(bx +ay) para a,beR;x,yeV.

Fijese que Vo = V @ iV tiene dimensién n sobre C.
Una forma R-bilineal simétrica d: V X V — R se puede ampliar en una forma C-bilineal
simétrica d: V¢ X Vo — C al declarar que

dx+iy,x" +iy’) =d(x,x)+id(x,y) +id(y,x") —d(y,y’).
Si d es definida positival® sobre V, es posible dotar V¢ de un producto escalar complejo:
(z,w) :=2d(z,w) para z,w e V¢ (4.30)
donde se ha escrito Z :=x —iy cuando z = x +iy € V. o

Escolio 4.52. Sea V un espacio R-vectorial de dimension 2m con un producto escalar real d
y una estructura compleja ortogonal J. Entonces el subespacio complejo de dimension m,

W={x-iJx:xeV} <V

es isomorfo aV como espacio de Hilbert. En efecto, el operador P := %(1 —iJ) € L(Vc) esun
proyector ortogonal con imagen W, y se cumple {Px, Py)) = {(x,y) paratodox,y € V. B

'°Es importante observar que la forma C-bilineal ampliada es indefinida sobre Vc: por el Teorema 4.22(a),
una forma bilineal simétrica compleja tiene rango pero no tiene signatura.
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4.5. Ejercicios sobre formas bilineales

Ejercicio 4.1. Si f: V XV — R es una forma bilineal sobre un espacio R-vectorial V, y si
existen x,y € V tales que f(x,x) > 0y f(y,y) < 0, comprobar que x, y son linealmente
independientes. En seguida, demostrar que hay un vector z € V con z # 0 tal que f(z,z) = 0.

Ejercicio 4.2. Demostrar directamente que estas dos matrices no son congruentes en M>(R):

0 1
. B- [1 0] |
Ejercicio 4.3. Sea V un espacio F-vectorial y sean f: VXV — F, g: VXV — F dos formas

bilineales. Supdngase que la forma bilineal f es no degenerada. Demostrar que hay un tnico
operador lineal T € £(V) tal que

2 1

A=

g(x,y)=f(x,Ty) paratodo x,yeV.

Mostrar que T es biyectivo si y solo si g también es no degenerada.
[ Indicacién: tomar una base fija B de V y expresar la matriz de 7 en términos de las
matrices de fy g. |

Ejercicio 4.4. El discriminante de una forma bilineal simétrica d, con respecto a una base
B ={x1,...,x,} de V, es el determinante D := det [d(x;,x;)]. Verificar que la forma d es
no degenerada si y solo si D # 0.

Ejercicio 4.5. Sea d una forma bilineal simétrica sobre V. Para cada subespacio M < V,
dendtese por M+ el subespacio ortogonal a M con respecto a d, dado por la férmula (4.5).

(a) Si N es otro subespacio de V, demostrar que (M + N)* = M+ n N+,
(b) Demostrar también que (M N N)* = M+ + N+ si d es no degenerada.
Ejercicio 4.6. Considerar la siguiente forma cuadratica sobre R>:
qg(x) = x% +4x1x3 + Zx% — 2x§-,
(a) Hallar una matriz simétrica A € M3(R) tal que g(x) = x'Ax.
(b) Encontrar una base ortonormal de R3 formado por tres autovectores de A.

(c¢) Encontrar una matriz ortogonal Q € M3(R) tal que B = Q'AQ es diagonal.!!

'1Este ejercicio ejemplifica el resultado (no demostrado) de que una matriz simétrica real es congruente y
similar a una matriz diagonal.
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Ejercicio 4.7. Demostrar que un forma bilineal s: V XV — F es alternante si y solo si
s(x,x)=0paratodox € V.

Ejercicio 4.8. Aplicar lareduccion de Lagrange para expresar las formas cuadréticas siguien-
tes como una combinacién de cuadrados de formas lineales:

(@) q(x1,x2) = 4x1x2,

(b) q(x1,x2,x3) = x% + 2x1x — dxyx3 + 2x§ - x%,

(¢) g(x1,x2,x3) = —2x% + 6x1x2 + 10x1x3 + x% — 2xpx3 + 4x§,

(d) q(x1,x2,X3) = X1X2 + X1X3 + X2X3,

(e) g(x1,x2,x3,x4) = x% +2x1x7 — 2x1x3 + 2x1X4 + 4x% +4xox3 + 2x2x4 + 4x§ —2x3X%4 — xﬁ,
() g(x1,x2,x3,x4) = 4x% —4dx1xy — 4x1x3 + dx1x4 +x% + 4xox3 — dxox4 +x§ +x§.

Ejercicio 4.9. ;Cudles son el rango y la signatura de cada una de las formas cuadraticas del
Ejercicio 4.8 anterior?

Ejercicio 4.10. Determinar el rango y la signatura de las siguientes formas cuadréticas
sobre R":

(a) g(x) = x1X2 + X3X4 + X5X6 + - - + X2—1X2m, S1 1 = 2m;
(b) G(x) = > (i —x/)% = (x1 = x2)% + (x1 = x3)> + (x2 = x3)> -+ -+ (01 — x)°.
i<j
Ejercicio 4.11. Si a, b € R, definase:
n
q(x):=a in +b Zx,-xj
k=1 i<j
= a(x% .- +x,21) +b(x1X0 + X1X3 +X2X3 + X1X4 + *++ + Xy X))

Determinar el rango y la signatura de g. (Hay varios casos, segin los valores de a y b.)

Ejercicio 4.12. Cada forma cuadritica no degenerada ¢ sobre R? define una cénica (centrada
en el origen), la cual es la curva cuya ecuacién es g(x) = 1, o bien d(x,x) = 1. Siy € R?
es un punto dado, la recta polar de y con respecto a esta conica es la recta con ecuacién
d(y,x) =1.

Por ejemplo, si la conica es la hipérbola xf —4x1x2 + 2x§ = 1, la recta polar del punto
y =(2,3) eslarecta —4x; +2x = 1.

Verificar que y € R? es un punto de la curva g(x) = 1 si y solo si y es un punto de su
propia recta polar. Concluir que esa recta polar es tangencial a la cénica en ese punto.!?

2Una recta es tangente a una cénica si lo corta una sola vez.
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Ejercicio 4.13. Demostrar que la forma cuadratica
2 2 2
q(x1,x2,x3) 1= x] +4x1x2 + 3x5 + 2x2x3 + 6x3
no es definida positiva. Dar un ejemplo de un vector x € R? tal que g(x) < 0.

Ejercicio 4.14. Sean «, ..., a, los autovalores distintos de la matriz simétrica A € M,(R),
en orden decreciente: a; > a; > - -+ > a@,. Demostrar que la forma cuadritica g(x) := x'Ax
cumple las desigualdades

a, x'x < x'Ax < o) x'x.

[ Indicacién: se sabe que hay una matriz ortogonal Q tal que Q' AQ es diagonal. |
La esfera unitaria S"~! c R” tiene ecuacién x'x = 1. Comprobar que los valores maximo
y minimo de la funcién ¢g(x) sobre esta esfera son @ y «,, respectivamente.

Ejercicio 4.15. Encontrar una matriz ortogonal Q € M3(R) con Q™' AQ diagonal, si

A=

—_— NI
—_— N =

1
1{.
2
En seguida, hallar los valores mdximo y minimo de la funcién cuadrética
2 2 )
Q(X,y,Z) =X +)Cy+_xz+y +YZ+Z

sobre la esfera unitaria x” + y? +z2 = 1.

Ejercicio 4.16. Esta matriz A € M4(Q) es antisimétrica:

0 2 -1 3
-2 0 4 =2
A= 1 -4 0 1
-3 2 -1 0

Encontrar una matriz invertible R € M4(Q) tal que R'AR = J4.

Ejercicio 4.17. Sea V un espacio F-vectorial condimV =2m y sea s: V XV — F una forma
simpléctica.

(a) Si M esun subespacio de V'y M+ denota su complemento simpléctico con respecto a s,
demostrar que (M+)* = M.
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(b) Demostrar que hay un subespacio L < V con dim L = m que es isotropico con respecto
a s. Concluir que L = L* y que L es un subespacio isotrépico maximal.3

[ Indicacién: usar la base B construida en la Proposicién 4.37 (con n = 2m). |

Ejercicio 4.18. (a) Sea B+ C € M,(R) una matriz invertible, donde B' = By C' = —C.
Sea P := (B + C)~'(B — C). Comprobar las relaciones de congruencia:

P (B+C)P=B+C, P(B-C)P=B-C.

(b) Si A = —A' € M,(R) es una matriz antisimétrica, comprobar que 1 y (1) no son
autovalores de A; concluir que las matrices (1, — A) y (1, + A) son invertibles.

(c) Si A=-A'€ M,(R), demostrar que la transformada de Cayley de A, dada por
Q:=(,+A) "' (1, - A),

€s una matriz ortogonal.

Ejercicio 4.19. (a) Sean p(t),q(t) € F[t] dos polinomios y sea B € M, (F) una matriz
cuadrada. Si p(B) es invertible en M,,(F), demostrar que p(B) " 'q(B) = ¢(B)p(B)~\.

(b) SiQ € M, (R) es una matriz ortogonal y si 1 y (—1) no son autovalores de Q, demostrar
que su transformada de Cayley A := (1, + Q)~'(1, — Q) es una matriz antisimétrica.

Ejercicio 4.20. Considérese el espacio vectorial R>” con su producto escalar real estindar
d(x,y) = x'y y suforma simpléctica estandar s(x,y) = x'J,,y. Sean A, B € M>,,(R) dos ma-
trices tales que AJoy, = Jo Ay BJoy, = —Jo, B. Verificar las siguientes reglas de transposicion
para la forma alternante s:

s(x, A'y) = s(Ax, y), s(x,B'y) = s(y, Bx).

Ejercicio 4.21. Si A € M,,(R), demostrar que

0 A

el

] = (=1)™m=D/2 det A.
[ Indicacién: expresar la matriz al lado izquierdo como un producto R'JR para ciertas matrices
apropiadas R,J € M, (R). |

Ejercicio 4.22. Si A = —A' € M,,,(F) es una matriz antisimétrica tal que a;; = 0 para
J > i+ 1, demostrar directamente de la definicién de pfaffiano que

PfA =apazsase - an—1,2m -

[ Indicacidn: calcular det A por expansiones en columnas y filas. |

M+*. Un

N

'3Un subespacio M < V es isotropico si s(x,x) = 0 para x € M, o equivalentemente, si M
subespacio isotrépico maximal L se llama un subespacio lagrangiano de V.
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Ejercicio 4.23. Hay una férmula inductiva para calcular el pfaffiano de una matriz anti-
simétrica A por expansion en filas y columnas a la vez. Dendtese por A;;;; la submatriz
(n—=2) X (n—2) de A obtenida al borrar las filas #, j y también las columnas 7, j de A; nétese
que esta submatriz es antisimétrica. Con la notacion p;; := Pf(A;;;;), la regla de expansién
es:

n
PfA=apppn—-appi+---+(=D)"ay,p, = Z(—l)]au‘Pu‘-
Jj=2

Mais generalmente, Pf A = Z;le (—1)"+-/"1al-jp,-j para cualquieri € {1,2,...,n}.

(a) Usar esta férmula para hallar la expresion explicita del pfaffiano de una matriz antisi-
métrica 6 X 6, en términos de sus entradas a;; coni < j.

(b) Verificar, por induccién sobre m, que esta férmula conduce a la expresion general (4.22)
para el pfaffiano de una matriz antisimétrica 2m X 2m.

» En los ejercicios que siguen:
o V es un espacio vectorial real de dimension par n = 2m;
¢ d es un producto escalar real sobre V;
¢ J es una estructura compleja ortogonal sobre (V, d);

¢ s es la forma simpléctica sobre V definida por s(x,y) := d(Jx,y);y

¢ Ve denota la complexificacion de V.

Cada operador R-lineal 7: V — V se puede ampliar a un operador C-lineal del mismo nombre
T: Ve — Vi, mediante la redefinicion T(x +iy) := T(x) +iT(y) parax,y € V.

Ejercicio 4.24. Si R: V — V es un operador lineal ortogonal: d(Rx, Ry) = d(x,y) para

todo x,y € V, demostrar que R es invertible con R~ también ortogonal, y que el operador
lineal RJR™! es otra estructura compleja ortogonal sobre V.

Ejercicio 4.25. Sean 6, ¢ dos dngulos cualesquiera. Demostrar que las siguientes matrices
determinan estructuras complejas ortogonales sobre V = R* (con su producto escalar usual):

0 —cosf —senfcos¢ —sendsen ¢
I = cos 6 0 —senfsen¢ senfcos ¢
9~ 1sen @ cos ¢ senfsen¢ 0 —cosf
senfsen¢g —sen6cos @ cosf 0
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Ejercicio 4.26. Sobre V = R* también, comprobar que estas matrices J! s determinan estruc-
turas complejas ortogonales diferentes de las Jg4 del Ejercicio 4.25 anterior: 4

0 —cosa —senacosf —senasenf
;L cosa 0 senasenfS —senacospf
@B~ |senacosS —senasenp 0 cos '
senasenf  senacosf —cosa 0

Ejercicio 4.27. Se puede considerar V como un espacio de Hilbert complejo V con el producto
escalar (4.24) dado por (x,y) :=d(x,y) +is(x,y).

Un operador R-lineal Q: V — V se llama C-lineal si QJ = JQ; en cambio, Q se llama
C-semilineal si QJ = -JQ.

(a) Sean R := %(Q -JOJ)y S = %(Q +JQJ). Fijese que Q = R+ S. Verificar que R es
C-lineal y que S es C-semilineal.

(b) Si Q es un operador ortogonal sobre V, mostrar que R' y S* son las partes C-lineal y
C-semilineal de Q‘l. Ademas, verificar las relaciones:

RR'+SS'=R'R+S'S=1y, RS'=-SR', R'S=-S'R.
[ Indicacién: Estudiar la relacién QQ~! = 0710 = 1y.]

Ejercicio 4.28. Demostrar el Escolio 4.52: el operador P := %( 1 —iJ) es un proyector
ortogonal sobre el espacio de Hilbert V= con su producto escalar (-, —)).

Ejercicio 4.29. Cada subespacio W < V¢ tiene una “pareja” W := {x —iy : x +iy € W},
donde x,y € V. Una polarizacion de V es un subespacio complejo W < V¢ que es isotrépico
para d [esto es, d(w,z) =0 paratodow,z € W]ycumple WNW ={0} yWe W = V.

(a) Mostrar que Wy := P(V) = {x —iJx : x € V } es una polarizacion de V.

(b) Demostrar que Wy y W, son los subespacios de autovectores para el operador ampliado
J: Vo — Ve con los autovalores i, —i respectivamente.

(¢) Si Q: V — V es un operador lineal ortogonal y si W es una polarizacién de V¢,
demostrar que Q(W) :={Qx +iQy : x +iy € W } es otra polarizacién de V.

(d) Si W es una polarizacién de Vo y si x,y1,y2 € V son vectores tales que x +iy; € W,
x +iy, € W, mostrar que y; = y». Concluir que hay un operador R-lineal Jy: V — V
determinado por Jy (x) := —y cuando x +iy € W.

(e) Comprobar que Jy es una estructura compleja ortogonal sobre V.

“Estas Jog y J (,YB son fodas las estructuras complejas ortogonales sobre R*. Geométricamente, forman dos

copias disjuntas de la esfera S%; sobre ellas (6, ¢) y (a, ) denotan coordenadas esféricas.
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