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Abstract

We develop in detail the pin representation for the infinite dimensional restricted orthogonal
group. This is a projective representation which permutes “Gaussian” elements in the fermion
Fock space: our construction proceeds by explicit computation of the group cocycle in generic
and exceptional cases.

Resumen

Desarrollamos en detalle la representación de pin del grupo ortogonal infinitodimensional
restringido. Esta es una representación proyectiva que permuta elementos “gaussianos” en el
espacio de Fock fermiónico: nuestra construcción procede por el cálculo explı́cito del cociclo
del grupo en los casos genérico y excepcional.

1. Introducción
En este artı́culo se desarrolla la representación de pin del grupo ortogonal infinitodimensional

(restringido) en todo detalle, orientado por sus aplicaciones a la teorı́a de campos cuánticos. Esta
representación ha sido bosquejado por Pressley y Segal [1], usando el formalismo de fibrados de
determinantes; y hay dos tratamientos notables [2, 3] que la extraen de las representaciones de
álgebras de Clifford. En [4], Gracia-Bondı́a y el autor construyen la representación de pin por su
acción sobre “elementos gaussianos” del espacio de Fock, extendiendo el esquema de [1], para poder
aplicarla a la teorı́a de campos electromagnéticos externos. El objeto de este artı́culo es elaborar la
representaciones de pin y de espı́n (del subgrupo ortogonal especial) en más detalle.

La sección 2 reseña la teorı́a algebraica de espacios vectoriales infinitodimensionales con una
forma simétrica y sus respectivas estructuras complejas. El grupo ortogonal restringido consta de
transformaciones ortogonales cuya parte antilineal, respecto de una estructura compleja fija, es
de Hilbert y Schmidt; se parametriza un vecindario de la identidad de este grupo por operadores
lineales invertibles y por operadores antilineales de Hilbert y Schmidt antisimétricos.

La sección 3 introduce el espacio de Fock fermiónico. Se define un desarrollo en serie de los
elementos “gaussianos” de este espacio, cuyos coeficientes son pfaffianos de matrices antisimétricos.
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Se reseña el conocido papel del espacio de Fock como receptáculo de “cuantizaciones plenas” [5]
del espacio vectorial con forma simétrica; la representación de pin se concibe aquı́ como la acción
del grupo ortogonal restringido por operadores entrelazantes entre cuantizaciones plenas.

En la sección 4, se construye explı́citamente la representación de pin del grupo ortogonal
restringido, en dos fases. Primeramente, se calcula su acción sobre el vector vacı́o del espacio de
Fock. En seguida, se determina su acción sobre los elementos gaussianos, y el cociclo de espı́n
asociado; finalmente, una acción compatible de operadores de reflexión conduce a la representación
de pin plena, con un cociclo bien definido.

Se deja de lado la consideración de la representación del álgebra de Lie y de sus aplicaciones,
estudiadas extensamente en [4]. Aquı́ se limita a observar que las llamadas anomalı́as fermiónicas
pueden obtenerse directamente del cociclo de esta representación infinitesimal, el cual se deriva del
cociclo del grupo, objeto del presente trabajo.

2. Estructura algebraica del grupo ortogonal
Los campos libres, tanto bosónicos como fermiónicos, tienen como su “espacio de movimientos”

el espacio vectorial de las soluciones de una ecuación de onda. La evolución del campo deja fija
una forma bilineal real distinguida; en el caso bosónico, esta es alternante, mientras en el caso
fermiónico es simétrica. Las simetrı́as de estos campos son isomorfismos lineales reales del espacio
vectorial subyacente, que conservan esa forma bilineal; constituyen, respectivamente, el grupo
simpléctico y el grupo ortogonal infinitodimensionales. En el caso bosónico, el campo cuántico libre
asociado puede obtenerse de la llamada representación metapléctica [6–9] del grupo simpléctico
infinitodimensional. El campo cuántico fermiónico libre se deriva de la representación de pin del
grupo ortogonal [1–4].

2.1. Estructuras complejas ortogonales

Tómese un espacio vectorial real 𝑉 con una forma bilineal simétrica 𝑑. No se pierde nada
esencial con suponer que ese espacio es completo en la métrica inducida por 𝑑, ası́ que se supondrá
que (𝑉, 𝑑) es un espacio de Hilbert real.

Luego se elige una estructura compleja ortogonal 𝐽, es decir, un operador ℝ-lineal sobre 𝑉 que
cumple:

𝐽2 = −1; y 𝑑 (𝐽𝑢, 𝐽𝑣) = 𝑑 (𝑢, 𝑣) para 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.
En otras palabras, la estructura compleja 𝐽 debe ser una transformación ortogonal sobre (𝑉, 𝑑). Se
puede considerar 𝑉 como espacio vectorial complejo donde

(𝛼 + 𝑖𝛽)𝑣 := 𝛼 𝑣 + 𝛽 𝐽𝑣, para 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝑣 ∈ 𝑉.

Entonces la forma hermı́tica
⟨𝑢 | 𝑣⟩ := 𝑑 (𝑢, 𝑣) + 𝑖𝑑 (𝐽𝑢, 𝑣)

hace de (𝑉, 𝑑, 𝐽) un espacio de Hilbert complejo.
El grupo ortogonal O(𝑉) ≡ O(𝑉, 𝑑) es el conjunto de aplicaciones ℝ-lineales 𝑔 : 𝑉 → 𝑉 tales

que 𝑑 (𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = 𝑑 (𝑢, 𝑣) para 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 . Nótese que 𝑔 ∈ O(𝑉) si y solo si 𝑔𝑡𝑔 = 1, donde 𝑔𝑡 denota
la transpuesta de 𝑔 respecto de 𝑑.
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Los elementos de O(𝑉) se descomponen en sus partes lineal y antilineal: 𝑔 = 𝑝𝑔 + 𝑞𝑔, donde

𝑝𝑔 := 1
2 (𝑔 − 𝐽𝑔𝐽), 𝑞𝑔 := 1

2 (𝑔 + 𝐽𝑔𝐽).

(Es claro que 𝐽𝑝𝑔 = 𝑝𝑔𝐽 y 𝐽𝑞𝑔 = −𝑞𝑔𝐽.) Tenemos

𝑝𝑔−1 = 1
2 (𝑔

−1 − 𝐽𝑔−1𝐽) = 1
2 (𝑔

𝑡 − 𝐽𝑔𝑡𝐽) = 𝑝𝑡𝑔,
𝑞𝑔−1 = 1

2 (𝑔
−1 + 𝐽𝑔−1𝐽) = 1

2 (𝑔
𝑡 + 𝐽𝑔𝑡𝐽) = 𝑞𝑡𝑔 .

Tomando las partes lineal y antilineal de 𝑔𝑔−1 = 𝑔−1𝑔 = 1, se obtiene, para 𝑔 ∈ O(𝑉):

𝑝𝑔𝑝
𝑡
𝑔 + 𝑞𝑔𝑞𝑡𝑔 = 𝑝𝑡𝑔𝑝𝑔 + 𝑞𝑡𝑔𝑞𝑔 = 1, 𝑝𝑔𝑞

𝑡
𝑔 = −𝑞𝑔𝑝𝑡𝑔, 𝑝𝑡𝑔𝑞𝑔 = −𝑞𝑡𝑔𝑝𝑔 . (2.1)

El conjunto J(𝑉) de estructuras complejas ortogonales sobre 𝑉 es parte del álgebra de Lie del
grupo ortogonal. La acción adjunta 𝐽′ ↦→ 𝑔𝐽′𝑔−1 de O(𝑉) sobre su álgebra de Lie preserva J(𝑉).
▶ La complexificación 𝑉ℂ := 𝑉 ⊗ℝ ℂ = 𝑉 ⊕ 𝑖𝑉 es un espacio de Hilbert complejo con una forma
hermı́tica definida positiva ⟨⟨𝑤1 |𝑤2⟩⟩ := 2𝑑 (𝑤∗

1, 𝑤2). Aquı́ 𝑑 denota la amplificación compleja a𝑉ℂ
de la 𝑑 original sobre 𝑉 . Sea 𝐶 la conjugación natural sobre 𝑉ℂ, 𝐶 (𝑢 + 𝑖𝑣) := (𝑢 + 𝑖𝑣)∗ = 𝑢 − 𝑖𝑣.
La amplificación compleja de 𝑔 ∈ O(𝑉) es un operador unitario sobre 𝑉ℂ que conmuta con 𝐶, y
cualquier unitario𝑈 sobre 𝑉ℂ que conmuta con 𝐶 se restringe a un elemento de O(𝑉).

Escrı́base 𝑃± := 1
2 (1 ∓ 𝑖𝐽). Entonces 𝑊0 := 𝑃+𝑉ℂ = 𝑃+𝑉 es un subespacio de Hilbert de 𝑉ℂ,

con 𝑉ℂ = 𝑊0 ⊕𝑊∗
0 . Se puede verificar que ⟨⟨𝑃+𝑢 | 𝑃+𝑣⟩⟩ = ⟨𝑢 | 𝑣⟩ y que ⟨⟨𝑃−𝑢 | 𝑃−𝑣⟩⟩ = ⟨𝑣 | 𝑢⟩, para

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 . Además,𝑊0 es isotrópico para 𝑑, pues 𝑑 (𝑢 − 𝑖𝐽𝑢, 𝑣 − 𝑖𝐽𝑣) = 0.
Una polarización para 𝑑 es un subespacio complejo 𝑊 ⩽ 𝑉ℂ que es isotrópico para 𝑑 y que

cumple 𝑊 ⊕𝑊∗ = 𝑉ℂ; es decir, 𝑊 es un subespacio isotrópico máximo para 𝑑. Se puede escribir
𝑊 = { 𝑢 − 𝑖𝐽𝑊𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑉 }; la condición 𝑑 (𝑤1, 𝑤2) = 0 para 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑊 dice que 𝐽𝑊 es ortogonal
con 𝐽2

𝑊
= −1. Inversamente, si 𝐽′ ∈ J(𝑉), el subespacio 𝑊′ := { 𝑢 − 𝑖𝐽′𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑉 } es una

polarización para 𝑑. Ası́, 𝑊 ↦→ 𝐽𝑊 es una biyección entre polarizaciones para 𝑑 y estructuras
complejas ortogonales sobre 𝑉 . El grupo O(𝑉) actúa sobre las polarizaciones por 𝑊 ↦→ 𝑔𝑊 , y
resulta que 𝐽𝑔𝑊 = 𝑔𝐽𝑊𝑔

−1.
Si𝑊1,𝑊2 son dos polarizaciones para 𝑑, entonces dim𝑊1 = dim𝑊2 = 1

2 dim𝑉ℂ como espacios
de Hilbert complejos; y hay una transformación unitaria 𝑈 : 𝑊1 → 𝑊2. Ahora 𝐶𝑈𝐶 : 𝑊∗

1 → 𝑊∗
2

es también unitaria, y 𝑈 ⊕ 𝐶𝑈𝐶 es un operador unitario sobre 𝑉ℂ que conmuta con 𝐶, ası́ que
𝑈 ⊕ 𝐶𝑈𝐶 = 𝑔 ∈ O(𝑉); con 𝑔𝑊1 = 𝑊2. Por tanto, O(𝑉) actúa transitivamente sobre las polari-
zaciones, y por consiguiente también sobre J(𝑉). El subgrupo de isotropı́a de 𝐽 en J(𝑉) es U𝐽 (𝑉),
el grupo unitario del espacio de Hilbert (𝑉, 𝑑, 𝐽).
▶ La aplicación O(𝑉) → J(𝑉) : 𝑔 ↦→ 𝑔𝐽𝑔−1 es una fibración, y no posee una sección global. Sin
embargo, tiene secciones locales, dadas por el siguiente resultado.

Proposición 2.1. Sea 𝐽′ ∈ J(𝑉) tal que ∥𝐽′ − 𝐽∥op < 2, donde la norma es la de operadores
acotados sobre (𝑉, 𝑑). Existe ℎ ∈ O(𝑉) tal que 𝐽′ = ℎ𝐽ℎ−1 y ℎ2 = −𝐽′𝐽.

Demostración. El operador ℝ-lineal 𝐵 := 1
2 (1 − 𝐽′𝐽) es invertible si ∥𝐽′ − 𝐽∥op < 2, pues 𝐵𝑡𝐵 =

𝐵𝐵𝑡 = 1 + 1
4 (𝐽

′ − 𝐽)2, ası́ que ∥𝐵𝑡𝐵∥op ⩾ 1 − 1
4 ∥𝐽

′ − 𝐽∥2
op > 0 y luego 𝐵𝑡𝐵 es definida positiva.
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Por la descomposición polar en el espacio de Hilbert real (𝑉, 𝑑) se obtiene 𝐵 = ℎ𝐴 = 𝐴ℎ, donde
𝐴 = (𝐵𝑡𝐵)1/2 = (𝐵𝐵𝑡)1/2 es un operador definido positivo sobre 𝑉 ; y ℎ = 𝐵𝐴−1 = 𝐴−1𝐵 ∈ O(𝑉).
Además,

𝐽′ℎ = 1
2 (𝐽

′ + 𝐽)𝐴−1 = 1
2𝐴

−1(𝐽′ + 𝐽) = ℎ𝐽,

puesto que 𝐴2 = 1 + 1
4 (𝐽

′ − 𝐽)2 conmuta con 𝐽 y 𝐽′, y por ende 𝐴−1 también conmuta con ellos.
Entonces ℎ𝐽ℎ−1 = 𝐽′. En vista de que

ℎ2𝐴2 = (ℎ𝐴)2 = 𝐵2 = 1
4 (1 − 𝐽′𝐽)2 = −𝐽′𝐽𝐴2,

la relación ℎ2 = −𝐽′𝐽 sigue por la invertibilidad de 𝐴. □

El operador ℎ es la parte ortogonal de la descomposición polar de 1
2 (1 − 𝐽′𝐽), y luego ℎ queda

determinado dentro del dominio ∥𝐽′ − 𝐽∥op < 2; ası́, la sección local 𝐽′ ↦→ ℎ será continua para
topologı́as apropiadas sobre O(𝑉) y J(𝑉). Es obvio que ∥𝐽′ − 𝐽∥op ⩽ 2 para 𝐽′ ∈ J(𝑉) cualquiera;
pero hay muchas 𝐽′ que cumplen ∥𝐽′ − 𝐽∥op = 2.

2.2. El grupo ortogonal restringido

El grupo ortogonal restringido O′(𝑉) es el subgrupo de O(𝑉) formado por los 𝑔 tales que [𝐽, 𝑔]
es un operador de Hilbert y Schmidt (HS). Obsérvese que [𝐽, 𝑔] ∈ HS si y solo si 𝐽 − 𝑔𝐽𝑔−1 ∈ HS
si y solo si 𝑞𝑔 ∈ HS. También se define J′(𝑉) = { 𝐽′ ∈ J(𝑉) : 𝐽 − 𝐽′ ∈ HS(𝑉) }.

Las “polarizaciones restringidas” son las𝑊 para las cuales 𝐽 − 𝐽𝑊 es de Hilbert y Schmidt; ellas
forman la órbita de𝑊0 bajo la acción del subgrupo O′(𝑉). Como U𝐽 (𝑉) = { 𝑔 ∈ O(𝑉) : [𝐽, 𝑔] = 0 },
este es también el subgrupo de isotropı́a de 𝐽 o de𝑊0 bajo las respectivas acciones de O′(𝑉).

En el caso finitodimensional, J′(𝑉) ≈ O(2𝑛)/U(𝑛), el cual posee dos componentes conexas;
una de ellas es SO(2𝑛)/U(𝑛). Puede mostrarse que 𝐽𝑊 queda en la misma componente conexa
que 𝐽 si y solo si dim(𝑊 ∩ 𝑊∗

0 ) es par. En el caso infinitodimensional, estos resultados siguen
válidos [2]: J′(𝑉) tiene dos componentes conexas, y la componente de 𝐽𝑊 ∈ J′(𝑉) está determinada
por la paridad de dim(𝑊 ∩𝑊∗

0 ). Similarmente, O′(𝑉) tiene dos componentes conexas: 𝑔 queda en
la componente neutra si y solo si dim(𝑔𝑊0 ∩𝑊∗

0 ) es par. Se denotará por SO′(𝑉) la componente
neutra de O′(𝑉).

Para ver que dim(𝑊∩𝑊∗
0 ) es finita, obsérvese que 𝐵 := 1

2 (1−𝐽𝑊𝐽) es un operador de Fredholm,
porque 𝐵†𝐵 = 𝐵𝐵† = 1 + 1

4 (𝐽𝑊 − 𝐽)2 difiere de 1 por un operador trazable. Además,

ker 𝐵 = ker 𝐵† = { 𝑧 ∈ 𝑉ℂ : 𝐽𝑧 = −𝐽𝑊 𝑧 }
= { 𝑧 ∈ 𝑉ℂ : 1

2 (1 ∓ 𝑖𝐽)𝑧 = 1
2 (1 ± 𝑖𝐽𝑊 )𝑧 }

= (𝑊 ∩𝑊∗
0 ) ⊕ (𝑊∗ ∩𝑊0). (2.2)

En particular, 𝐵 tiene ı́ndice cero. Como 𝑊∗ ∩𝑊0 = 𝐶 (𝑊 ∩𝑊∗
0 ), se sigue que dim(𝑊 ∩𝑊∗

0 ) =
1
2 dim(ker 𝐵), la cual es finita.

Obsérvese también que 𝑊 ∩ 𝑊∗
0 = {0} si y solo si 1

2 (1 − 𝐽𝑊𝐽) es invertible, si y solo si
∥𝐽𝑊 − 𝐽∥op < 2. Para tales polarizaciones restringidas 𝑊 , se puede escribir 𝑤 = 𝑧1 + 𝑧∗2 con
𝑧 𝑗 = 𝑢 𝑗 − 𝑖𝐽𝑢 𝑗 ∈ 𝑊0 para 𝑗 = 1, 2. Esto define un operador ℝ-lineal 𝑇𝑊 : 𝑉 → 𝑉 por 𝑇𝑊 (𝑢1) := 𝑢2.
Al examinar 𝑖𝑤 = 𝑖𝑧1 − (𝑖𝑧2)∗, se ve que 𝑇𝑊𝐽 = −𝐽𝑇𝑊 , ası́ que 𝑇𝑊 es antilineal. Además,

0 = 𝑖
2ℜ 𝑑 (𝑤, 𝑤′) = 𝑖

2ℜ (𝑑 (𝑧1, 𝑧
′
2
∗) + 𝑑 (𝑧′1, 𝑧

∗
2)) = 𝑑 (𝑢1, 𝑇𝑊𝑢

′
1) + 𝑑 (𝑇𝑊𝑢1, 𝑢

′
1)
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para 𝑢1, 𝑢
′
1 ∈ 𝑉 ; por ende, 𝑇𝑊 es antisimétrico. En vista de que

𝑤 = 𝑧1 + 𝑧∗2 = (1 + 𝑇𝑊 )𝑢1 − 𝑖𝐽 (1 − 𝑇𝑊 )𝑢1 = (1 + 𝑇𝑊 )𝑧1,

se ve que 𝐽𝑊 y 𝑇𝑊 corresponden bajo dos transformaciones de Cayley:

𝐽𝑊 = 𝐽 (1 − 𝑇𝑊 ) (1 + 𝑇𝑊 )−1, 𝑇𝑊 = (𝐽 − 𝐽𝑊 ) (𝐽 + 𝐽𝑊 )−1,

pues ker(𝐽𝑊 + 𝐽) = {0} cuando 𝑊 ∩𝑊∗
0 = {0}; en consecuencia, 𝑇𝑊 es un operador de Hilbert

y Schmidt. En sı́ntesis, 𝑇𝑊 ∈ Sk(𝑉), donde Sk(𝑉) denota el espacio vectorial de operadores
antilineales antisimétricos de la clase de Hilbert y Schmidt sobre 𝑉 .

▶ Si 𝑔 ∈ O′(𝑉), entonces ker 𝑝𝑔 y ker 𝑝𝑡𝑔 son subespacios complejos de (𝑉, 𝑑, 𝐽) de dimensión
compleja 𝑛 = dim(𝑔𝑊0 ∩𝑊∗

0 ). De hecho, vale 𝑛 = 1
2 dimℝ(ker 𝐵) por (2.2), donde

𝐵 = 1
2 (1 − 𝑔𝐽𝑔−1𝐽) = 1

2 (1 + (𝑝𝑔 + 𝑞𝑔) (𝑝𝑡𝑔 − 𝑞𝑡𝑔)) = 𝑝𝑔𝑝𝑡𝑔 + 𝑞𝑔𝑝𝑡𝑔 = 𝑔𝑝𝑡𝑔,

al usar (2.1); como 𝐵𝑡 = 𝑝𝑔𝑔𝑡 = 𝑝𝑔𝑔−1, vale dimℂ ker 𝑝𝑔 = dimℂ ker 𝑝𝑡𝑔 = 1
2 dimℝ(ker 𝐵).

Si 𝑛 = 0, entonces 𝑝𝑔 es invertible (con inverso acotado, por ser de Fredholm). Si 𝑛 ≠ 0, defı́nase
𝑟 ∈ O′(𝑉) como sigue. Si 𝑣 ∈ 𝑉 es un vector de norma 1, la reflexión en el hiperplano ortogonal a 𝑣
está dada por:

𝜌𝑣 (𝑢) := 𝑢 − 2𝑑 (𝑣, 𝑢)𝑣. (2.3)

Esta es una transformación ortogonal impropia, pues ker 𝑝𝜌𝑣 es unidimensional. Tómese ahora una
base ortonormal {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} para ker 𝑝𝑡𝑔, y defı́nase

𝑟 := 𝜌𝑒1𝜌𝑒2 · · · 𝜌𝑒𝑛 . (2.4)

Ahora 𝐽𝑟 = −𝑟𝐽 sobre ker 𝑝𝑡𝑔 y 𝐽𝑟 = 𝑟𝐽 sobre (ker 𝑝𝑡𝑔)⊥, ası́ que 𝑞𝑟 tiene rango 𝑛. Además,
𝑝𝑟𝑔 = 𝑟𝑞𝑔 sobre ker 𝑝𝑔, mientras 𝑝𝑟𝑔 = 𝑝𝑔 sobre (ker 𝑝𝑔)⊥. Como 𝑞𝑡𝑔 (𝑞𝑔𝑣) = (𝑝𝑡𝑔𝑝𝑔 + 𝑞𝑡𝑔𝑞𝑔)𝑣 = 𝑣
para 𝑣 ∈ ker 𝑝𝑔, se ve que 𝑝𝑟𝑔 es inyectivo. Como 𝑝𝑟𝑔 es Fredholm y por ende tiene rango cerrado,
cuyo complemento ortogonal es ker 𝑝𝑡𝑟𝑔, entonces dim(ker 𝑝𝑡𝑟𝑔) = dim(ker 𝑝𝑟𝑔) = 0, ası́ que 𝑝𝑟𝑔 es
sobreyectivo, y por lo tanto es invertible.

▶ Se introduce la notación SO′
∗(𝑉) := { 𝑔 ∈ SO′(𝑉) : 𝑝−1

𝑔 existe }. Esto no es un subgrupo de
SO′(𝑉), pero sı́ es un conjunto abierto y denso en la topologı́a de SO′(𝑉) inducida por la norma
𝑔 ↦→ ∥𝑔∥op + ∥[𝐽, 𝑔] ∥HS.

Cuando 𝑝𝑔 es invertible, se puede definir 𝑇𝑔 := 𝑞𝑔𝑝−1
𝑔 . Ahora 𝑇𝑔 = 𝑇𝑔𝑊0 , ası́ que 𝑇𝑔 ∈ Sk(𝑉);

resulta que 𝑝𝑡𝑔 (1 − 𝑇2
𝑔 )𝑝𝑔 = 1 en vista de (2.1). Los pares (𝑝𝑔, 𝑇𝑔) que cumplen estas condiciones

constituyen una parametrización de SO′
∗(𝑉).

Conviene abreviar𝑇𝑔 := 𝑇𝑔−1 . Nótese que 1 = 𝑔𝑔−1 = (1+𝑇𝑔)𝑝𝑔 (1+𝑇𝑔)𝑝−1
𝑔 ; de la parte antilineal

de esta ecuación se obtiene 𝑇𝑔 = −𝑝−1
𝑔 𝑇𝑔𝑝𝑔.

En el caso general 𝑇𝑔 no existe, pero se puede emplear 𝑇𝑟𝑔 donde 𝑟 es el producto de refle-
xiones (2.3). Nótese que 𝑞𝑟𝑔 se anula en ker 𝑝𝑔, ası́ que 𝑇𝑟𝑔 = 𝑞𝑟𝑔𝑝

−1
𝑟𝑔 se anula en el subespacio

𝑝𝑟𝑔 (ker 𝑝𝑔) = ker 𝑝𝑡𝑔.
Es evidente que 𝑝𝑔ℎ = 𝑝𝑔𝑝ℎ + 𝑞𝑔𝑞ℎ. Se requiere una fórmula para 𝑇𝑔ℎ. De (2.1) se obtiene

𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑇𝑔 = 𝑝𝑔 + 𝑞𝑔 (𝑞𝑡𝑔𝑝−𝑡𝑔 ) = (𝑝𝑔𝑝𝑡𝑔 + 𝑞𝑔𝑞𝑡𝑔)𝑝−𝑡𝑔 = 𝑝−𝑡𝑔 .
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Cuando 𝑇𝑔, 𝑇ℎ and 𝑇𝑔ℎ existen (es decir, cuando 𝑔−1, ℎ, 𝑔ℎ ∈ SO′
∗(𝑉)), se deduce que

𝑇𝑔ℎ = (𝑝𝑔𝑇ℎ + 𝑞𝑔) (𝑞𝑔𝑇ℎ + 𝑝𝑔)−1 = (𝑞𝑔 + 𝑝𝑔𝑇ℎ) (1 − 𝑇𝑔𝑇ℎ)−1𝑝−1
𝑔

= 𝑞𝑔𝑝
−1
𝑔 + (𝑞𝑔 + 𝑝𝑔𝑇ℎ − 𝑞𝑔 (1 − 𝑇𝑔𝑇ℎ)) (1 − 𝑇𝑔𝑇ℎ)−1𝑝−1

𝑔

= 𝑇𝑔 + 𝑝−𝑡𝑔 𝑇ℎ (1 − 𝑇𝑔𝑇ℎ)−1𝑝−1
𝑔 . (2.5)

3. El espacio de Fock fermiónico
3.1. Elementos “gaussianos”

De ahora en adelante, se toma una estructura compleja ortogonal fija 𝐽 ∈ J(𝑉) y se considera 𝑉
como el espacio de Hilbert complejo (𝑉, 𝑑, 𝐽).

El álgebra exterior Λ(𝑉) de 𝑉 se define como Λ(𝑉) :=
⊕∞

𝑛=0𝑉
∧𝑛, donde 𝑉∧𝑛 es el espacio

vectorial complejo generado algebraicamente por los productos alternantes

𝑣1 ∧ 𝑣2 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛 :=
1
𝑛!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

±𝜎𝑣𝜎(1) ⊗ 𝑣𝜎(2) ⊗ · · · ⊗ 𝑣𝜎(𝑛) ,

con𝑉∧0 ≃ ℂ por convenio. Se denotará por Ω un vector fijo de norma 1 en𝑉∧0. El producto interno
sobre Λ(𝑉) se define por

⟨𝑢1 ∧ · · · ∧ 𝑢𝑚 | 𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛⟩ := 𝛿𝑚𝑛 det
[
⟨𝑢𝑘 | 𝑣𝑙⟩

]
.

Si {𝑒𝑛} es una base ortonormal para el espacio de Hilbert complejo (𝑉, 𝑑, 𝐽), los elementos
𝜀𝐾 := 𝑒𝑘1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑘𝑟 , donde 𝐾 = {𝑘1, . . . , 𝑘𝑟} es un conjunto finito de enteros positivos escritos en
orden creciente: 𝑘1 < · · · < 𝑘𝑟 , forman una familia ortonormal en Λ(𝑉). (Tómese 𝑒∅ := Ω.) Esta
familia es una base ortonormal para la compleción de Λ(𝑉) en espacio de Hilbert, que es el espacio
de Fock fermiónico, denotado por F(𝑉).

Ahora F(𝑉) = F0 ⊕ F1, donde F0 es la compleción de la parte par
⊕∞

𝑘=0𝑉
∧(2𝑘) del álgebra

exterior Λ(𝑉), y F1 es la compleción de
⊕∞

𝑘=0𝑉
∧(2𝑘+1) .

▶ Si 𝑇 ∈ Sk(𝑉), la serie

𝐻𝑇 :=
∞∑︁

𝑖, 𝑗=1
⟨𝑒𝑖 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩𝑒𝑖 ∧ 𝑒 𝑗

converge en F0 porque
∑∞
𝑖, 𝑗=1 |⟨𝑒𝑖 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩|2 =

∑∞
𝑗=1⟨𝑇𝑒 𝑗 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩ < ∞, y la suma es independiente de

la base elegida.
Se llaman gaussianos a los siguientes elementos “exponenciales cuadráticos” de F0:

𝑓𝑇 := exp∧( 1
2𝐻𝑇 ) :=

∞∑︁
𝑚=0

1
2𝑚𝑚!

𝐻∧𝑚
𝑇 . (3.1)

Si 𝑇𝑚 ∈ Sk(𝑉) se define por 𝑇𝑚 (𝑒2𝑚−1) := −𝑒2𝑚, 𝑇𝑚 (𝑒2𝑚) := 𝑒2𝑚−1, y 𝑇𝑚 (𝑒 𝑗 ) := 0 para otros 𝑗 ,
entonces 𝐻𝑇𝑚 = 2𝑒2𝑚−1 ∧ 𝑒2𝑚; y 𝑓𝑇𝑚 = Ω + 𝑒2𝑚−1 ∧ 𝑒2𝑚. Además, si 𝑇 = 𝑇1 + · · · + 𝑇𝑚, entonces
𝐻𝑇 = 2

∑𝑚
𝑘=1 𝑒2𝑚−1 ∧ 𝑒2𝑚; y 𝑓𝑇 = Ω + 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒2𝑚 + (términos de orden inferior). Por inducción
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en 𝑚, permutaciones de la base ortonormal {𝑒 𝑗 } y linealidad, se obtiene que el subespacio cerrado
de F generado por { 𝑓𝑇 : 𝑇 ∈ Sk(𝑉) } es todo F0.

Es importante obtener el desarrollo de los elementos gaussianos 𝑓𝑇 en la base ortonormal {𝜀𝐾}
de F(𝑉). Primero, obsérvese que

1
2𝑚𝑚!

𝐻∧𝑚
𝑇 =

∑︁
|𝐾 |=2𝑚

1
2𝑚𝑚!

(±)𝐾 ⟨𝑒𝑘1 | 𝑇𝑒𝑘2⟩ . . . ⟨𝑒𝑘2𝑚−1 | 𝑇𝑒𝑘2𝑚⟩𝑒𝑘1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑘2𝑚 , (3.2)

donde (±)𝐾 es el signo de la permutación que coloca 𝐾 = {𝑘1, . . . , 𝑘2𝑚} en orden creciente, y 𝑇𝐾
denota la matriz antisimétrica 2𝑚 × 2𝑚 con entradas ⟨𝑒𝑘 | 𝑇𝑒𝑘 ′⟩ para 𝑘, 𝑘′ ∈ 𝐾 . Recuérdese [10]
que el pfaffiano de una matriz antisimétrica 𝐴 de tamaño 2𝑚 × 2𝑚 se define por

Pf 𝐴 :=
1

2𝑚𝑚!

∑︁
𝜎∈𝑆2𝑚

(−1)𝜎𝑎𝜎(1)𝜎(2) 𝑎𝜎(3)𝜎(4) . . . 𝑎𝜎(2𝑚−1)𝜎(2𝑚) , (3.3)

y obedece (Pf 𝐴)2 = det 𝐴. Si 𝐴 es una matriz antisimétrica de tamaño (2𝑚+1) × (2𝑚+1), entonces
det 𝐴 = 0; y se define Pf 𝐴 := 0. Entonces se puede reescribir (3.2) en la forma

1
2𝑚𝑚!

𝐻∧𝑚
𝑇 =

∑︁
|𝐾 |=2𝑚

Pf (𝑇𝐾) 𝜀𝐾 . (3.4)

Por convenio, se toma Pf (𝑇∅) := 1. Se obtiene ası́ el desarrollo de (3.1):

𝑓𝑇 =
∑︁
𝐾 finita

Pf (𝑇𝐾) 𝜀𝐾 , (3.5)

donde solamente las partes finitas 𝐾 ⊂ ℕ de cardinalidad par contribuyen a la suma.
Se debe calcular el producto interno de dos gaussianos fermiónicos. Este cálculo se reparte en

una serie de lemas.

Lema 3.1. Si 𝐴 es una matriz 𝑛 × 𝑛 invertible, los menores principales de 𝐴 y 𝐴−1 cumplen:

det((𝐴−1)𝐾 ′) = det 𝐴𝐾
det 𝐴

(3.6)

donde 𝐾 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛} y 𝐾′ := {1, 2, . . . , 𝑛} \ 𝐾 .

Demostración. Sea 𝐵 := 𝐴−1. Si 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟}, 𝐽 = { 𝑗1, . . . , 𝑗𝑟} son partes de {1, 2, . . . , 𝑛} de la
misma cardinalidad (escritas en orden creciente), se denota por 𝐴𝐼𝐽 la submatriz de 𝐴 con filas en 𝐼
y columnas en 𝐽 (ası́ que 𝐴𝐾 = 𝐴𝐾𝐾); y sea 𝑠(𝐼, 𝐽) := 𝑖1 + · · · + 𝑖𝑟 + 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑟 . El desarrollo de
Laplace del determinante de 𝐴 respecto de las filas 𝐼 es:

det 𝐴 =
∑︁
|𝐽 |=|𝐼 |

(−1)𝑠(𝐼,𝐽) (det 𝐴𝐼𝐽) (det 𝐴𝐼′𝐽′).

Si |𝐾 | = |𝐼 | pero 𝐾 ≠ 𝐼, la sumatoria
∑

|𝐽 |=|𝐼 | (−1)𝑠(𝐾,𝐽) (det 𝐴𝐼𝐽) (det 𝐴𝐾 ′𝐽′) es el determinante de
una matriz cuyas filas 𝐼 son las filas 𝐼 de 𝐴, pero cuyas filas 𝐼′ son las filas 𝐾′ de 𝐴 (en algún orden);
esta matriz tiene un par de filas iguales, y su determinante es 0.
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Por otra parte, la fórmula de Cauchy y Binet [11] para matrices compuestas da∑︁
|𝐽 |=|𝐼 |

(det 𝐴𝐼𝐽) (det 𝐵𝐽𝐾) =
{

1 si 𝐼 = 𝐾,
0 si 𝐼 ≠ 𝐾.

ası́, det 𝐵𝐽𝐾 = (det 𝐴)−1(−1)𝑠(𝐾,𝐽) det 𝐴𝐾 ′𝐽′ . Al tomar 𝐽 = 𝐾 , se obtiene (3.6). □

Lema 3.2. Si 𝑉 es finitodimensional, con dim𝑉 = 2𝑚, y si 𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉), entonces

det(1 − 𝑇𝑆) =
(∑︁
𝐾 par

(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾
)2
, (3.7)

donde la suma recorre las partes pares 𝐾 de {1, 2, . . . , 2𝑚}.

Demostración. Se adapta el argumento de [1, p. 241] (válido para matrices antisimétricas reales)
al caso complejo.

Supóngase primero que 𝑆 es invertible. Entonces 𝑆𝐶 es un operador ℂ-lineal invertible sobre𝑉 ;
del Lema 3.1 se obtiene

det(𝑆𝐶) det((𝑆𝐶)−1)𝐾 ′ = det(𝑆𝐶)𝐾 .
Sea 𝑅 := 𝑆−1. Entonces 𝑅𝐶 = 𝐶 (𝐶𝑅)𝐶 = 𝐶 ((𝑆𝐶)−1)𝐶; las entradas de su matriz son las conjugadas
complejas de las de la matriz de (𝑆𝐶)−1; de ahı́ sigue det(𝑆𝐶) (det(𝑅𝐶)𝐾 ′)∗ = det(𝑆𝐶)𝐾 . Tomando
raı́ces cuadradas, se llega a la fórmula

Pf 𝑆 (Pf 𝑅𝐾 ′)∗ = ±Pf 𝑆𝐾 ,

donde el signo ± depende de 𝐾 pero no de las entradas matriciales de 𝑆 – el pfaffiano (3.3) es
un polinomio “universal” en las entradas matriciales. Tomando casos particulares de 𝑆, es fácil
verificar que

Pf 𝑆 (Pf 𝑅𝐾 ′)∗ = (−1)𝑚− 1
2 |𝐾 |𝜂𝐾 Pf 𝑆𝐾 ,

donde 𝜂𝐾 es el signo de la permutación que reordena {1, 2, . . . , 2𝑚} como (𝐾′, 𝐾). Por ejemplo,
para 𝐾 vacı́o, se obtiene (Pf 𝑆−1)∗ = (−1)𝑚 (Pf 𝑆)−1.

Ahora 𝐻𝑅 ∧ 𝐻𝑇 = 𝐻𝑇 ∧ 𝐻𝑅 porque los bivectores 𝑒𝑖 ∧ 𝑒 𝑗 conmutan en Λ(𝑉), y del teorema
binomial se deduce que

(𝐻𝑅−𝑇 )∧𝑚 = (𝐻𝑅 − 𝐻𝑇 )∧𝑚 =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(
𝑚

𝑘

)
(𝐻𝑅)∧(𝑚−𝑘)𝐻∧𝑘

𝑇 .

Al desarrollar ambos lados con (3.4), el término de grado máximo resulta ser

Pf (𝑅 − 𝑇) 𝜀{1,...,2𝑚} =
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
∑︁

|𝐾 |=2𝑚
Pf 𝑅𝐾 ′ Pf 𝑇𝐾 𝜀𝐾 ′ ∧ 𝜀𝐾 ,

y por consiguiente:

(Pf 𝑆)∗ Pf (𝑅 − 𝑇) = (Pf 𝑆)∗
∑︁
𝐾

(−1) 1
2 |𝐾 |𝜂𝐾 Pf 𝑅𝐾 ′ Pf 𝑇𝐾 = (−1)𝑚

∑︁
𝐾

(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾 .
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Al tomar el cuadrado de ambos lados, se obtiene finalmente:

det(1 − 𝑇𝑆) = det(𝑆𝐶)∗ det(𝑅𝐶 − 𝑇𝐶) = [(−1)𝑚 (Pf 𝑆)∗ Pf (𝑅 − 𝑇)]2

=

(∑︁
𝐾 par

(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾
)2
.

Ambos lados de (3.7) son polinomios en las entradas matriciales de 𝑆 y 𝑇 , que coinciden cuando 𝑆
es invertible; por continuidad, coinciden para todo 𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉). □

Si𝑉 es finitodimensional y 𝐴 es un operador ℂ-lineal sobre𝑉 , det 𝐴 denota el determinante de la
matriz con entradas ⟨𝑒𝑖 | 𝐴𝑒 𝑗 ⟩. Cuando𝑉 es infinitodimensional, el determinante de 𝐴 tiene sentido
si y solo si 𝐴 − 1 es trazable. Por ejemplo, se puede adoptar la definición det(exp 𝑁) := exp(Tr 𝑁)
para 𝑁 trazable [2].

Lema 3.3. Sean 𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉) con 𝑉 de dimensión finita par o infinita. Si det1/2(1 − 𝑇𝑆) denota la
raı́z cuadrada de det(1 − 𝑇𝑆) que vale 1 cuando 𝑆 = 0 ó 𝑇 = 0, el siguiente desarrollo es válido:

det1/2(1 − 𝑇𝑆) =
∑︁
𝐾

(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾 , (3.8)

donde la suma recorre las submatrices principales de lados pares.

Demostración. Si dim𝑉 = 2𝑚 < ∞, (3.8) es consecuencia directa del Lema 3.2. Si dim𝑉 = ∞,
entonces ∑︁

𝐾 finita
| Pf 𝑇𝐾 |2 =

∑︁
𝐾 finita

(Pf 𝑇𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾 = det1/2(1 − 𝑇2) = det1/2(1 + 𝑇 𝑡𝑇) (3.9)

para 𝑇 de rango finito en primera instancia. Si 𝑇 es de Hilbert y Schmidt, entonces det(1 − 𝑇2)
existe y es finito, como el lı́mite creciente de determinantes det(1 − 𝑇2

𝑟 ), donde los 𝑇𝑟 forman una
sucesión de operadores de rango finito que convergen en la norma de Hilbert y Schmidt a 𝑇 . Por
consiguiente, (3.9) es válido para 𝑇 de Hilbert y Schmidt; en cuyo caso 𝐾 recorre todos las partes
finitas pares de ℕ.

Luego la serie
∑
𝐾 finita(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾 converge cuando 𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉) por la desigualdad de

Schwarz; su cuadrado vale det(1 − 𝑇𝑆) para 𝑆, 𝑇 de rango finito; por lo tanto, (3.8) vale para todo
𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉). □

Ya es posible calcular el producto interno de dos gaussianos fermiónicos.

Proposición 3.4. Si 𝑆, 𝑇 ∈ Sk(𝑉), entonces

⟨ 𝑓𝑆 | 𝑓𝑇 ⟩ = det1/2(1 − 𝑇𝑆). (3.10)

Demostración. Esto sigue de los desarrollos (3.5) y (3.8), porque

⟨ 𝑓𝑆 | 𝑓𝑇 ⟩ =
∑︁

𝐾,𝐿 finita
(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐿 ⟨𝜀𝐾 | 𝜀𝐿⟩ =

∑︁
𝐾 finita

(Pf 𝑆𝐾)∗ Pf 𝑇𝐾 = det1/2(1 − 𝑇𝑆). □
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Una propiedad útil de los pfaffianos es su “desarrollo de Laplace” como sumas de productos de
menores complementarios. El “desarrollo en primera fila” es [10]:

Pf 𝐴 =

2𝑚∑︁
𝑗=2

(−1) 𝑗𝑎1 𝑗 Pf 𝐴1 𝑗 ,1 𝑗 ,

cuando 𝐴 es una matriz antisimétrica 2𝑚 × 2𝑚, y 𝐴1 𝑗 ,1 𝑗 es el menor principal obtenido al borrar
sus primeras y 𝑗-ésimas filas y columnas. Si 𝑇 ∈ Sk(𝑉) y 𝐾 = {1, 𝑘2, . . . , 𝑘2𝑟}, se sigue que

Pf 𝑇𝐾 =
∑︁
𝑗∈𝐾

(±) 𝑗 ⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩ Pf 𝑇𝐾 ′′

donde 𝐾′′ = 𝐾 \ {1, 𝑗} y (±) 𝑗 es el signo de la permutación 𝐾 ↦→ (1, 𝑗 , 𝐾′). En consecuencia, se
obtiene:

Pf 𝑇𝐾 𝜀𝐾 =
∑︁
𝑗∈𝐾

⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩ Pf 𝑇𝐾 ′ 𝑒1 ∧ 𝑒 𝑗 ∧ 𝜀𝐾 ′ . (3.11)

3.2. Relaciones canónicas de anticonmutación

El álgebra de campos (fermiónicos, libres) sobre el espacio (𝑉, 𝑑) es el álgebra de Clifford
complexificadaA(𝑉ℂ) := Cℓ(𝑉, 𝑑)⊗ℝℂ, que es una𝐶∗-álgebra. Hay una aplicación lineal 𝐵 : 𝑉ℂ →
A(𝑉ℂ) (el “campo fermiónico”), tal que 𝐵(𝑤∗) = 𝐵(𝑤)†, que cumple

{𝐵(𝑣), 𝐵(𝑣′)} = 2 𝑑 (𝑣, 𝑣′) para todo 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝑉. (3.12)

Cualquier 𝐶∗-álgebra generada por operadores { 𝐵′(𝑤) : 𝑤 ∈ 𝑉ℂ } que cumplen las mismas condi-
ciones es isomorfo [2] a A(𝑉ℂ) por 𝐵(𝑤) ↦→ 𝐵′(𝑤).

Hay una representación fiel irreducible 𝜋𝐽 deA(𝑉ℂ) sobreF(𝑉) dada por la llamada construcción
GNS respecto del “estado de Fock”𝜔𝐽 [2] determinado por𝜔𝐽 (𝐵(𝑢)𝐵(𝑣)) := ⟨𝑢 |𝑣⟩. Los operadores
de anulación y creación para el campo fermiónico libre son los operadores ℝ-lineales sobre F(𝑉)
dados por:

𝑎𝐽 (𝑣) := 𝜋𝐽 (𝐵(𝑃−𝑣)), 𝑎
†
𝐽
(𝑣) := 𝜋𝐽 (𝐵(𝑃+𝑣)). (3.13)

Se verifica 𝜋𝐽 (𝐵(𝑤))Ω = 0 para 𝑤 ∈ 𝑊∗
0 ; Ω es el “vector del vacı́o” asociado a la polarización𝑊0.

En vista de 𝑃± = 1
2 (1 ∓ 𝑖𝐽), resulta que 𝑎𝐽 (𝐽𝑣) = −𝑖 𝑎𝐽 (𝑣) y 𝑎†

𝐽
(𝐽𝑣) = 𝑖 𝑎

†
𝐽
(𝑣) para 𝑣 ∈ 𝑉 ; y

𝜋𝐽𝐵(𝑣) = 𝑎𝐽 (𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑣). Ahora 𝑉∧1 ⊂ F(𝑉) es el espacio de Hilbert complejo (𝑉, 𝑑, 𝐽), y en
consecuencia 𝑖𝑣 = 𝐽𝑣 en 𝑉∧1; luego 𝑎†

𝐽
(𝑣)Ω = 1

2𝑣 −
𝑖
2𝐽𝑣 = 𝑣, 𝑎𝐽 (𝑣)Ω = 1

2𝑣 +
𝑖
2𝐽𝑣 = 0 en 𝑉∧1. Más

generalmente,
𝑎
†
𝐽
(𝑣1)𝑎†𝐽 (𝑣2) · · · 𝑎†𝐽 (𝑣𝑘 )Ω = 𝑣1 ∧ 𝑣2 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘 ∈ 𝑉∧𝑘 .

Se puede verificar directamente que {𝜋𝐽 (𝐵(𝑣)), 𝜋𝐽 (𝐵(𝑣′))} = 2 𝑑 (𝑣, 𝑣′) sobre vectores de la forma
𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑘 . Las relaciones canónicas de anticonmutación (CAR):

{𝑎𝐽 (𝑣), 𝑎𝐽 (𝑣′)} = 0, {𝑎𝐽 (𝑣), 𝑎†𝐽 (𝑣
′)} = ⟨𝑣 | 𝑣′⟩

son consecuencias de (3.13).
Mientras se dispone a usar una sola estructura compleja 𝐽, no vale la pena distinguir el álgebra

de Clifford A(𝑉ℂ) y su imagen bajo la representación fiel 𝜋𝐽 . Por lo tanto, se escribirá 𝐵(𝑣) en vez
de 𝜋𝐽 (𝐵(𝑣)) y se considerará el “álgebra CAR” A(𝑉ℂ) como un álgebra de operadores sobre el
espacio de Fock F(𝑉).
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3.3. Cuantizaciones plenas

Para𝑈 ∈ U𝐽 (𝑉), se define el operador unitario Γ𝐽 (𝑈) sobre F(𝑉) por:

Γ𝐽 (𝑈) (𝑣1 ∧ 𝑣2 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛) := 𝑈𝑣1 ∧𝑈𝑣2 ∧ · · · ∧𝑈𝑣𝑛,

y Γ𝐽 (𝑈)Ω := Ω. De 𝐵(𝑣) = 𝑎𝐽 (𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑣) se sigue la propiedad de entrelazamiento:

Γ𝐽 (𝑈)𝐵(𝑣)Γ𝐽 (𝑈)−1 = 𝐵(𝑈𝑣).

En la teorı́a cuántica de campos, una cuantización plena [5] de (𝑉, 𝑑) consta de (K, 𝐵′,Ω, Γ),
donde: (a) K es un espacio de Hilbert separable; (b) 𝐵′(𝑉) es un sistema de operadores autoadjuntos
sobre K que cumple (3.12); (c) Ω es un vector de norma 1 en K que es un vector cı́clico para 𝐵′(𝑉);
y (d) Γ es una representación unitaria de U𝐽 (𝑉) que entrelaza 𝐵′(𝑉), tal que Γ(𝑈)Ω = Ω para
todo𝑈, y que tiene energı́a positiva. Esta última es una propiedad de la representación infinitesimal
𝑑Γ, y significa que 𝑑Γ(𝐴) es un operador positivo sobre K cuando 𝐴 es un operador positivo sobre
el espacio de Hilbert (𝑉, 𝑑, 𝐽).

Proposición 3.5. (F(𝑉), 𝐵,Ω, Γ𝐽) es una cuantización plena de (𝑉, 𝑑).

Demostración. Solamente falta verificar la condición de energı́a positiva.
Si 𝐴 es un operador autoadjunto sobre (𝑉, 𝑑, 𝐽), 𝑑Γ(𝐴) := 𝑑

𝑑𝑡

��
𝑡=0Γ(exp(𝑖𝑡𝐴)) es definido por

𝑑Γ(𝐴) (𝑣1∧𝑣2∧· · ·∧𝑣𝑛) :=
∑𝑛
𝑘=1 𝑣1∧· · ·∧𝑣𝑘−1∧ 𝐴𝑣𝑘 ∧𝑣𝑘+1∧· · ·∧𝑣𝑛 para 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ Dom(𝐴).

Tales 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 generan un subespacio denso D0 de F(𝑉) que queda invariante bajo el grupo
uniparamétrico Γ(exp(𝑖𝑡𝐴)); por tanto, D0 es un corazón para 𝑑Γ(𝐴) [12].

Si 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ Dom(𝐴) son linealmente independientes, vale

⟨𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛 | 𝑑Γ(𝐴)𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛⟩

=

𝑛∑︁
𝑗 ,𝑘=1

(−1) 𝑗+𝑘 ⟨𝑣 𝑗 | 𝐴𝑣𝑘⟩ ⟨𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣̂ 𝑗 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛 | 𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣̂𝑘 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛⟩

=

𝑛∑︁
𝑗 ,𝑘=1

𝑚 𝑗 𝑘 ⟨𝑣 𝑗 | 𝐴𝑣𝑘⟩ (3.14)

donde 𝑚 𝑗 𝑘 es el cofactor ( 𝑗 , 𝑘) de la matriz de Gram {⟨𝑣 𝑗 | 𝑣𝑘⟩}, la cual es definida positiva; y
𝑀 = {𝑚 𝑗 𝑘 } = ∥𝑣1∧· · ·∧𝑣𝑛∥2{⟨𝑣 𝑗 |𝑣𝑘⟩}−1 es también definida positiva. Si el operador 𝐴 es positivo,
entonces {⟨𝑣 𝑗 | 𝐴𝑣𝑘⟩} = {⟨𝐴−1/2𝑣 𝑗 | 𝐴−1/2𝑣𝑘⟩} es una matriz de Gram semidefinida positiva, ası́ que
(3.14) es la traza del producto de dos matrices positivas, y como tal, es no negativa. Al reemplazar
𝑣1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑛 por una combinación lineal de 𝑚 términos del mismo tipo, y al aplicar el mismo
argumento con 𝐴 ⊗ 𝐸𝑚 en lugar de 𝐴, siendo 𝐸𝑚 la matriz 𝑚 × 𝑚 con cada entrada igual a 1, se
obtiene

⟨𝑧 | 𝑑Γ(𝐴)𝑧⟩ ⩾ 0, para 𝑧 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑣𝑖𝑛 ∈ (Dom 𝐴)∧𝑛.

Esto dice que la restricción de 𝑑Γ(𝐴) al corazón D0 es positiva, y su clausura 𝑑Γ(𝐴) es un operador
positivo sobre F(𝑉). □
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4. La representación de pin
4.1. Corrimiento del vector del vacı́o

Se puede crear otras cuantizaciones plenas de (𝑉, 𝑑) a partir de (F(𝑉), 𝐵,Ω, Γ𝐽) al reemplazar
𝐵 por 𝑣 ↦→ 𝐵(𝑔𝑣) para 𝑔 ∈ O(𝑉) cualquiera. De hecho, se sigue de (3.12) que 𝑤 ↦→ 𝐵(𝑔𝑤) (para
𝑤 ∈ 𝑉ℂ) extiende a un ∗-automorfismo del álgebra CAR A(𝑉ℂ). Es natural, entonces, preguntar
si estas dos cuantizaciones plenas son unitariamente equivalentes, es decir, si este ∗-automorfismo
generado por 𝑔 es “unitariamente implementable”.

Para 𝑔 ∈ O(𝑉) dado, se busca un operador unitario 𝜇(𝑔) sobre F(𝑉) tal que

𝜇(𝑔) 𝐵(𝑣) = 𝐵(𝑔𝑣) 𝜇(𝑔), para todo 𝑣 ∈ 𝑉. (4.1)

La estructura compleja 𝐽 se transforma en 𝑔𝐽𝑔−1; los operadores de creación y anulación sufren
una transformación de Bogoliubov:

𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣) = 𝑎𝐽 (𝑝𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑞𝑔𝑣), 𝑎
†
𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣) = 𝑎𝐽 (𝑞𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑝𝑔𝑣). (4.2)

Si 𝜇(𝑔) existiera, se cumplirı́a:

𝜇(𝑔)𝑎𝐽 (𝑣) = 𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣)𝜇(𝑔), 𝜇(𝑔)𝑎†
𝐽
(𝑣) = 𝑎†

𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣)𝜇(𝑔).

El vector del vacı́o saliente 𝜇(𝑔)Ω es anulado por 𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣), para todo 𝑣 ∈ 𝑉 . Ahora el
conjunto { 𝑎𝐽 (𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑉 } se anula sobre múltiplos de Ω solamente, ası́ que el conjunto de
operadores { 𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑉 } también tienen un núcleo común unidimensional. Se mostrará
a continuación que este “sector del vacı́o saliente” existe cuando 𝑔 pertenece al grupo ortogonal
restringido O′(𝑉). Primero se comprobará que el vacı́o saliente es un gaussiano fermiónico cuando
la parte lineal de 𝑔 es invertible.

Proposición 4.1. Si 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉), entonces 𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣) 𝑓𝑇𝑔 = 0 para todo 𝑣 ∈ 𝑉 .

Demostración. Al reemplazar 𝑣 por 𝑝−1
𝑔 𝑣 y al usar (4.2), se reduce la tarea a la de mostrar que

(𝑎(𝑣) + 𝑎†(𝑇𝑔𝑣)) 𝑓𝑇𝑔 = 0 para todo 𝑣 ∈ 𝑉.

Para este efecto, se emplea el desarrollo (3.5), el cual converge por (3.9) puesto que 𝑇𝑔 ∈ Sk(𝑉).
Por lo tanto, basta establecer que (𝑎(𝑒1) + 𝑎†(𝑇𝑒1)) 𝑓𝑇 = 0 cuando 𝑇 ∈ Sk(𝑉) y 𝑒1 es el primer
vector de una base ortonormal de 𝑉 .

A partir de (3.11), se obtiene

𝑎(𝑒1) 𝑓𝑇 = 𝑎(𝑒1)
∑︁
𝐾

(Pf 𝑇𝐾) 𝜀𝐾 = 𝑎(𝑒1)
∑︁
𝐿∌1

(Pf 𝑇1∪𝐿) 𝑒1 ∧ 𝜀𝐿

= 𝑎(𝑒1)
∑︁
𝐿∌1

∑︁
𝑗∈𝐿

⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩(Pf 𝑇𝐿\ 𝑗 ) 𝑒1 ∧ 𝑒 𝑗 ∧ 𝜀𝐿\ 𝑗

= −
∞∑︁
𝑗=1

⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩
∑︁
𝑀∌1

(Pf 𝑇𝑀) 𝑒 𝑗 ∧ 𝜀𝑀 = −
∑︁
𝑀∌1

(Pf 𝑇𝑀) 𝑇𝑒1 ∧ 𝜀𝑀 .
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Se sigue que

(𝑎(𝑒1) + 𝑎†(𝑇𝑒1)) 𝑓𝑇 =
∑︁
𝑁∋1

(Pf 𝑇𝑁 ) 𝑇𝑒1 ∧ 𝜀𝑁 =
∑︁
𝐿∌1

(Pf 𝑇1∪𝐿) 𝑇𝑒1 ∧ 𝑒1 ∧ 𝜀𝐿

=
∑︁
𝐿∌1

∑︁
𝑗∈𝐿

⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩(Pf 𝑇𝐿\ 𝑗 ) 𝑇𝑒1 ∧ 𝑒1 ∧ 𝑒 𝑗 ∧ 𝜀𝐿\ 𝑗

=

∞∑︁
𝑗=1

⟨𝑒1 | 𝑇𝑒 𝑗 ⟩
∑︁
𝐾

(Pf 𝑇𝐾) 𝑇𝑒1 ∧ 𝑒1 ∧ 𝑒 𝑗 ∧ 𝜀𝐾

=
∑︁
𝐾

(Pf 𝑇𝐾) 𝑇𝑒1 ∧ 𝑇𝑒1 ∧ 𝑒1 ∧ 𝜀𝐾 = 0. (4.3)

Los diversos intercambios de sumas se permiten porque, a partir de (3.9), la serie converge en la
norma de F(𝑉). □

Como el sector del vacı́o saliente es unidimensional, se ve que 𝑎𝑔𝐽𝑔−1 (𝑔𝑣)Ψ = 0 para todo 𝑣
implica que Ψ = 𝑐𝑔 𝑓𝑇𝑔 para alguna constante 𝑐𝑔.

▶ En el caso general, 𝑝𝑔 no es necesariamente invertible; es necesario devolverse a SO′
∗(𝑉) por

reflexiones [13]. Si 𝑛 = dim(ker 𝑝𝑔) = dim(ker 𝑝𝑡𝑔), sea {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} una base ortonormal para el
subespacio ker 𝑝𝑡𝑔. Entonces 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 es un vector de norma 1 en el espacio vectorial complejo
unidimensionalΛ𝑛 (ker 𝑝𝑡𝑔), y por ende queda determinado hasta un factor de fase. Si 𝑟 es el producto
de reflexiones (2.4), resulta que el siguiente vector queda en el sector del vacı́o saliente:

𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔 :=
∑︁
𝐾

(Pf (𝑇𝑟𝑔)𝐾) 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝜀𝐾 . (4.4)

Para comprobar esa última afirmación, se debe verificar que

(𝑎𝐽 (𝑝𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑞𝑔𝑣)) (𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔) = 0.

Si 𝑣 ∈ ker 𝑝𝑔, entonces 𝑝𝑔𝑣 = 0 y 𝑞𝑔𝑣 ∈ ker 𝑝𝑡𝑔, pues 𝑝𝑡𝑔𝑞𝑔𝑣 = −𝑞𝑡𝑔𝑝𝑔𝑣 = 0. Entonces resulta que
𝑎
†
𝐽
(𝑞𝑔𝑣) (𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔) = (𝑞𝑔𝑣 ∧ 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛) ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔 = 0, porque 𝑞𝑔𝑣 es una combinación

lineal de 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛.
En cambio, si 𝑣 ∈ (ker 𝑝𝑔)⊥, entonces ⟨𝑝𝑔𝑣 | 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑣 | 𝑝𝑡𝑔𝑒𝑘⟩ = 0, y se sigue que

[𝑎𝐽 (𝑝𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑞𝑔𝑣)] (𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔)
= (−1)𝑛𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ [𝑎𝐽 (𝑝𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑞𝑔𝑣)] 𝑓𝑇𝑟𝑔
= (−1)𝑛𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ [𝑎𝐽 (𝑝𝑟𝑔𝑣) + 𝑎†𝐽 (𝑞𝑟𝑔𝑣)] 𝑓𝑇𝑟𝑔 = 0,

porque 𝑝𝑟𝑔 = 𝑝𝑔, 𝑞𝑟𝑔 = 𝑞𝑔 sobre el subespacio (ker 𝑝𝑔)⊥.
Finalmente, fı́jese que los vectores básicos 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝜀𝐾 en (4.4) generan un subespacio

cerrado de F0(𝑉) o bien de F1(𝑉), según sea 𝑛 par o impar. Esto es ası́ porque 𝑇𝑟𝑔 se anula sobre
ker 𝑝𝑡𝑔, y por eso 𝐾 recorre efectivamente las partes pares de {𝑛 + 1, 𝑛 + 2, . . . }. Luego el sector
del vacı́o saliente queda en F0(𝑉) o F1(𝑉) según 𝑔 queda en SO′(𝑉) o en la componente no neutra
de O′(𝑉).
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4.2. Permutación de elementos gaussianos

Ya se puede retomar el asunto de la existencia de los operadores unitarios 𝜇(𝑔). Como el
sistema { 𝐵(𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑉 } es irreducible, el operador 𝜇(𝑔) queda determinado por el vector 𝜇(𝑔)Ω
debido a (4.1); y 𝜇(𝑔)Ω pertenece al subespacio unidimensional generado por 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑔𝑟 si
𝑔 ∈ O′(𝑉). Shale y Stinespring [14] mostraron que un vector del vacı́o saliente puede existir enF(𝑉)
solamente si [𝐽, 𝑔] es de Hilbert y Schmidt. Una demostración actual [4, 13] de este teorema pasa
por mostrar que un tal vector es necesariamente de la forma: (const) 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔 . Para que
esta expresión sea convergente, 𝑛 debe ser finito y 𝑓𝑇𝑟𝑔 debe quedar en F(𝑉); por (3.10), el operador
1−𝑇2

𝑟𝑔 debe poseer un determinante, es decir,𝑇𝑟𝑔 debe ser de Hilbert y Schmidt. Ambas condiciones
se cumplen si y solo si 𝑔 ∈ O′(𝑉), porque la finitud de 𝑛 muestra que 𝑝𝑔 es de Fredholm.

Entonces 𝜇(𝑔)Ω = 𝑐𝑔 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇𝑟𝑔 . La deseada unitariedad de 𝜇(𝑔) requiere que

1 = ⟨𝜇(𝑔)Ω | 𝜇(𝑔)Ω⟩ = |𝑐𝑔 |2⟨ 𝑓𝑇𝑟𝑔 | 𝑓𝑇𝑟𝑔⟩ = |𝑐𝑔 |2 det1/2(1 − 𝑇2
𝑟𝑔).

Luego |𝑐𝑔 | = det−1/4(1 − 𝑇2
𝑟𝑔). Se fija el factor de fase al tomar 𝑐𝑔 > 0, es decir,

𝑐𝑔 := det−1/4(1 − 𝑇2
𝑟𝑔). (4.5)

Pese a la ambigüedad en la definición de 𝑟, que depende de una base ortonormal de ker 𝑝𝑡𝑔, se sabe
que 𝑇𝑟𝑔 se anula sobre ker 𝑝𝑡𝑔, y de ahı́ se obtiene 𝑐𝑔 = det1/4 (𝑝𝑡𝑔𝑝𝑔 | (ker 𝑝𝑔)⊥

)
, independiente de 𝑟 .

▶ Hay una acción local de SO′(𝑉) sobre Sk(𝑉), dada por

𝑔 · 𝑆 := (𝑞𝑔 + 𝑝𝑔𝑆) (𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑆)−1.

Si 𝑝𝑔 es invertible, (𝑝𝑔 +𝑞𝑔𝑆)−1 existe para 𝑆 pequeña (en la norma de Hilbert y Schmidt en Sk(𝑉)).
Aun cuando 𝑝𝑔 no sea invertible, basta encontrar 𝑇 ∈ Sk(𝑉) con 𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑇 invertible; por ejemplo,
si ker 𝑝𝑔 tiene base ortonormal {𝑒′1, . . . , 𝑒

′
2𝑘 }, tómese 𝑇 tal que 𝐻𝑇 = 𝑒′1 ∧ 𝑒

′
2 + · · · + 𝑒′2𝑘−1 ∧ 𝑒

′
2𝑘 ;

entonces los 𝑆 con 𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑆 invertible forman un vecindario abierto de 𝑇 en Sk(𝑉). Para simplificar
la tarea, se supondrá por ahora que 𝑝𝑔 es invertible.

Es claro que 𝑔 · 𝑆 es antilineal y de Hilbert y Schmidt; además, las relaciones (2.1) dan

(𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑆)𝑡 (𝑞𝑔 + 𝑝𝑔𝑆) = −(𝑞𝑔 + 𝑝𝑔𝑆)𝑡 (𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑆)

cuando 𝑆𝑡 = −𝑆, de donde 𝑔 · 𝑆 es también antisimétrica, ası́ que 𝑔 · 𝑆 ∈ Sk(𝑉). Se comprueba que
𝑔ℎ · 𝑆 = 𝑔 · (ℎ · 𝑆) cuando ℎ · 𝑆 y 𝑔ℎ · 𝑆 están definidos. A partir de (2.5) con 𝑇ℎ = 𝑆, se deduce la
expresión alternativa:

𝑔 · 𝑆 = 𝑇𝑔 + 𝑝−𝑡𝑔 𝑆(1 − 𝑇𝑔𝑆)−1𝑝−1
𝑔 . (4.6)

Para 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉) dado, distinto de 1, los 𝑆 tales que 𝑝𝑔 + 𝑞𝑔𝑆 es invertible forman un vecindario

abierto de 0 en Sk(𝑉), ası́ que { 𝑓𝑆 : 𝑔 · 𝑆 existe } genera un subespacio denso de F0(𝑉). Entonces
se puede definir un operador unitario sobre F0(𝑉) por la prescripción:

𝜇(𝑔) 𝑓𝑆 := 𝑐𝑔 𝜙𝑔 (𝑆) 𝑓𝑔·𝑆, (4.7)

donde 𝜙𝑔 (𝑆) ∈ ℂ se elige de tal manera que 𝜇(𝑔) sea unitario. Se cumple

⟨𝑐𝑔𝜙𝑔 (𝑆) 𝑓𝑔·𝑆 | 𝑐𝑔𝜙𝑔 (𝑇) 𝑓𝑔·𝑇 ⟩ = |𝑐𝑔 |2𝜙𝑔 (𝑆)∗𝜙𝑔 (𝑇)⟨ 𝑓𝑔·𝑆 | 𝑓𝑔·𝑇 ⟩
= 𝜙𝑔 (𝑆)∗𝜙𝑔 (𝑇) det−1/2(1 − 𝑇2

𝑔 ) det1/2(1 − (𝑔 · 𝑇) (𝑔 · 𝑆)), (4.8)
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donde

det−1/2(1 − 𝑇2
𝑔 ) det1/2(1 − (𝑔 · 𝑇) (𝑔 · 𝑆)) = det1/2(𝑝𝑡𝑔𝑝𝑔) det1/2(1 − (𝑔 · 𝑇) (𝑔 · 𝑆))

= det1/2 (1 + 𝑇 (1 − 𝑇𝑔𝑇)−1𝑇𝑔 + 𝑇𝑔𝑆(1 − 𝑇𝑔𝑆)−1 − (1 − 𝑇𝑇𝑔)−1𝑇 (1 − 𝑇2
𝑔 )𝑆(1 − 𝑇𝑔𝑆)−1)

= det−1/2(1 − 𝑇𝑇𝑔) det−1/2(1 − 𝑇𝑔𝑆) det1/2(1 − 𝑇𝑆).

Por lo tanto, se puede tomar
𝜙𝑔 (𝑆) := det1/2(1 − 𝑆𝑇𝑔), (4.9)

que reduce el lado derecho de (4.8) a ⟨ 𝑓𝑆 | 𝑓𝑇 ⟩; entonces (4.7) se extiende por linealidad y continuidad
a un operador unitario 𝜇(𝑔) sobre F0(𝑉). Obsérvese que 𝜙𝑔 (0) = 1 por la determinación pfaffiana
de la raı́z cuadrada det1/2(1).

De (4.6) y (4.9), se sigue que

𝜙𝑔ℎ (𝑆) = det1/2(1 − 𝑆(𝑇ℎ + 𝑝−1
ℎ 𝑇𝑔 (1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔)−1𝑝−𝑡ℎ ))

= det1/2(𝑝−𝑡ℎ (1 − 𝑆𝑇ℎ)𝑝𝑡ℎ − 𝑝
−𝑡
ℎ 𝑆𝑝

−1
ℎ 𝑇𝑔 (1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔)−1))

= det−1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔) det1/2((1 − 𝑆𝑇ℎ)𝑝𝑡ℎ (1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔)𝑝−𝑡ℎ − 𝑆𝑝−1
ℎ 𝑇𝑔𝑝

−𝑡
ℎ )

= det−1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔) 𝜙ℎ (𝑆) det1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔 − 𝑝−𝑡ℎ (1 − 𝑆𝑇ℎ)−1𝑆𝑝−1
ℎ 𝑇𝑔)

= det−1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔) 𝜙ℎ (𝑆) 𝜙𝑔 (ℎ · 𝑆),

cuando 𝑔, ℎ, 𝑔ℎ ∈ SO′
∗(𝑉), toda vez que ℎ · 𝑆 y 𝑔ℎ · 𝑆 existen. Tales 𝑆 forman un vecindario de 0 en

Sk(𝑉), y los gaussianos correspondientes 𝑓𝑆 forman un conjunto total en F0(𝑉); por tanto,

𝜇(𝑔)𝜇(ℎ) = 𝑐(𝑔, ℎ)𝜇(𝑔ℎ), (4.10)

donde el cociclo 𝑐(𝑔, ℎ) obedece

𝑐(𝑔, ℎ) := 𝑐𝑔𝑐ℎ𝑐−1
𝑔ℎ det1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔) = exp

(
𝑖 arg det1/2(1 − 𝑇ℎ𝑇𝑔)

)
. (4.11)

Si 𝑉 es finitodimensional, este cociclo es cohomólogo a otro cociclo con valores (±1); es
suficiente redefinir el coeficiente (4.5) al sustituir 𝑐𝑔 := det−1/4(1 −𝑇2

𝑟𝑔) por 𝑐𝑔 := det1/2(𝑝𝑟𝑔) en la
definición (4.7) de 𝜇(𝑔). Fı́jese que |𝑐𝑔 | = |𝑐𝑔 |, ası́ que se trata de una redefinición del factor de fase
en el vector del vacı́o saliente. El cociclo (±1) puede aprovecharse para la construir el grupo de Lie
Spin(2𝑚) como recubrimiento doble del grupo SO(2𝑚). Sin embargo, si𝑉 es de dimensión infinita,
el operador 𝑝𝑟𝑔 no posee determinante en general, porque no difiere de la identidad por un operador
trazable. El cociclo (4.11) entonces toma valores en todo el cı́rculo unitario U(1), necesariamente.

▶ Es posible expresar los últimos cálculos en lenguaje geométrico como sigue. El espacio de
polarizaciones restringidos J′(𝑉) es una variedad de Kähler de dos componentes, modelada en el
espacio de Hilbert Sk(𝑉) – que puede identificarse con el espacio tangente de J′(𝑉) en 𝐽 – dotada
de una acción del grupo O′(𝑉). Las transformaciones impropias en O′(𝑉) intercambian las dos
componentes de J′(𝑉). Considérese la acción de SO′(𝑉) en la componente J′+(𝑉) que contiene 𝐽.
Hay un fibrado de lı́nea complejo 𝐸

𝜂
−→ J′(𝑉), linealmente encajado en F(𝑉), y la aplicación

𝜆 𝑓𝑆 ↦→ (𝑆, 𝜆) es una trivialización local en la carta { 𝐽′ ∈ J′(𝑉) : ∥𝐽′ − 𝐽∥ < 2 }, la cual es un
conjunto abierto y denso en J′+(𝑉), donde 𝑆 = (𝐽 − 𝐽′) (𝐽 + 𝐽′)−1.
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Se define una familia de secciones holomorfas de este fibrado de lı́nea en la carta de marras por:

𝜓𝑆 (𝑇) := det1/2(1 − 𝑇𝑆) 𝑓𝑇 ,

para 𝑆 ∈ Sk(𝑉). Tales secciones generan un espacio prehilbertiano cuyo producto interno es

⟨𝜓𝑅 | 𝜓𝑆⟩ := det1/2(1 − 𝑆𝑅), (4.12)

y la acción local 𝑆 ↦→ 𝑔 · 𝑆 de SO′(𝑉) sobre Sk(𝑉) induce una aplicación lineal 𝜇̌(𝑔) : 𝜓𝑆 ↦→
𝑐𝑔𝜙𝑔 (𝑆)𝜓𝑔·𝑆 en el espacio de secciones. Se puede verificar que 𝜇̌(𝑔) preserva el producto interno
(4.12) y que 𝜇̌(𝑔) 𝜇̌(ℎ)𝜓𝑆 = 𝑐(𝑔, ℎ) 𝜇̌(𝑔ℎ)𝜓𝑆. La condición de cociclo (4.10) dice que el grupo
que actúa sobre 𝐸 no es SO′(𝑉) sino una extensión central unidimensional de SO′(𝑉) por U(1),
siendo 𝑐(𝑔, ℎ) el cociclo de la extensión. Para completar la construcción de 𝜇(𝑔), se debe hallar
trivializaciones locales sobre un juego completo de cartas para J′(𝑉). Teniendo en cuenta que O′(𝑉)
actúa transitivamente sobre J′(𝑉), basta considerar cartas de la forma { 𝑟ℎ · 𝐽 : ℎ ∈ SO′

∗(𝑉) }, donde
𝑟 es algún producto finito de reflexiones.

4.3. La acción de las reflexiones

Volviendo a la presentación explı́cita de 𝜇(𝑔) sobre el espacio de Fock F(𝑉), se debe entonces
determinar 𝜇(𝑔)Ψ y los cociclos respectivos, cuando 𝑔 = 𝑟ℎ con ℎ ∈ SO′

∗(𝑉) y 𝑟 es un producto de
𝑛 reflexiones en O′(𝑉), para Ψ ∈ F0(𝑉) ó F1(𝑉). El caso 𝑛 = 0, Ψ ∈ F0(𝑉), ya está hecha en (4.7).
A continuación se determinará:

(a): 𝜇(𝑟) para ciertas transformaciones ortogonales impropias;

(b): 𝜇(𝑔)Ψ para 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉), Ψ ∈ F1(𝑉);

(c): 𝜇(𝑟ℎ)Ψ para ℎ ∈ SO′
∗(𝑉), 𝑟 del caso (a), Ψ ∈ F0(𝑉); y finalmente,

(d): el caso general.

En cada etapa se exhibirá los cociclos y se verificará su consistencia.

Caso (a): Si 𝑣 ∈ 𝑉 con 𝑑 (𝑣, 𝑣) = 1, defı́nase 𝑟𝑣 ∈ O′(𝑉) por

𝑟𝑣 (𝑢) := 2𝑑 (𝑣, 𝑢)𝑣 − 𝑢. (4.13)

Fı́jese que 𝑟𝑣 = −𝜌𝑣, donde 𝜌𝑣 es la reflexión en el hiperplano ortogonal a 𝑣, dado por (2.3). Se
define:

𝜇(𝑟𝑣) := 𝐵(𝑣). (4.14)

Si 𝑢, 𝑣 son vectores de norma 1 en 𝑉 con ⟨𝑢 | 𝑣⟩ ≠ 0, entonces 𝑠 = 𝑟𝑢𝑟𝑣 ∈ SO′(𝑉) y 𝑝𝑠 es
invertible. Para comprobar eso, nótese que 𝑝𝑟𝑢 = 𝑝𝑟𝑣 = −1, 𝑞𝑟𝑢 = 𝑞𝑟𝑣 = 0 sobre el subespacio
{ 𝑧 ∈ 𝑉 : ⟨𝑢 | 𝑧⟩ = ⟨𝑣 | 𝑧⟩ = 0 }; entonces se puede suponer que 𝑉 es el espacio vectorial complejo
generado por 𝑢 y 𝑣; que 𝑢 = 𝛼𝑣 + 𝛽𝑣′ con 𝑣′ un vector de norma 1 tal que ⟨𝑣′ | 𝑣⟩ = 0; luego 𝛼 ≠ 0,
𝛼𝛼∗ + 𝛽𝛽∗ = 1. Colóquese 𝑢′ := 𝛽∗𝑣 − 𝛼∗𝑣′, ası́ que ⟨𝑢′ | 𝑢⟩ = 0, y nótese que 𝑣 = 𝛼∗𝑢 + 𝛽𝑢′,
𝑣′ = 𝛽∗𝑢 − 𝛼𝑢′. Al calcular 𝑠 en la base {𝑣, 𝑣′}, se obtiene:

𝑝𝑠 (𝑣) = 𝛼(𝛼𝑣 + 𝛽𝑣′), 𝑝𝑠 (𝑣′) = 𝛼(−𝛽∗𝑣 + 𝛼∗𝑣′), 𝑇𝑠𝑣 = (𝛽/𝛼∗)𝑣′. (4.15)
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Entonces 𝑝𝑠 sı́ es invertible, pues 𝛼 = ⟨𝑣 | 𝑢⟩ ≠ 0. Más generalmente, si dimℂ𝑉 > 2, 𝑇𝑠 se anula en
el complemento ortogonal de {𝑣, 𝑣′} y por eso,

𝑓𝑇𝑠 = Ω + ⟨𝑣′ | 𝑇𝑠𝑣⟩ 𝑣′ ∧ 𝑣 = ⟨𝑢 | 𝑣⟩−1(⟨𝑢 | 𝑣⟩Ω + 𝑢 ∧ 𝑣), (4.16)

y ∥⟨𝑢 | 𝑣⟩Ω + 𝑢 ∧ 𝑣∥ = 1 en la norma de F(𝑉). Por lo tanto,

𝜇(𝑠)Ω = 𝑐𝑠 𝑓𝑇𝑠 = exp(−𝑖 arg⟨𝑢 | 𝑣⟩) (⟨𝑢 | 𝑣⟩Ω + 𝑢 ∧ 𝑣).

Por otra parte, de (4.14) se deduce que

𝜇(𝑟𝑢)𝜇(𝑟𝑣)Ω = 𝐵(𝑢)𝐵(𝑣)Ω = ⟨𝑢 | 𝑣⟩Ω + 𝑢 ∧ 𝑣,

ası́ que
𝜇(𝑟𝑢)𝜇(𝑟𝑣)Ω = 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣)Ω,

con
𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣) = exp(𝑖 arg⟨𝑢 | 𝑣⟩).

Lema 4.2. 𝜇(𝑟𝑢)𝜇(𝑟𝑣) Ψ = 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣) Ψ para todo Ψ ∈ F0(𝑉).

Demostración. Como 𝑢, 𝑣 son vectores de norma 1, resulta que

𝐵(𝑢)𝐵(𝑣)
(
⟨𝑣 | 𝑢⟩Ω − 𝑢 ∧ 𝑣

)
= Ω,

y por ende, para 𝑠 = 𝑟𝑢𝑟𝑣,

𝜇(𝑠)
(
⟨𝑣 | 𝑢⟩Ω − 𝑢 ∧ 𝑣

)
= ⟨𝑣 | 𝑢⟩𝜇(𝑠) 𝑓

𝑇𝑠
= ⟨𝑣 | 𝑢⟩𝑐−1

𝑠 Ω = exp(−𝑖 arg⟨𝑢 | 𝑣⟩)Ω,

porque 𝑠 · 𝑇𝑠 = 0 y 𝜙𝑠 (𝑇𝑠) = det1/2(1 − 𝑇2
𝑠 ) = 𝑐−2

𝑠 ; luego 𝜇(𝑟𝑢)𝜇(𝑟𝑣) = 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣) en
el subespacio de F0(𝑉) generado por Ω y 𝑢 ∧ 𝑣. El subespacio complementario es densamente
generado por gaussianos 𝑓𝑇 tales que 𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 = 0. Para tales 𝑓𝑇 , se verifica

𝐵(𝑢)𝐵(𝑣) 𝑓𝑇 = ⟨𝑢 | 𝑣⟩ 𝑓𝑇 + 𝑢 ∧ 𝑣 ∧ 𝑓𝑇 ,

en vista de (4.3) con 𝑒1 = 𝑢 ó 𝑣; mientras 𝜇(𝑠) 𝑓𝑇 = 𝑐𝑠𝜙𝑠 (𝑇) 𝑓𝑠·𝑇 con 𝜙𝑠 (𝑇) = 1, 𝑠 · 𝑇 = 𝑇𝑠 + 𝑇 . Por
eso, al usar (4.16), se obtiene

𝜇(𝑠) 𝑓𝑇 = exp(−𝑖 arg⟨𝑢 | 𝑣⟩)
(
⟨𝑢 | 𝑣⟩Ω + 𝑢 ∧ 𝑣

)
∧ 𝑓𝑇 .

Por lo tanto, 𝜇(𝑟𝑢)𝜇(𝑟𝑣) = 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣) en todo F0(𝑉). □

Caso (b): El siguiente paso es completar la definición de 𝜇(𝑔) para 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉), al definirlo en

el subespacio F1(𝑉). Hay que hacerlo de tal manera que 𝜇(𝑔)𝐵(𝑣) = 𝐵(𝑔𝑣)𝜇(𝑔) sobre F0(𝑉), al
colocar

𝜇(𝑔) (𝐵(𝑣) 𝑓𝑆) := 𝐵(𝑔𝑣)𝜇(𝑔) 𝑓𝑆 (4.17)
para los 𝑆 ∈ Sk(𝑉) tales que 𝑔 · 𝑆 existe. Se puede definir

𝜇(𝑔𝑟𝑢) := 𝜇(𝑔)𝜇(𝑟𝑢) para 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉),

y en consecuencia 𝑐(𝑔, 𝑟𝑢) := 1; de (4.17) se ve que 𝜇(𝑔𝑟𝑢) 𝑓𝑆 = 𝐵(𝑔𝑢)𝜇(𝑔) 𝑓𝑆. La consistencia de
estas definiciones parciales es consecuencia del lema siguiente.
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Lema 4.3. Si 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉) y si 𝑢, 𝑣 son vectores de norma 1 en 𝑉 con ⟨𝑢 | 𝑣⟩ ≠ 0, se verifica, para

todo Ψ ∈ F0(𝑉):
𝜇(𝑔)𝐵(𝑢)𝐵(𝑣) Ψ = 𝐵(𝑔𝑢)𝐵(𝑔𝑣)𝜇(𝑔) Ψ. (4.18)

Demostración. Como 𝐵(𝑢)𝐵(𝑣) = 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣) sobre F0(𝑉), basta verificar que

𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣)𝜇(𝑔)𝜇(𝑟𝑢𝑟𝑣) = 𝑐(𝑟𝑔𝑢, 𝑟𝑔𝑣)𝜇(𝑟𝑔𝑢𝑟𝑔𝑣)𝜇(𝑔)

sobre F0(𝑉). Ahora 𝑟𝑔𝑢𝑟𝑔𝑣 = 𝑔𝑟𝑢𝑟𝑣𝑔
−1, ası́ que esta afirmación se reduce a la de establecer la

identidad del cociclo:
𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣) 𝑐(𝑔, 𝑟𝑢𝑟𝑣) = 𝑐(𝑟𝑔𝑢, 𝑟𝑔𝑣) 𝑐(𝑟𝑔𝑢𝑟𝑔𝑣, 𝑔) (4.19)

para aquellos 𝑔, 𝑢, 𝑣 que cumplen las hipótesis del Lema.
Colóquese 𝑠 := 𝑟𝑢𝑟𝑣; por (4.11), el lado izquierdo de (4.19) es igual a

exp(𝑖 arg⟨𝑢 | 𝑣⟩)𝑐𝑔𝑐𝑠𝑐−1
𝑔𝑠 det1/2(1 − 𝑇𝑠𝑇𝑔).

Esto se simplifica en
𝑐𝑔𝑐

−1
𝑔𝑠 ⟨𝑢 | 𝑣⟩

(
1 + ⟨𝑇𝑔𝑣 | 𝑣′⟩ ⟨𝑣′ | 𝑇𝑠𝑣⟩

)
(4.20)

donde {𝑣, 𝑣′} es una base ortonormal para el subespacio generado por 𝑢 y 𝑣; el desarrollo pfaffiano
(3.8) de det1/2(1 − 𝑇𝑠𝑇𝑔) no tiene más términos, porque 𝑇𝑠 se anula en el complemento ortogonal
de este subespacio bidimensional.

Al escribir 𝑢 = 𝛼𝑣 + 𝛽𝑣′, con 𝛼 = ⟨𝑣 | 𝑢⟩, se obtiene ⟨𝑣′ | 𝑇𝑠𝑣⟩ = 𝛽⟨𝑢 | 𝑣⟩−1 de (4.15); luego
(4.20) se convierte en

𝑐𝑔𝑐
−1
𝑔𝑠

(
⟨𝑢 | 𝑣⟩ + ⟨𝑇𝑔𝑣 | 𝛽𝑣′⟩

)
= 𝑐𝑔𝑐

−1
𝑔𝑠

(
⟨𝑢 | 𝑣⟩ + ⟨𝑇𝑔𝑣 | 𝑢⟩

)
.

De modo similar, con 𝑠′ = 𝑟𝑔𝑢𝑟𝑔𝑣 , el lado derecho de (4.19) da

exp(𝑖 arg⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩) 𝑐𝑔𝑐𝑠′𝑐−1
𝑠′𝑔 det1/2(1 − 𝑇𝑔𝑇𝑠′),

que se simplifica en
𝑐𝑔𝑐

−1
𝑔𝑠 ⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩

(
1 + ⟨𝑇𝑠′𝑔𝑢 | 𝑢′′⟩ ⟨𝑢′′ | 𝑇𝑔𝑔𝑢⟩

)
,

donde 𝑢′′ denota un vector de norma 1 ortogonal a 𝑔𝑢 en el subespacio generado por 𝑔𝑢 y 𝑔𝑣. Sea
𝑔𝑣 =: 𝛼̃𝑔𝑢 + 𝛽𝑢′′, con 𝛼̃ = ⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩. Además, 𝑇𝑠′ = 𝑇(𝑠′)−1 , con (𝑠′)−1 = 𝑟𝑔𝑣𝑟𝑔𝑢, y en este caso (4.15)
produce

⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩⟨𝑇𝑠′𝑔𝑢 | 𝑢′′⟩⟨𝑢′′ | 𝑇𝑔𝑔𝑢⟩ = 𝛽∗⟨𝑢′′ | 𝑇𝑔𝑔𝑢⟩ = ⟨𝑔𝑣 | 𝑇𝑔𝑔𝑢⟩.
Basta, entonces, verificar lo siguiente:

⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩ + ⟨𝑔𝑣 | 𝑇𝑔𝑔𝑢⟩ = ⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩ + ⟨𝑝𝑔𝑣 + 𝑞𝑔𝑣 | 𝑞𝑔 (𝑢 + 𝑝−1
𝑔 𝑞𝑔𝑢)⟩

= ⟨𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩ + ⟨𝑢 − 𝑇𝑔𝑢 | 𝑞𝑡𝑔 (𝑝𝑔𝑣 + 𝑞𝑔𝑣)⟩
= ⟨𝑢 | (𝑝𝑡𝑔 + 𝑞𝑡𝑔) (𝑝𝑔𝑣 + 𝑞𝑔𝑣)⟩ + ⟨𝑞𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩ + ⟨𝑇𝑔𝑢 | 𝑝𝑡𝑔𝑞𝑔𝑣 − 𝑣 + 𝑝𝑡𝑔𝑝𝑔𝑣⟩
= ⟨𝑢 | 𝑣⟩ − ⟨𝑇𝑔𝑢 | 𝑣⟩ + ⟨𝑞𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩ + ⟨𝑝𝑔𝑇𝑔𝑢 | 𝑔𝑣⟩
= ⟨𝑢 | 𝑣⟩ − ⟨𝑇𝑔𝑢 | 𝑣⟩ = ⟨𝑢 | 𝑣⟩ + ⟨𝑇𝑔𝑣 | 𝑢⟩,

al usar las relaciones (2.1) y la antisimetrı́a de 𝑇𝑔. □
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Caso (c): En consecuencia,

𝜇(𝑔)𝐵(𝑢) [𝐵(𝑣) Ψ] = 𝐵(𝑔𝑢)𝜇(𝑔) [𝐵(𝑣) Ψ]

si Ψ ∈ F0(𝑉); esto es, si 𝐵(𝑣)Ψ ∈ F1(𝑉). Por lo tanto, 𝜇(𝑔)𝐵(𝑢) = 𝐵(𝑔𝑢)𝜇(𝑔) sobre todo F(𝑉)
cuando 𝑔 ∈ SO′

∗(𝑉). De (3.12) se ve que

𝐵(𝑢)𝐵(𝑣) = 2 𝑑 (𝑢, 𝑣) − 𝐵(𝑣)𝐵(𝑢) = 𝐵(𝑟𝑢𝑣)𝐵(𝑢),

ası́ que (4.18) puede escribirse en la forma

[𝜇(𝑔)𝐵(𝑢)]𝐵(𝑣) Ψ = 𝜇(𝑔)𝐵(𝑟𝑢𝑣)𝐵(𝑢) Ψ = 𝐵(𝑔𝑟𝑢𝑣) [𝜇(𝑔)𝐵(𝑢)] Ψ,

ası́ que 𝜇(𝑔𝑟𝑢)𝐵(𝑣) = 𝐵(𝑔𝑟𝑢𝑣)𝜇(𝑔𝑟𝑢) sobre F0(𝑉). Esta identidad se cumple también sobre F1(𝑉)
por cálculos similares, y se deduce que (4.1) es válida para elementos de la forma 𝑔 = ℎ𝑟𝑢 con
ℎ ∈ SO′

∗(𝑉). Como ℎ𝑟𝑢ℎ−1 = 𝑟ℎ𝑢, es también válida para elementos 𝑔 := 𝑟𝑣ℎ con ℎ ∈ SO′
∗(𝑉).

Caso (d): Considérese ahora el caso general de 𝑔 ∈ O′(𝑉). Se puede escribir 𝑔 = 𝑟ℎ donde 𝑝ℎ es
invertible y 𝑟 = 𝑟𝑒1 · · · 𝑟𝑒𝑛 es el producto de 𝑛 elementos de la forma (4.13), donde {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} es
una base ortonormal de ker 𝑝𝑡𝑔; en cuyo caso se define

𝜇(𝑔) := 𝐵(𝑒1) · · · 𝐵(𝑒𝑛)𝜇(ℎ).

En particular, 𝜇(𝑔)Ω = 𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛 ∧ 𝑓𝑇ℎ , como era de esperar.
El cociclo (4.5) se extiende a todo O′(𝑉) como sigue:

Defı́nase 𝑐(𝑔, 𝑟𝑢) := 1 cuando 𝑔 ∈ SO′
∗(𝑉) y 𝑟𝑢 es de la forma (4.13).

Colóquese 𝑐(𝑔𝑟𝑢, 𝑟𝑣) := 𝑐(𝑔, 𝑟𝑢𝑟𝑣) 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣) si 𝑑 (𝑢, 𝑣) ≠ 0; pero si 𝑑 (𝑢, 𝑣) = 0, tómese
𝑐(𝑔, 𝑟𝑢𝑟𝑣), 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣), 𝑐(𝑔𝑟𝑢, 𝑟𝑣) todos iguales a 1. De este modo, la ecuación de cociclo
𝑐(𝑔, 𝑟𝑢) 𝑐(𝑔𝑟𝑢, 𝑟𝑣) = 𝑐(𝑔, 𝑟𝑢𝑟𝑣) 𝑐(𝑟𝑢, 𝑟𝑣) se cumple en todos los casos.

En general, colóquese 𝜇(𝑔, 𝑟𝑒1 · · · 𝑟𝑒𝑘 ) := 1 si 𝑔 ∈ SO′(𝑉) y {𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 } es un conjunto
ortonormal de vectores en 𝑉 .

La ecuación de cociclo 𝑐(𝑔, ℎ) 𝑐(𝑔ℎ, 𝑘) = 𝑐(𝑔, ℎ𝑘) 𝑐(ℎ, 𝑘) entonces determina los valores
restantes de 𝑐(𝑔, ℎ), de tal manera que (4.10) permanece válida para todo 𝑔, ℎ ∈ O′(𝑉).
▶ Esto termina la construcción de la “representación de pin” de O′(𝑉) sobre F(𝑉). Evidentemente,
es una representación proyectiva irreducible. Su restricción al subgrupo SO′(𝑉) posee dos subes-
pacios irreducibles ortogonales, a saber, F0(𝑉) y F1(𝑉); esta restricción es la “representación de
espı́n” de SO′(𝑉).

Agradecimientos
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