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Abstract

We develop in detail the pin representation for the infinite dimensional restricted orthogonal
group. This is a projective representation which permutes “Gaussian” elements in the fermion
Fock space: our construction proceeds by explicit computation of the group cocycle in generic
and exceptional cases.

Resumen

Desarrollamos en detalle la representacion de pin del grupo ortogonal infinitodimensional
restringido. Esta es una representacion proyectiva que permuta elementos “gaussianos” en el
espacio de Fock fermidnico: nuestra construccién procede por el calculo explicito del cociclo
del grupo en los casos genérico y excepcional.

1. Introduccion

En este articulo se desarrolla la representacion de pin del grupo ortogonal infinitodimensional
(restringido) en todo detalle, orientado por sus aplicaciones a la teoria de campos cudnticos. Esta
representacion ha sido bosquejado por Pressley y Segal [1], usando el formalismo de fibrados de
determinantes; y hay dos tratamientos notables [2, 3] que la extraen de las representaciones de
algebras de Clifford. En [4], Gracia-Bondia y el autor construyen la representacion de pin por su
accion sobre “elementos gaussianos” del espacio de Fock, extendiendo el esquema de [1], para poder
aplicarla a la teoria de campos electromagnéticos externos. El objeto de este articulo es elaborar la
representaciones de pin y de espin (del subgrupo ortogonal especial) en més detalle.

La seccion 2 resefia la teoria algebraica de espacios vectoriales infinitodimensionales con una
forma simétrica y sus respectivas estructuras complejas. El grupo ortogonal restringido consta de
transformaciones ortogonales cuya parte antilineal, respecto de una estructura compleja fija, es
de Hilbert y Schmidt; se parametriza un vecindario de la identidad de este grupo por operadores
lineales invertibles y por operadores antilineales de Hilbert y Schmidt antisimétricos.

La seccion 3 introduce el espacio de Fock fermidnico. Se define un desarrollo en serie de los
elementos “gaussianos’ de este espacio, cuyos coeficientes son pfaffianos de matrices antisimétricos.



Se resefia el conocido papel del espacio de Fock como receptaculo de “cuantizaciones plenas” [5]
del espacio vectorial con forma simétrica; la representacion de pin se concibe aqui como la accién
del grupo ortogonal restringido por operadores entrelazantes entre cuantizaciones plenas.

En la seccion 4, se construye explicitamente la representacion de pin del grupo ortogonal
restringido, en dos fases. Primeramente, se calcula su accién sobre el vector vacio del espacio de
Fock. En seguida, se determina su accién sobre los elementos gaussianos, y el cociclo de espin
asociado; finalmente, una accién compatible de operadores de reflexion conduce a la representacion
de pin plena, con un cociclo bien definido.

Se deja de lado la consideracion de la representacion del dlgebra de Lie y de sus aplicaciones,
estudiadas extensamente en [4]. Aqui se limita a observar que las llamadas anomalias fermionicas
pueden obtenerse directamente del cociclo de esta representacion infinitesimal, el cual se deriva del
cociclo del grupo, objeto del presente trabajo.

2. [Estructura algebraica del grupo ortogonal

Los campos libres, tanto bosdnicos como fermidnicos, tienen como su “espacio de movimientos”
el espacio vectorial de las soluciones de una ecuacion de onda. La evolucion del campo deja fija
una forma bilineal real distinguida; en el caso bosonico, esta es alternante, mientras en el caso
fermidnico es simétrica. Las simetrias de estos campos son isomorfismos lineales reales del espacio
vectorial subyacente, que conservan esa forma bilineal; constituyen, respectivamente, el grupo
simpléctico y el grupo ortogonal infinitodimensionales. En el caso bosénico, el campo cudntico libre
asociado puede obtenerse de la llamada representacion metapléctica [6—9] del grupo simpléctico
infinitodimensional. El campo cudntico fermionico libre se deriva de la representaciéon de pin del
grupo ortogonal [1—4].

2.1. Estructuras complejas ortogonales

Tomese un espacio vectorial real V' con una forma bilineal simétrica d. No se pierde nada
esencial con suponer que ese espacio es completo en la métrica inducida por d, asi que se supondra
que (V, d) es un espacio de Hilbert real.

Luego se elige una estructura compleja ortogonal J, es decir, un operador R-lineal sobre V que
cumple:

JP=-1; y d(Ju,Jv)=d(u,v) para u,vevV.

En otras palabras, la estructura compleja J debe ser una transformacién ortogonal sobre (V, d). Se
puede considerar V como espacio vectorial complejo donde

(a+iB)v:=av+pBJv, para a,BeR,velV.

Entonces la forma hermitica
(ul|v)y:=d(u,v)+id(Ju,v)

hace de (V, d, J) un espacio de Hilbert complejo.

El grupo ortogonal O(V) = O(V, d) es el conjunto de aplicaciones R-lineales g: V — V tales
que d(gu, gv) = d(u,v) parau,v € V. Nétese que g € O(V) si y solo si g'g = 1, donde g’ denota
la transpuesta de g respecto de d.



Los elementos de O(V) se descomponen en sus partes lineal y antilineal: g = p, + g,, donde

pe =g —Jgl),  qqi=1i(g+Jgl).

(Es claro que Jp, = poJ y Jq, = —q4J.) Tenemos

o1 =387 —Jg7) = 5(8" -~ Jg'T) = p.
qe-1 = 3(g7 +Tg7\ ) = 3(g" +Tg'T) = qb.

Tomando las partes lineal y antilineal de gg~! = g~!g = 1, se obtiene, para g € O(V):

PPy + gy = PePs +deds = 1, Pedy = —qgPyr  Pyds = —dgPg- (2.1)

El conjunto J(V) de estructuras complejas ortogonales sobre V es parte del dlgebra de Lie del
grupo ortogonal. La accién adjunta J’ +— gJ’g~!' de O(V) sobre su dlgebra de Lie preserva J(V).

» La complexificacion Ve .=V ®g C =V @iV es un espacio de Hilbert complejo con una forma
hermitica definida positiva (w1 |w2)) := 2d(w], w2). Aqui d denota la amplificacién compleja a Ve
de la d original sobre V. Sea C la conjugacién natural sobre Vg, C(u +iv) := (u +iv)* = u —iv.
La amplificacion compleja de g € O(V) es un operador unitario sobre Ve que conmuta con C, y
cualquier unitario U sobre V¢ que conmuta con C se restringe a un elemento de O(V).

Escribase P, := %(1 FiJ). Entonces Wy := P,V¢ = P,V es un subespacio de Hilbert de V¢,
con Ve = Wy ® Wjj. Se puede verificar que ((Pru | P1v)) = u|v)y que (P-u|P-v)) = (v|u), para
u,v € V. Ademads, Wy es isotrépico para d, pues d(u —iJu,v —iJv) = 0.

Una polarizacion para d es un subespacio complejo W < V¢ que es isotropico para d y que
cumple W @ W* = Vg; es decir, W es un subespacio isotrépico mdximo para d. Se puede escribir
W ={u—-iJwu :u €V} lacondicién d(wy,wy) = 0 para wi, wp € W dice que Jy es ortogonal
con JVZV = —1. Inversamente, si J' € J(V), el subespacio W = {u —iJ'u : u € V} es una
polarizacién para d. Asi, W — Jy es una biyeccioén entre polarizaciones para d y estructuras
complejas ortogonales sobre V. El grupo O(V) actia sobre las polarizaciones por W +— gW, y
resulta que Jow = gJwg™\.

Si Wy, W5 son dos polarizaciones para d, entonces dim Wy = dim W, = % dim V¢ como espacios
de Hilbert complejos; y hay una transformacion unitaria U: Wi — W,. Ahora CUC: W — W]
es también unitaria, y U @ CUC es un operador unitario sobre V¢ que conmuta con C, asi que
U CUC =g € O(V); con gW; = W,. Por tanto, O(V) actda transitivamente sobre las polari-
zaciones, y por consiguiente también sobre J(V). El subgrupo de isotropia de J en J(V) es U;(V),
el grupo unitario del espacio de Hilbert (V, d, J).

» La aplicaciéon O(V) — J(V) : g — gJg~! es una fibracién, y no posee una seccién global. Sin
embargo, tiene secciones locales, dadas por el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. Sea J' € J(V) tal que ||J" — Jl|lop < 2, donde la norma es la de operadores
acotados sobre (V,d). Existe h € O(V) tal que J' = hJh™' y h?> = =J'J.

Demostracion. El operador R-lineal B := %(1 — J'J) es invertible si ||J" — Jllop < 2, pues B'B =
BB =1+ é—lt(J’ — J)2, asi que IB'Bllop > 1 - }‘HJ’ — Jllgp > 0y luego B’B es definida positiva.



Por la descomposicion polar en el espacio de Hilbert real (V, d) se obtiene B = hA = Ah, donde
A = (B'B)'/? = (BB")'/? es un operador definido positivo sobre V;y h = BA™! = A7'B € O(V).
Ademas,
Jh=Y +DA T =AM+ ) =y,

puesto que A% = 1+ i(]’ — J)? conmuta con J y J’, y por ende A~! también conmuta con ellos.
Entonces 4Jh~' = J’. En vista de que

h*A* = (hA)* = B> = 1(1 - J'))* = -J'J A%,
la relacién %> = —J'J sigue por la invertibilidad de A. O

El operador 4 es la parte ortogonal de la descomposicién polar de %(1 —J'J), y luego h queda
determinado dentro del dominio ||J” — J|lop < 2; asi, la seccién local J* + h serd continua para
topologias apropiadas sobre O(V) y g(V). Es obvio que ||J" = J||op < 2 para J’ € J(V) cualquiera;
pero hay muchas J” que cumplen ||J" — J||op = 2.

2.2. El grupo ortogonal restringido

El grupo ortogonal restringido O’ (V) es el subgrupo de O(V) formado por los g tales que [J, g]
es un operador de Hilbert y Schmidt (HS). Obsérvese que [J, g] € HS siy solosi J — gJg~' € HS
siy solo si g, € HS. También se define J'(V) = {J € J(V) : J = J" € HS(V) }.

Las “polarizaciones restringidas” son las W para las cuales J — Jy es de Hilbert y Schmidt; ellas
forman la 6rbita de W bajo la accion del subgrupo O’ (V). Como U; (V) = {g € O(V) : [J,g] =0},
este es también el subgrupo de isotropia de J o de W bajo las respectivas acciones de O’ (V).

En el caso finitodimensional, J'(V) ~ O(2nr)/U(n), el cual posee dos componentes conexas;
una de ellas es SO(2n)/U(n). Puede mostrarse que Jy queda en la misma componente conexa
que J siy solo si dim(W N W) es par. En el caso infinitodimensional, estos resultados siguen
validos [2]: ' (V) tiene dos componentes conexas, y la componente de Jy € J’(V) esta determinada
por la paridad de dim(W N Wj). Similarmente, O’(V) tiene dos componentes conexas: g queda en
la componente neutra si y solo si dim(gWo N W) es par. Se denotard por SO’(V) la componente
neutra de O’(V).

Para ver que dim(W N W) es finita, obsérvese que B := %(1 —JwJ) es un operador de Fredholm,
porque B'B = BBT =1 + }‘(JW — J)? difiere de 1 por un operador trazable. Ademds,

kerB=kerB' = {zeVc:Jz=-Jwz}
={zeVc:5(1FiN)z=3(1xilw)z}
=(WnWwy) e (W' nWw). (2.2)

En particular, B tiene indice cero. Como W* N Wy = C(W N W), se sigue que dim(W N W) =
% dim(ker B), la cual es finita.

Obsérvese también que W N W; = {0} si y solo si %(1 — JwJ) es invertible, si y solo si
lJw — Jllop < 2. Para tales polarizaciones restringidas W, se puede escribir w = z; + z3 con
zj =uj—iJu; € Wy para j = 1, 2. Esto define un operador R-lineal Ty : V — V por Ty (u1) := u>.
Al examinar iw = iz; — (iz2)", se ve que TywJ = —JTy, asi que Ty es antilineal. Ademas,

0=LiRd(w,w)=LiR(d(z1,25") +d(2},25)) = d(ur, Twu') + d(Twuy, u})
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para uy, u’l € V; por ende, Ty es antisimétrico. En vista de que
w=2z1+25 = (1 +Tw)u; —iJ(1 = Tw)u; = (1 +Tw)z1,
se ve que Jw y Tw corresponden bajo dos transformaciones de Cayley:
Jw=J(1-Tw)(1+Tw)™,  Tw=(-Jw)U+Jw)",

pues ker(Jw +J) = {0} cuando W N W = {0}; en consecuencia, Ty es un operador de Hilbert
y Schmidt. En sintesis, Ty € Sk(V), donde Sk(V) denota el espacio vectorial de operadores
antilineales antisimétricos de la clase de Hilbert y Schmidt sobre V.

» Si g € O’(V), entonces ker p, y ker pg, son subespacios complejos de (V,d,J) de dimensioén
compleja n = dim(gWp N W{)). De hecho, vale n = % dimg (ker B) por (2.2), donde

B=13(1-gJg ') =51+ (pg +q5) (P — 4)) = PePly + gDl = 8PY.

al usar (2.1); como B’ = p,g' = p,g™"', vale dim¢ ker p, = dimc ker Py = % dimg (ker B).

Sin = 0, entonces p, es invertible (con inverso acotado, por ser de Fredholm). Sin # 0, definase
r € O’(V) como sigue. Si v € V es un vector de norma 1, la reflexion en el hiperplano ortogonal a v
estd dada por:

oy(u) :==u—-2d(v,u)v. (2.3)

Esta es una transformacion ortogonal impropia, pues ker p,, es unidimensional. Témese ahora una
base ortonormal {ey,...,e,} para ker p’g, y definase

F = PerPert Pey- (2.4)

Ahora Jr = —rJ sobre kerp,, y Jr = rJ sobre (kerp})*, asi que g, tiene rango n. Ademis,
Prg = qg sobre ker pg, mientras p,, = pg sobre (ker pg)*. Como g4 (qv) = (pepg + qqg)v = v
para v € ker pg, se ve que p,, es inyectivo. Como p,, es Fredholm y por ende tiene rango cerrado,
cuyo complemento ortogonal es ker p’rg, entonces dim(ker pﬁg) = dim(ker p,,) = 0, asi que p,, es
sobreyectivo, y por lo tanto es invertible.

» Se introduce la notacién SO. (V) := {g € SO'(V) : p;,1 existe }. Esto no es un subgrupo de
SO’(V), pero si es un conjunto abierto y denso en la topologia de SO’(V) inducida por la norma
g = lIgllop + I/, g1 ls-

Cuando py es invertible, se puede definir T, := g, p;l. Ahora T, = Tgy,, asi que T, € Sk(V);
resulta que pg (1 - ng) pe = 1 en vista de (2.1). Los pares (p,,Tg) que cumplen estas condiciones
constituyen una parametrizacién de SO’ (V).

Conviene abreviar fg :=T,-1. Notese que 1 = gg ' = (1+T4)p,(1 +@)p§1; de la parte antilineal
de esta ecuacion se obtiene Tg = — p;ng Dg-

En el caso general T, no existe, pero se puede emplear 7,, donde r es el producto de refle-
xiones (2.3). Notese que g, se anula en ker pg, asi que T,, = ¢,¢ pr‘g1 se anula en el subespacio
pre(ker pg) = ker pi,.

Es evidente que pg, = popn + q¢qn- Se requiere una férmula para T,,. De (2.1) se obtiene

Pe+ 45T = pg + q5(qypg’) = (PePy + 45dy)Pg' = Py
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Cuando f’g, T}, and T, existen (es decir, cuando g ', h,gh € SOL(V)), se deduce que

Ton = (PeTh + ) (@eTh + Pe) ™" = (qg + peTw) (1 = T,Tw) ™' pg!
= qgpy + (qg+ peTh — qo(1 = TTy) (1 = T,Ty) ' pg !
=Ty + g Tn(1 = T,Tn) "' py . (2.5)

3. El espacio de Fock fermi6nico
3.1. Elementos “gaussianos”

De ahora en adelante, se toma una estructura compleja ortogonal fija J € J(V) y se considera V
como el espacio de Hilbert complejo (V, d, J).

El dalgebra exterior A(V) de V se define como A(V) := @:O:O VA donde V™' es el espacio
vectorial complejo generado algebraicamente por los productos alternantes

1
VIAVIA--- AV, ::a Z t5Vo (1) ®Va2) @ B Va(n)s

ges,

con V% ~ C por convenio. Se denotar4 por Q un vector fijo de norma 1 en V°. El producto interno
sobre A(V) se define por

I A AN [ VEA - Avy) ::5mndet[<”k |Vl>]'

Si {e,} es una base ortonormal para el espacio de Hilbert complejo (V,d, J), los elementos
ek =ep, N---Neg,,donde K = {ky, ..., k,} es un conjunto finito de enteros positivos escritos en
orden creciente: k| < --- < k,, forman una familia ortonormal en A(V). (Témese ey := Q.) Esta
familia es una base ortonormal para la complecién de A(V) en espacio de Hilbert, que es el espacio
de Fock fermidnico, denotado por F(V).

Ahora F(V) = Fy & Fy, donde F es la complecion de la parte par P, VK del 4lgebra
exterior A(V), y F; es la complecion de P, YAk
» SiT e Sk(V), la serie

o0

Hrp = Z (ej|Tej)ei Nej
ij=1
converge en F, porque Z?}:l [{e; | Tej)l2 = Z;‘;l (Te; |Tej) < oo,y la suma es independiente de
la base elegida.
Se llaman gaussianos a los siguientes elementos “exponenciales cuadraticos” de F:

1
2Mm

fr=exp"(3Hr) := Z H™. (3.1)
m=0

Si T,, € Sk(V) se define por T, (e2m-1) := —€2m, Tu(€2m) = €am—1,y Tu(ej) := 0 para otros j,
entonces Hr,, = 2e2,—1 A €am3 Y f1,, = Q@+ eam-1 A €2p,. Ademds, si T =Ty + - - - + T,,, entonces
Hr =233 eam-1 ANean;y fr =Q+ej A--- A ey + (términos de orden inferior). Por induccion



en m, permutaciones de la base ortonormal {e;} y linealidad, se obtiene que el subespacio cerrado
de J generado por { fr : T € Sk(V) } es todo F.

Es importante obtener el desarrollo de los elementos gaussianos fr en la base ortonormal {ex }
de F(V). Primero, obsérvese que

1 1
zmm’H]/"\m = Z zmm' (i)K<ek| | T€k2> e <ek2m_] | Tek2m>ek] VANEERVAN ekzm’ (32)
) |K|=2m )
donde (+)k es el signo de la permutacién que coloca K = {ky,..., ko, } en orden creciente, y Tx

denota la matriz antisimétrica 2m X 2m con entradas (ey | Tey’) para k, k’ € K. Recuérdese [10]
que el pfaffiano de una matriz antisimétrica A de tamafio 2m X 2m se define por

1

PfA = T

Z (=17 as1)o2) Gor@G)o@) - - - Ao@m-1)o(2m)> (3-3)

T€Som

y obedece (Pf A)? = det A. Si A es una matriz antisimétrica de tamafio (2m+1) x (2m+1), entonces
det A = 0; y se define Pf A := 0. Entonces se puede reescribir (3.2) en la forma

1
) |K|=2m

Por convenio, se toma Pf(7jp) := 1. Se obtiene asi el desarrollo de (3.1):

fr=") Pi(Tq) &, 3-5)

K finita

donde solamente las partes finitas K C N de cardinalidad par contribuyen a la suma.
Se debe calcular el producto interno de dos gaussianos fermionicos. Este calculo se reparte en
una serie de lemas.

Lema 3.1. Si A es una matriz n X n invertible, los menores principales de A y A~' cumplen:

det Ag
det A

det((A Hg) = (3.6)

donde K C {1,2,...,n} yK' :={1,2,...,n}\ K.

Demostracion. Sea B = A7V Sil={iy,...,i,},J = {j1,...,Jjr} sonpartes de {1,2,...,n} dela
misma cardinalidad (escritas en orden creciente), se denota por A;; la submatriz de A con filas en /
y columnas en J (asi que Ax = Akgk);yseas(l,J) =iy +---+i,+ji +---+ jr. El desarrollo de
Laplace del determinante de A respecto de las filas / es:

detA = Z (-=1)*ED (det Ary) (det Ap o).
[J1=11]

Si |K| = |1| pero K # I, la sumatoria ¥,y (—1)*®-/)(det A;;)(det Ax+yr) es el determinante de
una matriz cuyas filas 7 son las filas 7 de A, pero cuyas filas I’ son las filas K’ de A (en algin orden);
esta matriz tiene un par de filas iguales, y su determinante es 0.



Por otra parte, la formula de Cauchy y Binet [11] para matrices compuestas da

1 sil=K
det A;y)(det Byk) = ’
> (det Ayy)(det Byg) {O -
[J1=11]
asf, det Byjg = (det A)~'(—=1)*®)) det Ag ;. Al tomar J = K, se obtiene (3.6). O

Lema 3.2. Si V es finitodimensional, con dimV =2m, y si S, T € Sk(V), entonces

2
det(1 —TS) = (Z (Pf Sk)* PfTK) : (3.7)
K par
donde la suma recorre las partes pares K de {1,2,...,2m}.

Demostracion. Se adapta el argumento de [1, p. 241] (védlido para matrices antisimétricas reales)
al caso complejo.
Supdngase primero que S es invertible. Entonces SC es un operador C-lineal invertible sobre V;
del Lema 3.1 se obtiene
det(SC) det((SC) Hx = det(SCO)k .

SeaR := S~!.Entonces RC = C(CR)C = C((SC)~")C; las entradas de su matriz son las conjugadas
complejas de las de la matriz de (SC)~'; de ahi sigue det(SC)(det(RC)g)* = det(SC)g . Tomando
raices cuadradas, se llega a la férmula

PfS (PfRK/)* = inSK,

donde el signo + depende de K pero no de las entradas matriciales de S — el pfaffiano (3.3) es
un polinomio “universal” en las entradas matriciales. Tomando casos particulares de S, es facil
verificar que

PfS (Pf Rx)" = (=1)" 2Ky Pf Sk,

donde ng es el signo de la permutacion que reordena {1,2,...,2m} como (K’, K). Por ejemplo,
para K vacfo, se obtiene (Pf S~1)* = (=1)"(Pf §)~!.

Ahora Hr A Hr = Hr A Hg porque los bivectores e; A e; conmutan en A(V), y del teorema
binomial se deduce que

m

A A m A(m— A
(Hg-1)"" = (Hg - Hr) :;)(—nk(k)(HR) =B Rk,

Al desarrollar ambos lados con (3.4), el término de grado maximo resulta ser

m
PE(R=T)&q1.om = ) (-D* > PfRx PfTx ek A e,
k=0 |K|=2m

y por consiguiente:

(PfS)* Pf(R - T) = (PfS)* Z(_l)%“{an Pf Rgr PETk = (=1)" )" (Pf Sx)" PfT .
K K
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Al tomar el cuadrado de ambos lados, se obtiene finalmente:

det(1 — T'S) = det(SC)* det(RC — TC) = [(-1)"™ (Pt S)*Pf(R — T)]?

2
= (Z (Pf Sk)* PfTK) :

K par

Ambos lados de (3.7) son polinomios en las entradas matriciales de S'y T, que coinciden cuando S
es invertible; por continuidad, coinciden para todo S, T € Sk(V). O

S1V es finitodimensional y A es un operador C-lineal sobre V, det A denota el determinante de la
matriz con entradas (e; | Ae;). Cuando V es infinitodimensional, el determinante de A tiene sentido
siy solo si A — 1 es trazable. Por ejemplo, se puede adoptar la definicién det(exp N) := exp(Tr N)
para N trazable [2].

Lema 3.3. Sean S,T € Sk(V) con 'V de dimension finita par o infinita. Si det'’>(1 = TS) denota la
raiz cuadrada de det(1 — TS) que vale 1 cuando S =06 T = 0, el siguiente desarrollo es valido:

det'/2(1 -TS) = Z(Pf Sx)* Pf Tk, (3.8)
K

donde la suma recorre las submatrices principales de lados pares.

Demostracion. Si dimV = 2m < oo, (3.8) es consecuencia directa del Lema 3.2. Si dimV = oo,
entonces

Z | PfTx|? = Z (PfTx)* PfTx = det'/2(1 = T?) = det'/?(1 + T'T) (3.9)
K finita K finita

para T de rango finito en primera instancia. Si T es de Hilbert y Schmidt, entonces det(1 — 7?)
existe y es finito, como el limite creciente de determinantes det(1 — Trz), donde los 7, forman una
sucesion de operadores de rango finito que convergen en la norma de Hilbert y Schmidt a 7. Por
consiguiente, (3.9) es vdlido para 7" de Hilbert y Schmidt; en cuyo caso K recorre todos las partes
finitas pares de N.

Luego la serie Y g finita(Pf Skx)* Pf Tx converge cuando S,7 € Sk(V) por la desigualdad de
Schwarz; su cuadrado vale det(1 — T'S) para S, T de rango finito; por lo tanto, (3.8) vale para todo
S, T € Sk(V). O

Ya es posible calcular el producto interno de dos gaussianos fermidnicos.
Proposicion 3.4. Si S,T € Sk(V), entonces
(fs| fr) = det!?(1 - TS). (3.10)

Demostracion. Esto sigue de los desarrollos (3.5) y (3.8), porque

(fslfry=" > (PESK)" PITy(ex|er) = ). (PfSk)" PfTg = det'*(1-T5). O
K,L finita K finita



Una propiedad util de los pfaffianos es su “desarrollo de Laplace” como sumas de productos de
menores complementarios. El “desarrollo en primera fila” es [10]:

2m
PEA= > (=1)ai; PfAyj 5,
J=2
cuando A es una matriz antisimétrica 2m X 2m, y Ay;1; es el menor principal obtenido al borrar
sus primeras y j-ésimas filas y columnas. Si T € Sk(V)y K = {1, k», ..., ka }, se sigue que
Pf Tk = Z(i)j(él | Te;) Pf Ty
JEK

donde K” = K\ {1, j} y (%), es el signo de la permutacién K — (1, j, K’). En consecuencia, se
obtiene:
PfTKSK:Z<€1|T€j>PfTK/€1/\€j/\8K/. (3.11)
JjeK

3.2. Relaciones candnicas de anticonmutacion

El dlgebra de campos (fermidnicos, libres) sobre el espacio (V,d) es el dlgebra de Clifford
complexificada A(Ve) := C€(V, d)®r C, que es una C*-dlgebra. Hay una aplicacion lineal B: Ve —
A(Ve) (el “campo fermiénico”), tal que B(w*) = B(w)", que cumple

{B(v),B(v')} =2d(v,v") paratodo v,V €V. (3.12)

Cualquier C*-algebra generada por operadores { B'(w) : w € V¢ } que cumplen las mismas condi-
ciones es isomorfo [2] a A(V¢) por B(w) +— B'(w).

Hay unarepresentacion fiel irreducible 7r; de A(V¢) sobre F(V) dada por la llamada construccion
GNS respecto del “estado de Fock™ wy [2] determinado por wy(B(u)B(v)) := (u|v). Los operadores
de anulacidén y creacién para el campo fermidnico libre son los operadores R-lineales sobre F(V)
dados por:

aj(v) =n;(B(P_v)),  a)(v):=n;(B(Pyv)). (3.13)
Se verifica 7y (B(w))Q = 0 paraw € W;; Q es el “vector del vacio” asociado a la polarizacion W,
En vista de P, = %(1 FiJ), resulta que a;(Jv) = —iay(v) y aj(]v) = ia;(v) parav € V;y
nyB(v) = aj(v) + a;(v). Ahora VA ¢ F(V) es el espacio de Hilbert complejo (V,d,J), y en
consecuencia iv = Jv en V/!; luego aj(v)Q = %v - %JV =v,ay;(v)Q= %v + %Jv =0en V. Mis
generalmente,
aj(vl)aj(vz) . -aj(vk) Q=viAvaA---Avg eV,

Se puede verificar directamente que {7;(B(v)), 7;(B(v'))} = 2d(v, V") sobre vectores de la forma
vi A -+ A vg. Las relaciones candnicas de anticonmutacion (CAR):

{a;(v),a;("}y =0,  {a;(v),a;(")} = (v V)

son consecuencias de (3.13).

Mientras se dispone a usar una sola estructura compleja J, no vale la pena distinguir el dlgebra
de Clifford A(V¢) y su imagen bajo la representacion fiel zr;. Por lo tanto, se escribird B(v) en vez
de m;(B(v)) y se considerara el “dlgebra CAR” A(V¢c) como un dlgebra de operadores sobre el
espacio de Fock F (V).
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3.3. Cuantizaciones plenas

Para U € U;(V), se define el operador unitario I';(U) sobre F(V) por:
Ly(U)(viAva A~ Avy):=Uvi AU A+ AUvy,
yI;(U)Q:=Q.De B(v) =ay(v) + a;(v) se sigue la propiedad de entrelazamiento:
L;(U)BWT(U)™ = B(UV).

En la teoria cudntica de campos, una cuantizacion plena [5] de (V,d) consta de (X, B’,Q,T"),
donde: (a) K es un espacio de Hilbert separable; (b) B’(V) es un sistema de operadores autoadjuntos
sobre K que cumple (3.12); (¢) Q es un vector de norma 1 en K que es un vector ciclico para B’ (V);
y (d) I' es una representacion unitaria de U;(V) que entrelaza B’'(V), tal que I'(U) Q = Q para
todo U, y que tiene energia positiva. Esta ultima es una propiedad de la representacion infinitesimal
dT', y significa que dI"(A) es un operador positivo sobre K cuando A es un operador positivo sobre
el espacio de Hilbert (V,d, J).

Proposicion 3.5. (F(V), B,Q,T'y) es una cuantizacion plena de (V, d).

Demostracion. Solamente falta verificar la condicién de energia positiva.

Si A es un operador autoadjunto sobre (V,d,J), dT'(A) := %| ol (exp(itA)) es definido por

dT'(A)(viAVvaA---AVy,) = ZZ:I VIA AVt NAVEAVEg A - AV, paravy, ..., v, € Dom(A).
Tales vy,...,v, generan un subespacio denso Dy de F(V) que queda invariante bajo el grupo
uniparamétrico I'(exp(itA)); por tanto, Dy es un corazén para dI'(A) [12].

Sivy,...,v, € Dom(A) son linealmente independientes, vale

WIA AV [ dT (A A Avy)
n
= Z(—l)f+k<v,-|Avk><v1A---/\vj/\---mn|v1A---/\VkA---/\vn>
J.k=1

= Z mj(vj | Avi) (3-14)

Jk=1

donde m i es el cofactor (j, k) de la matriz de Gram {(v; | v¢)}, la cual es definida positiva; y
M={mji} =[[viA---Av, ||2{(v]- |vi)}~! es también definida positiva. Si el operador A es positivo,
entonces {(v;|Avi)} = {(A71/2y il A~12y,)} es una matriz de Gram semidefinida positiva, asi que
(3.14) es la traza del producto de dos matrices positivas, y como tal, es no negativa. Al reemplazar
Vi A -+ A v, por una combinacién lineal de m términos del mismo tipo, y al aplicar el mismo
argumento con A ® E,, en lugar de A, siendo E,, la matriz m X m con cada entrada igual a 1, se

obtiene
m

(z|dT(A)z) >0, para z= Z Vit A+ Avig € (Dom A)M.
i=1
Esto dice que la restriccién de dI"(A) al corazén Dy es positiva, y su clausura dT'(A) es un operador
positivo sobre F (V). O
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4. La representacion de pin
4.1. Corrimiento del vector del vacio

Se puede crear otras cuantizaciones plenas de (V, d) a partir de (F(V), B, Q,T’y) al reemplazar
B por v — B(gv) para g € O(V) cualquiera. De hecho, se sigue de (3.12) que w — B(gw) (para
w € V¢) extiende a un sx-automorfismo del dlgebra CAR A(V¢). Es natural, entonces, preguntar
si estas dos cuantizaciones plenas son unitariamente equivalentes, es decir, si este s-automorfismo
generado por g es “unitariamente implementable”.

Para g € O(V) dado, se busca un operador unitario u(g) sobre F(V) tal que

u(g) B(v) = B(gv) u(g), paratodo vevV. (4.1)

La estructura compleja J se transforma en gJg~'; los operadores de creacién y anulacién sufren
una transformacion de Bogoliubov:

age1(8v) = as(pgv) +a}(gqv), ag Jo1(8V) = as(ggv) + al(pgv). (4.2)
Si u(g) existiera, se cumpliria:
u(&)as(v) = ag 1 (gnn(e).  p(g)ay(v) =ay, . (gvu(g).

El vector del vacio saliente 11(g)<2 es anulado por a,;,-1(gv), para todo v € V. Ahora el
conjunto {ay(v) : v € V} se anula sobre multiplos de Q solamente, asi que el conjunto de
operadores { a,;,-1(gv) : v € V } también tienen un nicleo comiin unidimensional. Se mostrard
a continuacidn que este “sector del vacio saliente” existe cuando g pertenece al grupo ortogonal
restringido O’(V). Primero se comprobara que el vacio saliente es un gaussiano fermiénico cuando
la parte lineal de g es invertible.

Proposicion 4.1. Si g € SO, (V), entonces ag;,-1(gv) fr, = 0 paratodov € V.

glg

Demostracion. Al reemplazar v por p;lv y al usar (4.2), se reduce la tarea a la de mostrar que
(a(v) + aT(Tgv))ng =0 paratodo veYV.

Para este efecto, se emplea el desarrollo (3.5), el cual converge por (3.9) puesto que 7, € Sk(V).
Por lo tanto, basta establecer que (a(e1) + a'(Te1)) fr = 0 cuando T € Sk(V) y e; es el primer
vector de una base ortonormal de V.

A partir de (3.11), se obtiene

a(er) fr = a(er) Y (PfTx) ex = a(er) ) (PETiur) er Asr
K

L31
=a(ey) Z Z(el | Tej>(PfTL\j) erNejNeL\j
L#1 jeL
= —Z<e1 | Te;) Z(PfTM) ej Ney = - Z(PfTM) Tei Aey.
7=1 M31 M31
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Se sigue que

(alen) +a'(Ter) fr= ) (PITw) Ter Aey = ) (PfTiur) Ter Aet Ay

N>1 L31
= ZZ<€1 | T€j>(PfTL\j) Tei Ner A €; NEL\j
L3l jeL
= Z(el | Tej) Z(PfTK) Tey Ney Nej Neg
j=1 K
:Z(PfTK)Tel ATei Aey Aeg =0. (4.3)
K

Los diversos intercambios de sumas se permiten porque, a partir de (3.9), la serie converge en la
norma de F(V). O

Como el sector del vacio saliente es unidimensional, se ve que a,j,-1(gv)'¥ = 0 para todo v
implica que ¥ = ¢, fr, para alguna constante c,.

» En el caso general, p, no es necesariamente invertible; es necesario devolverse a SO’ (V) por
reflexiones [13]. Si n = dim(ker p,) = dim(ker ptg), sea {ey,...,e,} una base ortonormal para el
subespacio ker pfg. Entonces e; A - - - A e, es un vector de norma 1 en el espacio vectorial complejo
unidimensional A" (ker ptg), y por ende queda determinado hasta un factor de fase. Si r es el producto
de reflexiones (2.4), resulta que el siguiente vector queda en el sector del vacio saliente:

: n e rg n . .
er N Ney A fr, Z(Pf(T JK)etN---ANey Aeg (4.4)
K

Para comprobar esa ultima afirmacion, se debe verificar que

(as(pgv) +al(gev))(er A=+ Aey A fr,,) = 0.

Si v € ker p,, entonces pov = 0y ggv € ker pl, pues pyq,v = —q,pgv = 0. Entonces resulta que
aj(qgv)(el AN Neg A fr,,) = (qgv ANer A+ Ney) A fr,, = 0, porque g, v es una combinacién
lineal de e, . .., e,.

En cambio, si v € (ker p,)=, entonces (p,v | ex) = (v | pfgek) =0, y se sigue que

[a;(pgv) +al(ggv)](e1 A=+ Aen A fr,,)
= (=1)"e1 A+ Aey Alag(pgv) +a)(qev)l fr,,
= (=1)"ey A+ Aen A las(prgv) +al(qrgv)] fr, =0,

porque p,q = pg. 4rg = qg sobre el subespacio (ker p,)*.

Finalmente, fijese que los vectores basicos e; A --- A e, A €x en (4.4) generan un subespacio
cerrado de Fo(V) o bien de F1(V), segiin sea n par o impar. Esto es asi porque 7, se anula sobre
ker p;, y por eso K recorre efectivamente las partes pares de {n + 1,n+ 2, ... }. Luego el sector
del vacio saliente queda en Fy(V) o F; (V) segln g queda en SO’(V) o en la componente no neutra
de O'(V).
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4.2. Permutacion de elementos gaussianos

Ya se puede retomar el asunto de la existencia de los operadores unitarios u(g). Como el
sistema { B(v) : v € V } es irreducible, el operador u(g) queda determinado por el vector u(g)<Q
debido a (4.1); y u(g)Q pertenece al subespacio unidimensional generado por e; A--- A e, A fr,, si
g € O’(V). Shale y Stinespring [ 14] mostraron que un vector del vacio saliente puede existir en F(V)
solamente si [/, g| es de Hilbert y Schmidt. Una demostracion actual [4, 13] de este teorema pasa
por mostrar que un tal vector es necesariamente de la forma: (const) ey A - -+ A e, A fr,,. Para que
esta expresion sea convergente, n debe ser finito y fr,, debe quedar en F(V); por (3.10), el operador
1- Trzg debe poseer un determinante, es decir, 7,; debe ser de Hilbert y Schmidt. Ambas condiciones
se cumplen si y solo si g € O’(V), porque la finitud de n muestra que p, es de Fredholm.

Entonces p(g) Q2 =cger A--- Aey A fr,,. La deseada unitariedad de p(g) requiere que

1= (u()Q| p(@)Q) = lcg*(frr, | f1,,) = legl” det' /(1 = T7).
Luego |cg| = det™74(1 - Trzg). Se fija el factor de fase al tomar ¢, > 0, es decir,
cg =det’ 41 -T2). (4.5)
Pese a la ambigiiedad en la definicion de r, que depende de una base ortonormal de ker p;, se sabe

que T}, se anula sobre ker pg, y de ahi se obtiene cg = det!/4 ( ptg Pl (ker [,g)l), independiente de r.

» Hay una accion local de SO’(V) sobre Sk(V), dada por

g5 :=(qg+peS)(pg +qgS)~".

Si p, esinvertible, (p, + ng)‘1 existe para S pequeiia (en la norma de Hilbert y Schmidt en Sk(V)).
Aun cuando p, no sea invertible, basta encontrar T € Sk(V) con p, + ¢, T invertible; por ejemplo,
si ker p, tiene base ortonormal {e’l, e, e’Zk}, tomese T tal que Hy = e’l A e’2 + o+ e’2k_1 A e’2k;
entonces los S con p, +¢q,S invertible forman un vecindario abierto de 7 en Sk(V). Para simplificar
la tarea, se supondra por ahora que p, es invertible.

Es claro que g - S es antilineal y de Hilbert y Schmidt; ademas, las relaciones (2.1) dan

(pg + QgS)t(CIg + pgS) = _(Qg +pgS)t(pg + QgS)

cuando S” = —S, de donde g - S es también antisimétrica, asi que g - S € Sk(V). Se comprueba que
gh-S=g-(h-S)cuando h- Sy gh - S estan definidos. A partir de (2.5) con Tj, = S, se deduce la
expresion alternativa: R

g-S=Ty+p,'S(1-T,8) " p;'. (4.6)

Para g € SO, (V) dado, distinto de 1, los S tales que p, +¢,S es invertible forman un vecindario
abierto de 0 en Sk(V), asi que { f5 : g - S existe } genera un subespacio denso de Fy(V). Entonces
se puede definir un operador unitario sobre Fy (V') por la prescripcién:

u(g) fs :=cg g(S) fos, (4.7)

donde ¢,4(S) € C se elige de tal manera que u(g) sea unitario. Se cumple

<Cg¢g(S)fg~S | Cg¢g(T)fg-T> = |Cg|2¢g(S)*¢g(T)<fg~S | fg~T>
= ¢4 () ¢4 (T) det” (1 = 7)) det' (1 = (g - T) (g - 9)), (4.8)
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donde

det'2(1 = T7) det'*(1 = (g - T)(g - 5)) = det'*(p}, p,) det'*(1 = (g - T)(g - 5))
=det'?(1+T(1 - T,1) ' T+ T,S(1 - T,8) ™ = (1 - TTp) ' T(1 - THS(1 - T,$) ™)
= det™!/2(1 = TT,) det™'/2(1 = T,.S) det'/>(1 - TS).

Por lo tanto, se puede tomar
$(S) = det'/(1 - STy), (4.9)
que reduce el lado derecho de (4.8) a ( fs| fr); entonces (4.7) se extiende por linealidad y continuidad
a un operador unitario u(g) sobre Fo(V). Obsérvese que ¢¢(0) = 1 por la determinacion pfaffiana
de la raiz cuadrada det'/?(1).
De (4.6) y (4.9), se sigue que

$en(S) = det' (1 = S(Ty + p; T, (1 - TyTp) ™' pi")
= det'(p; (1 = STy pl, = py'Spy ' Te (1 - TuT) ™)
= det™2(1 = T, T,) det'*((1 = STy p',(1 = TuTo)p;' — Spy Tepy")
= det™V2(1 = T, T,) ¢1(S) det'>(1 = T,T, — p;' (1 - ST})~'Sp;'T,)
= det™"2(1 = T T,) ¢1(S) ¢y (h - S),

cuando g, h, gh € SO/ (V),todavezque h-Sy gh- S existen. Tales S forman un vecindario de 0 en
Sk(V), y los gaussianos correspondientes fs forman un conjunto total en Fy(V); por tanto,

u(g)u(h) = c(g, h)u(gh), (4.10)

donde el cociclo c(g, h) obedece
o 11201 A . 1201 _ 775
c(g, h) := cgency, det (1 = TjTy) = exp(iargdet'/“(1 — T;,Ty)). (4.11)

Si V es finitodimensional, este cociclo es cohomélogo a otro cociclo con valores (+1); es
suficiente redefinir el coeficiente (4.5) al sustituir cg := det™1/4(1 - Trzg) por Cg = det!/?( Prg) enla
definicién (4.7) de u(g). Fijese que |,| = |cgl, asi que se trata de una redefinicion del factor de fase
en el vector del vacio saliente. El cociclo (+1) puede aprovecharse para la construir el grupo de Lie
Spin(2m) como recubrimiento doble del grupo SO(2m). Sin embargo, si V es de dimensién infinita,
el operador p,, no posee determinante en general, porque no difiere de la identidad por un operador
trazable. El cociclo (4.11) entonces toma valores en todo el circulo unitario U(1), necesariamente.

» Es posible expresar los ultimos célculos en lenguaje geométrico como sigue. El espacio de
polarizaciones restringidos J’(V) es una variedad de Kihler de dos componentes, modelada en el
espacio de Hilbert Sk(V) — que puede identificarse con el espacio tangente de J’(V) en J — dotada
de una accién del grupo O’(V). Las transformaciones impropias en O’(V) intercambian las dos
componentes de J’(V). Considérese la acciéon de SO’(V) en la componente J’. (V) que contiene J.

Hay un fibrado de linea complejo E N d’(V), linealmente encajado en F(V), y la aplicacién
Afs — (S, 4) es una trivializacion local en la carta {J" € (V) : ||/ = J|| < 2}, la cual es un
conjunto abierto y denso en J’,(V), donde S = (J — J')(J +J')~\.
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Se define una familia de secciones holomortfas de este fibrado de linea en la carta de marras por:
us(T) :=det'2(1-T5) fr,
para S € Sk(V). Tales secciones generan un espacio prehilbertiano cuyo producto interno es

(g | Ws) := det'/?(1 - SR), (4.12)

y la accién local S — g - S de SO’(V) sobre Sk(V) induce una aplicacion lineal fi(g): vg +—
cg0e(S)Yg.s en el espacio de secciones. Se puede verificar que fi(g) preserva el producto interno
(4.12) y que gi(g)ia(h)ys = c(g, h)i(gh)ys. La condicion de cociclo (4.10) dice que el grupo
que actia sobre E no es SO’(V) sino una extension central unidimensional de SO’(V) por U(1),
siendo c(g, h) el cociclo de la extension. Para completar la construccién de u(g), se debe hallar
trivializaciones locales sobre un juego completo de cartas para J’ (V). Teniendo en cuenta que O’ (V)
actda transitivamente sobre J’(V), basta considerar cartas de la forma { ri-J : h € SO’ (V) }, donde
r es algun producto finito de reflexiones.

4.3. La accién de las reflexiones

Volviendo a la presentacion explicita de u(g) sobre el espacio de Fock F(V), se debe entonces
determinar u(g)¥ y los cociclos respectivos, cuando g = rh con h € SO, (V) y r es un producto de
n reflexiones en O’(V), para W € Fy(V) 6 F1 (V). Elcason = 0, ¥ € Fy(V), ya estd hecha en (4.7).
A continuacion se determinara:

(a): u(r) para ciertas transformaciones ortogonales impropias;

(b): pu(g)¥ para g € SOL(V), ¥ € F1(V);

(c): u(rh)¥ para h € SO, (V), r del caso (a), ¥ € Fy(V); y finalmente,
(d): el caso general.

En cada etapa se exhibird los cociclos y se verificard su consistencia.

Caso (a): Siv e Vcond(v,v)=1,definase r, € O'(V) por

ry(u) :=2d(v,u)v —u. (4.13)

Fijese que r, = —p,, donde p, es la reflexion en el hiperplano ortogonal a v, dado por (2.3). Se
define:

u(ry) = B(v). (4.14)

Si u,v son vectores de norma 1 en V con (u | v) # 0, entonces s = r,r, € SO'(V) y p;s es

invertible. Para comprobar eso, nétese que p,, = p,, = —1, g, = q,, = 0 sobre el subespacio

{zeV:(ul|z) =(v|z) =0}; entonces se puede suponer que V es el espacio vectorial complejo
generado por u y v; que u = @v + v’ con v’ un vector de norma 1 tal que (v’ | v) = 0; luego a # 0,
aa” + BB* = 1. Coléquese u’ := B*v — a™V’, asi que (u’ | u) = 0, y ndtese que v = a*u + Su’,
v/ = B*u — au’. Al calcular s en la base {v, v'}, se obtiene:

ps(v) =alav+pv), p(v)=a(-Bv+a™V), Tw=(B/a")V. (4.15)
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Entonces p; si es invertible, pues @ = (v | u) # 0. Mas generalmente, si dim¢c V > 2, T se anula en
el complemento ortogonal de {v, v’} y por eso,

fr.=Q+ (| TV Av=(u | v)y (| vy Q+unv), (4.16)
y [[{u | v) Q+u A v| =1enlanormade F(V). Por lo tanto,
1(s) Q= cyfr, =exp(—iarg(u | v)) ((u|v)Q+uAv).
Por otra parte, de (4.14) se deduce que
w(r)u(ry,) Q=Bu)B(v)Q={(u|v)Q+uAv,

asi que
p(r)p(ry) Q = c(ry, ry) p(rury) Q,
con
c(ry,ry) =exp(iargu | v)).

Lema 4.2. u(r,)u(r,) ¥ = c(ry, ry)u(ryry) ¥ para todo ¥ € Fy(V).

Demostracion. Como u, v son vectores de norma 1, resulta que
Bu)B(v)((v |u)Q-unv)=Q,

y por ende, para s = r,ry,

U (0 10R = u A v)= (v | () f, = (v | w)es' Q = exp(~Targ( | v)Q,

porque s - Ty = 0y ¢(T) = det'/?(1 — fsz) = ¢7%; luego u(r)u(r,) = c(ry,ry)u(r,r,) en
el subespacio de F((V) generado por Q y u A v. El subespacio complementario es densamente
generado por gaussianos fr tales que Tu = Tv = 0. Para tales fr, se verifica

Bu)B(v)fr = u|v)fr+unvA fr,

en vista de (4.3) con e; = u 6 v; mientras u(s) fr = cs¢5(T) fyr con ¢s(T) = 1,5 -T =T, +T. Por
eso, al usar (4.16), se obtiene

u(s) fr = exp(=i arg(u | v)) (| v) @+ AV) A fr.

Por lo tanto, u(r,)u(ry) = c(ry, ry)u(r,r,) en todo Fo(V). O

Caso (b): El siguiente paso es completar la definicion de u(g) para g € SO (V), al definirlo en
el subespacio F; (V). Hay que hacerlo de tal manera que u(g)B(v) = B(gv)u(g) sobre Fy(V), al
colocar

u(g)(B(v)fs) := B(gv)u(g) fs (4.17)
para los S € Sk(V) tales que g - S existe. Se puede definir

u(gry) == pu(g)u(r,) para g e SOL(V),

y en consecuencia c(g, r,) = 1; de (4.17) se ve que u(gry,) fs = B(gu)u(g) fs. La consistencia de
estas definiciones parciales es consecuencia del lema siguiente.
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Lema 4.3. Si g € SO, (V) y si u,v son vectores de norma 1 en'V con {u | v) # 0, se verifica, para
todo ¥ € Fy(V):

u(g)B(u)B(v) ¥ = B(gu)B(gv)u(g) Y. (4.18)

Demostracion. Como B(u)B(v) = c(ry, ry)u(ryr,) sobre Fy(V), basta verificar que

c(ru,r)u(Qu(ryry) = C(rgu, rgv),u(rgurgv)ﬂ(g)

sobre Fo(V). Ahora rg,re, = gr.ry,g~', asi que esta afirmacién se reduce a la de establecer la
identidad del cociclo:

c(ru,ry) c(g,rury) = C(rgu’ rgv) C(rgurgv, g) (4.19)
para aquellos g, u, v que cumplen las hipétesis del Lema.
Coloquese s := r,ry; por (4.11), el lado izquierdo de (4.19) es igual a
exp(i arg(u | v))cgccgy det'/2(1 = T,T).
Esto se simplifica en R
CoCay (u | V) (L+(Tyv | V') (' | Tyv)) (4.20)

donde {v, v’} es una base ortonormal para el subespacio generado por u y v; el desarrollo pfaffiano
(3.8) de det!/?(1 - Tsfg) no tiene mas términos, porque 7§ se anula en el complemento ortogonal
de este subespacio bidimensional.

Al escribir u = av + 8V, con a = (v | u), se obtiene (v' | Tyv) = Bu | v)~! de (4.15); luego
(4.20) se convierte en

cgc;sl(@t |v) +(Tv | BV)) = cgcgsl(<u | V) +(Tv | u)).
De modo similar, con s” = rg,7,,, €l lado derecho de (4.19) da
exp(iarg(gu | gv)) cgcs/c;,lg det!/?(1 - Tgfs/),
que se simplifica en

CoCoy (gu | gV (1+ (Tygu | u”) (u" | Tygu)),
donde u” denota un vector de norma 1 ortogonal a gu en el subespacio generado por gu y gv. Sea
gv =: agu+pu”,cona = (gu|gv). Ademas, Ty = T(y-1, con (s")71 = rgyreu, y €n este caso (4.15)
produce R
(gu | gv)(Tygu | u”)(u" | Togu) = B*(u” | Togu) = (gv | Togu).

Basta, entonces, verificar lo siguiente:
(gu | gv) +(gv | Togu) = (gu | gv) + (pgv +qgv | qo(u+ pg' qgu))
= (gu | gv) + (u — Tyu | g (pgv + qgv))
= (u | (py + %) (pgv +qgv)) + (qeu | gv) + (Tou | phggv — v + plpgv)
= (u | vy = (Tou | v) + (qqu | gv) + (pgTu | gv)
= (u | vy = (Tou | v) = (u | v} +(Tv | u),

al usar las relaciones (2.1) y la antisimetria de 7. O
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Caso (¢): En consecuencia,

u(g)B(u)[B(v) ¥] = B(gu)u(g)[B(v) ¥]

si ¥ € Fy(V); estoes, si B(v)¥ € F1(V). Por lo tanto, u(g)B(u) = B(gu)u(g) sobre todo F(V)
cuando g € SO’ (V). De (3.12) se ve que

B(u)B(v) =2d(u,v) — B(v)B(u) = B(ryv)B(u),
asi que (4.18) puede escribirse en la forma

[u(g)B(u)]B(v) Y = u(g)B(r,v)B(u) ¥ = B(gr,v)[u(g)B(u)] ¥,

asi que u(gry,)B(v) = B(gr,v)u(gr,) sobre Fy(V). Esta identidad se cumple también sobre F; (V)
por célculos similares, y se deduce que (4.1) es vélida para elementos de la forma g = hr, con
h € SO.(V). Como hr,h~! = rj,, es también vélida para elementos g := r,h con h € SO.(V).

Caso (d): Considérese ahora el caso general de g € O’(V). Se puede escribir g = rh donde pj, es
invertible y r = r,, - - - re, es el producto de n elementos de la forma (4.13), donde {e1,...,e,} es
una base ortonormal de ker pg; en cuyo caso se define

u(g) == B(eyr) - -~ B(ey)u(h).

En particular, u(g) Q=e; A--- Ae, A fr,, como era de esperar.
El cociclo (4.5) se extiende a todo O’(V) como sigue:

= Definase c(g,r,) := 1 cuando g € SO, (V) y r, es de la forma (4.13).

= Coléquese c(gry,ry) = c(g,rury) c(ry,ry) st d(u,v) # 0; pero si d(u,v) = 0, tdbmese
c(g,rury), c(ry,ry), c(gry,ry) todos iguales a 1. De este modo, la ecuacion de cociclo
c(g,ry) c(gry,ry) =c(g,ryry) c(ry, ry) se cumple en todos los casos.

= En general, coloquese p(g,re, - -re,) := 1 si g € SO'(V) y {ei,...,ex} es un conjunto
ortonormal de vectores en V.

La ecuacion de cociclo c¢(g, h) c(gh, k) = c(g, hk)c(h, k) entonces determina los valores
restantes de c(g, /), de tal manera que (4.10) permanece valida para todo g, h € O’(V).

» Esto termina la construccion de la “representacion de pin” de O’ (V) sobre F (V). Evidentemente,
es una representacion proyectiva irreducible. Su restriccion al subgrupo SO’(V) posee dos subes-
pacios irreducibles ortogonales, a saber, Fo(V) y F(V); esta restriccion es la “representacion de
espin” de SO'(V).
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