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Introduccion

El andlisis matemadtico se reparte, por una larga tradicion, en dos grandes subdi-
visiones, denombradas variable real y variable compleja. Aunque tienen varios aspectos
en comun (continuidad y diferenciabilidad, series de potencias, convergencia uniforme
sobre partes compactas) las propiedades de las funciones reales y complejas exhiben
marcadas diferencias que hace necesario separar su tratamiento. Para mencionar solo
una diferencia notable, muchas funciones diferenciables de una variable real no son dos
veces diferenciables; en cambio, una funcién diferenciable de una variable compleja es
necesariamente suave (indefinidamente diferenciable).

Histéricamente, los trabajos de Cauchy sobre funciones complejas,! a partir de 1825,
enfocaron las integrales de linea de las funciones complejas diferenciables (Ilamadas fun-
ciones holomorfas). Unas décadas mas tarde, Weierstral® analiz6 las funciones analiticas
de una variable compleja,2 que son aquellas que admiten desarrollos locales en series de
potencias convergentes. Resulta que las funciones analiticas complejas son holomorfas,
y viceversa. Las interacciones entre estos dos puntos de vista forman un leitmotif de la
teoria.

Hoy en dia, la teoria de “variable compleja” comprende varias subdisciplinas, cada
una con su propio interés y estilo: las aplicaciones conformes, el analisis asintdtico, las
funciones elipticas, etc. Ademds, hay muchas interacciones con la teoria de “variable
real”: por ejemplo, las funciones armdnicas o las series e integrales de Fourier. Aqui se
pretende ofrecer un curso “cldsico”, abarcando un temario bésico que abre las puertas a
todo lo demas.

TAugustin-Louis Cauchy, Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, sometido
a la Académie des Sciences de Paris el 28 de febrero de 1825.

2Karl Weierstral3, “Theorie der Abel’schen Funktionen”, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 52 (1856), 285—-380.
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Programa de materias

1 Funciones en el plano complejo

El cuerpo C de los nimeros complejos, conjugados complejos y médulos. Forma polar
de un numero complejo. La esfera de Riemann C,,. Series de potencias, sus discos de
convergencia, ejemplos de funciones analiticas. Derivada de una funcién compleja,
las ecuaciones de Cauchy y Riemann. Funciones racionales, transformaciones lineales
fraccionales de C,.

2 El teorema de Cauchy y las funciones holomorfas

Integrales de linea en C. Los teoremas de Goursat y de Cauchy. La férmula integral
de Cauchy, las desigualdades de Cauchy, la serie de Taylor de una funcién holomorfa.
El teorema de Liouville y sus consecuencias, el teorema de la aplicacién abierta, el
principio del (médulo) méaximo. Clasificaciéon de singularidades, conteo de ceros y
polos, el principio del argumento, el teorema de Rouché. Funciones meromorfas y sus
series de Laurent.

3 Integrales y series por métodos complejos

El teorema del residuo y las integrales de contorno. Calculo de integrales definidas. In-
tegrales de valor principal, sumacion de series. Productorias infinitas, factorizacién de
Weierstral$ de una funcién entera. La funcién gamma y su continuacién meromorfa.
La funcién zeta de Riemann.

4 Funciones armonicas

Funciones holomorfas y funciones armdnicas. La propiedad del valor medio de fun-
ciones arménicas, el principio del maximo, ntcleos de Poisson. Inversion y la trans-
formada de Kelvin. Polinomios arménicos y arménicos esféricos.
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1 Funciones en el Plano Complejo

The theory of functions of a complex variable aims at ex-
tending calculus to the complex domain. Both differentia-
tion and integration acquire new depth and significance;
at the same time the range of applicability becomes radi-
cally restricted. Indeed, only the analytic or holomorphic
functions can be freely differentiated and integrated.

— Lars Ahlfors

1.I1. El cuerpo complejo C

Los nimeros complejos forman un cuerpo?! que incluye el cuerpo R de los nimeros
reales pero también admite una solucién de la ecuacién z? = —1. De hecho, admite dos
soluciones distintas de esta ecuacién cuadrética, ya que (—z)? = z2. Estas soluciones se
denotan por i y —i, porque antiguamente se consideré “imaginario” una cantidad de
cuadrado negativo, en contraste con los numeros de cuadrado positivo o cero, apodados
“reales”.

Las propiedades de los nimeros reales y la convergencia de sucesiones y series en R
se asumen conocidas. Siguiendo a Euler, se define un nimero complejo como una
expresion

z=x+iy, con x,y€R.
Los numeros reales x, y se llaman la parte real y la parte imaginaria de z, respectivamente.

A veces se emplean las notaciones x =: Rz, y =: Jz. Las operaciones aritméticas de suma
y producto de nimeros complejos se definen asi:

z1+ 22 = (x1 +x2) +i(y1 + y2),
21 29 = (x1x%2 — Y1Y2) + i(xX1Y2 + x2Y1). (1.1)

La ley del producto en (1.1) viene de tomar z; = x; + iy;, 22 = X2 + iyz como polinomios
reales en una “incégnita” i, seguido por una reduccién por la regla i® = —1:

. . . .2
(1 +iy1) (x2 + iy2) = x1x2 + i(x1Y2 + X2y1) + "Y1y
= (x1x2 — y1y2) + i(x192 + x21).
No es dificil comprobar que estas operaciones son conmutativas y asociativas; y que

cumplen la ley distributiva: z;(z2 + z3) = z122 + z123. Entonces C := {x+iy: x,y € R}
es un anillo conmutativo.

'El término viene del aleman Kérper, traducido como corps en francés, cuerpo en espaiiol, corp en
rumano, etc., aunque en inglés se dice field. Nunca debe usarse la traduccion secundaria “campo”, reservada
para campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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El cero de C es 0 + i0, en adelante denotado por O simplemente. Fijese que z1z, = 0
siy solo si x1x3 = y1y2 y a la vez x1yp = —xpy;; estas ecuaciones se cumplen si y solo si
x1 =y1 = 0 o bien x5 = y5 = 0. En resumen: z;z, = 0 implica que z; = 0 o bien z; = 0.
Esto dice que C es un anillo entero (no posee divisores de cero).

La identidad multiplicativa de C es 1 + i0, en adelante denotado por 1 simplemente.
Se suele abreviar x + i0 = x, de tal manera que R se considera parte de C.

[ Un procedimiento equivalente a lo anterior es el de definir C como el cociente del
anillo de polinomios R[X] por el ideal principal (X2 + 1), en donde el elemento i se
identifica con la coclase X + (X2 +1). |

» El anillo C tiene una tercera operacién (unaria), la conjugacion compleja z — z,
zZ=x+iy = zZ:=x—Iy.

Las siguientes propiedades de la conjugaciéon compleja son inmediatas:

=z, Z+wW=2Z+w, ZW=2Zw.

N

Obsérvese que el producto zz = (x + iy) (x — iy) = x> + ¢ es real y no negativo, de modo
quezz=0enRsiysolosiz=0enC.
En consecuencia, cada z # 0 en C tiene un inverso multiplicativo 1/z, dada por

1 z x—1iy x .y
— = — = = —1 .
z  zz x*+y*> x2+y? x?+y?
Resumiendo: en el anillo conmutativo entero C, cada elemento no nulo posee un inverso;

en fin, C es un cuerpo.

» El valor absoluto, o el médulo, de z € C es el nimero real no negativo

|z| == Vzz.

Obsérvese que |z| = |z| y que |—z| = |z|. Ademas, se ve que |zw| = Vzwzw = |z| |w].

2 < x?+ 42, y? < x?+y>?, se obtiene

Al tomar raices cuadradas en las inecuaciones x
—lz] < Rz < |z|, —|z] < 3z < |z|, paratodo z¢€ C.

Lema 1.1. El mddulo de niimeros complejos cumple la desigualdad triangular:

|lz+w| < |z| +|w|, paratodo z w e C. (1.2)

I-2
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Demostracion. Es cuestién de comparar los cuadrados de ambos lados:

lz+ w2 = (z4+W)(Z+W) =22+ 2w + WZ +ww
= |z|? + 2R (zw) + |w|?

2 - 2 2 2 2
< |z|7 + 2]zw| + |[w]“ = |z]* + 2|z| |w| + |w|® = (|z|+|w|) )

O

» La biyeccién x + iy < (x,y) entre C y R? sugiere que los nimeros complejos pueden
representarse por los puntos de un plano. Esta biyeccién es R-lineal (tanto C como R? son
espacios vectoriales sobre R) pero habria que interpretar la multiplicacién compleja como
una operacién geométrica sobre el plano. El topografo danés Wessel observé en 1797 que

la multiplicacién por i, es decir,
z iz, o equivalentemente, x + iy —y+ ix,
efectia una rotacién del plano por un dngulo recto (en el sentido antihorario).2

zZ+w w

Figura 1.1: Suma y producto de dos nimeros complejos

Larepresentacién de la suma z+w en el plano complejo es idéntica a la representacion
de la suma de dos vectores en R2. Si z, w € C, el punto z + w en el plano se coloca para
que el segmento [0,z + w] sea la diagonal del paralelogramo3 cuyos lados adyacentes
son los segmentos [0, z] y [0, w]: véase la Figura 1.1. (Este dibujo colapsa en los casos

excepcionales z = 0; w = 0; y z = tw con t real.)

2Caspar Wessel presentd su reporte Om directionens analytiske betegning (Sobre la representacién
analitica de la direccién) ante la Real Academia Danés de Ciencias, el 10 de marzo de 1797. Unos afios
después, en 1806, Jean-Robert Argand publicé privadamente en Paris su ensayo Essai sur une maniere de
représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques, con la misma idea, dando asi el

nombre plano de Argand a la representacién geométrica de C.
3La notacion [a, b] aqui denota el segmento de recta cuyos extremos son los vectores a y b. En el plano

complejo, por ejemplo, esto significa que [z,w] :={(1—t)z+tw:teR, 0<t < 1}.

I-3
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Para representar el producto zw en el plano, conviene recordar las coordenadas
polares en R?:
X = rcos 0, y=rseno,

que permiten expresar un nimero complejo z = x + iy en la forma

z=r(cosO +isenb). (1.3)

Obsérvese que r = \/x2 + y? = |z| es la distancia del origen 0 al punto z en el plano.
Siw =u+iv=s(cos¢ +isen) es otro numero complejo, entonces

zw =rs(cos 6 + isenf)(cos ¢ +isen )

rs((cos 6 cos ¢ — sen @ sen ¢) + i(sen 6 cos ¢ + cos 0 sen ¢))

rs(cos(0 + @) +isen(6 + ¢)). (1.4)

Como rs = |z||w| = |zw|, este calculo muestra que el dngulo polar que corresponde
al producto zw es la suma 0 + ¢ de los dngulos correspondientes a los factores z y w
—aunque se permite sumar o restar un multiplo de 2 a cada dangulo.

El argumento del niimero complejo no cero z = r(cos @ + isenf) # O es la canti-
dad argz := (0 mdd 2r) € R/2nZ. A veces es preferible tomar el valor principal del
argumento, escrito Argz € R, que cumple —7 < Argz < x. El argumento de O no se
define. -

En vista de (1.3), cada z # 0 en C queda determinado por el par (|z|,argz); el
producto en C* = C \ {0} cumple las reglas:

lzw| = |2] [w], arg(zw) = argz + arg w.

Obsérvese también que |z| = |z| pero argz = — arg z. Para cada z € C* fijo, la multipli-
cacion w +— zw combina una dilatacion del plano por un factor de escala |z| con una
rotacion del plano por un dngulo Arg z; estas dos transformaciones dejan fijo el origen 0.
Los tridngulos 01z y Ow(wz) son semejantes. Véase la Figura 1.1.

La transformacién z + Zz también tiene una interpretacién geométrica: se trata de la
reflexion del plano que deja fija la recta R.

» Las férmulas de adicion para senos y cosenos, exhibidas en el célculo (1.4), muestran
que la funcién 6 — cos 6+i sen 6 cumple la ley de exponentes; esto justifica parcialmente
la notacidn, introducida por Euler:

e’ .= cosO +isen 0, asique z= re'l. (1.5)

El célculo (1.4) se simplifica en: zw = re'? s’ = rs e!(0+¢),

I-4
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Por induccién sobre n € N, se obtiene (e!)" = ¢, En la notacién trigonométrica,
esta es la formula de de Moivre:*

(cos@ +isenf)" =cosnf +isennfl, paratodo ne Z. (1.6)

El caso n = 0 es trivial; el caso n = —1 viene de la identidad cos? 0 +sen? 6 = 1; los demés
casos siguen por induccidn.

()

Figura 1.2: las cinco raices de 1, de orden 5

Si n € N es un entero positivo,> considérese el siguiente niimero complejo,

. 2 2
(o= e2mi/n = cos idd +isen —ﬂ.
n n
La férmula (1.6) implica que (! = e?™ = 1. De hecho, parak =0,1,...,n—1, se obtiene

(5 = (e2F7i/myn = cos 2k + i sen 2k = 1,

de modo que la ecuacién z" = 1 admite n soluciones distintas z = 1,,, {2,...,{" }. Para
ver que estas raices n-ésimas de 1 son distintas, basta observar que los ¥ forman los
vértices de un poligono regular de n lados inscrito en el circulo de radio 1 centrado en el
origen (Figura 1.2).

» La ecuacién de una recta en R? es ax + by +c =0, donde a,b,c € R con a’? +b% £ 0.
Al sustituir x = %(z +2),y=5(Z-2),yal tomar A := %(a + ib) € C%, la ecuacién de la
recta toma la forma

Az+AZ+c=0, con 1eC% ceR.

4Esta férmula fue demostrada en 1722 por Abraham de Moivre, para n un entero positivo.
5En este curso se usa el convenio francés de tomar O como nimero natural: N ={0,1,2,3,...}.

I-5
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La ecuacién de un circulo con centro a = a + ib y radio k es (x — a)? + (y — b)? = k2,
esto es, |z — a|? = k2, o simplemente:

|z — al = k.

Obsérvese que la cantidad |z — w| es la distancia entre los dos puntos z, w en el plano
complejo. Por lo tanto, la desigualdad |z — a| < k representa la region interior del circulo
|z — a| = k; y la desigualdad |z — a| > k representa la region exterior al circulo.

La esfera de Riemann

A veces conviene agregar un elemento extrz al plano complejo para representar el
“reciproco de cero”. Para tener una idea visual de tal elemento, considérese el plano
complejo C ~ R?2 como el subespacio real { (x,y,0) : x +iy € C} de R>. La esfera
unitaria

S% = { (x1,%2,x3) € R® : xf +x§ +x§ =1}

tiene “polo norte” N = (0,0, 1) y “polo sur” S = (0,0, —1) fuera del plano C: Figura 1.3.

Figura 1.3: La proyeccién estereografica

Siz = x+iy € C, la semirrecta Nz corta la esfera S* en N y en otro punto
Z = (x1, x2, x3). Inversamente, si Z € S? \ {N}, la semirrecta NZ no es horizontal y por
ende corta el plano C en un solo punto z. La correspondencia z <> Z entre Cy S?\ {N}
se llama la proyeccion estereografica.

Como N, Z y z son puntos colineales, la comparacién de coordenadas entre los
segmentos [N, z] y [N, Z] muestra que

1-6
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Entonces la proyeccién Z +— z viene dada por

. X1+ ixy
zZ=x+iy=—""—
1—X3

Inversamente, la relacién x? + x2 + x5 = 1 implica

2, .2 x%+x§+(1—x3)2 2 —2x3 2
xX“+y*+1= = = ,
(1-x3)2 (1-x3)2 1-x3

asi que la correspondencia z +— Z viene dada por

2x 2y x?+y? -1
X = ———, Xy = ——Z—— X3 = —2——
! 2 +y?+1 2 x2+y?+1 3 x2+y?+1

Estas formulas se escriben como funciones de z de la siguiente manera:

zZ+2z i(z-2z) _|z|2—1

=, Xo = s X3 = .
2|2 + 1 2T 2+ 1 ST e+

x1 (1.7)
Obsérvese que Z = zsiy solosiz € CN'S?, siysolo six3 =0, siysolosi|z| = 1.

El interior |z| < 1 del circulo unitario corresponde con el “hemisferio sur” x3 < 0,
mientras el exterior |z| > 1 de dicho circulo corresponde con el “hemisferio norte” x3 > 0
(excluyendo el polo norte N).

Definicién 1.2. El plano complejo extendido es el conjunto C := C W {oo} (unién
disjunta). La biyeccién C — S? \ {N} : z — Z se extiende a una biyeccién Co, — S?
al hacer corresponder el elemento oo € C,, con el polo norte N € S2. En coordenadas,
o0 <> (0,0, 1) se obtiene al dejar |z| — +oo en las féormulas (1.7).

SiR > 0y z € C, nétese que

122—1_1 2
R2+1 R2+1°

Entonces la parte {0} W {z € C : |z]| > R} de C, corresponde con la capa esférica
abierta x3 > 1—2/(R?+1) de S2. Estas capas esféricas forman un sistema de vecindarios
basicos del polo norte N. Al declarar que estas partes son los vecindarios bdsicos del punto
00 € Co, el conjunto C,, resulta ser un espacio topolégico homeomorfa a la esfera S?:
esta es la compactificacion de un punto del plano complejo.® Con esta estructura, el plano
extendido C,, se llama la esfera de Riemann. O

zZ| >R & |z*+1>R*+1 & x3>

6Si X es un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff, su compactificacién de un punto
es el espacio compacto (y de Hausdorff) X* := X & {oo}, en donde los vecindarios bdsicos de oo son los
conjuntos de la forma {co} W (X \ K) donde K es una parte compacta de X.

I-7
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0

Figura 1.4: Tres circulos ortogonales en la esfera de Riemann

Si w es una recta en C, su imagen en S bajo proyeccién estereografica es la
interseccién de S? con el plano Nzw: este en un circulo que pasa por el punto N. Por otro
lado, es posible comprobar que la imagen de un circulo en C es otro circulo sobre S2,
el cual esta vez no pasa por N. Entonces un circulo en C,, puede definirse como (a) un
circulo ordinario en C; o bien (b) una recta en C con el punto oo agregado.

La aritmética del cuerpo C se extiende parcialmente a C,,, bajo los convenios

Z+o0 =00, z-oc0=o00, z/0=o00, z/oo=0 paratodo z#O0.

También se puede declarar 0+oco = co y ademads 0/oco = 0. Sin embargo, otras expresiones
tales como 0/0 y oo + co permanecen indefinidas.

1.2. Series de potencias

Las funciones complejas mas sencillas son los polinomios p(z) = ap + a1z + - - - + a,z".
Luego habra que considerar las llamadas funciones “elementales”, tales como las funcio-
nes trigonométricas y las funciones exponencial y logaritmica; y después, las funciones
obtenidas como primitivas de aquellas.” Buena parte de estas funciones poseen desarro-
llos en series cuyas sumas parciales son polinomios. En esta seccidn se estudia una clase
de dichas series y sus propiedades de convergencia.

Los teoremas acerca de convergencia de sucesiones y series con argumentos en la
recta real se trasladan sin cambios al plano complejo; la dnica diferencia notable es la
naturaleza del valor absoluto: la cantidad no negativa |x| := Vx2 para x € R queda
reemplazada por |x +iy| := y/x? + y2. Por ejemplo, una sucesioén {z,} en C es convergente
con limite ¢ € C si, paracada ¢ > 0, existe N = N(¢) e Ntalquen > N = |z,—c| < e.

7Una primitiva de una funcién es otra funcién cuya derivada coincide con la primera.

I-8
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Una serie converge en C si la sucesién de sus sumas parciales converge en C. Una funcién
f+ E — C, definida en una parte E C C, es continua en c € E si, para cada ¢ > 0, existe
d=08(¢) >0talquez€E, |z—c| <d = |f(z) — f(c)|] < e. Una funcién g: E — Ces
continua en E si g es continua en ¢ para todo ¢ € E. Etcétera.®

Definicién 1.3. Sea E C C una parte cualquiera del plano complejo. Una sucesién de
funciones {f,: E — C} converge uniformemente en E si para cada z € E, hay un
elemento f(z) € C que cumple la siguiente propiedad: para cualquier ¢ > 0, existe
N=N(¢) eNtalquen > N = |fy(z) — f(z)| < e para todo z € E. (Lo importante es
que N depende sdlo de ¢ pero no del punto z € E.)

La funcién f: E — C asi definida es el limite de la sucesién de funciones {f,}; se
escribe: f, — f uniformemente en E. o

Lema 1.4. Para cada n € N, sea f,: E — C una funcién continuaen E € C. Si f, — f
uniformemente en E, la funcion limite f es también continua en E.

Demostracion. El “argumento de ¢/3”, bien conocido en el caso real, funciona de igual
manera en el plano complejo. Sea dado ¢ > 0. Toémese N € N, de acuerdo con la
Definicién 1.3, talque n > N = |f,(z) — f(z)| < ¢/3 para todo z € E.
Si ¢ € E, la continuidad de fy muestra que hay § > Otalquez € E, |z —¢| < § =
|fn(z) — fnv(c)| < e/3.Paraz € E con |z — c| <, entonces, vale
€

f(2) = FO < 1f(@) = @]+ [u(D) = @]+ [fule) = fO] < S+ S+ =e

Nétese el uso de la desigualdad triangular para el valor absoluto. Se ha mostrado que
f es continua en c, para todo ¢ € E. O

La convergencia uniforme de funciones se demuestra, en muchos casos particulares,
mediante el uso del siguiente criterio mayorizante de Weierstral3.

Lema 1.5 (Weierstral}). Si un juego de funciones gi: E — C, para k € N, cumple unas
estimaciones |gi(z)| < My para todo z € E; y si la serie numérica ;. , My converge,
entonces la serie 37" ; g (z) converge absoluta y uniformemente en E.

Demostracién. Sean s,(z) := >,;_,gk(z), para n € N, las sumas parciales de la serie. Si
n > men Ny z € E, entonces

n

Z gk (2)

k=m+1

n o0

<Y @l Y Mm< Y Mo @9

k=m+1 k=m+1 k=m+1

Isn(2) — sm(2)| =

La convergencia de la serie ;7 j M implica que el lado derecho es pequefio: dado ¢ > 0,
hay N=N(¢) e Ntalquem > N = Y., My < e.

8Como convenio, las letras z, w denotaran elementos variables de C; ¢ denotara una constante en C.
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Entonces, para cada z € E, las sumas parciales s,(z) forman una sucesién de Cauchy:
n>m>2N = |[s,(z) —spm(2)] < €. Por la completitud® de C, existe un limite

$(2) = lim s,(2) = ) gi(2)
k=0

para cada z € E (por separado). Al dejar n — oo, se obtiene
m>2N = |[s(z) —su(2)| <e& paratodo z€E.

Ahora bien, como N = N(¢) no depende de z, esto dice que s,, — s uniformemente en E;
es decir, la sumatoria ;. , gx converge uniformemente a la suma s.

En vista de la estimacion (1.8), los mismos considerandos son aplicables a la serie de
valores absolutos 3,7 , |gk(2)[; la convergencia de la serie es también absoluta. O

Definicion 1.6. Una serie de funciones complejas de la forma

(o]

f2) =) an(z=c)", (1.9)

n=0

conc € Cya, € Cparatodon € N, se llama una serie de potencias centrado en c, con
coeficientes ay.

Es evidente que f(c¢) = ap+0+ 0+ --- = aop, asi que la serie converge al menos
en el punto z = ¢. Para z # ¢, la convergencia o divergencia de la serie depende de la
naturaleza de los coeficientes. Conviene usar la notacién (1.9) en todo caso; si no hay
evidencias de convergencia, esta expresion es una serie de potencias formal. o

Una serie de potencias formal no es mds que una sucesion de coeficientes {a,} y un
pardmetro c, escritos de una manera que sugiere sus reglas de suma y multiplicacion.
Para manipular tales series formales algebraicamente, se puede usar una incdgnita t en
lugar de (z — c). Con las operaciones aritméticas:

(i ant") + (i bnt”) = i(an + by)t",
n=0 n=0

n=0
(i antn) . (i bnt") = i( Z ajbk)t", (1.10)
n=0 n=0 n=0 \j+k=n

las series de potencias formales forman un anillo conmutativo entero C|t], que incluye
los polinomios C[t] como subanillo.

9E] plano complejo C es completo porque la recta real R es completo, al notar que C ~ R? como
espacios métricos.
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Figura 1.5: Ambito de convergencia de una serie de potencias

Notacion. Se designaran los discos circulares e C ast:
D(c;r) ={ze€eC:|lz—c|<r},
D(c;r):={zeC:lz—c|<r}. (1.11)

Aqui, D(c; r) es el disco abierto con centro ¢ y radio r; D(c; r) es el disco cerrado con el
mismo centro y radio.!® Nétese que D(c;r) € D(c;r) € D(c;s) toda vez que 0 < r < s.

Lema 1.7. Si la serie de potencias (1.9) converge para algiin zy # c, entonces esta serie
también converge en el disco abierto {z € C : |z — ¢| < |z9 — ¢| }; ademds, la convergencia
es uniforme en cualquier disco cerrado D(c;r) con 0 < r < |zg — c|.

Demostracion. La convergencia de la serie en z = zg implica que a,(zo — ¢)" — 0 cuando
n — oco. Entonces hay algiin M > 0 tal que |a,(z9 — ¢)"| < M para todo n € N. Luego,

(z—c)" "

(20 — )"

Silz—c| <rconr<|zg—c|,seat :=r/|zo —c| < 1. Entonces |a,(z — ¢)"| < M t" para
todo n € N. La convergencia de la serie geométrica ), > Mt" = M/(1—t) yel Lema 1.5
implican que la serie de potencias (1.9) converge absoluta y uniformemente en el disco
cerrado {ze€ C:|z—c| <r}.

La unién de los discos cerrados D(c; r), para todo r con 0 < r < |z — ¢, es el disco
abierto {z € C : |z —¢| < |zo — c| }. Por tanto, la serie de potencias converge en este
disco abierto, aunque su convergencia alli no sea necesariamente uniforme. (Véase el
Ejercicio 1.13.) O

zZ—cC

lan(z = ¢)"| = |an (20 — ¢)"| para todo n.

Zp—C

°Con frecuencia se usa el término circulo para denotar un disco cerrado circular, y circunferencia para
referirse a su curva de borde. En estos apuntes, el vocablo circulo denotara tnicamente la curva fronteriza
de un disco circular. De igual manera, la palabra elipse denotara el perimetro (o la circunferencia!) de un
disco eliptico.
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Proposicién 1.8. La convergencia de una serie de potencias )", an (z — c)" obedece exac-
tamente una de estas tres posibilidades:

(@) la serie converge para z = c solamente;
(b) la serie converge para todo z € C;

(¢) existe un niimero R, con 0 < R < oo, tal que la serie converge para |z —c| < Ry
diverge para |z — c| > R.

En el tercer caso, R se llama el radio de convergencia de la serie de potencias.

Demostracion. Si la serie no cumple las posibilidades (a) ni (b), existen zp,z; € C \ {c}
tales que la serie converge en z = zy pero diverge en z = z;. Del Lema 1.7 queda claro
que |z1 —c| > |zo — c|.

El conjunto de radios S := {r > 0 : la serie converge para |z — ¢| < r} contiene
|zo —c|, por el Lema 1.7, de modo que S # (). El mismo lema muestra que r < |z; —c| para
todo r € S, asi que |z; — ¢| es una cota superior para S. Al definir R := sup S, se obtiene

0<|zog—c| <R<|z1—c| < 0.

Si|zp —c| < R, entonces hay r € S con |zo —c| < r < Ry la serie converge para z = z,. Por
otro lado, si |z3 — ¢| > R, entonces la serie diverge para z = z3; porque, de lo contrario,
convergiria en el disco |z — ¢| < |z3 — ¢|, por el Lema 1.7, lo cual implicaria |z3 — c| € S,
contrario a la hipdtesis de que |z3 — ¢| > sup S. O

[ A veces se colocan R := 0 enla caso (a) y R := oo en el caso (b) de la Proposicién 1.8
anterior. Estos dos “valores impropios” de R permiten hablar del radio de convergencia
de una serie de potencias cualquiera. |

Lema 1.9 (Hadamard). El radio de convergencia R de la serie de potencias (1.9) estd dado
por la formula:

1
i lim sup |a,| /™. (1.12)

n—oo

Demostracion. Dendtese por 1/R’ el lado derecho de (1.12). Hay que comprobar R = R’.
Es dtil recordar que el limite superior de una sucesion real {x,}, denotado por

L =limsupx, := lim (sup{x, : n > k}),
n—oo k—oo0
satisface uno de (a): L = +oo si {x,} no esta acotada superiormente; o bien (b): si {x,}
tiene cota superior, entonces para cada ¢ > 0, vale x, < L+¢ paratodo n > N(¢) mientras
Xm > L — € para un juego infinito de valores de m.
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Si|z—c| <r <R,entonces 1/r > 1/R’, es decir, lim sup,, |an|}/" < 1/r. En ese caso,
hay N e Ntalquen > N = |a,| < 1/r". En consecuencia,

lz—c|” |z—c|N r
an(z—c)" <Z = < 0o,
> lan(z = o)) < - e e

n>=N n>N

asi la serie de potencias converge (absolutamente) en z, lo cual implica que |z — ¢| < R.
Se ha comprobado que R’ < R.

En cambio, si |z —c¢| > s > R/, entonces 1/s < 1/R’, asi que |ap,| > 1/s™ param € S,
donde S es una parte infinita de N. En este caso, vale

(o)

Slarz =013 Y lanz -0 > 3 Eo s $ze

n=0 meS meS meS

asi que la serie de potencias no converge absolutamente en z. Esto conlleva |z — ¢| > R.
Se ha comprobado que R’ > R. O

Funciones analiticas

Una funcién analitica es una funcién representable por series de potencias en un
vecindario de cada punto de su dominio. Eso significa, entre otras cosas, que el dominio
de la funcién debe ser abierto.

Definicion 1.10. Cabe recordar que una parte U de C [respectivamente, de R] es un
conjunto abierto, o simplemente un abierto, si U es una unién de discos abiertos [resp.,
de intervalos abiertos]. Dicho de otro modo: U es un abierto si para cada ¢ € U, hay una
radior >0talque |z—c| <r = z e U.

Un abierto U c C es disconexo si hay dos abiertos disjuntos y no vacios, V'y W,
tales que U = V W W (union disjunta). Por el contrario, el abierto U es conexo si no es
disconexo. En particular, si A C U es a la vez abierto y cerrado en U, entonces o bien
A=0obien A=U.

Una region de C es un conjunto abiertoy conexo U C C. Desde luego, un disco abierto
D(c; r) es una region.

Un abierto U C C es conexo por caminos si, para cada par de puntos z # w en U,
hay una funcién continua y: [a,b] — U tal que y(a) = z, y(b) = w. Un resultado de
topologia garantiza que un abierto de C es conexo si y sélo si es conexo por caminos.
Entonces toda regién U de C es conexo por caminos. o

Salvo que se indique explicitamente lo contrario, el dominio U de toda funcién
analitica considerada en este curso serd una region de C.
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Definicién 1.11. Si la serie de potencias

(o]

f@) =) an(z=0)"
n=0

tiene radio de convergencia R > 0, la suma de la serie define una funcion analitica
f: D(c;R) — C en su disco abierto de convergencia.'® En el caso R = oo, dicese que
f: C — C es una funcién analitica entera, o simplemente una funcién entera.

Si U C C es una regién, una funcién f: U — C es una funcién analitica en U si
para cada ¢ € U hay un radio r > 0 tal que D(c;r) C U, tal que f coincide con la suma
de una serie de potencias centrado en c y convergente en D(c;r). O

[ Esta definicién de funcién analitica es aplicable también para funciones definidas en
abiertos de la recta real R. Si V C R es abierto, una funciéong: V — R,obieng: V — C
es analitica en V si para cada ¢ € V, g coincide con la suma de una serie de potencias
convergente en el intervalo (¢ — r,c + r) para algun r > 0 (que puede depender de c).
Para distinguir los casos, se refiere a g como una funcion analitica real. |

Cualquier polinomio p(z) := ap + a1z + - - - + a,z™ es una funcién analitica entera,
de oficio. El mayor indice n tal que a, # O es el grado del polinomio p. A continuacién se
ofrecen algunos ejemplos con series de potencias no terminantes.

Ejemplo 1.12. La funcion exponencial se define como la suma de la serie de potencias

1 o Z"
exp z ZO —' = e (1.13)
= n:

La convergencia absoluta de esta serie es una consecuencia del criterio de la razén para
series reales positivas, porque para cada z € C, se ve que

2™/ (n+ 1) ]

= — 0 cuando n — oo.
|z|™/n! n+1

El Lema 1.7 garantiza que exp es una funcion analitica entera. El producto de dos valores

de esta serie es
w1 1 < (n
(expz)(expw) = Z Z ol 2w —~ Z (k)zkw”_k
k=0 I1=0 "’ "o
(z +w)" =exp(z+w)

ITRIT
=|H

La definicién es incompleta, porque falta mostrar que esta f admite otras expansiones convergentes
f(z) = 2o bn (z — 20)" para otros zo # ¢ en D(c; R). Esta seguird de la Proposicién 1.20, mds abajo.
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con el uso del teorema binomial. (El cambio del orden de sumacién se justifica por la
convergencia absoluta de ambos lados.) Se deduce que esta funcién entera obedece la
regla multiplicativa:

exp(z+w) = (expz)(expw) paratodo z,w e C. (1.14)

El nimero positivo

(o)

1
e:=exp(l) = —
_— n!
n=0
entonces satisface exp(m) = e™ param € Z. Sin € N con n > 0, entonces (exp(1/n))" =
exp(1) = e y por ende exp(1/n) = e'/". Luego exp(q) = exp(m/n) = (e!/")™ = e para

q = m/n € Q. Esto motiva la notacidn:
e’ :=expz para cualquier z € C.
Con esta notacion, la “ley de exponentes” (1.14) se escribe como e**" = e* e, O

Ejemplo 1.13. Las funciones trigonométricas coseno y seno se definen mediante las dos
series de potencias

Z:: (2n)' ’ Z:: (2n+ 1)' 2

Nuevamente, el criterio de la razén demuestra la convergencia absoluta de las dos series
para todo z € C; tanto el coseno como el seno es una funcién entera.
Es evidente que

&0 iZmZZm o i2m+122m+1 e nan
cosz+isenz = + —_— = — = exp(iz).
2 (2m)! 2 2m+1)! 2 o - exeliz)
m=0 m=0 n=0
En particular, la férmula (1.5), que dice que e = cos® + isenf, para § € R queda

demostrada a posteriori; mas aun, dicha férmula ahora es vdlida para todo z € C.
Las funciones trigonométricas también pueden expresarse en términos de la funcién

exponencial, asi:
eiz + e—iz
sz = ——F0—, senz = ———. o

Ejemplo 1.14. La serie geométrica

tiene radio de convergencia R = 1.
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En efecto, como a, = 1 para todo n, la férmula de Hadamard (1.12) implica que
1/R = 1. La funcidn racional 1/(1 — z) es entonces analitica en el disco unitario D(0; 1)
y posee una singularidad evidente en z = 1 donde la serie diverge.

La fracciéon 1/(1 — z) no parece ser singular para |z| > 1, pero en este regiéon no
podria representarse por la misma serie. En el disco D(2;1), por ejemplo, habria que
expresar esta fraccion como una funcién de (z — 2):

1 _ -1 _ C _\ntl o, _ 9\n
1—z_1+(z—2)_;( D™ (z-2)"

Esta nueva serie de potencias también tiene radio de convergencia R = 1 y luego converge
para |z—2| < 1. La misma funcién racional 1/(1-z) es analitica en los dos discos abiertos
D(0;1) y D(2; 1), aunque los dos desarrollos en series de potencias son diferentes.

Se puede comprobar asi que z +— 1/(1 — z) es analitica en el dominio C \ {1}. O

Ejemplo 1.15. La serie logaritmica

00 (_1)n—1 22 23 Z4
log(1+z)::Z—z”:z——+———+--- (1.15)
~ n 2 3 4

también tiene radio de convergencia R = 1. De hecho, obsérvese que la serie converge
para z = +1 (por el criterio de Leibniz para una serie real alternante) pero diverge en
z = —1 (la serie armdnica); se deduce que R > 1y R < 1, respectivamente, asi que R = 1.
La férmula de Hadamard (1.12) entonces produce el corolario interesante:
lim n'/" =1, (1.16)
n—>oo
[De hecho, la férmula (1.12) implica que limsup,_,., n'/* = 1; pero como la sucesién
{n'/"} es decreciente para n > 3, el limite existe y coincide con el limite superior.]
La misma serie de potencias define la siguiente funcién analitica en el disco D(1;1),

(o] 1— n
logz := —Zﬂ
n=1 n

Del andlisis real, se sabe que para z > 0 real, esta serie coincide con la serie de Taylor
de la funcién inversa de la exponencial. Sin embargo, las férmulas conocidas para el
logaritmo no son facilmente deducibles de esta serie de potencias. o

» Una propiedad importante de una serie de potencias es su diferenciabilidad término
por término, dentro de su disco de convergencia.
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Proposicion 1.16. Para cualquier serie de potencias con radio de convergencia R > 0,

(o]

f2):= > an(z=0)",

n=0
sea f’(z) la siguiente serie de potencias:
f(2) = ) nan(z =)'t = 3 (m+ Dan (z =)™ (r.17)
n=1 m=0

Entonces la serie f’(z) tiene el mismo radio de convergencia R.
Ademds, dentro del disco abierto D(c; R) la siguiente relacion es vdlida:

o) — 1 LEFW = F@)

1 (1.18)
—0 w

La funcién analitica f’ definida por (1.17) se llama la derivada de f.

1/n

Demostracion. Como n*/" — 1 cuando n — oo, en vista de (1.16), la férmula de Hada-

mard muestra que
7 7 1
lim sup |na,|"/" = lim sup |a,|'/" = =,

n—oo n—oo R

donde R es el radio de convergencia de la serie f(z). Esta igualdad es vdlida en casos
0 < R < oo y también cuando R = oo. Entonces la serie de potencias (1.17) tiene el
mismo ambito de convergencia, sea este el disco abierto D(c; R); o bien el plano C.

Para comprobar la relacién (1.18), tdmese zg € D(c; R) y elijase r tal que |zg — ¢| <
r <R.Seaw # 0en Ctal que |(zo +w) —c| < r.Para N € N, las serie de potencias f(z)
escinde en una suma parcial sy y una cola ty, asi:

(o)

N
f(z) =sn(z) +tn(2) := Z a, (z—c)" + Z a, (z-o¢)".

n=0 n=N+1

Sea s\ (z) := Zﬁ:le na, (z — ¢)" ! la suma parcial correspondiente de la derivada f’.
Entonces

f(z0+w) - f(z0)
w

- f'(20)

_ [sn(zo+ in —sn(z0) $(20) | + (s (z0) = £ (z0)) + tn (20 + Wv?) —tn(20) |
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La férmula binomial finita

2w = (z=w) (" 2P zw T W)

y las condiciones |(zg + w) — ¢| <, |z9 — ¢| < r muestran que

(©9]

< Z |an|

n=N+1

[©e]

Z lan| nr 1,

n=N+1

tn(zo +w) — tn(20) (zo+w—10¢)"— (20— )"

w

N

w

El lado derecho de esta desigualdad es la cola de una serie positiva convergente, ya que
la serie de potencias f’(z) converge absolutamente en el disco cerrado D(c; r). Entonces
esta cola tiende a O cuando N — oo. Por lo tanto, dado ¢ > 0, hay N; € N tal que

tn(zo +w) — tn(20)
w

£
3 .

N>N =

La convergencia de la serie f"(zo) dice que s},(z0) — f’(2z0) cuando N — oo; luego, hay
N, € N tal que
’ / €
N>N, = |SN(Z()) - f (Zo)| < 3

Témese N € N fijo, con N > méax{Nj, No}. La prueba tradicional para verificar la
derivada de un polinomio muestra que hay § > 0 tal que

sn(zo +w) — sn(20)
w

3
O<|wl<é = —s}\,(zo)<§.

Entonces, dado ¢ > 0 hay § > 0 con § < r —|zo —¢| (condicidén suficiente para que |w| < §
implique |zg + w| < r) tal que

0<|w <6 = — f'(20)

< e (1.19)

'f(Zo +w) — f(z0)
w

Se ha comprobado la existencia y el valor del limite (1.18) para z = zo. Como zg es un
punto cualquiera de D(c; R), la relacién (1.18) es valida en este disco abierto — o bien en
todo C, en el caso R = co. m]

Proposicidn 1.17. Una serie de potencias f(z), con radio de convergencia R > 0, es in-
definidamente diferenciable (0 suave) en su disco de convergencia. Las derivadas sucesivas
f(2), f"(z), " (z), etcétera, se obtienen por diferenciacién término por término de la serie
de potencias original.

Demostracion. La prueba de la Proposicién 1.16 muestra que la derivada de la serie de
potencias f(z) = Y70, an(z — c)" es la serie de potencias f’(z) = Y oo; na,(z — c)" 1,
obtenido por diferenciacién término por término de f(z). Ademds, la serie derivada
posee el mismo radio de convergencia R.
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Considérese, entonces, la serie de potencias (1.17) para f’(z). El mismo argumento
muestra que esta serie es también diferenciable, con derivada

f(z) := i n(n-1a,(z-—c)" 2= i(m +2)(m+1)amo (z =)™
n=2 m=0

Ademas, la serie para f”(z) converge también en D(c; R); asi que f es dos veces diferen-
ciable en este disco abierto. La existencia de derivadas superiores sigue por induccién. O

En conclusion: una funcién analitica es suave. (Las mismas pruebas, con pequefios
ajustes de terminologia, muestran que una funcién analitica de una variable real es
también suave en un intervalo abierto de R). Sin embargo, aunque hay muchas funciones
suaves reales que no son analiticas, se vera mds adelante que una funcién diferenciable
de una variable compleja es siempre suave y analitica también.

» Amén de ser suaves, las funciones analiticas tienen otra propiedad de gran importan-
cia: tienen ceros aislados. Especificamente, una serie de potencias f(z) = ;" ; an,(z—c)"
con ap = 0, cumple f(c) = O (esto es, el punto c es un cero de la funcién f), y hay un
disco abierto D(c; R) en el cual no hay otro cero de esa funcién f. Este es el resultado de
la proposicion siguiente.

Proposicién 1.18. Sila serie de potencias f(z) = 3., an(z—c)" tiene radio de convergencia
R > 0, y si al menos un coeficiente ay no es cero, hay un numero r con 0 < r < R tal que
f(z) #0para0 < |z—c| <r.

Demostracion. Sea k € N el menor indice tal que a; # 0; entonces

@)= an(z=0)"=(2=0% ) amuk (2= )" =: (z— ) g(2).
n=k m=0

El radio de convergencia de la serie de potencias g(z) es igual a R, porque las series de
f(z) y g(z) convergen para los mismos valores de z. Luego |g(z)| es una funcién continua
en el disco D(c; R), con |g(c)| = |ax| > 0. Por tanto, hay un radio r con 0 < r < R tal que
|g(z)| > 0 para z € D(c;r). Entonces f(z) = (z—c)kg(z) £ 0 paraz € D(c;r) \ {¢}. O

Corolario 1.19. La serie de potencias centrada en c que representa una funcion analitica
en un disco abierto D(c; R) es Unica.

Demostracion. Si f(z) = X" gan(z —¢)" = 27" by (z — ¢)" es una funcién analitica
representada por dos series de potencias — ambas centradas en ¢ — en un disco D(c; R),
entonces la serie de potencias )’ ,(a,—b,) (z—c)" converge en D(c; R) y es idénticamente
nula. La Proposicién 1.18 implica (por su contrapositiva) que a, = b, paratodon € N. 0O
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Sea f una funcién analitica definida por una serie de potencias (1.9), centrada en ¢
y con radio de convergencia R > 0. Si k € N, la Proposicién 1.17 dice que f es k veces
diferenciable, con k-ésima derivada
£ (z) = Z nn—=1)-(n—k+1)a,(z - c)"*.

n=k

Al evaluar esta serie en z = c, se obtiene f*)(c) = k! aj . Los coeficientes de la serie de
potencias original quedan determinadas por las derivadas superiores de f en z = c:

(k)
ap = fk—'(c) ) (1.20)

Asi, se puede reexpresar la funcién analitica f mediante una serie de Taylor:

© ()
fl2) = an—fc) (z—c)" (1.21)
n=0 )

que converge, con suma igual a f(z), en el disco abierto D(c; R).

» Los resultados anteriores sobre funciones analiticas usan series de potencias referidas
a un solo centro c. Afortunadamente, la serie de potencias (1.9) define una funcién que
admite otras expansiones convergentes en cada punto de su disco de convergencia.

Proposicion 1.20. Sea f la funcion definida por la serie de potencias f(z) = )" an (z—c)"
con radio de convergencia R > 0. Entonces, si zo € D(c; R), f posee una serie de potencias
convergente centrada en zq, con radio de convergencia no menor que R — |zg — c|.

Demostracion. Por la unicidad de una serie de potencias convergente, del Corolario 1.19,
se trata de comparar dos series de Taylor, con la ayuda del teorema binomial:

(n) (n)
£ =3 o przymr = O .(C)Z()@—z()) (20— 0"

=0 n=0
Z (z - Zo)k Z f(m+k)(c) —o)" = Z J# (z - zo)F.
k=0 ’

La serie con indice de sumacion m es la serie de Taylor de f (k) (z) centrada en ¢ y evaluada
en zo; al ser zy € D(c; R), esta serie de Taylor converge a ¥ (z).
Para justificar el intercambio de las sumaciones, en vista de que

n

n
<Z(k)|z—zO|k|ZO " = (12 = zol + |20 — )"

k=0

n

. (k) (z=20)" (0~ )"

k=0
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es suficiente que |z — zg| + |zo — ¢| < R para que la primera suma doble converja absolu-
tamente. Esto estd garantizada si |z — zg| < r := R — |zg — ¢|. (Véase la Figura 1.6.) O

Figura 1.6: Una serie de potencias convergente es analitica

1.3. Las ecuaciones de Cauchy y Riemann

La formula (1.18) en el enunciado de la Proposicion 1.16 motiva la definicién de una
funcioén diferenciable en C. A primera vista, la formulacién de ese concepto es exactamente
paralela al caso de funciones de una variable real.

Definicion 1.21. Sea f: U — C una funcién definida en una regién U C C; sean zg € U
y r > 0 tales que D(zo;r) C U. Si el limite ¢ := lim,,—0(f (20 + w) — f(z0))/w existe,
se dice que f es diferenciable en zj, con derivada f’(zp) = c. La existencia del limite
significa que, para cada ¢ > 0, existe § con 0 < § < r tal que la relacién (1.19) es valida.

Si ese limite f”(z() existe para cada zp € U, se dice que f es diferenciable en U.

Si f es diferenciable en U, es facil comprobar que lim,,_,o(f(z+w) — f(z)) = 0; 0 sea,
lim,, 0 f(z+ w) = f(z), para todo z € U. Esto muestra que una funcién diferenciable
en U es también continua en U.

Si f es diferenciable en U, la férmula (1.18) define una nueva funcién f': U — C,

llamada la derivada de f. Si esta f” es continua en U, la funcién f es continuamente
diferenciable en U. 0

Ejemplo 1.22. La funcién z - Z no es diferenciable en punto alguno de C; y por consi-
guiente, esta funciéon tampoco es analitica.

Escribase g(z) := z. Se debe mostrar que, para cualquier zy € C, el limite

lim 9(zo +w) — 9(z0) = lim —(20 t W)~ %o = lim E
w

w—0 w w—0 w w—0

no existe.
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Al expresar w =: s e'? en forma polar, con s > 0; se ve que w = s e”'¥. Luego, el limite
putativo para obtener ¢’(zg) seria

Vé W 7 V4 —
lim — = lim — = lim e
w—0w w—0 sel? w—0

se”l

2igp

Se busca, entonces, un nimero ¢ € C tal que, para cualquier ¢ > 0 dado, se cumpla
le=21¢ — ¢| toda vez que |w| < 8(¢), es decir, toda vez que s < §(¢). Aqui, sin embargo,

e 2% es un niimero complejo arbitrario sujeto Unicamente a la relacién |e™2¥| = 1;
ninguna condicién sobre s resuelve esa ambigiiedad. Es decir, no hay candidato ¢ alguno
para la derivada de g en zp. O

El ejemplo anterior pone de manifiesto que la diferenciabilidad compleja de una fun-
cién f(z) no coincide con la diferenciabilidad real de la funcién de dos variables reales
F(x,y) := f(x + iy). Conviene precisar esta diferencia entre los dos conceptos.!2

Notacion. Si f: E — C es una funcion definida en E C C, se escribe

f(2) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) = Rf(x,y) + If(x,y), (1.22)

donde Rf =u: E—> RyJf =0v: E— R son, respectivamente, la parte real y la parte
imaginaria de la funcién compleja f.

Proposicién 1.23. Si f: U — C es una funcion diferenciable en una region U C C, sus
partes real e imaginaria, uy v, son funciones diferenciables reales, cuyas derivadas parciales
cumplen las ecuaciones de Cauchy y Riemann:

ou v ov ou

aza—y, az—a—y. (1.23)

Inversamente, siu,v: U — R son funciones diferenciables cuyas derivadas parciales cumplen
(1.23), entonces f(x +iy) := u(x,y) + iv(x, y) define una diferenciable en U.

Demostracién. Si f es diferenciable en zy € U, con derivada f’(zp) = a+ib € C, entonces
se verifica

f(zo+w) = f(z0) = f'(20) W+ 0(w),
donde o(w) denota!?® alguna funcién de w tal que o(w)/w — 0 cuando w — 0. Al tomar
w =: h + ik con h, k reales, se obtiene

f(zo+w) — f(z0) = (a+ib)(h+ik) + o(w). (1.24a)

2] a nocién de continuidad es 1a misma en C y en R?, pues sus topologias métricas coinciden: un abierto
no vacio tanto en C como en R? es una unién de discos abiertos D(c; r) con r > 0.

3Cuando se emplea esta notacién de Landau, el término o(w) denota cualquier funcién que cumple
la condicién mencionada; en el transcurso de un calculo pueden emplearse varias instancias de tales
funciones, pero todos reciben la misma designacién o(w).
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Las partes real e imaginaria de esta igualdad son

u(xo + h, yo + k) — u(xo, yo) = ah — bk + o(Vh? + k?),
v(xo + h,yo + k) — v(x0,yo) = bh + ak + o(Vh? + k?). (1.24b)

Se concluye que las funciones u y v son diferenciables en el punto (xo,70) € R2. Al
considerar los dos casos k = 0 y h = 0 por separado, las derivadas parciales de u y v
cumplen:

ux (X0, Yyo) = vy(X0, Yo) = a, vx (X0, Yo) = —uy(xo0, yo) = b.

Entonces las ecuaciones son validas en zg = xg + iyg € U.

Inversamente, si u y v son diferenciables en (xo,y0) y si sus derivadas parciales
cumplen (1.23) en ese punto, esto significa que existen a, b € R tales que las condiciones
diferenciabilidad (1.24b) estén satisfechos. Con la notacién f := u+iv, se obtiene (1.24a),
que dice que f es diferenciable en zg = x¢ + iyo, con derivada a + ib en ese punto. O

Cabe recordar que la diferenciabilidad de una funcién real u no sigue de la existencia
de sus las derivadas parciales uy, u, en cada punto (xo, yo) de su dominio, porque eso no
garantiza una estimacion del tipo (1.24b). Sin embargo, si uy, u, existen y son continuas
en el dominio de u, entonces u si es diferenciable en cada punto, sin necesidad de
verificar la estimacion. En tal caso, se dice que u es continuamente diferenciable (o bien
de clase C1). Ahora, si tanto u como v son continuamente diferenciables en una region
U € R? y ademds cumplen (1.23) en U, entonces f es diferenciable en U y su derivada
f es continua.

Definicion 1.24. Una funcién f: U — C, definida en una regién U C C, es una funcién
holomorfa en U si f’(z) existe para todo z € U. (Asi, para funciones complejas de una
variable compleja, los términos diferenciable y holomorfo son sinénimos.)

Es una consecuencia del teorema de Cauchy y Goursat, que se vera en el préximo
capitulo, que la derivada f”(z) es continua (y diferenciable). En el interim, se agregara
la hipdtesis de la continuidad de la derivada cuando sea oportuna. O

» La conjugaciéon compleja no es holomorfa, ya que no es diferenciable. Es evidente
que la funcién z +— z incumple las ecuaciones de Cauchy y Riemann (1.23), puesto
que u(x,y) = x, v(x,y) = —y en este caso. De hecho, para este ejemplo se verifican las
relaciones u, = —v,, vy = u, entre las derivadas parciales, en contraste con (1.23). Esto
motiva la siguiente notacion.
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Notacion. Sea f(z) = u(x,y) +iv(x,y) una funciéon compleja tales que u, v son continua-
mente diferenciables en una regién U C R2. (No se pide que satisfagan las ecuaciones
de Cauchy y Riemann.) Escribase

0 1(o 0 1(ou o [ (ov O
_f;:__f_i—f :__u+_v +i —U——u, (1.25a)
0z 2\ox oy 2\ox ay) 2\ox oy
2 1(0 0 1(o 0  (dv 0
—J_C::——f+i—f = (Z2_Z) 41 —U+—u, (1.25b)
0z 2\ ox oy 2\ox dy) 2\ox oy

El caso f(z) = z = x+iy cumple 9f /dz = 1, df /9z = 0; mientras g(z) = z = x — iy cumple
dg/dz = 0, dg/9z = 1; asi se explica la eleccién de los signos en las férmulas encajadas.

Obsérvese que, con esta notacion, las ecuaciones de Cauchy y Riemann se combinan
en una sola ecuacidn:
of

__:Oa
0z

sin mencion explicita de la partes real e imaginaria.

Al notar que x = %(z +2),y = %(E — z), queda claro que cualquier funcién F(x,y)
también puede escribirse como una funcidén G(z,z). Algo que distingue las series de
potencias ya vistas es la ausencia de la variable z. Dicha ausencia implica que cada uno
de los términos a,(z — c¢)" cumple las ecuaciones de Cauchy y Riemann; como la suma
de la serie de potencias es diferenciable término por término (en el sentido real), estas
ecuaciones también estdn satisfechas por esa suma.

1.4. Algunas funciones holomorfas

Ejemplo 1.25. Los ejemplos mds obvias de funciones son los polinomios

p(z) =ao+ a1z + a2z’ + -+ anz".

El mayor indice n tal que a, # O es el grado de este polinomio.

Como series de potencias terminantes, los polinomios son funciones analiticas enteras,
e ipso facto son funciones holomorfas en todo el plano C. Un resultado basico, cuya
demostracion aparecerd mas adelante, es el llamado teorema fundamental del dlgebra:
que un polinomio no constante p tiene al menos una raiz a; € C tal que p(a;) = 0.

El algoritmo de “divisién larga” de polinomios produce un (tinico) polinomio p;(z),
de grado n — 1, tal que#

p(2) = (z — a1) p1(2).

TEsta observacion algebraica se conoce como el teorema del factor. Un polinomio constante no nulo
tiene grado 0; el grado del polinomio constante 0 no se define.
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Si este cociente p;(z) tampoco es constante (es decir, si n > 2), entonces el polinomio
p1 posee una raiz ay; y en consecuencia, p(z) = (z — a1)(z — a2) p2(z). Al repetir el
argumento n veces, se obtiene la factorizacion (Gnica) de p,

P(z) = an(z —a1)(z—a2) -+ (z — an), (1.26)

donde las raices a1, as, . . ., &, no necesariamente son distintas.

Dicese que « € C es un cero de una funcién f'si f(«) = 0. Los ceros de un polinomio p
son sus raices, listados sin repeticién. El orden de un cero « es el numero de veces (al
menos 1) que el factor (z — «) aparece en el producto (1.26). Dicese que a es un cero
simple si su orden es 1; en cuyo caso, p(z) = (z — a)p1(z) donde p1(a) # 0. Por
derivacién, se obtiene p’(z) = p1(z) + (z — a)p}(z), asi que p’(a) = p1(a) # 0. En
cambio, si B es un cero de orden 2 o mayor, entonces p(z) = (z — f)%pa(z) y luego
p’(f) = 0. En breve: « es un cero simple de p siy solo si p(a@) = 0 con p’(a) # 0. O

Ejemplo 1.26. El cociente de dos polinomios es una funcién racional,

_p(z)  ap+aiz+---+a.2"
Cq(z) T bo+biz+---+bpyz

f(2) (1.27)

donde se supone, sin perder generalidad, que los polinomios p y g no poseen un factor
comun (z — a); y por lo tanto, no tienen ceros en comun. Los ceros de f son los ceros del
numerador p. Los ceros del denominador ¢ se llaman polos de la funcién racional f; el
orden de un polo f de f es su orden como cero de q.

En primera instancia, se puede excluir los polos del dominio de f. En el resto del

plano C, la funcién racional f(z) es continuamente diferenciable, con derivada
F2) = p'(2)q(2) _Z(Z)q,(Z) ’
q(2)
la cual es otra funcién racional. Si  es un polo de f de orden k, entonces (z — 8
divide el numerador del lado derecho mientras (z — )¢ divide ¢(z)?: luego, f es un
polo de f’ de orden k + 1.

En un polo g de f, vale q(f) = O mientras p(f) # 0. Entonces tiene sentido definir
f(p) := oo. Al hacerlo (y al incluir los polos ahora en el dominio de f), se estad conside-
rando f como una funcién f: C — C. Pero ya es apropiado extender el dominio de f a
toda la esfera de Riemann, al colocar

f(e0) :=¢(0), donde g(z) = f(1/z).

Dicese que f tiene un cero en oo, de orden k, si g tiene un cero en 0 de orden k; y que
f tiene un polo en oo, de orden I, si g tiene un polo en O de orden [. (En particular, un
polinomio p de grado n tiene un polo de orden n en co.) o

)k—l
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Lema 1.27. Una funcion racional f(z) = p(z)/q(z) se extiende a una funcién continua
f: Co — Co, de manera que la funcién extendida tiene igual niimero de ceros y de polos
(contados con multiplicidad).®

Demostracion. Al hacer el cambio z + 1/z en (1.27), se obtiene

az" + a1z" + - +ay,
boZm + blzm—l 4+ +bm )

9(z) = f(1/z) =2""

Sim > n, g(z) tiene un cero de orden m — n en 0 (porque a,/b,, # 0), asi que f tiene un
cero de orden m — n en oo, amén de n ceros finitos (los ceros de p) y m polos finitos (los
ceros de q), contados con multiplicidad.

Sim < n, g(z) tiene un polo de orden n — m en 0, asi que f tiene un polo de orden
n — m en oo, amén de sus n ceros finitos y m polos finitos, contados con multiplicidad.

Si m = n, entonces f(o) = g(0) = a,/b, € C\ {0} = Cu \ {0, 0}, asi que f no tiene
cero ni polo en co. Contando con multiplicidad, f tiene m = n polos finitos y n ceros
finitos.

En los tres casos, el nimero total de polos y de ceros es max{m, n}.

La continuidad de f en z( es evidente si zp no es un polo y si zg # co. Para estos casos
excepcionales, se debe recordar que un vecindario basico de co en C, es un abierto de la
forma {0} W {z € C : |z| > r }. Basta notar, entonces, que |f(z)| — oo cuando z tiende
a un cero de ¢(z); y que f(z) — ¢(0) cuando 1/z — 0. O

Definicion 1.28. El orden de una funcidén racional es el nimero de sus ceros, o equiva-
lentemente el nimero de sus polos, contados con multiplicidad, en el plano extendido C.
Una funcién racional de orden 1 es una transformacion lineal fraccional®

b
s(z) = azr con ad-bc+#0. (1.28)
cz+d
Notese que s(0) = b/d mientras s(o0) = a/c. O

Entre estas transformaciones, aparecen:
o las traslaciones del plano C, z — z + b (obsérvese que o +— 0);
¢ las rotaciones con dilatacion alrededor del origen, z +— az (fijese que 0 — 0);

¢ la inversidn z — 1/z (ndtese que 0 <> o).

ISEs decir: un cero o polo de orden k se cuenta k veces.
Esta terminologia es tradicional; pero cabe notar que esta funcién no es lineal en el sentido de los
espacios vectoriales, salvo si b = ¢ = 0.
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Es facil comprobar que la composicién de dos transformaciones lineales fraccionales es
otra de la misma clase; y que cualquier transformacién lineal fraccional es una composi-
cién de estos tres tipos basicos. Obsérvese que la transformacién

es una funcion inversa de (1.28), porque
w=s(z) = z=t(w).

Cabe notar que t(b/d) = 0y que t(a/c) = (ad — bc)/0 = oo; mientras t(0) = —b/a,
s(=b/a) = 0; y que t(o0) = —d/c, s(—d/c) = oo. Entonces s: Co, — C es una biyec-
cién. (Como s y t son funciones inversas continuas, cada fraccién lineal establece un
homeomorfismo de la esfera de Riemann C,, en si mismo.)

La condicién ad — bc # 0 advierte que la parametrizacién de s(z) tiene cierta re-
dundancia: al eliminar un factor comun, se podria exigir que ad — bc = 1. Entonces la
totalidad de fracciones lineales depende de tres pardmetros complejos. Para determinar
una fraccién lineal, deberia ser suficiente precisar sus valores en tres puntos distintos
de C.

Ejemplo 1.29. Si zo, z3, z4 son tres puntos distintos de C,, hay una tinica transformacion
lineal fraccional s tal que s(z3) = 1, s(z3) =0, s(z4) = oo.

De la férmula (1.28) se ve que si s(0) = 0, entonces b = 0; si s(c0) = oo, entonces
c=0;ysis(l) =1, entonces a+ b = c+d. Por lo tanto,

s(0)=0
s(1)=1 ¢} = s(z) =z
s(o0) =00

Ahora si r, t son dos transformaciones lineales fraccionales tales que r(1) = t(1), r(0) =
t(0) y r(o0) = t(o0), entonces la funcién compuesta t~! o r deja fijos los tres puntos 1, 0
e 0o, asi que t! or es la identidad; es decir, t(z) = r(z) para todo z € C. Esto establece
la unicidad de la fraccién s que lleva (zy, z3, z4) en (0, 1, c0).

La existencia de s estd dada por esta formula explicita:

Z— 23 Z9 — Z3
s(z) = .
Z— Z4 29 — Z4
(El cociente a la derecha del solidus es una constante.) O
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Notacion. La razén doble de cuatro puntos distintos z1, z3, 23, z4 € C es la expresion:

(1.29)

. _z1—2z3 | z2—23 (21— 23)(22— 24)
(21, 22; 23, 24] = =

z21i—z4 | 22—24 (z1-24)(z2—23)

La formula anterior entonces se escribe como s(z) := [z, z2; z3, 24, pues es evidente que
s(z2) =1, s(z3) = 0, s(z4) = 0.

» La serie logaritmica del Ejemplo 1.15 extiende a nimeros complejos el logaritmo de
numeros reales positivos, porque se sabe que x — expx = e* es una biyecciéon de R
en (0,0) y se define logr, para 0 < r < oo, como la funcién inversa de exp. Es decir,
log(expx) = x yexp(logr) =r parax € R, r > 0. o

Sin embargo, en el plano complejo C, la serie exponencial (1.13) no es uno a uno. Del
Ejemplo 1.13 se sabe que exp(iz) = cosz + isen z, o bien: exp z = cos(iz) — i sen(iz). Por
lo tanto, exp(2kri) = cos(2ks) + i sen(2kx) = 1, asi que

exp(z + 2kni) =expz paratodo k€ Z.
Se puede ensayar la definicién
“log z” = log(re'®*?”) = logr + i(0 + 2kx) = log|z| + i arg z,

que es insatisfactoria pues ‘arg’ toma valores en R /27 Z. Es mejor buscar un inverso local
para exp. Nétese que |€?| = "% > 0, de modo que e* # 0 para todo z € C; y que
la derivada de exp es exp’(z) = expz por la férmula (1.17). Entonces el teorema de la
funcién inversal” implica que la funcién holomorfa z — w = expz tiene una funcién
inversa holomorfa g, definida en un vecindario abierto de un valor wy = exp zy, tal que
g (w) =1/expz = 1/w en ese vecindario.

» Es razonable esperar que una funcién analitica tenga un inverso local analitico. Se
requiere obtener la serie de potencias que representa la composicion de dos funciones
analiticas (cuyos términos constantes son ceros. El resultado (1.31) que sigue se conoce
como la férmula de Faa di Bruno.8

Proposicién 1.30 (Faa di Bruno). Si f, g son dos series de potencias centradas en 0, tales
que f(0) =0y g(0) =0; ysi h(z) = f(g(z)), con sus series escritos en el formato

oo a oo b oo cn .
f@=) 52 @)= 54 h@=) (1.30)
k=1 =1 n=1""

'7Es un ejercicio comprobar que el teorema de la funcién inversa, conocido para el caso de uno o dos
variables reales, es aplicable también a funciones diferenciables complejas.

8Esta férmula fue desarrollada por el matematico italiano Francesco Faa di Bruno en dos articulos en
1855 y 1857, aunque tiene antecedentes histéricos mas antiguos.
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entonces la serie compuesta h(z) tiene los siguientes coeficientes:

o 1 byt by

nl - ; “ ; Ml Al (1A (2% - (nl)h (r-312)
donde en la segunda sumatoria los A = (A4, ..., A,) € N" satisfacen las condiciones

AM+2l+--+nd,=n y A+---+A, =k (1.31b)

Demostracion. Al sustituir la serie g(z) en el argumento de la serie f, se obtiene

) 00 k
h(z) = Z%(Z%zl) i

k=1 =1

Para calcular el n-ésimo coeficiente c, de la serie compuesta, sélo es necesario considerar
los términos hasta k = n en la primera sumatoria, porque los demds términos contienen
potencias de z mayores que n. Del producto de Cauchy de series, se obtiene:

n
DoyE oy
| I AR
nt k! Li>1, 4t =n el
De entre estos [;, si hay A; copias de 1, A, copias de 2, ..., A, copias de n; entonces se
puede reorganizar la suma l; + - - - + [ = n en la forma (1.31b).
El nimero de maneras de formar la suma A; + - - - + A, = k con enteros positivos es!®

k!/A1!---A,!. Habida cuenta de estas multiplicidades, se puede sumar sobre los A; en
vez de los [; en la expresion anterior para c,; v se llega a la expansion (1.31a). O

La expansién (1.31) no toma en cuenta la convergencia (o divergencia) de las series de
potencias involucradas; la sumatoria (1.31a) es finita. Sin embargo, se puede establecer
que una composicién de dos funciones analiticas es analitica por el argumento siguiente.2°

Lema 1.31. Si w € C, la suma finita siguiente es vdlida:

n
k! _
Zmek :W(1+W)n ! (1.32)
k‘:1 A 1:12: ne
donde los A; cumplen las condiciones (1.31b).
9Este es el ejercicio combinatorio de repartir el conjunto {1,2,...,k} en una particion de n partes de
cardinalidades Ay, ..., A, — admitiendo algunas partes vacias con A; = 0.

2OEste argumento también es aplicable a funciones analiticas reales. Véase el capitulo 1 del libro: Steven
G. Krantz and Harold R. Parks, A Primer of Real Analytic Functions, Birkhduser, Boston, 2002.
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Demostracion. Considérese las dos series geométricas, convergentes para |z| < 1:

- z - wz
f(z)=sz:1_z, g(z)szzlzl_z.
k=1 I=1

Como f(0) = g(0) = 0, la férmula de Faa di Bruno es aplicable, con ax = k! y b; = ! w.
Entonces (b;)" /(11" = wh y la suma (1.31a) se simplifica en

¢, 1 o u k!
w = 2R g = L

Por otro lado, la composicién

9(2) wz/(1-2z) wz
flga) = L2 = -
-g(z) (1-z-wz)/(1-2) 1-z—-wz
= wz Z(z +wz)" = Z w(l+w)" 12"
m=0 n=1
muestra que f(g(z)) = X2, = 2" siy solo si ¢c,/n! = w(1 + w)"1 para n > 1. Los dos
lados de (1.32) coinciden pues ambos son iguales a ¢, /n!. O

Proposicion 1.32. La composicion de dos funciones analiticas es analitica.

Demostracion. En vista de la Proposicién 1.20, es suficiente mostrar que la composicién
de dos series de potencias f y g con radios de convergencia positivas también tiene radio
de convergencia positiva. Si g(z) converge para |z — z9| < Ry y f(w) converge para
|w —wg| < Ry con wy = ¢g(z¢), se puede suponer sin perder generalidad que zg = wg = 0
y que f(0) = 0, asi que las series de potencias para f, gy h := fog tienen la forma (1.30).

La demostracion del Lema 1.7 muestran que las series de Taylor de f y g en O tienen
radios de convergencia positivos si y solo si hay constantes A, B,C, D > 0 tales que

1 .
lc.l—il = —|f( )_(O)l < é y M = —lg(])_(0)| < £ paratodo i, j € N.

il i! B! Jj! Jj! DJ

Ahora se puede estimar la suma (1.31a) por

n ).1 Az An
|°‘n|<zz 1 ARCYT (V™ (C
n! =1 1 /11!12! . /1,1' Bk D D2 Dn

A& k! c\M"(c\2  (c\M
-ﬁ;;z@TmG)Q'Wﬁ

porque las condiciones (1.31b) muestran que D''D?%2 ... D"» = D"y B* = BhiBt2 ... B/,
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Ahora la férmula (1.32) del Lema 1.31, junto con A; + - - - + A, = k, simplifica el lado
derecho:

el A C[;, C "1 AC(B+O"™!  AC BD \"
nl  D"B B - B"D" " B+C | \B+C)

o0

Entonces la serie h(z) = Y7 = 2" tiene radio de convergencia positiva, por el Lema 1.7
de nuevo. O

» Supongase ahora que L(z) es una funcion analitica definida en un disco abierto D(1;r)
centrado en 1 = exp(0) tal que exp(L(z)) = z en un vecindario de 1. El teorema de la
funcién inversa (para funciones diferenciables) muestra que

1 1
=—— —=— cercade z=1.
exp(L(z)) =z

Por induccioén, se obtiene las derivadas superiores:

L'(z)

LW = (D)"Y n-11z",  LWA)=(-1)"'(n-1)! para n>1.
Como también L(1) = 0O, la serie de Taylorde Lenz =1 es

(_1)n—1 Zn
" .

o (D" S
L(z) = (z—1)"; yporende L(l1+z)=
Comparando esta serie con la de la ecuacién (1.15), se da cuenta de que L(z) =logz, y
esta serie de Taylor efectivamente converge para |z — 1| < 1.

En resumen: la funcién analitica exp posee un inverso local analitico log en el disco
D(1;1). Este logaritmo local coincide, en ese disco abierto, con la funcién holomorfa
Log, definida por

Logz = Log(reie) :=logr+if@ para r>0, —r <60 <. (1.33)

Esta funcién Log (a veces llamada la rama principal del logaritmo) tiene como dominio la
region C\R_: el plano complejo con la semirrecta real negativa R_ := (—oco, 0] removida.
Obviamente, este dominio incluye el disco abierto D(1;1); se dice que la funcién Log
es una continuacion de la funcién analitica definida por la serie de potencias (1.15)
a un dominio mayor. (En lo sucesivo, se escribird logz como sinénimo de Logz para
ze C\R_) -
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1.5. Ejercicios sobre funciones de una variable compleja

Ejercicio 1.1. (a) Expresar sen 30, cos 30, sen 46, cos 46, sen 50, cos 560 en términos de
sen 6y cos 6.

10 sen(%(n +1)0)

i0 + eZiG eni9 — g2 -
sen(50)

+...+

(b) Verificar la suma finita: 1+e

(c) Simplificar las sumas finitas:
senf+sen260+---+sennf y %+cos€+c0529+---+cosn9.

Ejercicio 1.2. Expresar, en la forma a + ib con a, b reales:

1-2i
(@) la fraccion l ;
3+4i

(b) las dos raices cuadradas V-8 + 6i [ notar que el simbolo v/ es ambiguo, en C ||;

© el nimero complejo (1 — iV3)*, expandido;
(d) las seis soluciones distintas de la ecuacién z° = 1.

Ejercicio 1.3. Verificar la llamada ley del paralelogramo: si z, w € C, entonces
lz+ w2+ ]z —w)?> =2|z)> + 2 |w|>
En términos del paralelogramo con vértices 0, z, z+w, w, équé dice esta férmula?

Ejercicio 1.4. Identificar las partes del plano C representadas por las siguientes ecuacio-
nes y desigualdades:

1 z—1 .

- =7z =1, |z —i|+|z-1| =2;
z z+1

|z —i| <1, |z —2| > |z - 3, Jz > Rz.

En cada caso, dibujar la curva o regién del plano correspondiente.

Ejercicio 1.5. (a) Demostrar que dos rectas en el plano complejo
az+azZ+p=0 y bz+bZ+q=0, con abeC;pqeR;

son paralelas o iguales si y solo si a = sb para algun s € R \ {0}; en cambio, son
perpendiculares si y solo si a = itb para algin t € R \ {0}.
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(b) Mostrar que la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos distintos a,c € C es
(@a-c)(z—a)—(a—c)(z—a)=0.
Ejercicio 1.6. Sia,c € Cysik > 0, demostrar que la ecuacién
|z —a|l =kl|z—c|

representa un circulo en el plano complejo si k # 1, pero representa una recta si k = 1.
En el primer caso, calcular el radio del circulo y hallar los extremos del didmetro que, al
prolongarse en linea recta, pasa por los puntos a y c.

Ejercicio 1.7. Si |z| < 1y |w| < 1, comprobar que <1.

- Wz
Ejercicio 1.8. Si z1,z9,z3 € C son tres puntos distintos, tales que |z1| = |z2| = |z3| ¥
z1 + z2 + z3 = 0, demostrar que ellos son los vértices de un tridngulo equildtero.

Ejercicio 1.9. Sean z1, zo, z3 tres puntos distintos y no colineales del plano C.

(a) Hallar la ecuacién de la recta que biseca perpendicularmente al segmento [z1, z2].
(Esta recta se llama la mediatriz del segmento [z1, z2]).

(b) Encontrar el circuncentro del tridngulo con vértices z1, zo, z3: esta es la interseccién
de las tres mediatrices de los lados (las cuales son tres rectas concurrentes, como
la prueba indicara).

() Una altura del tridngulo es una recta que pasa por un vértice, perpendicular al
lado opuesto. Las tres alturas son concurrentes en el ortocentro del tridngulo. En
el caso de que el circuncentro resulta ser el origen 0, verificar que el ortocentro es
el punto z1 + z5 + z3.

Ejercicio 1.10. Si z,w € C, sean Z, W los puntos correspondientes (bajo la proyeccion
estereografica) en la esfera unitaria S2.

(a) Demostrar que Z y W son antipodas uno del otro (es decir, que el segmento [Z, W]
es un didmetro de S?) si y solo si zw = —1.

(b) Si w = 1/z, hallar la relacién correspondiente entre las coordenadas cartesianas
de Z y W. Concluir que la transformacién z +— 1/z del plano extendido Cs
corresponde con una mediavuelta (rotacién por un dngulo ) de S? alrededor de
uno de sus diametros. ({Cudl es ese didmetro?).
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(c) Comprobar que la distancia euclidiana entre Z y W es igual a

2|z — w|

d(z,w) := )
V1421241 +|w?

Ejercicio 1.11. Determinar el radio de convergencia R para cada una de las siguientes
series de potencias:

(o) o0 (o)
| 2 .
Zn!z", Zz”', Zq" Z" si gl < 1.

n=0 n=0 n=0

Ejercicio 1.12. Determinar el radio de convergencia R para cada una de las siguientes
series de potencias:

(o]

(o] Z [oe]
Z T Z on 22"’ Z ok 2k | gk+1,2k+1
n

n=0 k=0

o)

Ejercicio 1.13. Verificar que la convergencia de la serie geométrica Z z" no es uniforme

n=0
en todo el disco abierto D(0;1) ={z€ C: |z|] < 1}.

Ejercicio 1.14. Demostrar que el radio de convergencia R de la serie de potencias
(o]
Z a, (z — ¢)" obedece la férmula R = lim @]

n=0 e |an+1|

toda vez que este limite existe.

Ejercicio 1.15. Comprobar que las siguientes tres series de potencias:
n n

(o) (o) o0
n z z
PILESIED I D
n

n=0 n=1 k=0

S

tienen el mismo radio de convergencia R = 1. En el circulo unitario T = {z € C : |z] = 1},
demostrar que una de estas series diverge para todo z € T; otra converge paratodoz € T;
y la tercera diverge en un solo punto de T.

[ Indicacién: en el tercer caso, estimar (1 —z) 3\;_, .4 axzt con |z| = 1.]]

Ejercicio 1.16. Identificar el conjunto de todos los z € C para los cuales esta serie

converge:
1+z/]

n=0

I-34



MA-702: Variable Compleja  1.5. Ejercicios sobre funciones de una variable compleja

Ejercicio 1.17. Si z = x + iy con x,y € R, comprobar que |e*| = e*. En seguida, hallar
todas las soluciones de la ecuacion e* = 1.

Ejercicio 1.18. Definase cosh z := %(ez +e %) ysenhz := %(ez — e %) para todo z € C.

(a) Hallar las series de potencias (centrados en 0) que representan estas dos funciones;
y expresarlos en términos de cos iz y seniz.

(b) Demostrar las siguientes identidades, validas para todo z, w € C:

senh(z + w) = senh z cosh w + cosh z senh w,

cosh(z + w) = cosh z cosh w + senh z senh w;

(c) Demostrar las siguientes identidades, validas para todo x,y € R:

sen(x + iy) = sen x cosh y + i cos x senh ,

2 2

| cos(x + iy)|* = senh? y + cos? x = cosh? y — sen? x.

Ejercicio 1.19. Si las dos series de potencias

f@=)aGz-o" y gz)=) bu(z=0)"
n=0 n=0
son convergentes en el disco abierto D(c;r), demostrar que la serie de potencias:2!
(e n
h(z) := Z ¢, (z=¢)", donde ¢, := Z arb,_r para neN,
n=0 k=0

es también convergente para z € D(c; r). Concluir que h(z) = f(z) g(z) para |z —c| < r.

Ejercicio 1.20. Obtener la serie de potencias, centrado en 0, de la funcién

eZ

1-2z

h(z) =

al multiplicar las series de potencias de e* y (1 — z)~!.
Demostrar que la serie de potencias asi obtenida tiene radio de convergencia R = 1.
[ Indicacién: usar el Ejercicio 1.19 anterior. ||

*'Cuando dos series ),50Sn ¥ 2nso tn, €1 R 0 en C, son absolutamente convergentes, se sabe que
el producto de Cauchy Y,,.o(Xxs/—n Skl1) es también absolutamente convergente; y que su suma es el
producto de las dos primeras sumas.
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Ejercicio 1.21. Una funcién f: U — C, definida en un vecindario abierto U de zy € C,
es diferenciable en z; si y solo si existe f'(zp) € Cy d > O tales que

f(z) = f(z0) = f(z0) (z—z0) =0(z —2z0) | para |z—zo| <, (1.34)

donde o(h)/h — 0 cuando h — 0 (notacién de Landau). A partir de esta definicién de
diferenciabilidad, verificar las reglas usuales de derivacion:

(Af)'(z0) = A f"(z0) si A€C,
(f +9)"(20) = f'(20) + ¢'(20),
(f9)'(z0) = f"(20) 9(20) + f (20) ¢ (20),

(1/f>'<zO>=—Jf;Z§)2 Si f(z0) #0.

Ejercicio 1.22. Si f es una funcién diferenciable en zp, y si g es una funcién diferen-
ciable en wyg = f(zp), demostrar que go f: z — ¢g(f(z)) es diferenciable en z,. Usar la
definicién de diferenciabilidad del Ejercicio 1.21 para comprobar la regla de la cadena:

(g0 f) (z0) = 9'(f(20)) f'(20).

Ejercicio 1.23. Sila serie de potencias f(z) = ). ", a, (z—c)" tiene radio de convergencia
R > 0, demostrar que la serie de potencias de su primitiva:

(o)

a
F(z) = ) —"=(z=¢)""
cn+ 1

también tiene radio de convergencia R; y que F'(z) = f(z).

Ejercicio 1.24. Si f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) donde u,v: U — R son funciones
diferenciables reales, sea F(x,y) := (u(x,y), v(x,y)), asique F: U — R?es diferenciable.
Comprobar que el jacobiano de F tiene la forma

ou/ox oduloy| |9f/9z of/oz
JF(x,y) = =z = |-
ov/ox ouldy| |of/oz If/dz
- . . . of _of
Verificar que las ecuaciones de Cauchy y Riemann son equivalentes a Frinireie 0.
z z

Concluir que f es holomorfa en zg € U siy solo si su jacobiano cumple

JF(x0,Y0) = | (z0)]*.
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Ejercicio 1.25. La doble conjugada de una funcién compleja f es

9(2) := f(2).

Si f: U — C es holomorfa en una region U C CysiV = {z: z € U}, comprobar que
g es holomorfa en V. Si f es analitica en un disco D(c; R), mostrar que g es analitica en
el disco D(¢; R) y hallar la correspondencia entre las series de potencias de f y g.

Ejercicio 1.26. Demostrar que las transformaciones lineales fraccionales (1.28) forman
un grupo bajo composicion de funciones,?2 al calcular s; o s3(z) donde

aiz + bl asz + bz

s1(z) := ,
1() 012+d1

Concluir que hay una unica transformacioén lineal fraccional que lleva un triple ordenado
de puntos distintos (zs, z3, z4) € C2, en otro triple ordenado dado (wo, w3, wg) € C2, .

Ejercicio 1.27. Hallar la (inica!) transformacion lineal fraccional s que cumple
s(-1)=1, s(0)=1i, s(1)=-1.

Describir las imagenes de las curvas s(Cr) C C en los siguientes casos:

@) C1 =Ry, =R W {0} esla recta real extendida;

(b) C3 = iR, = iR W {0} es la recta imaginaria extendida;
(© C3=T={zeC:|z| =1} es el circulo unitario;
(d) C4={z€C:|z| = % } es otro circulo centrado en 0.

Ejercicio 1.28. Hallar todas las transformaciones lineales fraccionales que dejan inva-
riante el circulo unitario T = {z € C : |z| = 1}, aunque posiblemente permutan sus
puntos.

Ejercicio 1.29. Una rotacién de la esfera unitaria S? ¢ R3 deja fijos dos puntos antipo-
dales de la esfera (por donde pasa el eje de la rotacién) y lleva cada par de antipodas en
un par de antipodas. Obtener la forma general de la transformacién lineal fraccional (una
aplicacién biyectiva sobre C,,) que corresponde con una rotacién de S? bajo proyeccién
estereogréfica. [ Indicacion: usar el Ejercicio 1.10. |

??Este grupo se denota comtinmente por PSL(2, C).
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Ejercicio 1.30. Demostrar que una transformacion lineal fraccional z +— s(z) conserva
la razén doble de cuatro puntos distintos:

[s(21),5(22); 5(23), s(24)] = [21, 225 23, z4].
[ Indicacién: considerar la transformacion ¢(z) := [z, z2; 23, z4]. ||

Ejercicio 1.31. Mostrar que nlog(1 + %) — z cuando n — oo y deducir que

n
, z
lim (1 + —) = ¢é~.
n—oo n
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2 El Teorema de Cauchy y las Funciones Holomorfas

Because of the legendary, voluminous nature of his publi-
cations, Cauchy often lost track of results he had obtained.
[. .. ] In complex function theory, he had provided a po-
werful tool for analysts with the so-called Cauchy integral
theorem; yet he attached far more significance to his “cal-
culus of residues”.

— Carl Benjamin Boyer

El andlisis complejo, como materia distinguible del andlisis real, comienza con una
observacién fundamental: la integral indefinida de una funcién holomorfa es indepen-
diente del camino de integracién, toda vez que la regién encerrada por dos caminos no
contenga una singularidad de dicha funcién. La primera demostracion fue publicada por
Cauchy! en 1825 y hoy en dia se designa como el Teorema de Cauchy.

Sin embargo, ya en 1811, Gauss escribi6é en una carta al astrénomo Friedrich Bessel,>2
refiriéndose a una funcién f(z) de argumento complejo, {qué debe pensarse de f f(z)dz
para z = a+ib? Después de discutir la ambigiiedad de formular la integral como suma de
pequefios incrementos en z, enuncid su conjetura de que la integral resultante no seria
ambigua si el integrando no se vuelve infinito en la regién entre dos curvas que repre-
sentan las transiciones en z. Alegd tener una prueba, no muy dificil, de este fenémeno,
que publicaria oportunamente. Sin embargo, no lo hizo hasta 1832.

Lo que tanto Gauss como Cauchy vieron con claridad era la necesidad de precisar bien
el concepto de la integral de una funcién en el plano complejo. Es oportuno, entonces,
comenzar con una discusion de las integrales de linea en el plano complejo.

2.1. Integrales de linea en C

Para definir integrales en el plano C, primero se debe considerar los posibles dominios
de integracion. En contraste con el caso de la recta real, en donde “la integral de una
funcion de s a t ” tiene lugar en el intervalo real [s, ¢], hay una gran variedad de caminos
de integracién entre dos puntos z, w € C.

Definicion 2.1. Una curva parametrizada es una funcién continua y: [a,b] — C. Esta
parametrizacion es regular si la derivada y’(t) existe y es continua en [a, b], cony’(t) # 0

TAugustin-Louis Cauchy, Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires, Paris,
1825.

2Citado por Saunders MacLane, “Foundations of Complex Analysis”, p. 31, en A Source Book in Mathe-
matics, 1200-1800, Dirk J. Struik, ed., Harvard University Press, Cambridge, MA, 1969.
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para a < t < b. En los extremos, se sobreentiende que las derivadas son unilaterales:

etk —y@ e YR (b))
h h10 h
Ma4s generalmente, una parametrizacién es regular por trozos si hay una particiéon
finitaa =1ty <t; <--- <t, =bdel intervalo [a, b], tal que t — y(¢) es regular en cada
subintervalo [t;, t;+1].
Se supondrd, de ahora en adelante, que y es regular por trozos.> o

! =1
y'(a+) im

1+

y(¢) =2 +it?

1-i

Figura 2.1: Una curva parametrizada no regular

Ejemplo 2.2. Considérese la curva parametrizada y(t) := 2 + it> para -1 < t < 1.
Es claro que y’(t) = 2t + 3it? es continua en el intervalo [—1, 1]. Esta parametrizacién
no es regular porque y’(0) = 0. Geométricamente, la falta de regularidad en t = O se
manifiesta como una ctispide en la curva, en el origen O € C. Véase la Figura 2.1. o

Definicion 2.3. Dos parametrizaciones regulares y: [a,b] — Cy y: [¢,d] — C se
consideran equivalentes si hay una biyeccién de clase C!, s — t(s) : [c,d] — [a,b], con
t'(s) > 0 para todo s — por ende s > t(s) es estrictamente creciente — tal que

7(s) =y(t(s)) para c<s<d. (2.1)

La funcién inversa t +— s(t) es también de clase C!, cons’(t) = 1/t'(s(t)) > 0, asi que esta
relaciéon en efecto es simétrica. Su transitividad sigue facilmente de la regla de la cadena.
Un contorno regular se define como una clase de equivalencia de parametrizaciones
regulares. De manera similar se define un contorno regular por trozos.

El punto y(a) = y(c) es el punto inicial de este contorno, mientras y(b) = y(d) es el
punto final del contorno; ellos no dependen de la parametrizacién particular. o

3Todos los resultados aqui expuestos siguen validos si la curva y sélo es rectificable, esto es, de
longitud finita. Esto ocurre si y solo si la funcién continua y: [a,b] — C tiene variacién acotada. Cada
curva regular por trozos es rectificable.
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Ejemplo 2.4. Dada un contorno regular C con una parametrizacion regular ¢t +— y(t)
para a < t < b, considérese la curva parametrizada determinada por

y(s) :=y(a+b-s), para a<s<b. (2.2)

Aqui t(s) := a+ b —s cumple t'(s) = —1 < 0, asi que las curvas parametrizadas y y y no
son equivalentes. La parametrizacidn s — y(s) recorre los mismos puntos que t — y(t),
pero en el orden reverso: es claro que y(a) = y(b) y y(b) = y(a). La clase de equivalencia
de s — y(s) se denota por —C: esto es el contorno opuesto de C. o

Definicion 2.5. Un contorno cerrado es un contorno C cuyos puntos inicial y final
coinciden: y(a) = y(b) para cualquier parametrizaciéon y de C. Para que este contorno
sea regular en el punto y(a) = y(b), la parametrizacién debe obedecer y’(a+) = y’(b-).

Una contorno simple es un contorno C (regular por trozos) cuyas parametrizaciones
y cumplen y(t1) # y(t2) sit; # ty en [a, b], con la posible excepcién del caso y(a) = y(b).
En ese caso excepcional, C es un contorno cerrado simple.

La traza de un contorno C es el conjunto de los puntos { y(t) :a <t < b} enC -el
cual es obviamente independiente de la parametrizacion. Es evidente que los contornos
Cy —C tienen la misma traza, pero el sentido del recorrido las distingue. o

z(0)=z(271)

Figura 2.2: La lemniscata: una curva cerrada pero no simple

Ejemplo 2.6. Una lemniscata es una curva plana (el nombre significa cinta) que obedece
una ecuacién polar de la forma r? = 242 cos 20, con a > 0 constante. Su traza no tiene
puntos en los sectores 7/4 < 0 < 3n/4y —-3n/4 < 0 < —n/4, donde cos260 < 0. Una
posible parametrizacién de la lemniscata es y(t) = x(t) + iy(t), donde

av2cost av2sentcost

, b)) = , ara 0 <t < 2.
y(t) 1+sen?t P

Esta es una curva cerrada, ya que y(0) = y(27) = aV2. Sin embargo, esta curva no es
simple, porque y(/2) = y(37/2) = 0. El recorrido de la curva dada por esta parametri-

zacion estd ilustrada en la Figura 2.2. o
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Ejemplo 2.7. La curva C parametrizada por
z(t) :=c+re’, para 0<t<2rm,

es el circulo con centro c y radio r, recorrido una vez contrario a reloj. Esta es un contorno
cerrado simple. El contorno opuesto —C se puede parametrizar por ¢ — c + re”'; esta
curva es el mismo circulo recorrido una vez a favor de reloj.

La parametrizacién t + c+re'!, para 0 < t < 4, es equivalente a s — ¢ +re?", para
0 < s < 2. Se trata del mismo circulo, recorrido ahora dos veces consecutivas contrario
a reloj. Este contorno recibe el nombre 2C; es cerrado pero no es simple.

En general, sin € Z, n # 0, se denota por nC el contorno cerrado parametrizado por
t — c+re" para 0 < t < 27; asi se recorre el circulo n veces, con el convenio de que
un recorrido “negativo” obra en el sentido opuesto de un recorrido “positivo”. Del mismo

modo, cualquier contorno cerrado puede ser recorrido n veces, sin € Z \ {0}. O

2is

Lema 2.8. Sea C un contorno en C, parametrizada por y: [a,b] — C regular por trozos.
Si f: U — C es una funcion continua cuyo dominio incluye la traza de C, la integral*

b
/ Fo) ¥ (0 di (2.3)

no depende de la parametrizacion de C.

Demostracion. Si f(z) = u(z) +iv(z) expresa las partes real e imaginaria de la funcién f,
y siy(t) = x(t) + iy(t), la integral (2.3) significa

b
[ wtren + (o) 0 + /1)) s

b b
= / (w(r (D)% (1) — o(y (D) (1)) di + i / (u(y (D) (1) + oy (D)% (1) dt.

donde las dos integrales al lado derecho son integrales de Riemann de funciones reales
continuas. (La continuidad por trozos de f y de y’ garantiza la existencia de estas
integrales de Riemann.)

Sea s — (s) otra parametrizaciéon de C, que cumple (2.1). Entonces, por la reglas
de cambio de variable y de la cadena para funciones reales, se obtiene

b d d
/ Fre) Y (1) dt = / Fr(t(s) ¥ (1)) £'(s) ds = / £ 7(5) ds.

El lado derecho es la expresidon analoga a (2.3) en la nueva parametrizacion. O

4Sila curva y solo es rectificable (es decir, de variacién acotada) seria necesario reemplazar la integral
en (2.3) por una integral de Stieltjes fa b f(y(t)) dy(t); hecho eso, la conclusion sigue valida.
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Definicion 2.9. Sea f una funcién continua, definida sobre la traza de un contorno C.
La integral de linea de f sobre C es la cantidad

b
/ f(z)dz = / FOre) Y (@) dt. (2.4
C a

Al lado derecho, t — y(t) es una parametrizacién (regular por trozos) cualquiera de C.
También se emplea la notacién

?éc‘f(z)dzz‘/cf(z)dz

cuando C es un contorno cerrado. O
Ejemplo 2.10. Vale la pena calcular la integral /c z dz, para algunas curvas en C.

(@) SiC es el segmento de recta desde 0 a 1 + i, tdmese y(t) := ¢t + it; entonces

1 1
/2dz=/ (t—it)(1+i)dt:/ 2tdt = 1.
C 0 0

(b) Si C es el segmento [0, 1] seguido por el segmento [1,1 + i], parametrizado por
x — x yluego y — 1 + iy, entonces

1 1
/Edz:/ xdx+/ (1—iy)idy=%+(i+%):1+i.
c 0 0

(¢) Si C es el segmento [0, i] seguido por el segmento [i,1 + i], parametrizado por
y — iy y luego x — x + i, entonces

1 1
/chZ:/(; (—iy)idy+/0 (x—i)dx=%+(%—i):1—i.

Estos son tres casos de una misma funcién continua (ipero no holomorfa!) sobre tres
curvas regulares por trozos con los mismos puntos inicial y final. Esto pone en evidencia
que, en general, una integral de linea depende del camino recorrido entre sus extremos. ¢

En el mismo espiritu, tdmese por C el circulo unitario T recorrido una vez contrario
a reloj, parametrizado por 6 — ¢, Entonces

2 27
75 zZdz = / e " (ie'?) do = / id6 = 2ri.
C 0 0

Una integral independiente del camino tendria integral O sobre un contorno cerrado;
pero eso no ocurre en este caso.
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» Es facil verificar que la integral de linea (2.4) tiene las propiedades conocidas de
integrales de linea de varias variables reales. Concretamente:

(@) La integral fcf(z) dz eslineal en f (para C fijo).

(b) La reversion del recorrido C +— —C cambia el signo de la integral:

/—cf(Z) dz = _/c:f(Z) dz. (2.5)

© Si¢(C) := /a b ly’(t)| dt denota la longitud del contorno C (que no depende de la
parametrizacién), entonces

/Cf(z) dz

si el dominio de f incluye la traza de C.

< £(0) sug lf(2)], (2.6)

Proposicion 2.11. Sea U C C una region y sea F: U — C una funcién holomorfa cuya
derivada F’ = f es continua.” Si C es un contorno cuya traza estd incluida en U, con punto
inicial zo y punto final z1, entonces

/C F(2)dz = F(z1) - F(z), (2.7)

ast que esta integral “no depende del camino”.

Demostracién. Sea y: [a,b] — U una parametrizacién regular de C, con y(a) = zp y
y(b) = z1. Entonces la igualdad (2.7) se reduce a

b b b d
[ rowywa= [ Pa@yymd= [ LR d=Foo) - o)

como consecuencia de la regla de la cadena y el teorema fundamental del cdlculo para
funciones diferenciables reales (con valores en R2). m]

Esa independencia de camino proporciona un caso facil del teorema de Cauchy.

Corolario 2.12. Siel contorno cerrado C estd incluida en unaregionU C C;ysif: U — C
es una funcion continua que es la derivada de una funcion F holomorfa en U, entonces

}{f(z)dz=0. B
c

5Se vera mas adelante, como consecuencia del teorema de Cauchy, que la derivada de una funciéon
holomorfa es continua, de oficio. Por ahora, se toma esa propiedad como una hipdtesis extra.
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Corolario 2.13. Si C es un contorno cerrado cualquiera en C, entonces

jlgzmdz:o para cada m € N.
c

Demostracién. Basta notar que z™ = 4 (

1

m+1 _
——2z™1) paracadam=0,1,2,.... O

El siguiente resultado es el andlogo de una conocida propiedad de funciones diferen-
ciables de una variable real; en ese contexto es deducido directamente del teorema de
valor medio.

Lema 2.14. Si f: U — C es una funcion holomorfa en unaregion U C C, tal que f'(z) =0
para todo z € U, entonces f es una funcion constante.

Demostracion. Tomese ¢ € U y sea r > 0 tal que D(c;r) C U. Si z € U, definase
y(t) ;== (1 —t)c+tzparat € [0,1]. Esta y parametriza el segmento [c,z] C U. Entonces
f(z) — f(c) = f[c,z] 0dz = 0 por la Proposicién 2.11. En consecuencia, f(z) = f(c) para
todo z € D(c;r).

Sizg € U, definase A := {z € U : f(z) = f(zo0) }. Por el parrafo anterior, A es una
parte abierta de U. La continuidad de f muestra que A es una parte cerrada de U. Como
la regién U es conexa y zp € A, se deduce que A = U. Esto dice que f(z) = f(zp) para
todoz € U. O

2.2. El teorema de Cauchy

El referido teorema dice que la integral de una funcién holomorfa f, definida en una
region U C C, sobre un contorno cerrado simple C c U, se anula:

j{f(z) dz =0. (2.8)
C

Si f posee una primitiva F, también holomorfa, esto es consecuencia del Corolario 2.12.
Sila derivada f” de la funcién holomorfa f es continua, es posible comprobar la nulidad
de la integral al adaptar la conocida demostracién del teorema de Green en el plano R2.
Resulta, sin embargo, que la hipdtesis de la continuidad de f’ no es indispensable.

Antes de abordar una demostracion de (2.8), vale la pena notar que esa igualdad es
vélida para una funcién analitica f definida en un disco abierto D(c; R), porque en ese
caso f admite una primitiva F (por el Ejercicio 1.23) definida en el mismo D(c; R); como
cada funcién analitica es holomorfa, el Corolario 2.12 es aplicable. Pero para mostrar que
toda funcién holomorfa es analitica, se debe usar un corolario del teorema de Cauchy.

La demostracidn original de Cauchy (para un contorno rectangular) fue mejorada
por Edouard Goursat y adaptada por Alfred Pringsheim (para tridngulos).
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El teorema de Goursat

Notacion. Siz, w, t son tres puntos distintos de C, A zwt denotara el tridngulo orientado
con vértices z, w, t, recorridos en ese orden. Este es el contorno poligonal cerrado formado
. —_—>
por los tres segmentos de z a w; de w a t; y luego de t a z. (Es evidente que A zwt =
—> —> . . —

Awtz = Atzw.) Este contorno encierra la placa triangular [z, w,t] = E(A zwt), la cual
es la envoltura convexa® de los vértices z, w, t.

El perimetro del tridngulo orientado A zwt es la suma de las longitudes de sus lados:

o(Azwh) = |z —w| + |w—t| + |t — z].

El argumento de Goursat y Pringsheim se basa en la estimacion siguiente para una
integral sobre un contorno triangular.

Lema 2.15. Sea f: U — C una funcion holomorfa definida en una regiéon U de C. Si c € U
ysie> 0, existe § > 0 tal que D(c; ) C U y para todo tridngulo orientado T con vértices
en D(c; §), se cumple la estimacion:

ﬁf(z) dz

Demostracion. La diferenciabilidad de f en ¢ dice que existe § > O tal que D(c;9) € U
y ademads se satisface la estimacion:

lz—cl <6 = |f(2) - flo) - f()(z—c)| < elz—cl.

< et(T)suplz —c|. (2.9)

zeT

La funcién z — f(c) + f'(c)(z — ¢) es un polinomio de primer grado; el Corolario 2.13
muestra que

FU+r@-a)az=o

(Cada punto de T queda en D(c; &) porque este disco abierto es convexo.) Entonces:

‘}Igf(z)dz

= ‘jg(f(Z) - f(©) = f(e)(z=0)) dz
< ¢(T) sup [f(2) = f(e) = f'(e)(z - ©)|

< et(T)supl|z —c|. O
zeT

%La envoltura convexa [v1, 05, v3] de tres vectores vy, v, v3 €n Un espacio vectorial real es el conjunto
convexo { rvy +svg+tusg : 1,8, t > 0; r+s+t =1}. Sivy = v3, esta envoltura se reduce al segmento [v1, v3].
Aqui se usa la terminologia placa triangular para denotar el interior de un tridngulo, junto con su borde;
Se reserva la palabra tridngulo para el borde (orientado) de esa placa triangular.
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En un tridngulo T = A z_>wt, las tres medias paralelas [%(z +w), %(w + t)], etcétera,
dividen la placa triangular [z, w, t] en cuatro placas triangulares congruentes: véase la
Figura 2.3. Los cuatro tridngulos asi formados tienen perimetro %{’ (T), y cada una de sus
areas es %r del dreade T.

Figura 2.3: Cuadriseccién del interior de un tridngulo

Teorema 2.16 (Goursat y Pringsheim). Sea f: U — C una funcion holomorfa en una
region U que incluye la placa triangular [z, w,t]| cuyo borde orientado es el tridngulo
T = A zwt. Entonces la integral de f en el contorno cerrado T se anula:

jgf(z) dz = 0. (2.10)
T

Demostracion. Sean T(1), T(2), T(3), T(4) los cuatro tridngulos congruentes formados por
los lados y las medias paralelas del tridngulo T. Dendtese por Aj, Ag, As, A4 las dreas
respectivas de las placas E(T(;)). (Véase la Figura 2.3).

En la suma de las integrales de linea /Tm f(2) dz, las medias paralelas se repiten con

orientaciones opuestas y sus contribuciones se cancelan, por (2.5). Entonces

j{f(z) dz = f(z)dz+ f(z)dz+ f(z)dz+ f(2)dz. (2.11)
T Ty Ti2) Tis) Ta)

SeaM := | fT f(2) dz| y escribase Ty := T. Entonces la desigualdad triangular establece
que al menos uno de los cuatro tridngulos T(1), T(2), 1(3), T(4), que se puede llamar T,

cumple:
£(T)

f(Tl):T y Tf(z)dz

Ahora se procede por induccidén: se subdivide el tridngulo T; por sus propias medias
paralelas; entonces 51%1 f(z) dz es la suma de cuatro partes por el andlogo de la férmula
(2.11), asi que al menos uno de estos cuarto, denotado por T, cumple

£(T) M

M
Z —.
4

f(z)dz
T
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En el n-ésimo paso, se obtiene un tridngulo T, tal que

Dy ﬁ f(z) dz

£(
2n
Las placas triangulares E(T,) estan encajadas: E(Tp) D E(Ty) D E(T) D --- D E(T,) D
-+ y sus didmetros? tienden a O: es obvio que diam E(T,) es la longitud del lado més
largo de T, y por ende diam E(T,) = 27" diam E(T). Como el conjunto E(T) es compacto,
la interseccién (), E(T,) no es vacia y tiene didmetro O: o sea, esta intersecciéon es un
solo punto {c}.

Dado ¢ > 0, tdmese & > 0 tal que D(c;§) C U. Como c € E(T,) para cada n, entonces
hay N e Ntalquen > N = diamE(T,) < §, lo cual conlleva E(T,) C D(c;d). Sin
perder generalidad, se puede redefinir § y N de modo que se cumple las condiciones del
Lema 2.15 — aqui es donde se usa la hipdtesis de ser f holomorfa en U —y de (2.9) se

deduce que:
‘7{ f(z)dz
T,

Por lo tanto, se obtiene, paran > N:

jgn f(z)dz

Entonces M < ¢£(T) diam E(T) para todo ¢ > 0, asi que M = 0. La igualdad (2.10) sigue
de inmediato. O

f(Tn) =

> —
/4n-

< el(T,)sup|z —c| < e€(T,) diam E(T,).

zeT,

M < 4" < e-2"(Ty,) - 2" diam E(T,) = € £(T) diam E(T).

El Teorema 2.16 es un caso particular del teorema de Cauchy. Debido al proceso de
subdivision repetida de tridngulos (ésta fue la contribucién de Goursat), no es necesa-
rio suponer que f es continuamente diferenciable, sino solamente diferenciable en cada
punto ¢ de su dominio.

El teorema de Cauchy en una region estelar

Definicion 2.17. Una regién U C C tiene forma estelar si hay un punto ¢ € U tal que
para todo z € U, la region U incluye el segmento [¢,z] = {(1—-t)c+tz:0<t<1}. ¢

Es claro que una regién convexa tiene forma estelar: en tal caso, se puede tomar
cualquier ¢ € U como el punto de mira. Por otro, el plano cortado C \ R_ es una regién
de forma estelar no convexa: témese ¢ = 1 como punto de mira.

[ Siz = c en la Definicién 2.17, el “segmento” es trivialmente un punto, [c, c] = {c}. ]

7Si E C C, su diametro es diam E := sup{ |z1 — z2| : z1,22 € E }.
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Proposicién 2.18. Sea U C C una region de forma estelar. Si f: U — C es una funcion
holomorfay si C C U es un contorno cerrado (regular por trozos), entonces hay una funcion
holomorfa F: U — C tal que F'(z) = f(z) para z € U.

Demostracion. Téomese ¢ € U tal que [c,z] € U para todo z € U. Definase

F(z) := f(w)dw.
[c.z]
Siz € Uysie > 0, entonces hay § > 0 — que depende de z, obviamente — tal que
D(z;6) cUvy|f(w)— f(z)| < e paraw € D(z;6), porque f es continua en U.
Si ahora z’ € D(z;8), entonces [z,z'] C D(z, §) porque un disco abierto es convexo.
El segmento desde ¢ a cada punto (1 — t)z + tz’ de [z, z’] también estd incluido en U; la
union de estos segmentos es la placa triangular [c, z, z’], y por ende [c,z,2’] C U.

—
SiT = AczZ/, el Teorema 2.16 muestra que fT f(w)dw = 0. Entonces

F(Z) - F(2) = /[ 0 dw =f(2) (2 =)+ [ - s@)aw.

[2.2']

Por lo tanto, se cumple la desigualdad

<elz —z]

[F(z') = F(2) - f(2) (' - 2)| <

[ (rom = pen

toda vez que |z’ — z| < J. Se ha mostrado que F es diferenciable en z con F'(z) = f(z).
Como eso es vélido para todo z € U, F es holomorfa en U y es una primitiva de f en esa
region. m|

Corolario 2.19. Sea U C C una regién de forma estelar. Si f: U — C es una funcion

holomorfa, entonces
75 f(z)dz=0
c

para cualquier contorno cerrado (regular por trozos) C cuya traza queda en U.
Demostracion. Usando la Proposicion 2.18 anterior, este resultado sigue de inmediato del
Corolario 2.12. O
Regiones simplemente conexas

Es necesario ampliar la clase de regiones U C C que satisfacen la conclusion del
Corolario 2.19. Al examinar la demostracién de la Proposicién 2.18, se puede notar que
la propiedad esencial de la regién U es que contiene todos los puntos del tridngulo T c U.
Esta propiedad topoldgica es la conectividad simple de la region estelar.
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Figura 2.4: Una homotopia entre dos curvas en una region U

Definicién 2.20. Si U C C es una regién, dos curvas Cy y C; con trazas en U, con los
mismos puntos inicial y final p, ¢ € U, son homotdpicas en U si hay una familia continua
de curvas { C; : 0 < s < 1}, con trazas en la region U, intercaladas entre Cy y C1.

Maés precisamente: si yp: [0,1] — U, y1: [0,1] — U son dos parametrizaciones
continuas con yp(0) = y1(0) = p; yo(1) = y1(1) = q; entonces existe una funcién
continua I': [0,1] X [0,1] — U tal que T'(0,t) = yo(t), T'(1,t) = y1(¢) para 0 < t < 1.
Al colocar y,(t) :=I'(s,t), la funcién ys: [0,1] — U parametriza una curva continua C;
con trazaen U, para0 < s < 1.

La regién U es simplemente conexa si dos curvas cualesquiera entre puntos distintos
de U son homotdpicas en U. (Véase la Figura 2.4.) o

Observacion. Por definicién, la homotopia T' entre Cy y C; solo debe ser una funcién
continua de dos variables reales. Sin embargo, si las curvas Cy y C; son diferenciables, se
puede modificar I' en otra funcién diferenciable de dos variables; y si Cy y C; son con-
tornos regulares por trozos, también es posible modificar I' para que todos los contornos
intermedios C; sean regulares por trozos; en adelante, se asumird esa ultima condicién.®

Ejemplo 2.21. El plano complejo C es simplemente conexo. Un disco abierto D(c;r) es
simplemente conexo. El interior de un tridngulo T es simplemente conexo.

Cualquier region estelar es simplemente conexa (porque es contractible a uno de sus
puntos de mira). En particular, la regién C \ R_ es simplemente conexa.

Por otro lado, el plano perforado C* := C \ {0}; el disco perforado D(c;r) \ {c}; y el
anillo abierto

A(c;r,s) i={zeC:r<|z-c|<s}, con 0<r<s;

son regiones del plano que no son simplemente conexas. o

8Véase, por ejemplo, la subseccién 13.14 del libro de Rudin, o la subseccién 2.6 del libro de Simon.
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Lema 2.22. Si f: U — C es una funcién holomorfa en una region U, y si Cy y C; son dos
contornos homotdpicos en U (regulares por trozos) entre dos puntos p, q € U, entonces

f(2)dz= [ f(z)dz.
Co o)

Demostracion. Por la Definicion 2.20, hay una homotopia de contornos { C; : 0 < s < 1}
desde p a g dentro de U; y se puede suponer que cada Cs estd parametrizado por una
funcién y;: [0, 1] — U que es regular por trozos. Considere la funcién

I(s) ::/Cf(z)dz, para s € [0,1].

Se requiere mostrar que esta funcion es constante. Témese sy € [0, 1]. Por ser U abierto,
existe § > 0 tal que los discos D(ys,(t),5) € U cubren C;. Como Cy, es compacto en U,
hay un nimero finito de estos discos Uy, ..., U, y una particion 0 =t < t; < --- < t, =1
de [0, 1] tal que s, ([ti-1, t;]) € U; para cada j.

Como I': [0,1] X [0,1] — U es (uniformemente) continua, hay ¢ > 0 tal que

Is —sol <& te[tin,ti]] = ys(t) €U;.

Tomese s; tal que |s; — sg| < ¢. Entonces, dentro del disco U;, se puede construir un
contorno cerrado R; como una cadena de cuatro curvas: de y;,(ti—1) a ¥s, () sobre Cs,;
sigue con el segmento [ys, (1), v, (¢:)]; luego de ys, (¢;) a ys, (¢i—1) sobre —Cg, ; y cierra con
el segmento [y, (£i-1), Yoo (ti-1)].

Cada R; es un contorno cerrado dentro del disco U; (el cual es una region estelar). El
Corolario 2.19 muestra que yfRi f(z)dz = 0. Al sumar estas integrales nulas, las contribu-
ciones de los segmentos cancelan en pares y se obtiene

0= Z}if(z) dz = /Csof(z) dz—/CSl f(2) dz.

Resulta, entonces, que |s;1 — sg] < ¢ = I(s1) = I(sp); es decir que s +— I(s) es
localmente constante. El paso final es tomar una particién del intervalo compacto [0, 1]
en subintervalos de longitud menor que ¢, para concluir que 1(0) = I(1). O

Proposicién 2.23. Sea U C C una region simplemente conexa. Si f: U — C es una
funcidn diferenciable, entonces hay una primitiva F: U — C tal que F'(z) = f(z) en U.

En particular, vale @ f(z)dz = 0 para cualquier curva cerrada C con traza en U.
c
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Demostracion. Témese un punto ¢ € U y definase, para cada z € U,

F(z) := /Cf(w)dw

donde C es un contorno regular por trozos desde ¢ a z. El Lema 2.22 anterior muestra
que esta integral no depende del contorno C — aunque si de sus extremos c y z — porque
dos contornos cualesquiera desde ¢ a z son homotdpicos en U.

Se demuestra que F es una primitiva de f al adaptar la demostracién de la Proposi-
ci6n 2.18. Dado ¢ > 0, hay § > 0 con D(z;8) Cc Uy |f(2') — f(z)| < e para 2’ € D(z; ).
Sea C’ el contorno desde ¢ a z’ que sigue C con el segmento [z, z’]. De ahi se obtiene

F(z') - F(z) = f(w)dw
]

[z,2
y luego se deduce que |z’ — z| < § implica
|F(2') = F(2) — f(2) (2 —2)| < e]2' —zl.

Esto muestra que F es holomorfa en U, con F'(z) = f(2). |

2.3. La férmula integral de Cauchy

Teorema 2.24. Sea f: U — C una funcidn holomorfa cuyo dominio incluye el disco cerrado
D(c;r), y sea C la curva circular § — ¢ + re'? con —r < 6 < x (la cual recorre el borde del
disco una vez contrario a reloj). Entonces la siguiente formula de Cauchy es vdlida:

f(z) = i fw) dw | paracada ze€ D(c;r). (2.12)
2ni Jow—2z2

Demostracién. Témese z =: c+se’* € D,con0 <s <r;si0 < ¢ < %(r — ), entonces
D(z;¢) € D(c;r). Sea C, el circulo ¢ — z + ee’® de borde de D(z; ¢) (recorrido una vez
contrario a reloj). Con p := z +se'® € C,, q := c +re'® € C, el segmento [p,q] une
un punto en cada circulo. Dado § suficientemente pequefio con 0 < § < ¢, hay dos
segmentos paralelos a [p, q], separados por un pasillo de anchura §, con extremos en C,
y C respectivamente, formando asi una curva cerrada I, (véase la Figura 2.5).

Esta curva cerrada I, consta de cuatro trozos suaves: un arco largo de C, seguido
por un segmento paralelo a [g, p], seguido de un arco largo del circulo —C, recorrido
a favor de reloj, seguido por el otro segmento paralelo a [p, q]. Su region interior I(T})
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e

I,

Figura 2.5: Curva de tipo cerradura I}

es contractible y excluye el punto z. La unién Us := |J{ D(w; 1) : w € I(I}) } es una
region contractible que incluye la traza de T..

Como z ¢ Us, la funcién g(w) := f(w)/(w — z) es diferenciable en Us. La Proposi-
cién 2.23 entonces implica que

fw)

I‘gW—Z

dw = 0.

Al parametrizar los cuatro trozos mencionados de I, se obtiene cuatro integrales de linea
con suma igual a 0. Al dejar § — 0 en cada una de estas integrales, resulta

fo) ) L) fw)

cWwW—2 [q’p]W—Z CgW—Z [p’q]W—Z

dw = 0.

Las dos integrales sobre los segmentos [p,q] ¥ [g, p] (curvas opuestas) se cancelan, de

modo que
m dw = m dw.

cwW—2 c.wW—2z
El integrando en estos dos integrales tiene la forma

fw) _fw) - f=

w—z w—z w—2z

donde el primer término a la derecha es de la forma f’(z) + o(w — z); su integral sobre
C, tiendo a 0 cuando ¢ — 0, y por ende w — z si w € C, . Por lo tanto,

fw) dw = fz) dw = & iee'd d¢ =27 f(2),
cwW—z c.wW—1z2 _p celd
lo cual establece la férmula (2.12). m|
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Teorema 2.25. Si f: U — C es una funcion holomorfa en una region U C C, entonces su
derivada f’: U — C es continua en U. Ademds, si C es un circulo de borde de D(c;r) C U,
entonces vale

o) = f(w)

=5 v —2)? dw | para z € D(c;r). (2.13)
c _

Demostracién. Dado z € D(c;r) con D(c;r) C U, témese t € C con |t| < § < d(z,C), de
modo que z + t € D(c; r) también.® El Teorema 2.24 implica que

fern=f L fitw (1 A
_277.'i C t

t w—2z-—1 w—-2z

_ 1 f(w)
_Zni‘yé;(w—z—t)(w—z) dw.

Al dejar t — 0, el lado izquierdo converge a f’(z); mientras el integrando al lado derecho
esta mayorizado por

1
d(z,C) (d(z,C) — 6) i}ég |f(w)l.

Eso permite tomar el limite t — 0 bajo el signo integral; y se obtiene la férmula (2.13).
Ahora, el integrando al lado derecho de (2.13) es obviamente continuo en z toda vez que
z € D(c; r). Esto establece la continuidad de z — f’(z) para z € D(c; r), y por ende para
todo z € U también. O

El Teorema 2.25 muestra que una funcién holomorfa no es solamente diferenciable
(por definicién) sino también continuamente diferenciable. El siguiente resultado esta-
blece que los términos holomorfo y suave son sinénimos, cuando se trata de funciones
de una variable compleja. Ademads, proporciona una férmula utilisima para las derivadas
superiores de la funcién holomorfa.

Teorema 2.26 (La férmula integral de Cauchy). Una funcién holomorfa f: U — Cenuna
region U C C es indefinidamente diferenciable en U. Ademds, si C es el circulo de borde
de D(c;r) c U, entonces para cada n € N la derivada superior f (") obedece la férmula:

f(”)(z): n!j{ fw) dw | para ze€ D(c;r). (2.14)

27i Jo (w—z)nt!

Demostracion. Los casos n = 0y n = 1 de esta férmula ya han sido demostrados en los
Teoremas 2.24 y 2.25.

°Aqui d(z,C) := inf{ |w — z| : w € C} denota la distancia del punto z al circulo C.
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Los demads casos siguen por induccién sobre n. Supdngase que f es (n — 1) veces
diferenciable y que obedece (2.14) con n — 1 en lugar de n. Entonces

o V(z+t) - fO V() (n-1)! [ f(w) 1 1
Y }é t ((w—

t z—t)”_(w—z)" dw

para z € Dy |t| < § < d(z C), usando las notaciones de la demostraciéon anterior. Al
escribiru :=1/(w—-z—-t)yo:=1/(w - z), la férmula
n n

u'—o"=(u—-0) W+ u" 20+ u™ 2 + 0™

muestra que

f(n—l) (Z + t) _f(n—l) (Z) _ (n - 1)' f f(W) (il ukvn—l—k) dw.
C k=0

t 27ri (w—z—-1t)(w—2)

Al dejar t — 0 con |t| < &, cada u¥v" 7% tiende a 0" ! = 1/(w — 2)" ! y el integrando
al lado derecho permanece acotado (garantizando la convergencia de la integral), de
modo que el lado izquierdo converge a f () (2) y la integral converge al lado derecho
de (2.14). m]

Corolario 2.27 (Estimaciones de Cauchy). Si f es una funcién holomorfa en una region
que incluye un disco cerrado D(c;r), y si |f(z)| < M para |z — c| = r, entonces se cumplen
las siguientes desigualdades, para cada n € N:

n'M
rn

IF™(e)] < (2.15)

Demostracion. Apliquese la formula integral (2.14) en el circuloC={w : |w—c| =r}:

o) = | W) ‘_n_! T fletre?)
FHal = 27ri ji (w —c)n+l dw| = 2
n! ”]\_/I n! 2xM

i6
Tl gi(na)0 ¢ do
n! T f(c+re?
< — M rdé < —

A5 =
27 J_, rr+l T g 21 "

v/

O

Teorema 2.28. Si f es una funcion holomorfa en un abierto que incluye un disco cerrado
D(c; r), entonces f es analitica en el disco abierto D(c; r), porque alli coincide con la suma
de su serie de Taylor:

© £(n)
f(z) = Z f7(e) (z—c¢)" para |z—c|<r. (2.16)
n=0

n!
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Demostracion. Si |z — ¢| < r, las estimaciones de Cauchy (2.15) implican que la serie de
potencias al lado derecho de (2.16) converge, por comparacion con la serie geométrica
Yoo M (|z — c|/r)". Asi, esta serie de potencias tiene radio de convergencia R > r.
Si C es el circulo {w : |w —c| =r}, la formula de Cauchy (2.12) muestra que
1 w
@) =5 ¢ 1

- dw para |z—c|<r.
27i Jow—2

Ahora bien, para 0 < |z — ¢| < r, la identidad

1 1 1 1 z—c
w—z_(w—c)—(z—c)_w—c/( _w—c)

permite desarrollar el tltimo integrando en una serie geométrica. Para cada z € D(c;r)
fijo, se obtiene

La desigualdad |z — ¢| < r = |w — ¢|, con z fijo, muestra que esta serie converge absoluta
y uniformemente para w € C. Entonces se puede intercambiar la suma con la integral en
la expansion

1S G-
1@ =5 § 2

RyE f(w) p o fP(e) n
_;(Znié(w—c)nﬂ dw)(z—c) _; n! (z=¢)

al aplicar la férmula integral de Cauchy (2.14) para cada n € N. O

En consecuencia, los términos holomorfa y analitica son también sinénimos para
funciones de una variable compleja, con la siguiente advertencia: la serie de Taylor (2.16)
representa la funcién holomorfa f(z) en un disco circular solamente, mientras que el
dominio de f podria ser una regién cualquiera. Asi, por ejemplo, la funcién z +— 1/(1-z)
es holomorfa y por ende analitica en cualquier disco D de centro ¢ # 1y de radio |c — 1|,
pero las diversas series de potencias que representan 1/(1 — z) en el abierto C \ {1}
dependen del disco elegido.

» Una de las consecuencias mdas importantes de la férmula de Cauchy es la siguiente
propiedad de rigidez de las funciones enteras. Una funcién holomorfa se llama entera si su
dominio es todo C. Entre otras cosas, el Teorema 2.28 muestra que una funcién holomorfa
entera posee una serie de Taylor con cualquier centro y radio de convergencia infinito;
es decir, coincide con una funcién analitica entera en el sentido de la Definicion 1.11. En
adelante, se usara el término funcién entera, simplemente.
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Teorema 2.29 (Liouville). Si f: C — C es una funcién entera acotada, entonces f es una
funcidén constante.

Demostracién. Sea M := sup,¢c |f(z)], finito por hipétesis. Dado cualquier z € C, sea C
el circulo { w € C : |w| = r } para algtin r > |z|. Entonces la férmula integral de Cauchy
implica que

_ 1 flw)  flw) _z f(w)
f(2) - 5(0) = 27i ‘i(w—z Cw )dw 270 Jo w(w—2) dw
Por lo tanto,
@) - O] < P gy up LI Mrlzl _ Mzl
2 weclwllw—z| " r(r—lz[) r-|z|

Para cada z fijo, el lado derecho tiende a 0 cuando r — oo y por tanto f(z) = f(0).
Luego f es una funciéon constante. O

» Una de las aplicaciones mds famosas del teorema de Liouville es una prueba corta del
llamado “teorema fundamental del dlgebra”.

Proposicion 2.30 (Teorema Fundamental del Algebra). Cualquier polinomio no constante
en C[X] tiene un cero en C.

Demostracion. Sea p(z) = anz" + - -+ + a1z + ap un polinomio no constante, que necesa-
riamente tiene grado positivo n > 0, con a, # 0. Supdngase, para luego demostrar lo
contrario, que p(z) # O para todo z € C. Entonces la funcién f(z) := 1/p(z) es una
funcién entera.

Témese r > 0 suficientemente grande tal que Zz;é lag| ¢ < %lanlr”. Entonces
Ip(z))| = %lanlr” para |z| = r. En consecuencia, |p(z)] — oo cuando |z] — oo ¥
por ende, f(z) — O cuando |z| — oo. Luego f debe ser acotada: si |f(z)| < 1 para
|z| > s, ysiM :=sup{|f(z) : |z| < s}, entonces |f(z)| < max{1, M} para todo z € C.

El Teorema 2.29 muestra que f(z) = f(0) es una constante no nula: f(0) # 0. Pero
eso contradice la convergencia f(z) — 0 cuando |z| — co. Por tanto, hay al menos un
z1 € C tal que p(z1) = 0. O

Corolario 2.31. Un polinomio de grado n > 0 tiene exactamente n raices en C (no necesa-
riamente distintas).

Demostracion. Por induccién sobre n: si p es un polinomio de grado n > 0, entonces p
no es constante (un polinomio constante no nulo tiene grado 0), asi que hay z; € C con
p(z1) # 0. Entonces p(z) = (z — z1) q(z) donde g es un polinomio de grado n — 1. Por la
hipétesis inductiva, hay zy, ..., z, € C tal que q(z) = a, (z — z2) ... (z — z,). Luego

p(z) =an(z—z1)(z = 22) ... (z = zn). o
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» Hay una especie de teorema inverso al teorema de Cauchy, que en ciertas circunstan-
cias resulta util para comprobar la holomorficidad de una funcién compleja.

Teorema 2.32 (Morera). Si U es una regiéon de Cy si f: U — C es una funcidén continua
tal que 55(: f(z) dz = 0 para todo contorno cerrado en U, entonces f es holomorfa en U.

Demostracion. Basta mostrar que f posee una primitiva en U. Tomese ¢ € U fijo; para
z € U, sean C, y C;, dos curvas (suaves por trozos) desde c a z dentro de la regién U. Sea
C :=C, — C,, el contorno cerrado obtenido al recorrer C, seguido por —C.,. Entonces

/sz(w)dw_/c;f(w)dw=}1£f(W)dw:0

por hipdtesis. Por lo tanto, la funcién continua

F(z) = / " flwydw = /C S d

estd bien definida, es decir, no depende de la curva particular C, (cuya traza estd incluida
en U) sino solamente de sus extremos inicial ¢ y final z.

Como U es un conjunto abierto, hay § > 0 tal que D(z; §) C U. Entonces, para |t| < &,
sea C,4; la curva C, seguido por el segmento [z, z + t]. Luego

F(z+t)-F(z) 1
t t [z,z+t]

f(w)dwz/olf(z+st)ds—>f(z) cuando t — 0.

(Se puede tomar el limite bajo el signo integral porque la funcién continua s — f(z+st) :
[0,1] — C es uniformemente continua sobre el intervalo compacto [0, 1] de R.)

Luego F es holomorfa en U con F'(z) = f(z). El Teorema 2.26 demuestra que su
derivada f = F’ es también holomorfa en U. ]

2.4. Ceros de una funcion holomorfa

Como toda funcién holomorfa es analitica (y viceversa), una funcién holomorfa tiene
ceros aislados: esto repite el resultado de la Proposicién 1.18 para las series de potencias.

Proposicioén 2.33. Si f: U — C es una funcién holomorfa definida en una region U C C
ysi f(c) =0 para algtin ¢ € U, entonces o bien f(z) = 0 para todo z € U; o bien hay 6 > 0
tal que D(c;6) CUy f(z) # 0para 0 < |z —c| < 4.

Demostracion. Como U es un conjunto abierto y ¢ € U, hay un radio r > 0 tal que
D(c;r) C U; por el Teorema 2.28, f posee una serie de Taylor convergente en D(c;r).
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La Proposicién 1.18 entonces implica que hay § con 0 < § < r tal que f(z) # O para
0 < |z —¢| < §; o bien, de lo contrario, que f(z) = f(c) = 0 para z € D(c;r).

En el segundo caso, la serie de Taylor de f centrada en c se anula, asi que f M (z) =0
en D(c;r), para cada n € N. Definase V := {z € U : f"(z) = 0 para cada n }. Como
cada f (") es una funcién continua, V es una parte cerrada de U.1° Por otro lado, siw € V,
entonces w € U y la serie de Taylor de f centrada en w se anula en algun disco abierto
D(w;r,,) C U; lo cual implica que V es una parte abierta de U. Como U es conexa y
V # 0 puesto que ¢ € V, se concluye que V = U; en otras palabras, que f es constante
en toda la regién U. O

El siguiente corolario se conoce a veces como el principio de los ceros aislados.

Corolario 2.34. Si f: U — C es holomorfa en una region U y si f(z,) = O para una
sucesion {zn) }nen con un punto de acumulacién w € U, entonces f(z) = 0 para z € U.

Demostracion. Decir que w es un punto de acumulacién de {z,},en significa que hay
una subsucesién {z,, }ren con un nimero infinito de entradas distintas tal que z,, — w
cuando k — oo. Entonces f(w) = limy_,« f(z,,) = 0 por la continuidad de f, asi que w
es un cero no aislado de f. Se deduce que f es idénticamente nula. O

Definicion 2.35. El orden (o la multiplicidad) de un cero c¢ de una funcién holomorfa f,
definida en una regién U con ¢ € U, f(c) = 0, es el (Gnico) entero positivo m € N* tal
que

f(z)=(z=¢)"g(z) con g(c) #0, (2.17)

para alguna funcién holomorfa g: U — C. La existencia de esa funcién g en un disco
D(c;r) fue notado en la demostracién de la Proposicién 1.18; se puede redefinir g en
toda la regién U al poner

(z) := f(2)/(z—c)™ paraz#c,
7o f™(c)/m!  paraz=c.

En una parte abierta acotada A C U (cuya clausura A es compacta), solo hay una
cantidad finita de ceros (aislados) de una funcién holomorfa no nula f: U — C. El
numero de ceros en A es la suma (finita) de esos 6rdenes; en otras palabras, se cuenta
cada cero con su multiplicidad. Silos ceros cy, ..., cix de f en A tienen 6rdenes respectivos
my, ..., mg, el numero de ceros de f en A es

D{q(f):::nu,+rn2-+---+rnk.

La siguiente férmula permite expresar ese nimero por una integral de contorno.

Decir que V es una parte cerrada de U es afirmar que hay un conjunto cerrado B C C talque V = BNU.
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Proposiciéon 2.36 (Principio del argumento, versién 1). Sea f: U — C una funcion
holomorfa en una regién U que incluye un disco cerrado D(c;r) y supéngase que f no se
anula en el circulo C = {z : |z — ¢| = r }. El niimero total de ceros de f en el disco abierto
D(c; r) estd dado por

1 f'(2) ’(Z)
ND (f) % (2.18)
() 27i |z—c|=r f(Z)
Demostracion. Seancy, ..., cy los cerosde f en D(c;r), con érdenes my, . .., my. Al repetir

la férmula (2.17) k veces, se puede escribir

f(@)=(z-c)™ - (z—c)™g(2)

donde g: U — C es holomorfo y no se anula ni en D(c;r) ni en su frontera C. Asi, hay
r’ > r tal que g es holomorfa sin ceros en el disco abierto D(c; r’).
Al aplicar la regla de Leibniz para derivar el lado derecho, se obtiene

f @ ~ m
[ g(z)+j2z—cj

La integral de esta expresion en el circulo C es

e 5 f 2o s

j=1

porque el cociente ¢g’'(z)/g(z) es holomorfo en D(c;r’). O

Teorema 2.37 (Rouché). Sean f,g: U — C dos funciones holomorfas en un regién U y
supongase que!!

|f(z) —g(2)| < |f(2)|+|g(z)| paratodo ze€C. (2.19)

Entonces ni f ni g se anula en el circulo C, y tienen igual nimero de ceros en el disco abierto:

ND(c;r) (f) = ND(c;r) (g)

Demostracion. Para0 < t < 1, definase f;(z) := (1-t)f(z)+tg(z). Sifuera f;(w) = O para

algun w € C, entonces f(w) = t(f(w) — g(w)) y también g(w) = (1 —t)(g(w) — f(w)).
Pero entonces seria

[fFWI+1g(w)| = (£ + (1 = )[f(w) = g(w)[ = [f(w) = g(w)],

contrario a hipoétesis. Se deduce que f;(z) # O paratodoz € Cytodo t € [0, 1].

"La desigualdad triangular garantiza que |f(z) — g(z)| < |f(z)| +|9(z)|. Pero aqui se pide desigualdad
estricta.
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La funcion

IR /4]

27i Je fi(z)
es continua en t, por ser el integrando es continua en ¢ y uniformemente continua en
z € C. Pero esta funcién toma valores en N, asi que debe ser constante; y por ende,

ND(c;r) (ﬁ)) = ND(c;r) (fl) o

El siguiente corolario es la forma tradicional del “teorema de Rouché”.

ND(c;r) (ft) :

Corolario 2.38 (Rouché). Sean g,h: U — C dos funciones holomorfas en un region U y
supdngase que
lg(2)| > |h(z)| paratodo z € C.

Entonces
ND(c;r) (9) = ND(c;r) (9 + h)

Demostracion. Sea f(z) := g(z) + h(z). La hipétesis del corolario implica que

1f (2) —9(2)| = |h(2)| < 19(2)| < |f(2)| +19(2)| para ze€C,
asi que el Teorema 2.37 implica que Np(c.,) (g +h) = Np(c;r) (9)- O

Ejemplo 2.39. ¢Dénde estan las raices del polinomio p(z) = 28 + 422 + 1?

Como p(—z) = p(z), las raices ocurren en pares {a;, —a;}. En el circulo |z| = 1.3,
se puede observar que |z8| = (1.3)® > 8.15 mientras |4z% + 1| < 4|z|?> + 1 < 7.76, asi
que p(z) tiene el mismo nimero de ceros —contados con multiplicidad— en el disco
|z| < 1.3 que g(z) := 28, es decir, 8 ceros en total. Como p(z) tiene grado 8, no hay otros
ceros fuera del disco |z| < 1.3.

Por otro lado, en el circulo |z| = 1, vale |4z?| = 4 mientras |28 + 1] < |z|®+1 = 2.
Mejor aun, para |z| = 1.2, vale |4z%| = 5.76 pero |28 +1| < |z|®+1 = (1.2)8+1 < 5.3, asi
que p(z) tiene el mismo ntimero de ceros en el disco |z| < 1.2 que g(z) := 422, esto es,
solamente 2 ceros. Conclusion: hay dos ceros +a; en el disco |z| < 1.2 y otros seis ceros
+ay, +a3, a4 en el anillo 1.2 < |z] < 1.3. o

» Una consecuencia muy notable de estos teoremas de Rouché es que una funcién
holomorfa no constante f: U — C es una aplicacion abierta: es decir, lleva partes
abiertas de su dominio en partes abiertas de C; en particular, su imagen f(U) es una
parte abierta de C.

Teorema 2.40. Sea f: U — C una funcién holomorfa no constante, cuyo dominio es una
region U C C. Entonces la imagen f(U) es una parte abierta de C.
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Demostracion. Un conjunto abierto es un vecindario de cada uno de sus puntos. Basta
mostrar, entonces, para cada ¢ € U con wy := f(c) € f(U), que f(U) incluye un
vecindario del punto wy.

Como f no es una funcién constante, la funcién g(z) := f(z) —wp no es idénticamente
nula en U. Por la Proposicién 2.33, hay » > 0 tal que D(c;r) ¢ Uy g(z) # O para
0 < |z—c¢| < r.Enelcirculo |z —¢| = r, la funcién continua z — |g(z)| alcanza un
minimo positivo,

s:=1inf{|g(z)| : |z—¢c|=r}>0.

Para cualquier w € D(wy;s), la funcion constante h(z) := wg — w cumple
lg(z)| = s > |w—wp| = |h(z)| todavezque |z—c|=r.

El Corolario 2.38 entonces muestra que Np(c;r)(9) = Np(c;r) (g + h). Fijese que

(g+h)(2) = (f(2) = wo) + (wo —w) = f(2) —w.

En el centro del disco abierto D(c; r), vale g(c) = f(c) — wo = 0. Entonces hay al menos
un zo € D(c; r) tal que f(zp) — w = 0, es decir, f(zp) = w.
Se ha comprobado que

w € D(wo;s) = w = f(z0) € f(D(c;1)) C f(U);

lo cual dice que f(U) 2 D(wp;s), y por ende f(U) es un vecindario de wy. O

SiV c U esuna parte abierta, y si wp € f(V), la misma demostracién comprueba que
f(V) es un conjunto abierto. Esto dice que una funcién holomorfa no constante envia
abiertos en abiertos; esta es la definicién de una aplicacion abierta.

» Una consecuencia inmediata del Teorema 2.40 de la aplicacion abierta es el siguiente
principio del médulo maximo. (A veces se le llama el principio del mdximo, simplemen-
te.)

Teorema 2.41. Si f: U — C es una funcién holomorfa no constante definida en una regién
U c C, entonces su médulo z — |f(z)| no alcanza un maximo local en U.

Demostracion. Si, por el contrario, la funcién z — |f(z)| si tuviera un maximo local en
un punto ¢ € U, habria un radio r > 0 con D(c;r) C U tal que

If(c)] > |f(z)] para |z—c|<T.

La funcién f no se anula en D(c;r), pues eso implicaria que f(z) = 0 para todo z € U,
por la Proposicién 2.33; por lo tanto, |f(c)| > 0.
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Sea wg := f(c) € f(U), notando que wy # 0. La desigualdad anterior se escribe asi:

f(D(e;r)) € D(0;1f(e)l) = D(O; [wo)).

En particular, el conjunto f(D(c;r)) no contendria (1 + ¢)wp para ¢ > 0 alguno, y por
tanto f(D(c;r)) no seria un vecindario de wy, en contra del Teorema 2.40. Se concluye
que ningtn ¢ € U puede ser un maximo local de la funcién z — |f(z)]. O

Corolario 2.42. Si U es una regién acotada en C, y por ende su clausura U es compacta,
el mdximo del mddulo de una funcién continua definida en U y holomorfa en U se alcanza
en la frontera oU = U \ U:

sup{|f(z)| : z € U} = sup{|f(w)| : w € 9U }.

Demostracion. El resultado es evidente si f es una funcién constante. En todo caso, hay
un punto ¢ € U en donde la funcién continua no negativa z > | f(2)| alcanza su méximo,
ya que U es compacta. Luego, |f(c)| > f(z) para todo z € U. Si f no es constante, el
Teorema 2.41 dice que ¢ ¢ U, asi que ¢ € dU necesariamente. |

» Es necesario extender el teorema de Cauchy y las férmulas integrales al caso en donde
la integral de linea 9§c se calcula sobre un contorno cerrado C que no necesariamente
es simple. La traza de un contorno cerrado C (suave por trozos, como siempre) es una
parte compacta del plano complejo C y su complemento C \ C es un abierto, en general
disconexo: este complemento es una unién de componentes conexas.'2 En el plano
extendido C.,, el complemento C,, \ C es también una unién disjunta de componentes;
exactamente una de estas contiene el punto co. Luego, en C \ C hay exactamente una
componente no acotada; las otras componentes son acotadas.

Lema 2.43. Si C es una curva cerrada, suave por trozos, que no pasa por z, el valor de la

integral
1 dw

2ni Jow—2z2

es un niimero entero.

Demostracion. Sea y: [a,b] — C una parametrizacién (regular por trozos) del con-
torno C, con y(b) = y(a). Definase una funcién continua g: [a,b] — C por

(" Y0
g(t) ._/a —y(s)_zds.

'2Un abierto U C C es una unién disjunta de partes conexas maximales, que son sus componentes.
Cada componente V es un abierto (porque el espacio topoldgico C es localmente conexo) y es maximal: si
V € W € U con W conexo, entonces U = W. El nimero de componentes de U podria ser infinito, pero es
numerable.




MA-702: Variable Compleja 2.4. Ceros de una funcién holomorfa

Entonces g es diferenciable en [a, b], excepto en un ntimero finito de valores de ¢, con
derivada ,
y' (1)

y(t) -z

g (1) =

La funcion continua
h(t) = e 9D (y(t) - 2)

tiene derivada h’(t) = 0 para a < t < b. Luego h es una funcién constante. (Se aplica el
teorema de valor medio para funciones reales a Rh y a Jh.) Nétese que g(a) = 0, asi
que h(b) = h(a) = y(a) — z # 0 — pues el contorno C no pasa por z —y por lo tanto

(90 _ y(b)-z yla)-z _
S Th) . k@)

Esto implica que g(b) = 2rrin para algiin n € Z; luego,

g(b) 1 /b Y (s) 1 ‘75' dw
n= - = — ds = — . O
2ri 27 J, y(s)—z 27i Jow—z
Definicién 2.44. Si C es un contorno cerrado (suave por trozos) en C, y si z ¢ C, el
numero entero
1 d
n(C, z) := —‘7{ hid (2.20)
2ri Jow—z

es el indice del punto z con respecto al contorno cerrado C. Este n(C, z) también se llama
el nimero de vueltas de C alrededor del punto z. o

Ejemplo 2.45. La parametrizacién y,: [0,27] — C dada por y,,(9) := €™ describe:
(@) el circulo unitario |z| = 1, recorrido m veces contrario a reloj, si m > 0;

(b) el circulo unitario |z| = 1, recorrido |m| veces a favor de reloj, si m < 0.

1 dw 2 ime™ dO  2mim
n(C, 0) = — — = - = —=m
27 Jo w 0 eimd 27i

Se puede decir informalmente que el circulo da m vueltas alrededor del origen 0, con-
tando los giros a favor de reloj con signo negativo. O

En los dos casos,

Lema 2.46. Si C es un contorno cerrado en C, el indice z — n(C, z) es constante en cada
componente conexa de C \ C. El indice vale 0 en la componente no acotada.
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Demostracion. La funcién ¢g(z) = n(C, z) es continua, como evidencia la integral al lado
derecho de (2.20), y a la vez toma valores en Z. Entonces la preimagen g~ '(m) =
glt({m}) =g (m-3m+ %)) es a la vez cerrada y abierta de C \ C. Cada conjunto
g~1(m) no vacio es una unién de componentes conexas de C \ C.

La traza de C es compacta en C, asi que es acotada: hay un radio r > 0 tal que
C c D(0;r). Si |z| > r, entonces la funcién w +— 1/(w — z) es holomorfa en un abierto
que incluye D(0; r). Entonces vale fc(w —z)"'dw = 0 y por ende n(C,z) = 0. Puesto
que g(z) = 0 para |z| > r: el valor constante de g en la componente no acotada es 0. O

Definicion 2.47. Sea U una regiéon de C y sea f: U \ {c} — C una funcién holomorfa,
donde ¢ € U es un punto en donde f(c) no esta definido a priori. Si el limite lim,_,. f(z)
existe, se dice que f posee una singularidad removible en c. O

El siguiente resultado explica cémo remover esa singularidad.

Lema 2.48 (Riemann). Sea ¢ € U (donde U es una region de C) y sea f: U \ {¢} — C
una funcién holomorfa y acotada. Si lim,_,. f(z) existe, la extension f: U — C definida
por la férmula f(c) := lim,_,. f(z) define una funcién holomorfa en todo U.

Demostracion. Basta comprobar la existencia de la derivada f”(c) en el punto c.
Definase una funcién g: U — C por

(z—¢)%f(z) siz#c,
9(2) = .
0 siz=c.

Es claro que g es continua en U y holomorfa en U \ {c}. Como f es acotada en U \ {c},
el siguiente limite existe:

lm g(z) —g(c)

z—¢C Z—2C

= lim(z - ¢) f(2) = 0,

asi que g es diferenciable en U con ¢'(c) = 0.
Témese r > 0 tal que D(c;r) € U. La funcién g es analitica en D(c;r), con

© - (n)
g2 =Y D oy

|
= n:

al notar que ¢g(c) = 0, ¢’(c) = 0. Definase una funcién analitica h: D(c;r) — C por

©  (n) © (mt2)
h(z) =y g '(C) (z-0) 2= g"e) (z =)™
n=2 '

n (m+2)!

m=0
Desde luego, vale g(z) = (z — ¢)? h(z), asi que h(z) = f(z) para 0 < |z —c| < r. Como
h es continua en c, vale h(c) = lim,_,. h(z) = f(c). Entonces h(z) = f(z) para |z—c¢| < r,
asi que f es diferenciable en ¢ con f”(c) = h’'(¢). O
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El lema anterior permite dar una versién mds general de la férmula integral de Cauchy;,
al usar curvas cerradas pero no necesariamente simples.

Proposicién 2.49. Si f: U — C una funcién holomorfa en una region U y si C es un
contorno cerrado con traza en U, entonces vale

n(C z) f(z) = 2%” LW) dw (2.21)

cWwW—2

para cada z € U \ C.

Demostracion. Siz € U \ C, hay una la funcién holomorfa g: U \ {z} — C definida por

o) = LV =)
w -2z

Por el Lema 2.48, esta funcidn se extiende a una funcién holomorfa g: D — C al colocar
g(z) := f’(z). El Corolario 2.19 ahora muestra que

C%dwzig(w)dwz(),
asi que () )
1 f(w 1 f(z 3
2mi w2 T 2w fw -z MO @) i

2.5. Representacion por series de Laurent

Los resultados de las secciones anteriores dan mucha informacion sobre las funciones
holomorfas en discos abiertos, o mas generalmente en regiones simplemente conexas.
Por ejemplo, en un disco abierto una funcién holomorfa es analitica y estd representada
alli por su serie de Taylor. En regiones no simplemente conexas, la situacién es otra: por
ejemplo, en un disco perforado D(c;r) \ {c} la funcién f(z) = 1/(z — ¢) es holomorfa
pero no puede representarse por una serie de potencias centrada en c.

Un anillo entre dos circulos concéntricos es una regién no simplemente conexa en
la cual la férmula de Cauchy admite una generalizaciéon de importancia considerable.
(El circulo interno puede tener radio 0, y de esa manera un disco perforado es un caso
particular de un anillo.

Notacion. Sic e Cysi0 < R < S, la region
A(c;R,S):={ze€eC:R<|z-c| <S}

es el anillo abierto con centro ¢ y radios Ry S.
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Figura 2.6: Contorno de dos circulos en un anillo

Proposicién 2.50. Si f: A(c;R,S) — C es una funcion holomorfa y si z € A(c; R, S),
entonces vale

oo L [0 L)

27i Jo, w— 2z 27t Jo, w— 2z

dw (2.22)

todavez que R < r < |z—c| <s < S, donde C,, Cs denotan circulos respectivos |z—c| =ry
|z — ¢| = s, recorridos una vez contrario a reloj.

Demostracion. Para algun dngulo fijo 0, sea I' el contorno cerrado formado por estos
cuatro trozos sucesivos (Figura 2.6): un recorrido positivo del circulo Cs con punto inicial
y final ¢ + se'’; el segmento radial [c + se', ¢ + re'’]; un recorrido negativo del circulo C,
con punto inicial y final ¢ + re’; y el segmento radial [c + re'?, ¢ + se'?].

La demostracion del Teorema 2.24 muestra que la integral de una funcién holomorfa
g sobre I' puede calcularse como el limite uniforme de integrales sobre contornos sim-
ples cerrados Is obtenidos de I' al abrir un pasillo delgado de anchura § alrededor del
segmento [c + re', ¢ + se’]. Del teorema de Cauchy se concluye que

0= jg g(w) dw = 7£ g(w) dw + j{c, g(w) dw = yigw dw - ?i,g(w) dw, (2.23)

0 0

porque las integrales sobre los segmentos [c+se'?, c+re?] y [c+rel?, c+se?] se cancelan.
Para un punto z entre C, y Cs, definase una funcién holomorfa g: A(c; R, S) — C por

_fw) = f(2)

w—-2z

g(w) :
La igualdad (2.23) se transforma en

fw-f@) [ -G,

Cs w -2z G, w -2z

para w # z; g9(z) := f'(2).
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Al trasladar los términos con f(z) a un lado, se obtiene

rof e s e f

Ahora bien, como n(Cs, z) = +1 por ser |z —c| < s pero n(C,,z) =0yaque |[z—c| > r, el
lado izquierdo se simplifica en 27i f(z). La férmula (2.22) sigue, al dividir por 27i. O

La primera integral en (2.22) representa una funcién holomorfa, no solamente en el
anillo A(c; R, S), sino en todo el disco abierto D(c; S). En primer lugar, obsérvese que la
integral fc f(w)/(w — z) dw no depende de s toda vez que |z — ¢| < s < S, al aplicar la
férmula (2.323) con g(w) := f(w)/(w—z) para dos valores del radio s. Luego, al expandir
1/(w —z) en serie geométrica alrededor de ¢ como en la demostracion del Teorema 2.28,
se obtiene una serie de potencias

fi(z) = i a, (z—c)" donde a,: 1 % fw) dw.

_ o)n+l
o 27 c, (w=c¢)

Esta serie es analitica en el disco D(c; s) para cada s < S, asi que su radio de convergencia
es mayor o igual que S.

Por otro lado, la segunda integral en (2.22) no depende de r, para R < r < |z —c|.
Hay una expansion en serie geométrica

1 1 1 (w—c)f!
_w—z_(z—c)—(w—c)_z—c/( z—c) Z (z—-c)k

que es convergente toda vez que

w—=2cC r

< 1.

z—cC

IERNY

Se deduce que la funcién
- 1
f(z) = Z b (z—c¢)* donde by := ——_jf F(w) (w=0)*1 dw
P 27i Je,

representa una funcién holomorfa (por ser suma de una serie diferenciable término por
término) en la regién |z — ¢| > r para cualquier r > R. De hecho, al hacer el cambio de
variable { := ¢+ (z —c)~!, esta sumatoria es una serie de potencias en la variable ({ —c),
cuyo radio de convergencia es al menos 1/R; lo cual justifica la diferenciaciéon término
por término cuando |z — ¢| > R. Esta serie de potencias tiene término constante 0; al
evaluarla en { = c, se obtiene f(c0) =
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Por construccidn, las igualdades

PP i WS T L))

27t Jo, w— 2z 27i Jo, w—z

dw

son validas todavezque R<r <|z—c| <s <S.

Corolario 2.51. Si 0 < R < S, una funcién holomorfa f: A(c; R,S) — C puede expresarse
de manera tinica como una suma

f@)=fi(2+f(z) para R<lz—c|<S,

donde f; es una funcion holomorfa en el disco abierto D(c; S) y f- es una funcion holomorfa
en Co \ D(c; R) con f-(o0) = 0.

Demostracidn. Solo falta comprobar la unicidad. Si f = g + g- en A(c; R, S), donde g,
es holomorfa en D(c; S) y g- es una funcién holomorfa en C., \ D(c; R) con g_(o0) =0,
entonces se puede definir una funcién entera h al colocar

ho) oo [ —94(2) parale—cl <5,

" |9-(2) - f-(2) paralz—c|>R,
porque f = fi + f- = g4+ + ¢g- implica f; — g, = g — f- en A(c; R, S). La condicién
h(o0) = g_(o0) — f_(o0) = 0 dice que h(z) — 0 cuando z — o en C, asi que la funcién
entera h estd acotada. Por el Teorema 2.29 (de Liouville), h es constante, asi que h(z) = 0.
En consecuencia, f; = g+ en D(c;S) y ademds f- = g_ fuera de D(c; R). O

Al colocar a_, := b, en la serie que representa f_, se obtiene un desarrollo de la
funcién holomorfa f en una serie de potencias positivas y negativas.

Definicion 2.52. Si f: A(c;R,S) — C es una funcién holomorfa en un anillo centrado
en ¢, tiene un desarrollo en serie de Laurent:13

(6]

f(z) = Z a,(z—c¢)" para R<|z—¢c|<S, (2.24)

n=—oo

cuyos coeficientes estan dados por

1
ap = 71 i (Wf_(:)))nﬂ dw paratodo neZ, (2.25)

donde C es cualquier circulo |w —c¢| = t con R < t < S, recorrido una vez contrario
a reloj. ¢

"3Pierre Alphonse Laurent obtuvo este desarrollo en 1843, pero su ensayo Mémoire sur le calcul des
variations que lo contiene no fue publicado y s6lo sobrevive una resefia hecha por Cauchy.
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Como la serie de Laurent es la suma de una serie de potencias f; en la variable
(z — ¢) y otra serie de potencias f_ en la variable (z — ¢)™!, se ve que la convergencia
de (2.24) es absoluta en A(c; R, S). Ademads, siR < r < s < S, la serie de Laurent converge
uniformemente en el anillo cerrado A(c;r,s) = {z € C : r < |z —¢| < s}. En efecto,
la serie de potencias fi converge uniformemente para |z — c¢| < s y la serie f_ converge
uniformemente para [z—c| > r. Esta f_ se llama la parte principal de la serie de Laurent.

Ejemplo 2.53. Considérese la funcién

1 1
+ .
z—2 z-3

f(2) =

Esta funcion es holomorfa en la region C \ {2,3} y ademas es analitica en el disco
abierto D(0;2). En el anillo A(0;2,3), f queda representada por una serie de Laurent
f(z) = 3 ,c7 anz". Para calcular esta serie, obsérvese que 1/(z—3) puede ser desarrollada
en una serie geométrica

1 1 1 1 z z2 7

z-3 31-2z/3 3 32 33 34

mientras 1/(z — 2) admite otro desarrollo en serie geométrica con potencias negativas

de z:

1 1 1 _1+2+22+23
z—2 2z1-2/z z 22 28 z*
La suma de estas dos series da la serie de Laurent para f(z), en vista de la unicidad en
el Corolario 2.51:

+ .-

f(z)=-+4z3+2z 2+ - - =22 - —2—...

En el anillo A(0;3,0) = {z : |z| > 3}, la funcién f(z) queda representada por otra
serie de Laurent,
f(z) =221 +5272 413273 +3527 4 + - .
1 1
z—2yz—

obtenida al combinar dos series geométricas, para 3 respectivamente. o

» Un anillo A(c;0,S), cuyo radio inferior es 0, es un disco perforado D(c;S) \ {c}. Si
f: U\ {c} — C es una funcién holomorfa en una regién U salvo posiblemente en c,
entonces hay un radio S > 0 tal que D(c;S) C U. En particular, f es holomorfa en el
disco perforado D(c;S) \ {c} y posee una representacion alli por una serie de Laurent.
El punto c¢ se llama una singularidad aislada de la funcién f; la naturaleza de esta
singularidad depende de la parte principal f- .
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Proposicién 2.54 (Riemann). Sea U una region de C, seac € Uy sea f: U\ {c} —» C
una funcion holomorfa. Si f estd acotada en D(c;R) \ {c} para algiin R > 0O, entonces
lim,_,. f(z) existe; y al colocar f(c) :=lim,_,. f(z), la funcién f se extiende a una funcién
holomorfa f: U — C. En tal caso, se dice que c es una singularidad removible de f.

Demostracion. La holomorficidad de la funcion extendida viene del Lema 2.48. En con-
traste con ese lema, aqui no se supone a priori que lim,_,. f(z) existe.
La formula (2.25) para los coeficientes de la serie de Laurent implica una estimacién

M,
|an|<t—nt, con M, :=sup{|f(z)|:|z—c|=t} para 0<t<R,

por la demostracién del Corolario 2.27, aunque ahora se puede tomar n € Z.

SiM :=sup{|f(z)] : 0 <|z—c|] < R} < oo, entonces M; < M para cada t, asi que
la,] < Mt™ parane Zy0 <t < R.Sin < 0, entonces t™" — 0 cuando t — 0; se
concluye que a, = 0 para n < 0. Entonces la parte principal f- de la serie de Laurent es
nula y dicha serie es una serie de potencias convergente f(z) = fi.(z) = Y7o an (z —¢)"
para O < |z — ¢| < R. En particular, f(z) — aop cuando z — c. O

Ejemplo 2.55. La funcion f(z) := (senz)/z estd definida en C \ {0}. Al dividir la serie
de Taylor de senz (en el origen) por z, se ve que la serie de Laurent de f(z) alrededor
de O es una serie de potencias convergente en todo C:

sen z 22 4 z2m
— _—t — 4 — ...
z 31 51 (2m + 1)!
y la singularidad en el origen es removible, al tomar f(0) := 1. Como corolario, se
obtiene lim,_,g(senz)/z = 1. ¢

Definicion 2.56. Si f: U \ {c} — C es holomorfa y si M; := sup{|f(z)| : |z—¢c| =1t}
toda vez que D(c;t) C U, entonces ocurre exactamente una de tres posibilidades:

(@) La funcién t — M, es acotada cuando t — 0; por la Proposicion 2.54, la singulari-
dad de f en c es removible.

(b) La funcién ¢t +— M; no es acotada, pero existe m € N* tal que t — ™M, si
es acotada cuando t — 0. En este caso, los coeficientes de la serie de Laurent
cumplen |a,| < Mt~™ " para alguna constante M; luego, vale a, = 0 paran < —m.
Sim=min{k € N : a_; # 0}, entonces la parte principal de la serie de Laurent
es un “polinomio” f (z) = a_1(z —¢) '+ - -+ a_p(z—c)™; y el limite a_, =
lim,_,.(z — ¢)™f(z) existe. En tal caso, la singularidad de f en c se llama un polo
de orden m.
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(¢) Sit +— t™M; no es acotada cuando t — 0, para m € N* alguna, entonces se dice
que f posee una singularidad esencial en c. La serie de Laurent correspondiente
tiene infinitos coeficientes a, # 0 con n < 0.

Si f es analitica en c; o si tiene una singularidad removible; o bien si tiene un polo en c,
se dice que f es meromorfa en la regiéon U.14 o

Ejemplo 2.57. La funcién f(z) := e/ tiene una singularidad esencial en 0, porque es
obvio que en C* = C \ {0} admite el desarrollo:
-2 -n
el/Z:1+Z_1+z_+...+z_+...
2 n!

En cambio, una funcién racional f(z) = p(z)/q(z), donde p, q son polinomios sin
factor comun, tiene un polo de orden k en c toda vez que q tiene una cero de orden k
en c, en cuyo caso ¢(z) = (z — ¢)¥qx(2) con gr(c) £ 0, p(c) # 0, lo cual implica que
(z-¢)*f(z) — p(c)/qx(c) # 0 cuando z — c. La definicién de polos y sus érdenes es
entonces consistente con la discusion en la Seccién 1.4 para funciones racionales. o

Cabe notar que una funcién holomorfa en una regién U \ {c} puede tener una
singularidad no aislada en c. Un ejemplo seria la funcién ¢g(z) := ctg(1/z), con ¢ = 0.

» Si c es un polo de f, entonces |f(z)| — oo cuando z — ¢ pues |a_p,(z — ¢) ™| — oo;
luego, lim,_,. f(z) = oo en C.. En cambio, si f tiene una singularidad esencial en c,
el limite lim,_,. f(z) no existe, ni siquiera en C. El siguiente resultado sorprendente
muestra que la imagen bajo f de cualquier vecindario perforado de c es densa en el plano
complejo.1>

Teorema 2.58 (Casorati y Weierstrass). Si una funcién holomorfa f: U \ {c} — C tiene
una singularidad esencial en c, entonces, para todo w € Cy cada e > 0y § > 0, hay un
punto z € U tal que

0<|z—c|<d yalavez |f(z)—w|<e.
Demostracion. Si asi no fuera, habria un punto wy € Cy e > 0, § > 0 tales que
0<|z—c|<d = |f(2) —wo| > e
Considérese la funcién

(2) ==——— para zeU)\{c}.
I f(z) —wo
T4E] prefijo mero- viene del griego méros que significa “una porcién”.
'SHay un resultado mas fino, el llamada Gran Teorema de Picard, que muestra que esa imagen omite a
lo sumo un punto de C.
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Entonces g seria holomorfa en D(c; ) \ {c} porque f(z) # wp en este disco perforado.
Ademas, |g(z)| < 1/¢ alli; la Proposicion 2.54 muestra que g tendria una singularidad
removible en c.

Sea wy :=lim,_,. g(z). Si fuera w; # O, entonces f(z) — wp + 1/w; cuando z — c,
asi que la singularidad de f en c seria removible, en vez de esencial.

Si fuera w; = 0, entonces, por la Proposicién 1.18, g(z) = (z — ¢)™h(z) para algun
m € N*, con h analitica en D(0; §) y h(c) # 0. Entonces seria

1
=(z-¢c) " ——+ ara 0<|z—c| <,
f@)=(z=e) " peswo b 2=l
asi que f tendria un polo de orden m en c, en vez de una singularidad esencial. O

Residuos de una funcién de variable compleja

En un vecindario de una singularidad aislada de f(z), se puede efectuar un desarrollo
de Laurent; el primer coeficiente de su parte principal merece un nombre especial.

Definicion 2.59. Si f es una funcién holomorfa en un disco perforado D(c; R) \ {c}, el
residuo de f en el punto c es el coeficiente a_; de la serie de Laurent de f centrado en c:

1
ljzecsf(z) =a_q = oy jgf(z) dz. (2.26)

El contorno cerrado C en esta integral puede ser un circulo de radio r, con 0 < r < R
(recorrido una vez contrario a reloj); o mds generalmente, cualquier contorno cerrado
con traza en D(c; R) \ {c} tal que n(C,c) = 1. O

Lema 2.60. Si Ceselcirculo {z:|z—c|=r}conr > 0ysim e Z, entonces

1 ‘75' dz 3 1 si m=1,
27i Jo (z—c)™ 0 si m#1.
Demostracién. Al parametrizar C por 0 — c + re'?, es facil evaluar la integral:

1 ‘;{ dz _ 1 /‘ﬂ irei® do _ 1 /”e—i(m—1)9 o
2ri Jo (z—c)™  2mi J_, rmeimd 2mrm1 J_

1 /e
= / cos((m - 1)9) do = 5m—1,0 = 5m,1 .
0

grm-1

En el calculo, se usé e "D = cos((m—1)0) —i sen((m—1)8); las funciones de variable
real cos y sen son, respectivamente, par e impar: el segundo tipo tiene integral nula en
el intervalo |-, 7]. O
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Para curvas cerradas mas generales que no pasan por c, el lema anterior admite la
generalizacion siguiente.

Lema 2.61. Si C es una curva cerrada suave que no pasa por el punto c € Cysim € Z,

entonces
1 jg dz  |n(Cc) st m=1,
27i Jo (z=¢c)™ |0 si m#1.

Demostracion. El caso m = 1 es el Lema 2.43, ya mostrado. En el caso m # 1, la funcién
f(2) := (z — ¢)™™ admite una primitiva F(z) := (z —¢)'™/(1 —m) en C \ {c}, asi que
fc(z —¢)"™dz = 0 por el Corolario 2.12. O

El siguiente resultado se conoce como el teorema de los residuos.

Teorema 2.62. Sea U C C una region simplemente conexa y sea f una funcion holomorfa
en U salvo por un numero finito de singularidades aisladas c1,...,c, € U. Si C es una
curva cerrada con traza en U que no pasa por los puntos cy, entonces

m

dz = 2mi , ) .
ﬁf(z) z 2mzn(C Ck) Bzeéif(z) (2.27)

k=1

Demostracion. Sea hy la parte principal de la serie de Laurent de f centrada en c; la
funcién hy es holomorfa en C \ {ct} y la funcién f — hy, tiene una singularidad removible
en c. Por tanto, la funcion

9(2) := f(2) = h1(2) = ha(2) = -+ - = hm(2),

definido en U \ {c1,...,cm}, se extiende a una funcién holomorfa en U. El teorema de
Cauchy en U garantiza que ygc g(z)dz = 0, asi que

yfc f(z)dz = ; fc h(2) dz.

Por otro lado, la serie de Laurent hi(z) := };,51 a—n(z—ck) " converge uniformemente
en cualquier anillo cerrado A(c;r,s) = {z:r <|z—ck| <s}con0 < r < s. Como la
traza de C es un conjunto compacto y ¢x ¢ C, es posible hallar r, s tales que C C A(cg; 7, s).
Por ende, esta serie de Laurent converge uniformemente en C; luego,

j{ hi(z)dz = '7{ Z a_n(z—c) "dz = Z a_, f(z —cx) tdz =2mia_1n(C,cp),
¢ Ch>1 n>1 ¢

por el Lema 2.61. (Si la singularidad de f en c, es un polo, esta sumatoria };,-; es finita
y la convergencia uniforme en C es supererogatoria.) |
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En muchas ocasiones se aplica la férmula (2.27) a integrales sobre un contorno cerrado
simple C. En tal caso, el complemento C \ C tiene solo dos componentes conexos;¢ en la
componente no acotada, vale n(C, z) = 0; y en la componente acotada, vale n(C, z) = +1.
El caso n(C,z) = +1 corresponde a un recorrido de C “en el sentido positivo” (es decir,
contrario a reloj); el caso n(C, z) = —1 ocurre cuando se recorre C “en el sentido negativo”
(esto es, a favor a reloj). Al componente acotado se le llama entonces el interior I(C) del
contorno cerrado simple C.

» Es util tener algunas recetas para calcular residuos rdpidamente. Los tres formulas que
siguen cumplen ese proposito.

Lema 2.63. Si la funcidn de variable compleja f tiene un polo simple en un punto c, su
residuo en c estd dado por

FZ{SCsf(z) = ll'_)nz(z -o)f(2). (2.28)

Demostracion. La funcién f tiene un polo simple en c si y solo si

f2) =~ +4(2),

donde g es holomorfa en un vecindario de ¢. Como lim,_,.(z — ¢)g(z) = 0, se obtiene
lim,,.(z—-¢)f(z) = a-1.

De hecho, la existencia de un polo simple en c es equivalente a la existencia del limite
lim,_,.(z — ¢)f(2z), con un valor no igual a 0. O

Corolario 2.64. Si dos funciones gy h son holomorfas cerca de c con g(c) # 0y si c es un
cero simple de h, entonces

9z) _ g(c)
= h(z) (o)

(2.29)

Demostracion. La hipdtesis dice que h(z) = (z — ¢)h1(z) con hy(c) # 0, lo cual implica
que h'(z) = h1(z) + (z — ¢)h}(2) y en particular h’(c) = hy(c). Como g(c) # 0, el cociente
g(z)/h(z) tiene un polo simple en z = c. Del Lema 2.63 se sigue que

93 _ . (2=09(3) _ g0 _ (0

9(z) _ .
he BTN T T R h) K@

zZ=C h(z) B zZ—C

6Esta afirmacién, para curvas suaves por trozos, es un caso particular de una proposicién topolégica
nada trivial. El teorema de curvas de Jordan dice que cualquier curva cerrada simple que es la imagen de
una funcién continua y: [a, b] — R? reparte su complemento en exactamente dos componentes conexas,
una acotada y la otra no acotada.
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Lema 2.65. Si la funcién de variable compleja f tiene un polo de orden m > 1 en c, su
residuo en c estd dado por

1

o, | donde 92) = (0" (230

Res f(2) =

Demostracion. La hipotesis dice que la funcién g(z) := (z—c)™ f(z) tiene una singularidad
removible en ¢, con g(c) # 0. Si la serie de Laurent de f es

f(2) =

a-m A-m+1
(z=¢c)m (z—c)m1

entonces la serie de Taylor de g es

a1
4+ ——+ap+a1(z—c)+---
zZ—C

g2 =am+ama(z—c)+-+a1(z—c)"T+ap(z—c)"+---
y para extraer el coeficiente a_; se deriva (m — 1) veces: g™V (c) = (m — 1)1 a_1. O

En el préoximo capitulo, se aplicara el teorema del residuo y las férmulas anteriores
para evaluar ciertas integrales (por lo general impropias) de una variable real.

2.6. Funciones meromorfas

Una funcién meromorfa f de una variable compleja no tiene singularidades aisladas:
posee un conjunto (tal vez vacio) de polos y en el complemento de los polos f es
holomorfa. En un vecindario de un polo ¢ de orden m, el desarrollo de Laurent de f
muestra que se puede escribir

f(z) =(z—¢)""h(z), con h(c)#0, (2.31)

donde h es holomorfa en algun disco abierto D(c; §). Por lo tanto, no hay otros polos de f
en la region 0 < |z — ¢| < §; al igual que sus ceros, los polos de una funcion meromorfa
son aislados.

Se ha observado (en la discusién previa al Teorema 2.58) que si ¢ es un polo de f,
entonces lim,_,. f(z) = oo en C. Entonces una funcién meromorfa, definida en una
region U que contiene sus polos, puede ser considerado como una funcién f: U — Ce.

La sustitucién { — ¢ := (z — ¢)~! convierte la serie de Laurent (2.24) de f centrado
en c¢ en otra serie de Laurent:

() (o)

f@= ) az-o"—g)= > an-o™

n=—oo m=—oo

De esta manera, z = oo corresponde a { = c¢. Se dice que f tiene una singularidad en oo
(removible, polo o esencial) si g tiene una singularidad de la misma clase en { = c.
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Ahora se puede extender la Proposicién 2.36 (el “principio del argumento”, que cuenta
el numero de ceros de una funciéon holomorfa en un disco abierto) a funciones mero-
morfas. La nueva versién también toma en cuenta el nimero de polos rodeados por un
contorno cerrado, no necesariamente simple.

Teorema 2.66 (Principio del argumento, versién 2). Sea f: U — C una funcion me-
romorfa en una regién U simplemente conexa; que tiene ceros c; € U con drdenes respecti-
vos mj, y polos pi € U con ordenes respectivos ny. Si C es un contorno cerrado (suave por
trozos) con traza en U que no pasa por cero o polo alguno, la siguiente formula es vdlida:

27i j}((:)) ZJ: n(C.c;)m; - Zk: n(C, pi) . (2.32)

Demostracion. Si z € U pertenece al “exterior” del contorno C (esto es, la componente
conexa no acotada de C \ C), entonces n(C, z) = 0 por el Lema 2.46, asi que tales puntos
no contribuyen al lado derecho de (2.32). El complemento de esa componente no acotado
es un conjunto compacto; como los ceros y polos de f son aislados, solo hay un nimero
finito de cada tipo en el “interior” I(C), la unién de las componentes acotadas de C \ C.

Sean cy,...,c, los ceros de f en I(C), con érdenes my,...,m,; y sean py, ..., ps los
polos de f en I(C), con 6rdenes ny, ..., ns. Al combinar las férmulas (2.17) y (2.31), se
puede expresar la funcién f, en una regién abierta V tal que CW I(C) C V C U, de esta
manera:

f@)=(z=c)™ - (z=c)™ (z=p)™" (2= ps) ™ g(2)

donde g: V — C* es una funcion holomorfa sin ceros.
Al aplicar la regla de Leibniz para derivar el lado derecho, se obtiene

f@)_gd@) <
1) (z)*Zz—c,’Zz P

Esta expresion dice que los polos de la funcién f”/f en la regién V son precisamente los
ceros y los polos de f en I(C). Ademas, cada uno de estos polos de f’/f es un polo simple.
Los residuos de f’/f en estos polos simples vienen directamente de la férmula (2.28):

/() f'(2)
Res =m; Res = —ng.
= fz) 7 = f)
La funcién ¢’/ g es holomorfa en V; por el teorema de Cauchy, fc g (z)/9(z) dz = 0. Por

lo tanto, el cdlculo del lado izquierdo de (2.32) sigue inmediatamente de la férmula (2.27)
del teorema de los residuos. m]
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Corolario 2.67. Sea f: U — C. una funciéon meromorfa no constante, definida en una
region U C C. Sea C un contorno cerrado simple, recorrido una vez en el sentido positivo,
tal que CWI(C) c U, que no atraviesa los ceros ni los polos de f. Si los ceros en I(C) tienen
dordenes respectivos m; y los polos en I(C) tienen drdenes respectivos ny, entonces

f (2)
dz = : 2.
El lado derecho es el numero total de ceros menos el numero total de polos interiores a C,
contados con multiplicidad. B

Ejemplo 2.68. Sea f(z) = p(z)/q(z) una funcidén racional. Sus ceros son las raices c; del
polinomio p y sus polos son las raices p; del polinomio g. Entonces hay una constante
a # 0 tal que

f@)=a(z—c)™...(z—¢)"(z—p1) ™ ... (2—ps) ™ (2.34)
donde los grados respectivosde pygsonm =my+---+m, yn = n; +- - - +n,. Fijese que
fz)  m m, n ng
z - - cee 4 — e — X
flz) z-a z—¢ z—p1 zZ = ps

Si C es un circulo de radio suficientemente grande que encierra todos los c; y los py,
entonces por el Corolario 2.67, o bien por un célculo directo con la férmula integral de
Cauchy, se obtiene

1 [ fR

2ri Jo f(2)

Se debe considerar también el cero o polo de f en co. Sim = n, entonces f(c0) =a # 0
[al tomar el limite lim,_,., p(z)/q(z) = al y no hay cero ni polo en co.

Escribase g(z) := f(1/z); es evidente de (2.34) que si m < n, entonces f tiene un
cero en oo (es decir, g tiene un cero en 0) de orden n — m; pero si m > n, f tiene un
polo en oo (es decir, g tiene un polo en 0) de orden m — n. De este modo se recupera el
resultado del Lema 1.27: la suma algebraica del nimero de ceros y polos de una funcién
racional es cero, cuando se incluye en la cuenta el posible cero o polo en co. o

dz=m—n.

Vale la pena, entonces, extender el concepto de funcién meromorfa a toda la esfera
de Riemann. Una funcién f: C,, — C da lugar a otra funcién g: Co, — C definido
por ¢g(z) := f(1/z), bajo el convenio de que 1/0 := co y 1/c0 := 0. Si f es holomorfa
en el exterior de un disco cerrado z € C : |z| > R, entonces g es holomorfa en el disco
perforado D(0; 1/R) \ {0}; el comportamiento de f en co corresponde al comportamiento
de g en 0. Por definicidn, la singularidad de f en oo es removible, esencial, o un polo si la
singularidad de g en O es removible, esencial, o un polo, respectivamente.
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En el caso de un polo, el orden del polo de f en o es el orden del polo de g en 0. Si la
singularidad de f en oo es removible, se define f (o) := g(0) y se dice que f es holomorfa
en oo. Una funcidén f que es meromorfa en el plano complejo C y que es holomorfa en oo
o bien tiene un polo en oo es, por definicién, meromorfa en C.

Lema 2.69. Una funcion f: Co, — Cu es meromorfa en todo Cy siy solo si f es una
funcion racional.

Demostracion. Del Ejemplo 2.68 se ve que una funcion racional f: C — C, se extiende
a Cu al definir f(o0) :=g(0) € Csig(z) = f(1/z) es holomorfa en 0, o bien f(o0) := o
si g tiene un polo en 0. Por lo tanto, la funcién extendida f: Co, — Co es meromorfa
en Ce.

Por otro lado, dada una funcién meromorfa f: Co, — Co, susingularidad (removible
o polo) en o es aislada porque f es holomorfa en {z € C : |z| > R} para algin R > 0.
Esto sucede porque g(z) = f(1/z) es holomorfa en O < |z| < 1/R. Los otros polos de f
son también aislados en el conjunto compacto D(0; R). Esto dice que f solo tiene una
cantidad finita de polos en C, denotables por {p1, ..., ps}.

Para k =1,...,s, hay una serie de Laurent de f cerca del polo pi de la forma

F(2) = fir(@) + i (2) = fis(2) + D @mi(z = po) ™
m=1

La parte principal f; _ es un polinomio en (z — p;)~! y como tal estd definido en todo C,
con valores en C.
Si f tiene un polo en co de orden N, la serie de Laurent de g cerca de O es

N
f(1/2) =g(2) = gu(2) + 9-(2) = g4 (2) + D bmz ™,
m=1

o equivalentemente, f(1/z) = g+(1/z) + Z%zl b_, 2™, donde g, (1/z) es holomorfa en co
y la parte principal de f en co es un polinomio ordinario, definido en todo C.
Considérese la funcién h: C — C,, obtenida al restar de f estas partes principales:

h(z) = f(2) = g-(1/2) = D fi(2).
k=1

Esta es una funcion holomorfa entera en C porque tiene singularidades removibles en
{p1,....ps}. Como cada f _(z) — 0 cuando z — oo, se ve que

lim h(2) = lim (f(2) - 9-(1/2)) = 2(0),

asi que la funci6n h es acotada en una regién {z € C : |z| > R} y también acotada (por
su continuidad) en el complemento D(0; R).
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En fin, h es una funcién entera acotada. Por el Teorema 2.29 de Liouville, h es una
funcién constante. En resumen:

N s
F@ =h©0)+ D bmz"+ ) fi (2),
m=1 k=1

la cual es una funcién racional. m|

Corolario 2.70. Una funcidén racional queda determinada, hasta un multiplo constante,
por las posiciones y los 6rdenes de sus ceros y sus polos.

Demostracion. Si g y h son dos funciones racionales con los mismos ceros y polos, con
los mismos érdenes respectivos (incluyendo el posible cero o polo en o), entonces ellas
definen dos funciones meromorfas en C. El cociente f(z) := g(z)/h(z) es una funcién
meromorfa f: C, — Cs que no toma los valores 0 ni co. Por lo tanto, f|c es una
funcién holomorfa en C que ademas es holomorfa en co y por ende es acotada. Luego
g(z)/h(z) = a para alguna constante a € C*. O

» Una consecuencia del principio del argumento (es su version original) es el Teo-
rema 2.37 de Rouché, que tiene como consecuencia el principio del médulo maximo,
Teorema 2.41. Ese teorema puede proporcionar informacién sobre funciones holomorfas
que cumplen condiciones adicionales. Un ejemplo cldsico de este fenémeno es el célebre
Lema de Schwarz, a continuacion.

Notacion. El disco unitario abierto juega un papel notable en la teoria de una variable
compleja. Conviene introducir la notacién

D:=D(0;1)={ze€C: |z <1}.

Lema 2.71 (Schwarz). Si f: D — C es una funcién holomorfa tal que f(0) = 0y
|f(z)| < 1 para todo z € D, entonces

If(2I <zl para |zl <1; y [f(0)<1. (2.35)

Ademds, si cualquiera de las desigualdades en (2.35) se cumple con igualdad, entonces f es
una rotacién: f(z) = e’z para algiin 6 € R.

Demostracién. La hipédtesis f(0) = 0 implica que f(z) = zg(z) donde g: D — C es
también holomorfa. Esto dice que g(z) := f(z)/z tiene una singularidad removible en O.
Si0 < r < 1, la hipétesis |f(z)| < 1 implica que
@I _1

l9(2)| = < - para [z]=r.
|zl r
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El Corolario 2.42 muestra que |g(z)| < 1/r en el disco D(0; r) también. Al dejar r T 1,
sup{ |g(z)| : |z| < r} crece y la cota 1/r decrece, y por lo tanto

sup{|g(z)| : |z| <1} <inf{1/r:0<r<1}=1.

Esto establece que |f(z)| < |z| cuando |z| < 1.
También, al notar que
f(z) - £(0)

f(0) = lim =————=—= = lim ¢(z) = 9(0),
z— y4 z—0

se obtiene |f"(0)| = |g(0)| < 1.

Si ahora |f(zo)| = |zo| para algin zo € D, entonces |g(zo)| = 1 y por tanto la funcién
z — |g(z)| alcanza un maximo local en zy. El Teorema 2.41 entonces dice que g es una
funcién constante, necesariamente de médulo 1: lo cual implica que g(z) = e’ para
alguin 0 € R.

Del mismo modo, si |f’(0)| = 1, entonces |g(0)| = 1 y |g| alcanza un maximo local
en 0; de nuevo, g es una constante e, O

El Lema 2.71 implica que una funcién holomorfa f: D — D que cumple f(0) = 0O,
y que no es una rotacién z — ez, debe cumplir |f(z)| < |z| para z € D. Esto sucede,
evidentemente, en el caso de las potencias f(z) := 2", con n € N*.

» Lahipétesis f(0) = 0 puede ser modificada, con el uso de las transformaciones lineales

fraccionales: c

1
Es claro que s.(0) = ¢, s(c) = 0 y que el tnico polo de s, es 1/¢, con |1/¢| > 1. Luego s,
es holomorfa en el disco abierto D. Ademas, en su frontera T = {z : |z| = 1| }, se ve que

z
—, con c€D. (2.36)
cz —

se(z) :=

i0 i0
c—e _ip C—¢€
L0 CT€

0\ _ _
se(e”) = 1—eifG ¢—e 0
donde la fraccién al lado derecho es de la forma w/w € T. Entonces |s.(e!?)| = 1. El
Teorema 2.41 implica que |s.(z)| < 1 para |z| < 1, es decir, que s.(D) C D.
La transformacion lineal fraccional inversa de s, viene de

c—2z

w = — = W—-CZW=C—2
1—-cz
c—w

= z-CZW=C—W — z = —
1-cw

y se ve que s, coincide con su propia funcién inversa (!) Por lo tanto, s. es una biyeccion
holomorfa de D en D. (Se dice que s.: D — D es biholomorfa.)
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Proposicién 2.72. Si f: D — D es biholomorfa, entonces f(z) = e%s.(z) para algiin
0 € Ry algiin ¢ € D.

Demostracién. Hay un tnico ¢ € D con f(c) = 0. Coldéquese h(z) := f(s.(z)); entonces
h(D) = D y h(0) = 0. El Lema 2.71 de Schwarz muestra que |h(z)| < |z| para z € D.

La biyeccién compuesta h = f os.: D — D es holomorfa, y su funcién inversa
g=s.0f1:D — D es también holomorfa. Es claro que g(0) = 0. Luego, el Lema
de Schwarz muestra que |g(w)| < |w| para w € D. Al tomar w = h(z), de modo que
|z| < |h(z)|, se deduce que |h(z)| = |z| para todo z € D. Del Lema 2.71 de nuevo, existe
6 € R tal que h(z) = €'z

Ahora f = h o s, porque s, es su propio inverso. Luego, f(z) = e's.(z). O

2.7. Ejercicios sobre el teorema y las formulas de Cauchy

Ejercicio 2.1. Si C es el circulo |z| = 1, recorrido una vez contrario a reloj, evaluar

directamente las integrales

1
I,=— @ z"dz
27T C

para todo m € Z. || Indicacién: para m = —2,-3,... se puede usar 1/z =z en C. |

Ejercicio 2.2. Sic =a+ib # 0, con a,b € R, evaluar la integral /[0 N e” dz. En seguida,
calcular las integrales reales sin integrar por partes:

1 1
/ e coshtdt y / e sen bt dt.
0 0

Ejercicio 2.3. Si 0 < r < R, hallar la integral de linea sobre el circulo |z| = r de la

funcién racional
R+z 1 2

—_— =+ —.
(R-2)z z R-z
Deducir la férmula integral:
1 [" do 1
27 J_, R2—2Rrcos@+r2 R2-r2’

Ejercicio 2.4. [Teorema de Green]

(@) Sean u,v: U — R dos funciones continuamente diferenciables en una regién
U C R? que incluye el rectangulo R = [a, . Demostrar que

ngu(x y)dx +ou(x,y)dy = //(— - —) dydx.

donde JR es el borde de R (recorrido una vez en sentido contrario a reloj).
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(b) Si f: U — C es una funcién holomorfa cuya derivada f’ es continua,'” usar la
parte (a) para dar una demostracion alternativa del teorema de Cauchy para el
rectangulo R:

f(z)dz=0.
oR
[ Indicacién: Si f = u + iv, observar que %R f(z)dz = ggaR(u +iv) (dx +idy). |
Ejercicio 2.5. [Lema de Leibniz]

(@) SiR c U c R2 como en el Ejercicio 2.4 anterior, y si g: U — C es una funcién
continuamente diferenciable, definase

b
h(t) ::/ g(s,t)ds.
a
Demostrar que h es continuamente diferenciable en un vecindario de [c, d] y que
b
99
H(t) = — (s, t) ds.
0= [ Do

(b) Usar la parte (a) para comprobar que
1 /4 eis

27 J_, e —z

ds =1 cuando |z| < 1.

[ Indicacién: Témese g(s, t) := e*/(e" — tz). |

En los Ejercicios 2.6 a 2.12, fc denota la integral sobre un circulo C, recorrido una
vez contrario a reloj.

Ejercicio 2.6. Si C es el circulo |z| = 1, evaluar las integrales

1 f sen® z p 1 j{ sen® z J
zZ Z.
271 Jo (z - 7/6) Y 9 i (z-n/6)3

Ejercicio 2.7. Si C es el circulo |z| =3 ysit > 0, calcular las integrales:

1 ‘7{ el? p 1 ‘7{ el? p
y4 Z.
271 Jo (z+ 1% Yo i (212

Ejercicio 2.8. Sit > 0y si C es el circulo |z + 1| = r para algtin r > 0, comprobar que

1 zel? _
‘7{ dz—(t—%tz)et.

2mi Jo (z+1)3

'7Este hipdtesis (la continuidad de la derivada) es redundante, en vista del Teorema 2.25.
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Ejercicio 2.9. Sia > 0y siC es el circulo |z| = r para algun r > q, calcular las integrales

1 o 1 o
LA y f AN P

271 Jo 22 + a2 2i Jo (z—a)®

Ejercicio 2.10. Si C es el circulo |z| = 1, calcular las integrales

1 1 1
j{ Senz dz, j{— dz, }gezz — - —d=z
c z c(2z-1)3 c 22 Z3

Ejercicio 2.11. Si C es el circulo |z| =1y sin € N, evaluar la integral

1 c(z+1)2"@

27 z z

y de ahi deducir la férmula integral:

™ I
i/ cos®" 0 do = (2n)! )
27 J_, 4n(n!)2

Ejercicio 2.12. Sir > 0 con r # 1, calcular la integral

/” do
s 1—2rcosf +r?

a partir de la integral ?g dz
P T e G=nGE-rD

Ejercicio 2.13 (Teorema del valor medio). Si f: U — C es una funcién holomorfa cuyo
dominio incluye el disco cerrado D(c;r), demostrar que

sobre el circulo |z| = 1.

f(c) = %‘[ﬂf(c+rei9)d6

como consecuencia de la férmula integral de Cauchy. Ademas, obtener expresiones simi-
lares para las derivadas f(")(c) como integrales sobre 0 € [—r, 7].

Ejercicio 2.14. Si f es una funcién holomorfa entera y si s, t € C, calcular

1 fw)

i L osw_n ™

sobre un circulo |z| = Rcon R > max{|s|, |t|}. Si f es una funcidén entera acotada, estimar
el limite cuando R — oo de esta integral, para obtener asi una demostracién alternativa
del teorema de Liouville.

2-46



MA-702: Variable Compleja 2.7. Ejercicios sobre el teorema y las férmulas de Cauchy

Ejercicio 2.15. Si f es una funcién holomorfa entera tal que
|f(2)] < a+b|z|™ paratodo zeC
para algunas constantes positivas a, b, m > 0, demostrar que f es un polinomio.
Ejercicio 2.16 (Polinomio interpolativo de Lagrange). Sea
p(z) = (z=co)(z—c1) -+ (z = cn)

el polinomio ménico con n + 1 raices distintas cg, c1, . . ., ¢, en el disco abierto D(c;r). Si
f: U — C es una funcién holomorfa en una regién U que incluye D(c;r), demostrar
que la integral

1 —
q(z) = _jg fw) p(w) —p(2)
27i [w—c|=r p(w) w-=2z
es un polinomio de grado < n tal que q(c;) = f(c;) paraj=0,1,...,n.

[ Indicacién: expresar (p(w) — p(z))/(w — z) como un polinomio en la variable z con
coeficientes en C[w]. |

Ejercicio 2.17. Hallar el nimero de ceros (a) en el disco |z| < 1; y (b) en el anillo
1 < |z| < 2, para cada uno de los siguientes polinomios:

225—23+322—z+8; 27—524+22—2; 24— 7z+09.

Fjercicio 2.18. (a) Demostrar que todos los ceros del polinomio z7 — 5z° + 12 = 0
quedan en el anillo 1 < |z| < 2.

(b) Refinar esa conclusidon al mostrar que tres ceros estan en el anillo 1.1 < |z] < 1.2
y los otros cuatro en el anillo 1.2 < |z| < 1.7.

Ejercicio 2.19. Usar el teorema de Rouché para dar una demostracién alternativa del
teorema fundamental del dlgebra: si p(z) = a,z" +- - - + a1z + ap es un polinomio de grado
n > 0, entonces p tiene exactamente n ceros en C, contados con multiplicidad.

Ejercicio 2.20. Sea f: U — C una funcién holomorfa no constante en una region U.
(@) Sizp € U es un minimo local de la funcién z — |f(z)|, demostrar que f(zp) = O.

(b) Demostrar que un punto ¢ € U es un punto de ensilladura de la funcién real
h(x,y) :=|f(x +iy)|, parax + iy € U, siy solosi f'(c) =0y f(c) # 0.

[ Indicacién: usar las ecuaciones de Cauchy y Riemann. |
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Ejercicio 2.21. Obtener series de Laurent que representan la funcién

f(2) =

z
(z=2)(z+1)
en las regiones: (@) |z] <1; (B)1<|z|<2; ©z]>2; (d)O0<|z—2| <5

Ejercicio 2.22. Los nimeros de Bernoulli B, € Q se definen como los coeficientes de la
serie de Taylor

o0
2 _ N\ B s
e —1 n!
n=0

Comprobar que By = 1y que para cada n € N* se cumple la relacion:

n+1 n+1 n+1
( )B0+( 1 )Bl+--~+( )Bn:O.

0 n
Calcular By, ..., Bg. Mostrar también que Bo,,4+1 = 0 param > 1.
. e . : z z
[ Indicacién: para la ultima igualdad, verificar primero que + =—z|

ee—1 e*-
Ejercicio 2.23. Comprobar que la serie de Laurent que representa la funcién cotangente
ctg z en el disco perforado 0 < |z| < « es:

ctgz=1z" Z ( (Arz)n)]?z” 2n-1

donde los By, son los nimeros de Bernoulli de subindice par.

Ejercicio 2.24. Sean f y g dos funciones holomorfas en un anillo A(c;R,S), con los
respectivos desarrollos de Laurent:

(o]

f@=) aGz-0" g@= ) b(z-o"

n=—oo n=—oo
Si C; es el circulo |z — c| =t, donde R < t < S, definase

fw)g(w)

27i Jo, (w— )it

n = dw paratodo neZ.

Comprobar que las series para f(z) y g(z) convergen uniformemente para z € C;. Concluir
que las series numéricas ¢, = ;. ax by = Z;‘;_m an-j bj convergen para cada n; y
que la serie de Laurent para el producto fgen R < |z — ¢| < S es dada por

(o)

f@g() = ) en(z=0)"

n=—oo
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Ejercicio 2.25. Calcular el orden del cero en z = 0 de cada una de estas funciones:

2

sen z — sen z cos” z; 6sen(23) + 23(26 -6); plt87 _ psenz

e

Ejercicio 2.26. Obtener la parte principal de la serie de Laurent en 0 de la funcién

f(z) =

y de ahi comprobar que f tiene un polo doble en 0.

z+1

zsenz

Ejercicio 2.27. Hallar todos las singularidades de la funcién
sen z

tgz 1=
cosz

en el plano complejo C; y comprobar que cada una es un polo simple.

Ejercicio 2.28. Para w € C, z # 0, la férmula
exp(3w(z~1/2)) = Z Jn(w) 2"

define las funciones de Bessel w — J,(w) como los coeficientes de la serie de Laurent
de exp(3w(z — z7')) en el plano perforado C* = {z € C : 0 < |z|] < oo }. Usar el
Ejercicio 2.24 para hallar el desarrollo de cada J,(w) en potencias de w. Deducir que
estas J, son funciones analiticas enteras.

Comprobar que J_,(w) = (-1)"J,(w). Ademas, obtener las férmulas integrales:

Jn(w):i / giwsen0-n) 4o _ 1 / cos(w sen 6 — nb) do.
21 J_, 7T Jo

Ejercicio 2.29. Demostrar la siguiente generalizacién del principio del argumento. Si
f: U — Cq es una funcién meromorfa no constante en una regiéon U ysi h: U — C es
otra funciéon holomorfa en U; si C es una curva cerrada simple con C W I(C) C U que no
atraviesa los ceros ni los polos de f; y si c¢j, pr denotan los ceros y polos de f en I(C),
con érdenes respectivos mj, nj; entonces:

[
2 P m B 4= Z ) = 3 mieh(pe).

Ejercicio 2.30. SiU y V son dos regiones de C; si f: U — V es una biyeccion holomorfa,
con funcidon inversa holomorfa g: V. — U; y si C es una curva simple cerrada con
CwI(C) c U, demostrar que

glw) = i

ot 1 Flo) —w dz paratodo w e f(I(C)).

[ Indicacién: Usar el Ejercicio 2.29 con h(z) = z. |
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Ejercicio 2.31. Si f: U — C es una funcién holomorfa en una regién acotada U c C, y
si V es una subregién con V c U tal que z | f(2z)| es constante en la frontera V\V,
demostrar que f(c) = 0 para algiin ¢ € V. [ Indicacién: si esa constante es 0, usar el
Corolario 2.34; y si no, considerar la funcién g(z) := 1/f(z). ]

Ejercicio 2.32. Si f: D — D es una funcién holomorfa tal que f(p) = py f(q) = q para
p # g en D, demostrar que f(z) = z para todo z € D.

Ejercicio 2.33. (@) Si f: U — C es holomorfa en una regién tal que D(0;R) c U
y si f(0) = 0, sea Ag := sup{ Rf(z) : |z|] = R}. Demostrar la desigualdad de

Caratheodory:
2A R |Z|

R - |z|
[ Indicacién: aplicar el lema de Schwarz a la funcién ¢g(z) := f(z)/(2Ar — f(2)). ]

cuando |z|] <R.

If (@) <

(b) Si f: C — C es una funcién entera tal que z — R f(z) es acotada superiormente,
demostrar que f es constante.
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3 Integrales y Series por Métodos Complejos

The presiding genius of Leonhard Euler created the lan-
guage and the style in which mathematics has developed
ever since. [. .. ] Euler’s ideas are simple enough to be ac-
cessible, and deep enough to give a feeling for the beauty
of real mathematics.

— Freeman Dyson

Las féormulas integrales de Cauchy y los desarrollos de Taylor y Laurent, vistos en
los dos capitulos anteriores, forman la base tedrica de las funciones holomorfas y mero-
morfas de una variable compleja. En este capitulo se propone ver diversas aplicaciones y
extensiones de esa teoria bdsica. En primer lugar, es hora de considerar como dicha teoria
permite evaluar integrales de una variable real, como consecuencia del Teorema 2.62 del
residuo. Luego se abordard la convergencia de series de funciones holomorfas (mas alla
de las series de potencias) y una versiéon multiplicativa de tales series. Dos ejemplos parti-
culares de funciones complejas merecen estudios detallados: la llamada funcién gamma
de Euler y la funcién zeta de Riemann.

3.I. Las integrales de contorno

En esta seccidn, se evaluaran ciertas integrales de funciones que son holomorfas en
determinadas regiones, aparte de un nimero finito de singularidades aisladas.

Ejemplo 3.1. Sia > 1, hallar la integral?

) __/” do
“"Jo a+cos@’

Fijese que el caso a = 1 daria una integral impropia divergente:

T do 1 T /2
L = / _— —/ secz(%e) do = / sec’ pdg = tg% = +00.
0 0 0

1+c059:2

En cambio, si a > 1, el integrando es continuo en [0, z].
. _ _1 N -1 o1 -1
En el circulo |z| = 1, vale cos 0 = 5(z+2) = 5(z+27"). La segunda opcién 5(z+27")
es preferible, por ser esta la restriccién al circulo T de una funcién meromorfa.

"En esta seccidn, la letra I denotard una integral que se desea evaluar. Se usara I, para una integral
que depende de un parametro a € R.
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) 1 1

Figura 3.1: Contorno con un polo adentro y otro afuera

Al parametrizar el circulo por z = ¢/, de modo que dz = ie’ df, se obtiene

1_1/” do _/’f d _1/” i€ do _1}5 dz
“T2) a+cos8  J el +2a+ei0 i) €20 +2aei0 +1 i Joz2+2az+1"

La funcién z? + 2az +1 tiene dos ceros, en z = —a+ Va2 — 1. Estos son los polos (simples)
del integrando f(z) := 1/(z% +2az+1). Fijese que ¢; := —a+ Va2 — 1 queda dentro de C
pero que ¢y := —a — Va® — 1 es externo a C: véase la Figura 3.1. Como n(C,cy) = 0, el
residuo en ¢y no contribuye a la integral.

El residuo de f(z) en c¢; se calcula con el Corolario 2.64:

1 1 1
Res = = .
z=c1 (22 +2az + 1) 2c1+2a 92 1

El teorema del residuo entonces permite evaluar la integral:

1 dz 1 T
I,=— @ ———— =27 Res = . o
i Jez?2+2az+1 z=a1\z%2 +2az + 1 2 -1

Ejemplo 3.2. Evaluar la integral de Riemann impropia

I._/‘X’ dx
) 14 x2

Esta integral puede evaluarse facilmente al notar que la funcién F(x) := arctgx es
una primitiva de f(x) := 1/(1+x2), asi que I = arctg(+o0) —arctg(—oo) = s—(=%)=m.
Sin embargo, vale la pena evaluarla con el teorema de los residuos.

La funciéon meromorfa

1
1+ 22

f(2) =
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Ir

-R —i R

Figura 3.2: Contorno semicircular con didmetro largo

coincide con el integrando en la recta real R, asi que habria que elegir el contorno C
como una curva cerrada (simple) que reemplace al eje x. Témese C := [—R,R] + Ix
para algun R > 0, es decir, un intervalo de la recta real seguido por el semicirculo
I := {Re'? : 0 < 0 < 7}; véase la Figura 3.2.

Los polos de f son los dos puntos +i, donde i € I(C) si R > 1; pero —i queda fuera
del contorno C. Ahora

fdz _/ dz +/ dz _/R dx +/”iRei9d9
C].+22_ [—R,R]1+22 FR1+22_ -R 1+ x2 0 1+ R2e2i0

La primera integral a la derecha es positivo y tiende a I cuando R — +oo. Habria que
asegurar que la segunda integral sobre I; sea despreciable cuando R — +oco. Como
|1+ R?e%%| = |R? + ¢7%%| > R* — 1 para R > 1, se obtiene

/ dz
Tk ]_-i-Z2

Por otro lado, la integral sobre C es independiente del radio R, toda vez que R > 1:

dz _ 1 (1
= 2mi Res =2rwi|— | = m.
c1l+2z2 z=i \ 1+ 22 2i

[ Se ha empleado la férmula (2.29). ]| En conclusién,

i R dx dz
I= lim = = . 0
Roco ) p 1+x2  Jo1+22
Ejemplo 3.3. El mismo contorno C de la Figura 3.2 sirve para integrar sobre R ciertas

funciones racionales f(x) = p(x)/q(x) toda vez que grq > 2 + grp. (Esta condicién es
necesaria para poder obtener una integral convergente.) Por ejemplo, para evaluar

oo _2 2

x“ dx z

I:= , se toma Z) = .
[mx4+1 f(@) 4 +1

R R
< T osup = 0 cuando R — oo.

— <
o<o<r |1+ R%e29| ~ R2 -1
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Al estimar su integral sobre el semicirculo I%, se obtiene

/ 22 dz
Tk z¥+1
En este caso, los polos (simples) de f(z) son los ceros (simples) de z*+1.ParaR > 1,

los dos polos e™/4 y €37/ quedan dentro de C y los otros dos polos e~"/4 y e=37/4 son
externos. Entonces, por (2.29):

i R x2dx Z22dz
I = lim =
R—o0 _Rx4+1 CZ4+1

R3 - 7R3
sup : <
o<o<r |[R*e40 +1]  R* -1

<7 — 0 cuando R — .

“9mi Res (2 |+ 271 Res (2| = omif—L 4 =
s e\ A1 T I\ A1) T T Gesmiia T qeomia
z z(e’fi/“+e"’f"/“):yrcoszzi.
4 V2

— _(_e—3ﬂi/4 + e—97ri/4) —
2 2

Maés generalmente, si p(z) = auz™ + -+ a1z+ag, q(z) = byz" +--- + b1z + by, la

estimacion de la integral de f(z) = p(z)/q(z) sobre I'z se obtiene de

i0 m+1
[Py PR ol
Tk q(z)

< p - — 0 cuando R — o
(N4 |Q(Rele)| |bn|Rn

todo vez que n > m+ 1, es decir, n > m + 2. 0

Ejemplo 3.4. Si 0 < a < 1, hallar la integral

/°° e dx
1, .= .
oo 1+ €

Aqui se puede tomar f(z) := e%/(1 + €*). Esta funcién tiene polos donde e* = —1, es
decir, en los puntos z = (2m + 1)xi, para m € Z; todos estos polos son simples. Como
hay una infinitud de polos en el eje imaginario, en {+i, +3i, +57i,... }, el contorno
semicircular de la Figura 3.2 no es recomendable.

Sea C el borde del rectangulo con vértices consecutivos —R, R, R + 2i, —R + 2i.
Entonces C es un contorno cerrado, suave por trozos, que encierra el polo i de f(z)
pero ningun otro polo: véase la Figura 3.3. El residuo en este polo simple viene de la
formula (2.28):

az az -
e , . € .., z—Ii -1 ;
Res = lim (z — i) =™ lim - = ¢ — = -
z=mi\ 1 + e? z— i 1+ e? z—mi e* — e} et

al evaluar la derivada de e* en z = ri.
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2mi

i

-R C R

Figura 3.3: Contorno rectangular que encierra un solo polo

Por lo tanto,

eaz .
‘75 T o dz = —2mi e,
C e

Laintegral deseada es el limite, cuando R — +o0, de la integral de f sobre el segmento
[—R, R]. (Esta integral impropia existe y es finita porque a < 1). Se deberia mostrar que
las integrales sobre los otros segmentos de C son despreciables para R grande. Pero
resulta que eso no es cierto: en el segmento [R + 27i, —R + 27i] se ve que

az -R _a(x+2ri) R ax
e e . e
dz = —  dx= - dx
(Re+27i,—R+2ri] 1+ €7 R l+ef R 1+e*

Este segmento contribuye un monto de —e?%™], a la integral sobre C, cuando R — +co.
No obstante, las integrales sobre los lados verticales pueden estimarse por

% 21
‘ / - dz‘ < /
[RR+27i] 1 +e 0

para alguna constante M > 0, ya que a < 1. Una estimacién similar muestra que la
integral sobre [—R + 2i, —R] tiende a 0 cuando R — +co.
En consecuencia,

ea(R+it)

dt < Me R 0 cuando R — 00,

1 + eR+it

. e?%? .
I, — €297 = dz = —2mie*™,
C 1+ €%

y por lo tanto, vale

et 27i T

Io = —2mi 1 — e2axi = earmi _ p—arni = sen sra 0

» En los tres ejemplos anteriores, ciertas integrales impropias de Riemann fueron calcu-
ladas usando la relacién

00 R
[oo f(x) dszlil)lgo [R f(x)dx. (3.1)
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Esta relacidn ciertamente es valida si se sabe de antemano que la integral impropia existe.
Si f es una funcién continua sobre R, la integral impropia se define por

00 R 0
[oo f(x)dx := RH—I>1;10/0 f(x) dx+gingo [S f(x) dx, (3.2)

donde los pardmetros Ry S son independientes. Es claro que se puede tomar S = R, como
caso particular para evaluar la integral impropia, si los dos limites existen. Sin embargo,
es posible que el limite al lado derecho de (3.1) existe — y coincide con el resultado de
un célculo de una integral de contorno — aunque la integral impropia no existe (es decir,
uno de dos limites en (3.2) es divergente).

Definicion 3.5. Sea f: R — C una funcién continua; entonces la integral de Riemann

fa b f(x) dx existe para cada subintervalo compacto [a, b] C R. Siel limite al lado derecho
de (3.1) existe, este limite se llama el valor principal (de Cauchy) de la integral de f
sobre R:

00 R
P[oo f(x)dx := Rh_r}r;o [R f(x)dx. (3.3)

Si la integral impropia de Riemann f_ O; f(x) dx también existe, coincide con su valor
principal.2
Sia<t<bysig: [ab]\{t} — C esuna funcién continua, la integral de Riemann

impropia
b t—h b
xdx::h'm/ xdx+lim/ x) dx
[ s i=tim [ gt dxiim [ g0

existe si y solo si los dos limites a la derecha existen. El valor principal de esta integral
es el siguiente limite, si existe:

b t—h b
P/ g(x)dx = lim(/ g(x)dx + / g(x) dx). (3.4)
a hl0\Jg t+h

: : . S :
Por ejemplo, la integral impropia /_ X ! dx no existe, pero

Ldx
P/ — =lim(logh—1logh) =0.
[1 < = lfm(logh~logh) 0

» Antes de abordar el siguiente ejemplo, conviene mencionar un importante Lema de
Jordan.

2El valor principal de una integral estd sefialado con la letra ‘P’ antes del signo integral. No hay un
acuerdo universal sobre esta notacion: otros autores usan ‘VP’ o ‘vp’, o a veces ‘PV’ o ‘pv’ (dependiente del
idioma).
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(m/2.1)

sen 0

00) | (7.0)

Figura 3.4: Concavidad del seno en el intervalo [0, ]

Lema 3.6 (Jordan). Si I’z es el semicirculo {Re’® : 0 < @ < 7}, y si h es una funcion
continua en {z € C : 3z > 0, |z| > Ry} tal que sup{ |h(z)| : z € Tx} — 0 cuando
R — oo, entonces

lim [ e h(z)dz=0, paracada t> 0.
R—)OO FR

Demostracion. Al escribir Mg = sup{ |h(z)| : z € I }, se obtiene

/ e h(z) dz
I'r

Como sen(r — ) = sen 0, la integral a la derecha es igual a

. /n|eitR(cos9+isen9)h(Rei9)|R 46 < /”e_tRseneMRRdQ_
0 0

/2
2 / e tRsenO v R AP,
0

La concavidad de la funcién seno en [0, 7], debido a que (sen 0)” = —sen 6 < 0, implica
que el segmento desde (0,0) a (£, 1) queda por debajo del grafo del seno (Figura 3.4).
En consecuencia,

2
senf > — = — para 0<60<
r/2 o«

e

Por lo tanto,

/ e h(z) dz
Ir

porque Mg — O por hipotesis. O

/2 —2tRO/ % MR —tR
< 2RMp e dQ:T(l—e ) = 0 cuando R — oo,
0

Lema 3.7. Sea f una funcién meromorfa en D(c; r) con un tinico polo simple en c, cuyo
residuo es a_1. SiT, = {c+ee' : ¢ < O < ¢} es un arco de circulo centrado en c, entonces

lim | f(z)dz =ia_1(Y — ¢).
e—0 L.
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Demostracion. Como el polo de f en ¢ es simple, hay una funcién holomorfa g en D(c; r)
tal que f(z) = a_1(z— )1 +¢g(2). Si M := sup{|g(2)| : |z —c| < r/2}, entonces para

0 < € < r/2 resulta que
[ gtzraz
P

lo cual es despreciable cuando ¢ — 0. Al parametrizar la curva por el angulo 6, también

se obtiene " ;
- ja_iee'” do
/ a—q dZ:/ %:la—l(lﬁ_(p) |
I, @

z—c ceid

< Me(y — @),

Oy O

-R —a a R

Figura 3.5: Contorno semicircular con dos desviaciones

Ejemplo 3.8. Si a > 0, hallar el valor principal de Cauchy de la integral

* cosx dx
P 5 -
o G2 —Xx

Esta integral impropia converge en +oo, porque fRoo x2dx =1/R — 0 cuando R — +c0.
Sin embargo, el integrando es singular en x = +a; el valor principal es del tipo (3.4)
tanto en ¢; = a como en ¢y = —a.

La funcién cos x/(a® — x?) es la parte real, cuando x € R, de la funcién

elZ

f(@) =53,
a2 — 72
que es meromorfa en C, con polos simples en z = a 'y z = —a. Del Corolario 2.64 sigue
iz , eiz eia eiz . eiz e—ia
Res —— = lim =—— Res —— = lim = )
z=a g% —z z=a —q — 2 2a z=—aq* —z% z=—aa—2z 2a

Sin embargo, el contorno [—R,R] + I’y de la Figura 3.2 atraviesa los polos si R > a;
es preferible evitar esa circunstancia. Lo que corresponde es modificar ese contorno, al
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rodear cada polo por un semicirculo de radio pequefio ¢ — recorridos a favor de reloj —
para asi obtener el contorno C de la Figura 3.5, que deja los polos en su region exterior.
Como n(C, a) = n(C, —a) = 0, los residuos no contribuyen a la integral, asi que

e dz

Ahora bien: se debe calcular la contribucidon de cada semicirculo a esta integral
nula. En primer lugar, al tomar h(z) := 1/(a® — z?) en el Lema 3.6 de Jordan, donde
Mg < 1/(R? — a?) — 0 cuando R — +o0, se obtiene

) e dz
lim ——= =0.
R—o0 Ik a’ — 72
Las integrales de los semicirculos pequeios alrededor de los polos dan (—ri) veces el
residuo en cada caso, por el Lema 3.7, habida cuenta del recorrido a favor de reloj en
cada caso. Sus contribuciones a la integral (3.5), al dejar ¢ — 0, son
el el Tsena
—— (—mi) + (—mi) = - .
2a 2a

a

Al restar estos términos de la integral de contorno (3.5), queda el valor principal de la
integral sobre R:

msena " T elX dx = elX dx R eix gy b ® el dy
= lm + + = .
a R—ooo\J_p  a?2—-x2  J_guo a%2—x2  J,o a® —x2 oo A% — X2

€l0

Al tomar la parte real de esa expresion, se concluye con

“cosxdx msena
P = . 0
e A% —x2 a
Ejemplo 3.9. Comprobar la evaluacién de esta integral de Riemann impropia:
* senx
/ dx = z . (3.6)
0 X 2

Como la funcién real x — (senx)/x es par, bastaria comprobar que

(o)
sen x
/ dx =17
o X

y luego dividir por 2. Sin embargo, no es evidente que estas integrales impropias con-
vergen. De hecho, la funcién (sen x)/x no es integrable sobre R en el sentido de Lebesgue,
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porque la integral de su valor absoluto fooo x~1|senx|dx diverge. (Este ejemplo indica
que la integral de Riemann no queda desplazada por la de Lebesgue.)
De nuevo, para poder aplicar el Lema de Jordan sobre Iy, es preferible reemplazar
(sen x)/x por e'*/x, para después tomar las partes imaginarias. Sin embargo, la funcién
1z

e cosz . senz

— = 1

z z z

tiene un polo (simple) en 0. Como en el ejemplo anterior, se podria usar un contorno
semicircular con una desviacién cerca del polo en 0. Una alternativa mejor es usar la

funcion )
e -1

f(2) =

con una singularidad removible en 0 —fijese que su parte imaginaria en R es también
(senx)/x. Ya se puede usar el contorno C = [—R, R] + Iz de la Figura 3.2. Como f(z) es
holomorfa en el interior de C, su integral se anula:

eiz_l Reix_l eiz_l
O:yg dz=/ dx+/ dz.
C y4 -R X Tz y4
R ix iz iz
e* -1 1-e dz e*dz
/ dx:/ dz:/ ——/ .
R X Rz Ix % Ig <

La primera integral a la derecha vale i por célculo directo; la segunda es despreciable
para R grande, por el Lema de Jordan. De hecho, es posible hacer una estimaciéon mas

explicita:
/ e dz
I <

De ahi se obtiene la desigualdad

R ix
e -1
dx — i
-R X

En vista de que |Jz| < |z|, se deduce que

R
sen x
dx — 1
-R X

Al dejar R — +o0, se obtiene la existencia de esta integral impropia de Riemann, junto
con su valor /2 que aparece en (3.6). o

Entonces

T /2
< / e~Rsend gg < 2/ e RO gg - T Ry LT
0 0 R R

T
< —=.
R

T Ny
< R y también
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Funciones holomorfas ramificadas

En la seccién 1.4, se definié la “rama principal del logaritmo” como la funcién holo-
morfa Log: C \ R_ — C dada por (1.33):

Log(re'®) :=logr + i@

al tomar r > 0, -7 < 0 < x para z = re!’ € C\ R_. De igual manera, se ha definido
el valor principal del argumento como Arg(re'®) := 6, con -z < 6 < 7, en ese mismo
dominio. Se puede generalizar ese esquema, para poder incluir el eje real negativo en
ciertos casos, del modo siguiente.

Definicion 3.10. Después de elegir un angulo fijo ¢, se considera el plano cortado
C \ e'’R,, el cual es una region estelar a partir del punto de mira zg = —e'?; véase la
Figura 3.6. Se determina un valor del argumento y una rama del logaritmo en esa region
al tomar

arg(re’®) :=0 y log(re'?) :=logr+i0 para ¢ <6 <q+2r.

(Para cada k € Z*, la sustitucion ¢ — ¢ + 2kx define otras ramas del logaritmo con el
mismo plano cortado por dominio.) o

zo=—e' -

Figura 3.6: Plano cortado a lo largo de una semirrecta: ¢ < 0 < ¢ + 27
Es importante sefialar que la propiedad homomorfica del logaritmo real debe modi-
ficarse, para una rama especifica del logaritmo, en la férmula
log(zw) = logz +logw + 2kmi con ke Z.

Otra manera equivalente de definir (una rama de) el logaritmo es declararla como
una primitiva de la funcién 1/z. Para hacer eso, es necesario tomar como dominio una
regién simplemente conexa U que no contenga el origen 0. (El plano cortado C \ e’R.
cumple esos requisitos.)
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Se elige un punto zg € U y se define
“dw
L(z) :=/ — +log|zo| + i arg zo, (3.7)
zZ0 w

donde arg zo denota aqui cualquier dngulo 6, tal que e!® = zy/|zo|; cabe recordar que
/Z z denota la integral de linea sobre cualquier contorno C en U de zy a z (por ejemplo,
el segmento [zg, z] en una regién estelar).

La funcién g(z) := z ' exp(L(z)) tiene derivada

g (z) = —z2exp(L(z)) + 2 'L’ (z) exp(L(z)) = (—z 7% + z72) exp(L(z)) = 0,

asi que g(z) = g(z9) = 1, pues U es conexo. Entonces la funcién holomorfa L: U — C
satisface exp(L(z)) = z y por ende es una funcién inversa de la exponencial en la
region U. En otras palabras, logz := L(z) es una rama del logaritmo con dominio U,
simplemente conexo. (La ambigiiedad del dngulo 0, hasta sumandos de 2k, indica que
hay varias maneras de elegir la rama: todos difieren por muiltiplos constantes de 2si.)
La férmula (3.7) hace evidente que cada rama del logaritmo es holomorfa en su dominio.

Definicién 3.11. Sia € C ysi U c C* es una regién simplemente conexa — en parti-
cular, si U es cualquier plano cortado — elijase una rama del logaritmo en U. La rama
correspondiente de la potencia z — z“ se define en U por

z% := exp(alog z). (3.8)

Por ejemplo,? en el plano cortado C \ R_ se puede definir z'/? := exp(% Logz), de
tal manera que (re'?)/2 = /re'?/2. Sin embargo, al elegir otra rama del logaritmo
log z := Log z + 27i, la férmula correspondiente seria (r e?)!/2 = —/r ¢%/2, En resumen,
la ambigiiedad en la definicion

i9)1/2 — rfrelf/2

(re
es inherente en la eleccién de la rama del logaritmo: la raiz cuadrada posee dos ramas.
En general, si n € N¥, la raiz enésima z +— z!/" posee n ramas distintas, que difieren
entre si por factores multiplicativos de e<7i/", ¢

» El logaritmo y las potencias no enteras conducen a nuevas clases de integrales de
contorno, en las cuales los contornos C estan trazados en planos cortados, amén de
evitar los polos del integrando.

3En este discusion, /r denota la raiz cuadrada positiva de r > 0 real.
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Ejemplo 3.12. Evaluar la integral de Riemann impropia

oo

log x

I:= ———dx.
0 (1 +x2)2

Esta integral impropia converge en el extremo superior ya que el integrando es
O(x *logx) = o(x~*) para ¢ > 0. La convergencia en x = 0 es menos evidente, pero
saldra del célculo subsiguiente.

_R —€

Q@
0 € R
1

—l*
1
1

Figura 3.7: Contorno semicircular en un plano cortado

El contorno C sera una modificacion del contorno [—R, R] + I'; de la Figura 3.2. Para
evitar la indefinicién del logaritmo en z = 0, se debe seguir (en el sentido negativo)
un pequeiio semicirculo I, centrado en 0. Luego se corta el plano a lo largo de la recta
e~7/2 R, (Figura 3.7) y se usa la rama del logaritmo dada por

. 3
log(re'?) := logr +i6, con —% <0< g

Obsérvese que log1 =0, logi = 7i/2, log(—1) = xi para esa rama.
La integral de la funcién

en el contorno cerrado C := [-R, —¢]| + (=) + [¢, R] + I’z vale 2si veces el residuo en el
unico polo de f dentro de C, el cual es un polo doble en i. Para calcular este residuo, se
usa la férmula (2.30) con m = 2:

_ 1
92 = - D@ = o
)= |t 2lesz) 1 mi_iw
B /@ =90 = | ev "G+l 4 8 4’8
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Como ya es habitual, se muestra que la integral sobre el semicirculo I'y es despreciable

para R grande:
T logR+i0 : T RlogR+ RO
:/ _O8ET T Rei® g </ e e
0 (1+R262’9)2 0 (R2_1)2

nR1og R+ $7°R
= — 0 cuando R — oo.
(R =1)?
Un cdlculo similar, usando el limite conocido lim,|g elog e = 0, muestra que la integral
sobre el semicirculo pequefio también es despreciable para ¢ pequefio:

log z
Tk (1 + 22)2

1 o1 0 , Tel 0
—(1igz)2 z :/ —(10g€2+2z9)2 iee’ do </ —g(;)gg:; do
L. z 0 + £“e 0 - &
_ meloge+ 37 L72¢2
1-2)? — 0 cuando ¢ | 0.
—€

La integral sobre el contorno C - la cual no depende de ¢ ni de R — entonces se reduce
a dos integrales sobre semirrectas:

log z ®  logx /0 log u
8% _gp= | 2T _dx+ [ —— _du.
75(1”2)2 ‘ /0 A+x22 7 | a2z ™

La primera integral a la derecha es la integral deseada I. Para la segunda, se coloca
u = —xy se usa log(—x) = log x + i para la rama del logaritmo en uso, asi que

f log z dr =2 ® logx /
——dz =
c (1+22)2 0 (1+x2)2 (1 +x2)2

Por otro lado, el teorema del residuo muestra que

log z r

————dz=2nmi Resf(z) = —=+ —i.
c (1+2%)2 z=i fz) 2 4

Al comparar las partes reales e imaginarias de las dos expresiones anteriores, se obtiene

la integral deseada y otra integral también, de feria:

/wbidx__z /“d_x_+£ o
0 (1 +x2)2 B 4’ 0 (1 +x2)2 B 4

Ejemplo 3.13. Calcular las integrales

Ooxa—l
Ia::/ dx para O0<a<l1.
0 1+x

La condicién a < 1 es necesaria para la convergencia de esta integral impropia en el
extremo superior; y la condicién a > 0 garantiza su convergencia en x = 0.
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Figura 3.8: Contorno de cerradura en un plano cortado

Después de elegir un corte apropiado del plano para definir una rama de z%7!, la
funcién f(z) := z71/(1 + z) tendrd un polo simple en z = —1. Un corte a lo largo de R_
pasaria a través del residuo, y por lo tanto ese corte no es aconsejable. Resulta mejor
cortar a lo largo de la semirrecta R, y mover el intervalo real [¢, R] arriba y abajo del
corte para obtener la “cerradura” ilustrada en la Figura 3.8.

Este contorno simple cerrado es

C:=[+i5,R +i] +Cr+[R - id,& —id] - C,,

donde Cy, es el arco grande del circulo |z| = R, desde R’+id hasta R’—i§, girando contrario
a reloj; y —C; es el arco grande del circulo |z| = ¢, desde ¢’ —id a ¢’ +i8, recorrido a favor
de reloj. AQui R > 1y 0 < § < ¢ se ha tomado R := VR2 — 52 y ¢ := Ve — 52 para
cerrar el contorno C.

La integral de linea fc f(z) dz depende solamente del residuo en el polo —1; luego
se puede dejar § | 0 antes de calcular las integrales sobre cada trozo.

Para definir la potencia z%~! := exp((a — 1)logz), témese la rama del logaritmo
log(re'?) :=logr +if con 0 < 6 < 27 en el plano cortado C \ R,. El residuo en z = —1
se calcula facilmente, habida cuenta de que ahora log(—1) = i:

a-1

— i a-1 _ -1 -1)) = mi(a=1) _ _ ina
Rep Tz = Jim, 2 - exp((a= Dlog(-) = e =

Si x > 0, entonces x + id, x — id quedan en lados opuestos del corte; y se aproximan

log(x + i) = log x + id,
log(x — i8) = logx + i(27 — §).

Por eso, (x + i8)* ! — x%71 pero (x — i8)% 1 — x%1¢27(@=1) cyando § | 0. Ese es el
efecto de cortar el plano en R,.
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Para estimar las integrales sobre los arcos circulares, ya se puede dejar § | 0; asi, se

cierran los circulos Cg y —C,. Como a < 1, se ve que
21 pa-1 a
R 27R
</ RdO = dd — 0 cuando R — .
0

a-1 27w ,(a—1)(log R+i0) .
}{ 4z / S iRedo
Cr 1+z 0
R-1 R-1

1 + Rel?
De modo similar, debido a que a > 0, se obtiene

/ z%1 27me
dz| <
c, 1+z 1-¢

— 0 cuando ¢ | 0.

Luego, al dejar ¢ | 0 y R — oo, se obtiene

a—1 0 _a-1 0 ,.a-1 ,2ri(a—1) ' oo a-1
7( L dz= / X dx +/ AR — - (1 — e27i(a-D)) / T dx.
cl+z o l+x 00 1+x o l+x

El teorema del residuo implica que

za—l Za—l )
dz = 2mi Res = —2rie'™.
cl+z z=11+z

En conclusion, se obtiene
0 ya-l —27iel™@ —27iel™@ 27i bd
I, = d
0

X = - = - = — - = . .
1+x 1 — e27i(a-1) 1 — e2ima eima _ e—ima  gen sa (3.9)

Fijese que este es el mismo valor de la integral del Ejemplo 3.4. Por una buena razén:

esas integrales coinciden,
% xa-1 © e du
Ia = dx =
o l+x —oo 1+ et

por el cambio de variable x = e“. O

3.2. Convergencia uniforme sobre compactos

Una propiedad importante de las funciones holomorfas es su estabilidad bajo ciertos
procesos de sumacién o multiplicacién infinita. Conviene recordar que un limite unifor-
me de funciones continuas es continuo (Lema 1.4). Pero la convergencia de funciones
definidas en una regién abierta no suele ser uniforme en todo el dominio. Un concepto
intermedio entre las convergencias puntual y uniforme, es la convergencia uniforme sobre
las partes compactas del dominio.

Antes de aplicar esa nocién a las funciones holomorfas, conviene notar un aspecto
util de la topologia del plano complejo. Si E C C, dendtese por E° el interior topoldgico
de E, y por E la clausura de E.
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Lema 3.14. Si V C C es un abierto no vacio en el plano complejo, hay partes compactas
K, C V para cada n € N* tales que K, C K | para cada n; y ademds V = | ,en+ Kn-

Demostracion. Se usalanotaciénd(z, E) := inf{ |z—u| : u € E } para designar la distancia
desde un punto z € C y una parte E C C. La desigualdad triangular implica que

|d(z.E) —d(w,E)| < |z—wl|, paratodo zw € C.
Esto dice que la funcion z — d(z, E) es continua. Dado el abierto V C C, definase

V, =D0;n)N{zeV:d(z,C\V)>1/n},
K, :=D0;n)N{zeV:d(z,C\V)>1/n}.

Cada V,, es abierto en C; y cada K, es un compacto, por estar acotado y cerrado en C.
Es claro que K, C Vy41 C Kp41, lo cual implica que K;, € K7 ;. Ademds, como V' # 0, hay
algin m € N tal que V,,, # 0; por tanto, K,, # @ para n > m.

La coincidencia de la unidn creciente | J,cn: Ky con V sigue de las definiciones. Es
obvio que | J,en+ Ky € V. También, si z € V, hay m € N* tal que |z| < my a la vez
D(z; %) C V, por lo que vale d(z,C \ V) > 1/m; y por ende z € Kp,. O

También es evidente que V = |J,en: Vi, una unién creciente de abiertos. Si K ¢ V
es una parte compacta cualquiera, entonces los V,, forman un cubrimiento abierto de K.
Luego, hay algtin m tal que K c V,, C K,,,. En resumen: toda parte compacta de V estd
incluida en algin K,,.

Definicion 3.15. Sea V C C un abierto no vacio. Dendtese por C(V) el espacio vectorial
de todas las funciones continuas f: V — C. Una sucesion {f,}nen € C(V) converge
uniformemente sobre compactos a una funcién limite f: V — C, si f,(z) — f(z) para
z € V y si esta convergencia es uniforme sobre cualquier compacto K C V.

En vista del Lema 3.14, este ocurre si y solo si f, — f uniformemente sobre cada Kj,.
Por el Lema 1.4, la restriccién f|k,, es continua; como V = J,, K, la funcién limite
f:V — C es continua en todo punto de V, asi que f € C(V).

Las seminormas

pm(f) := sup |f(2)]

z€K,
definen una topologia sobre C(V'), como sigue. Nétese primero que f, — f uniformemen-
te sobre K, siy solo si pp,(f, — f) — 0 cuando n — oo. Entonces f, — f uniformemente
sobre compactos de V si y solo si p,,(f, — f) — 0 para cada m € N* (por separado).
Ahora, la férmula
1 palfi-f)
2™ 1+ pm(fo = f)

pv(finf) =)

m=1
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define una métrica py sobre C(V); la convergencia uniforme sobre compactos es equiva-
lente a la convergencia en esta métrica. No es dificil comprobar que este espacio métrico
es completo (sus sucesiones de Cauchy son convergentes).* O

Lema 3.16. Si V C C es un abierto, si f € C(V) es el limite uniforme sobre compactos de
una sucesion { f, } en C(V), entonces para cualquier contorno C (suave por trozos) con traza
en V, la integral de f sobre C estd dada por

/Cf(z)dz:nlinc}ofcﬁl(z)dz.

Demostracion. La traza de C es una parte compacta de V. La hipdtesis de que f, — f en
C(V) implica que f,(z) — f(z) uniformemente para z € C. Sea dada ¢ > 0; entonces
hay N € N tal que

€

n>N = |fn(z)—f(z)|<m paratodo z € C.

En consecuencia,

/cfn(z)dz—/cf(z)dz

Teorema 3.17 (Weierstrass). Sea U una regién de C y sea { f,: U = C : n € N} una
sucesion de funciones holomorfas en U. Si f, — f en C(U) con convergencia uniforme
sobre compactos, la funcién limite f es también holomorfa en U. Ademds, £ — f®
uniformemente sobre compactos de U para cada k € N.

&
>N — <Hl(C) —==c¢
n (){,(C) €

- ‘ [0 - 762 e
C

Demostracion. Para mostrar que f es holomorfa en U, basta verificar que f es holomorfa
en cada disco abierto D(c;s) C U. Sea C un contorno cerrado cualquiera con traza en
D(c;s). El teorema de Cauchy muestra que fcfn(z) dz = 0 para cada n. Del Lema 3.16

se concluye que
f‘f(z) dz = lim %ﬁl(z) dz = 0.
C n—oo C

Como esta integral es nula para cualquier C, el Teorema 2.32 de Morera implica que f
es holomorfa en D(c;s).

La convergencia de las derivadas superiores se demuestra por inducciéon sobre k. Basta
entonces comprobar que f, — f” uniformemente sobre compactos en U. Témese r con
0 <r <s,asique 5(0; r) C U; sea C, el circulo de borde de este disco cerrado, recorrido
una vez contrario a reloj.

4El espacio vectorial topolégico C(V) es un ejemplo de un espacio de Fréchet: este es un espacio
vectorial metrizable y completo, cuya métrica esta dada por una familia numerable de seminormas. Sin
embargo, C(V) no es un espacio de Banach: la métrica py no proviene de una sola norma.

3-18



MA-702: Variable Compleja 3.2. Convergencia uniforme sobre compactos

Para cada z € D(c;r), se obtiene

lim f;(z) = i n_)ooj{ fn(W) dw 1 f(w)

n—o0o

A Ao LA
de la férmula integral de Cauchy (Teorema 2.25) y del Lema 3.16.

Esta convergencia f, — f’ es puntual en D(c;r). Resulta, ademds, que es uniforme
sobre D(c; t) si0 < t < r. Para ver eso, fijese que |w —z| > r—t paraz € D(c; t), w € C;.
Dado § > 0, existe N e Ntalquen > N = |f,(w) — f(w)| < § para w € C;; esto
conlleva el estimado:

filw) = fow)| _ 8

n>N = A .
(w—2)2 (r—1t)2

Esto a su vez muestra que

>N = |fi(2) - f'(2)] <

jgﬁxw) fw) ‘< or

(w~2)2 (r=n?’

y por lo tanto f; — f’ uniformemente sobre D(c; t), toda vez que 0 < t < r; O sea,
f» — f’ uniformemente sobre compactos en D(c;r).

Cualquier compacto K C U se puede cubrir con un nimero finito de tales discos
abiertos; luego f, — f” uniformemente sobre compactos en U. O

Corolario 3.18. Si una serie de funciones holomorfas en una regién U,
f(z) := Z h,(z) para zeU,
n=0

converge uniformemente sobre compactos, la suma f es una funciéon holomorfa en U, y la
serie puede derivarse término por término. Es decir, si k € N, entonces

(o]
f(k)(z) = Z hg,k)(z) si zeU,
n=0
y esta nueva serie también converge uniformemente sobre compactos. =

Ejemplo 3.19. La férmula clasica para la funcién exponencial:

= 1im (1 + f) (3.10)
n

n—o0o

es valida para todo z € C, con convergencia uniforme sobre compactos.

3-19



MA-702: Variable Compleja 3.2. Convergencia uniforme sobre compactos

Para comprobar esa afirmacion, basta verificar la convergencia en el disco cerrado
D(0; R) para cualquier R > 0. Considérese el polinomio f;(z) := (1 + z/n)" para n fijo:

k

3 z ”_ = (n) z 3 Snn-1)...(n—k+1) 2z~
fn(z>—(1+;) —Z(k);—z ]

o S-Y- 2 - 555

Al usar repetidamente la identidad (1 — a)(1 —b) > 1 —a — b para a,b > 0, se obtiene,
para |z| < R

n k k
zZ\n 1 2 -1\ |z |z|
ez—(1+—) < E (—+—+---+ ) E
n o\ n n k>n
1 <~ RF RF  R2 % Rk
<— ) ——+ —
2,12 (k —2)! K Z Z k!
k>n k>n
RZ R

+Z——>O cuando n — oo,

k>n

con convergencia obviamente uniforme en |z| < R. [ En la segunda linea, se ha usado la
sumatoria 1+2+---+(k—-1) = %k(k— 1).]

El Teorema 3.17 confirma que la funcién z +— e* es entera y que coincide con su
propia derivada:

d , d " i z\"? i z\" z :
—(e)—hm—1+ = lim 1+ - = lim 1+ — 1+—]=¢€" o
dz n—oo dz n n—oo n n—oo n n

Ejemplo 3.20. La serie

(©e]

1
{(z) := Z—Z (3.11)
n=1
converge si Rz > 1, porque si z = x + iy, entonces
1
| =1,z — |,—zlogn| _ ,—xlogn _
- |n | - |€ | =€ o

y la serie positiva ), 1/n* converge si x > 1. Ademads, si s > 1, en el semiplano
cerrado Rz > s se obtiene el estimado |[n™?| < n~*. Al aplicar el criterio mayorizante de
Weierstrass (el Lema 1.5) a la serie (3.11) con M, := n™*, se deduce que la convergencia
de esa serie es uniforme en el semiplano Rz > s
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Si ahora K es un compacto en el semiplano abierto Rz > 1, entonces existe algin
so > 1tal que K € {z: Rz > sg}. (En efecto, los semiplanos {z : Rz > %(1 +5s)}
forman un cubrimiento abierto de K.) Entonces la convergencia de la serie (3.11) es
uniforme sobre K. El Teorema 3.17 muestra que la funcién ¢ es holomorfa en el semiplano
abierto Rz > 1. Esta es la funcion zeta de Riemann.5 o

» El teorema de Weierstrass también justifica la formacién de funciones holomorfas
mediante integrales sobre una variable auxiliar.

Proposicion 3.21. Sea U una regién de C y sea [a,b] un intervalo compacto en R. Si
g: U X [a,b] — C es una funcion continua tal que z — ¢(z,t) es holomorfa en U para
cada t € [a, b], entonces la funcion f: U — C definida por

b
f(2) = / g(z 1) dt (3.12)
es holomorfa en U.
Demostracion. Para cadan € N*yk € {0,1,...,n}, sea t,(k) := a+ k(b — a)/n, asi que
{t.(0), t,(1),...,t,(n)} es una particién del intervalo [a, b] con espaciamiento uniforme.

Sea f,(z) la suma de Riemann definida por

£ =2 Y gle (k).
k=1

Para cada z € U, la continuidad de t — g¢g(z, t) muestra que estas sumas de Riemann
convergen a la integral (3.12). Por lo tanto, hay convergencia puntual f,(z) — f(z)
cuando n — oco. Para comprobar que f es holomorfa en U, basta mostrar que esta
convergencia es uniforme sobre compactos de U.

Si K c U es compacto, entonces K X [a, b] es compacto en U X [a, b]. La funcién g
es continua en sus dos variables y por ende es uniformemente continua en K X [a, b]. En
consecuencia, dado ¢ > 0 hay § = (&) > O tal que

|s—t| <8 = sup|g(z,s) —g(z,t)] < L.
zeK b—a

5La funcién zeta de Riemann resulta ser una funcién meromorfa en todo C, con un polo en z = 1. En
consecuencia, la férmula (3.11) es solamente una definicién parcial de {(z), a la derecha de ese polo. Mas
adelante, se completara su definicion en el resto del plano complejo.
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Ahora, sin > (b—a)/d ysiz € K, se cumple

n tn (k)
Z/ (9(z ta(k)) — g(2,1)) dt
k=1 th(k—1)
n e beua

n tn(k)
< (Z’ tn(k)) - (Z’ t) dt <
,;‘ /tnac—l)lg 9(z.1) b

k=1

fa(2) = f(2)] =

= E&.
—da n

Como J no depende de z € K, se concluye que f, — f uniformemente sobre K. Ahora el
Teorema 3.17 muestra que f es holomorfa en U. m]

» Ya es posible formar funciones holomorfas o meromorfas como sumas de series que
no necesariamente son series de potencias. El ejemplo siguiente es una serie estudiado
por Euler, de una manera que hoy en dia se estima no rigurosa, por posteriormente se
justifico mediante el teorema de Weierstrass.

Ejemplo 3.22. Considérese la funciéon f: C — C,, definida por la serie

) :_1+i 2z

- 2 _ 2"
z 4z2-n

La serie al lado derecho parece ser una funcién meromorfa con polos en Z. Para com-
probar que efectivamente es asi, se debe investigar su convergencia.
Tomese R > 0, N € N* tales que N > 2R. Entonces la suma parcial

N N
1 2z 1 1 1
n(2) .:;+an1 22 _n2 :Z+Zn=1(z—n+z+n)

es una funcién meromorfa con polos simples en {—N, ..., N — 1, N}. Sus residuos son
1 ) 1
Res sy(z) = Res =1, si n#0; Ressy(z) = Res— = 1.
z=%n z=tn zZ ¥ n z=0 z=0 Z

Los términos de la cola de la serie:

(o]

son funciones holomorfas en el disco abierto D(0; R). Si |z| < Ry n > N > 2R, entonces

2z
22 _ n2

__2R _1_ 2R _12R_S8R
S n2—R2 n21-(R/n)2 n?3/4 3n2°
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Por lo tanto, la serie para t,(z) converge uniformemente en el disco cerrado D(0;r)
cuando O < r < R, por el criterio mayorizante de Weierstrass (Lema 1.5). Luego ¢y es una
funcién holomorfa en D(0; R), por el Teorema 3.17. La serie original f(z) = sy(z)+tn(z)
entonces es meromorfa en cualquier disco abierto |z| < R. Por tanto, f es meromorfa en
todo C, con un polo simple en cada n € Z y residuo igual a 1 en cada n.

La funcién g(z) := mctg 7z es otra funciéon meromorfa con polos simples en cada
n € Z. Ademas, como

JT COS TTZ
(senz)’

JTCOSTTZ

=1,

zZ=n

Res wetgwz = =
z=n sn TCOSTZ
la diferencia f(z) — g(z) es una funcién entera. Esta funcién es periddica con periodo 1,
porque f(z+ 1) = f(z) yg(z+ 1) = f(z). Es posible comprobar, después de escribir
z = x + iy, que |f(y) — g(y)| es acotado cuando |y| — oo, con cota uniforme para
ly] > 1. De ahi se deduce que esta funcién entera es acotada en todo C; y por el
teorema de Liouville, es una constante. Pero es evidente que f — g es una funcion impar:
f(-=2z) — g(-z) = g(z) — f(z), y en consecuencia la constante es nula: f(z) — g(z) =
f(0) — g(0) = 0. En conclusidn, se obtiene:

1 ©« 2z
TCctgmz = ;+Zm (3-13)
n=1
con convergencia uniforme sobre compactos en C \ Z. o

Lema 3.23. Si para cada k € N, fi es una funcion holomorfa en el disco abierto D(c; R),
con serie de Taylor fi(z) = X o akn (z — ¢)"; y si la serie

f2) =) fi(2
k=0

converge uniformemente sobre compactos en D(c; R), entonces la serie de Taylor de f cen-
trado en c estd dada por

o0 o0
f(z) = Z cn(z=0¢)", con ¢, = Z Aen-

n=0 k=0
Demostracion. Por el Teorema 3.17, f es holomorfa en el disco abierto D(c; R). La serie
de Taylor de f tiene radio de convergencia al menos R por el Teorema 2.28 (una funcién
holomorfa es localmente analitica).

’ . . _ (n)
Ademads, el Teorema 3.17 muestra que cada derivada superior cumple f (n) = Yo A

uniformemente sobre compactos; luego,

n 0 (n) (o)
AUCHS FACHE ]
k=0

n! n!
k=0
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Ejemplo 3.24. Considérese la funcién definida por
0o k

z
f(z) = Z T para |z| < 1.

k=1

Es claro que el término zF/(1 — z¥) es holomorfo en el disco |z| < 1. Se debe comprobar
convergencia uniforme sobre cada disco cerrado D(0;r) cuando O < r < 1. Ahora, como
|1 — z¥| > 1 — r* para |z| < r, se obtiene

Zk rk k

< <
1-2F| 1-rk 1-7r

cuando |z| <,

y la serie geométrica )77, r*/(1-r) = r/(1 - r)? converge ya que r < 1, se obtiene la
convergencia uniforme deseada del Lema 1.5.
La serie de Taylor de f, centrado en O, se obtiene del Lema 3.23. Al notar que
k
GRR
1-2zk
es una serie geométrica, se obtiene a;, = 0 0 1 en cada caso; y ax, = 1 si y solo si n = mk
para algun m € N*. Es decir, a, = 1 si y solo si k es un divisor de n. Por lo tanto,®

k k

+22K 4.

f(z) = Zr(n)z” =z+222 4228 432 +22° + 4%+
n=1
donde 7(n) es el numero de divisores de n, incluyendo los divisores 1 y n. o

3.3. Productos infinitos

Definicidn 3.25. Si {a,},en €S una sucesion de nimeros complejos, el producto infinito
de los términos (1 + a,) es evidentemente nulo si a, = —1 para algin n. De lo contrario,
el producto parcial
n
poi=| |A+a) =1 +a)(1+ar)... (1+4a)
k=1

pertenece a C* := C \ {0}. Si p, — p € C* cuando n — oo, se dice que el producto
converge a p,

1—[(1+an) =P (3.14)
n=0

®La férmula f(z) = 3,51 7(n)z" también dice que f es la funcién generatriz de la sucesién {r(n)}.
La otra férmula f(z) = X1 2K /(1 = zF) permite aplicar la teorfa de funciones analiticas al estudio de los
divisores de enteros. Este es un item de la llamada teoria analitica de niimeros.
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En cualquier otro caso, el producto infinito es divergente:

o sip, — o en C, se dice que el producto diverge al infinito;

o sip, — 0 en Cg, se dice que el producto diverge a 0O;

o sila sucesion {p,} no tiene limite en C, el producto también diverge.

En el caso de que a,, = —1 para algun m € N, entonces p, = 0 para n > m; luego el
producto se anula de manera trivial. o

Si p, — p en C*%, entonces 1+ a, = p,/pn-1 — p/p = 1y por ende a, — 0. La
condicién a, — 0 es necesaria para la convergencia (3.14) del producto infinito.

Si a, — 0, entonces hay n € N tal que R(1 + a,) > 0 para n > N. Entonces la rama
principal del logaritmo es aplicable para evaluar Log(1 + a,) € C para n > N, entonces
se puede formar la serie .’ \; Log(1 + a,) para luego investigar su convergencia.

Lema 3.26. Si a, # —1 para todo n, el producto [],2,(1 + a,) converge siy solo si la serie
Yo oLog(1 + ay) converge.

Demostracién. Sin perder generalidad, se puede suponer que R (1 +a,) > 0 para todo n.
Sis, := 2;_,Log(1 + ax), entonces exps, = [[[_,(1 + ax) = pn. Si la serie converge:
sn — s € C, entonces p, = exps, — exps € C*, asi que el producto converge.

Por otro lado, si el producto converge, entonces hay p € C* tal que p, — p. Entonces
|pnl — |p| € (0, 0), por lo tanto log|p,| — log|p| € R. Ademas, argp, — argp en
R/2nZ. Si Argp + =, entonces | Arg p, — Arg p| < %| Arg p ¥ x| para n suficientemente
grande, asi que Argp, — Argp también. En consecuencia, Logp, — Logp € C, es
decir, la serie converge. (En el caso excepcional Argp = 7, como —p, — —p se obtiene
Log p, — m — Logp — x; y de nuevo, la serie converge.) O

Definicién 3.27. Un producto infinito [],-,(1 + a,) converge absolutamente si el pro-
ducto de términos positivos [],2,(1 + |a,|) converge. O

Proposicion 3.28. Un producto absolutamente convergente es convergente. Ademds, el pro-
ducto ], (1 + an) converge absolutamente si y solo si la serie ), |a,| converge.

Demostracion. Escribase u,, := |a,| > 0. Si el producto [],”,(1 + u,) converge, entonces
la serie )7 ,log(1 +u,) converge también, por el Lema 3.26. La desigualdad 1 + x < e,
vdlida para todo x € R, implica que

n
u0+u1+---+un<1—[(1+uk) <exp(ug+ur +---+uy).
k=0
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Entonces []”,(1 + a,) converge absolutamente — esto es, [],” (1 + u,) converge — si y
solo si la serie positiva ), , u, converge.

Supdngase, entonces, que la serie positiva ), |a,| es convergente. Hay N € N tal
que |a,| < % para n > N. De la serie de Taylor (1.15) de Log(1 + z) se obtiene, para
n>N:

oo

<>

k=1 =1

(o)
n

Log(1l+ay,)| =

< 2|an|.  (3.15)

o (_1)k 1
2
k=1

Luego la serie };°  Log(1 + a,) converge absolutamente; y del Lema 3.26 se deduce la
convergencia de []" (1 + ay,). m|

Hay una versién del criterio mayorizante de Weierstrass para la convergencia absoluta
y uniforme de un producto infinito de funciones. El siguiente resultado se adapta al caso
de factores holomorfos.

Proposicion 3.29. Sea {g, : n € N} una sucesion de funciones holomorfas definidas en
una region U de C. Si, para cada compacto K C U, existen Nx € Ny constantes Mg, > 0
para n > Nk, tales que

D Mgn<oo y  lga(2)| < Mkn para zeK,
nsz

entonces el producto

f@) = [a+g.2)) (3.16)
n=0
converge uniformemente sobre compactos a una funcién holomorfa f: U — C. Los ceros
de f (si no es idénticamente nula) son aquellos z € U tales que g, (z) = —1 para un niimero
finito de indices m.

Demostracién. En primer lugar, supéngase que g,(z) # —1 paratodon € N, z € U. Si
K c U es compacto, la serie }.;° |9 (2)| converge absoluta y uniformemente en K, por
el Lema 1.5 (el criterio-M de Weierstrass) Luego > ,Log(1 + g,(z)) también converge
absolutamente en K. Como |g,(z)| < 3 1mp11ca | Log(1 + gn(2))| < 2|gn(z)|, en vista
de (3.15), la convergencia de la segunda serie es también uniforme en K.

Entonces el productorio

[ [+ = eXp(Z Log(1 + gn(z)))
n=0 n=0
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converge, uniformemente sobre compactos en U, a una funcién f: U — C* que no
se anula en U. Como los productos parciales son holomorfas, el producto f es también
holomorfa, por el Teorema 3.17.

En el caso general, para cada zop € U hay M € N tal que g,,(z0) # —1 para m > M,
por la condicién necesaria lim, o gm(z0) = 0. Si {z € U : gn(z) = —1 para algtin m }
tiene un punto de acumulacién, estos z son ceros de f y el Corolario 2.34 muestra que
f(z) = 0en U. En el caso contrario, los ceros de f son aislados y ocurren en los z € U
para los cuales hay un nimero finito (al menos uno) de factores en el producto (3.16)
tales que 1 + g (z) = 0. O

Ejemplo 3.30. Evaluar el producto infinito

Obsérvese que el productorio comienza con n = 2 porque (1 — 1/n?) seria 0 paran = 1,
y eso anularia el producto.
Antes de evaluar P, es necesario comprobar la convergencia del producto. De hecho,

con a, = —1/n?, el producto converge absolutamente, en vista de la Proposicién 3.28,
porque
w=3 LT
2
n=2 n=2 n 6

Ahora P = lim,_, p,, donde el producto parcial p, estd dado por

pn::ﬁ k2—1_ﬁ (k-D(k+1) 1-32:43-5 (n-(n+1) n+l

2 2 T 9. . . . ’
‘s k ‘s k 2:23:-34-4 n-n 2n
.y . ) , n+1 1
por cancelacién telescdpica de factores. Al final, P = lim on 3 o
n—oo n

Ejemplo 3.31. Euler not6 que la funciéon (sen 7z)/nz se anula en todo n € Z, salvo en
n = 0 donde vale 1. Propuso una “factorizacién infinita” de esta funcién en factores de
primer grado de tipo (1 — z/n). Sin embargo, [];.,(1 — x/n) diverge para x < 0, ya
que la serie arménica },;’; 1/n diverge. Para obtener un producto convergente, hay que
combinar los factores (1 — z/n) y (1 + z/n), como paso previo:

n2

senmz = 1z ﬁ(l - i) =: f(2). (3.17)

n=1

Para verificar (3.17), se debe asegurar que el lado derecho f(z) es un producto
convergente, para todo z € C. Sea R > 0 con R ¢ N. En el disco abierto D(0;R),
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los términos iniciales se anulan en 0, +1, +2,..., +|R], respectivamente. Si n > R,
entonces |z2/n?| < R?/n? y la serie 3.5 R?/n? converge. Luego, la Proposicién 3.29 —
con K := D(0;R) para R > 0 — muestra que el producto f(z) converge a una funcién
holomorfa entera.

Los ceros de esta funcion entera son los ceros de los factores individuales: en efecto,
cada n € Z es un cero simple. Estos son los ceros simples de z +— sen 7z también.

Para identificar la serie f(z), se puede usar derivacién logaritmica; esto es, se forma
el cociente f’(z)/f(z), una funcién meromorfa cuyos polos son los ceros de f. Si g, h son
dos funciones holomorfas, nétese que

(gh)'(z) _ g'(2)h(2) +9(2)H'(2) _g'(2)  H(2)
(gh)(2) 9(2)h(z) 9(z)  h(z)

La derivada logaritmica del producto finito [}_; gk (z) esla suma finita 3;}_; g, (2) /g« (2).
Luego

f’(z) _ 1+Z 2z (318)

flz) =z z2—n2’

n=1

Esta expresion se justifica al dejar n — oo en los productos parciales de f(z), exhibidos
en (3.17), y en las sumas parciales de (3.18). Si K ¢ C \ Z es un compacto, los deno-
minadores estdn acotados por debajo: |z| > Co > 0y |z2 — n?| > C, > 0 para z € K,
asi que la serie (3.18) converge uniformemente sobre compactos en C \ Z y representa
una funcién holomorfa alli. En breve, esta serie es un funcién meromorfa en C con polos
simples en Z.

Ahora bien: en el Ejemplo 3.22 esta misma serie representa la funcién meromorfa
7 ctg mz. Al escribir g(z) := sen zz, es inmediato que

gz _F2)
gz TETET

De la identidad (la “regla del cociente”):

d (f (z)) _f@@ ( @ g’(z))
dz\ g(z) f(z)  g(2)

~ g(2)

se concluye que g(z) = ¢ f(z) para alguna constante c. Por lo tanto, vale

o 2
sen z
Y74 cf():cll(l_z_z)'
Tz nZ n

n=1

Al evaluar los dos lados en z = 0, se obtiene ¢ = 1. Se ha comprobado la férmula (3.17),
que representa sen 77z como un producto convergente de polinomios. O
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» La utilidad de los productos infinitos es evidente del ejemplo anterior: ofrece una
manera de crear funciones holomorfas con un conjunto de ceros previamente establecido.
Sin embargo, se debe avanzar con cautela, en vista del ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.32. Si se desea obtener una funcién entera con ceros simples en los enteros
positivos, n € N*, conviene examinar el producto

ﬁ(l - %) (3.19)

n=1

Sin embargo, esta expresion es sélo formal, porque este producto no converge absoluta-
mente: },1 |z|/n = |z| 2,51 1/n es un multiplo de la serie armdnica. Se verd en breve
que este producto tampoco converge condicionalmente.

Otra opcidn seria ablandar cada término (1 — z/n) con un factor que no introduce
ceros nuevos, pero “regulariza” la serie de Taylor de Log(1 — z/n), al definir

g(z) == l_[(l - %)ez/n. (3.20)

n=1

Para obtener su convergencia, en vista del Lema 3.26, hay que considerar el logaritmo
de cada término. Para |w| < 1, la serie de Taylor del logaritmo (rama principal) da

Log((1 —w)e") =w+Log(l—w) = —W? ————————

y para |w| < % se obtiene el estimado

2 2
w Lo fwl w7
Log((1-=w)eY)| = |wf?|=+ =+ — + < w2+ 22 +.
Log((1 = w)e™)| = |3 + 2 + 2 5+
1 1
SwPlz+>+=+ = |w|?
2 4 8
Entonces, si |z] < Ry n > 2R, las desigualdades
z |z|> R?
tog( (1~ 2)e )| < B <

y la Proposicién 3.29, con Mg, = R?/n? para K = D(0;R) y Nx > 2R, muestra que
el producto (3.20) converge absoluta y uniformemente sobre compactos a una funcién
entera ¢g(z), cuyos ceros son precisamente los n € N*.
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Es evidente que cada n es un cero simple, porque en D(n; 1) se puede escribir

g9(z) = (1 - %)ez/" ]_[(1 - z)ez/k

k#n

y el producto a la derecha no se anula (porque converge en C*) para |z — n| < 1.
Ahora se puede reconsiderar la convergencia de la expresiéon (3.19), al escribir sus
productos parciales como

ﬁ(l - z) i 1_[(1 - %)eﬁk eIt = enthe H(l i i)e“" = ¢ pa(2),

k=1 k=1 k=1

donde
H':1+1+1+-~+1 (3.21)
" 2 3 n '
es la suma armdnica finita. Como H, — oo cuando n — oo, aunque hay convergencia
pn(z) = g(z), se ve que el producto (3.19) diverge a 0 para Rz > 0y diverge a oo para

Rz < 0. O

Para obtener una funcién entera f(z) cuyos ceros coinciden con una sucesién dada
{cn}, es necesario es que esta sucesion no tenga punto de acumulacién alguna: de lo
contrario, f debe ser idénticamente nula, segun el Corolario 2.34. Entonces es obligatorio
que |cp| — oo cuando n — oo. Un producto de factores tales como (1 — z/c,) e¥/** no
siempre es suficiente para obtener la convergencia del producto; pero se puede ensayar
con factores mas complicados, tales como (1 — z/c,) ¢*/ cntz*/ 263, para cancelar otros
términos en la expansién de Log(1 — z/c,). Hay un teorema de Weierstrass, que aqui se
omite,” que establece una férmula general para fabricar una funcién entera cuyo juego
de ceros coincide con {c,}, toda vez que |c,| — oo.

3.4. La funcién gamma de Euler

Un problema general de interpolacion es la busqueda de una funcién f, dada por una
férmula explicita, que toma valores preasignados w, en determinados puntos z,; se debe
entonces hallar f tal que f(z,) = w, para todo n. Si los z, forman un conjunto finito, f
podria ser un polinomio; como por ejemplo, el polinomio interpolante de Lagrange.

Euler considerd el problema de hallar una funcién cuyos valores en nimeros enteros
son los factoriales: 0! = 1! = 1, 2! = 2, 31 = 6, 4! = 24, etc. Como n — n! crece
mas rdpidamente que e”, el problema exige una solucién sofisticada. A continuacion,
se estudiaran tres férmulas que contribuyen a resolverlo; su definicién detallada, sus
propiedades y sus interrelaciones forman el temario de esta seccidn.

7Véase, por ejemplo, la Seccion 9.4 del libro de Simon.
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Definicién 3.33. Para Rz > 0, definase dos funciones:

I'(2) := / et dt, (3.22a)
0
, n! n?

P& = im G2 o) (3.22b)

Para todo z € C, definase la funcién:

G(z) :=ze"* l_[(l + E)e_z/”, (3.23)
n=1 n
donde la constante y > 0 estd determinada por la condicién G(1) = 1. o

En adelante, se comprobard que I'(z) = F(z) = 1/G(z), para Rz > 0. Sin embargo,
conviene examinar estas funciones por separado, antes de demostrar su coincidencia.

Proposicion 3.34. La integral (3.22a) define una funcion holomorfa I'(z) en el semiplano
derecho C. :={z€C:Rz>0}

Demostracién. Escribase z = x + iy con x > 0. Témese n € N tal que +*~! < e!/? para
t > n; entonces, la estimacién

(o) (o)
/ 7 letdt </ et dt
0 0
1/n n o
:/ tx_le_tdt+/ tx_le_tdt+/ e tdt
0 1/n n
1/n n )
</ tx‘ldt+/ tx_le_tdt+/ e 12 dt
0 1/n n

muestra que la integral impropia I'(z) converge, para cada z € Cs .
Para n € N con n > 2, definase la funcién

ha(2) ::/1 t* et dt,

n

la cual es holomorfa en C. por la Proposicién 3.21. Es necesario verificar que h, — T’
uniformemente sobre compactos en C. ; basta mostrar convergencia uniforme en cada
franja vertical cerrada a < x < b,si0 < a < b < co.
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En efecto, si z = x + iy con x € [a, b], entonces

1/n 00
|hn(2) = T(2)| = / t*le7t dt +/ t* te7t dt
0 n

1/n )
< / et dt + / et dt
0 n

1/n 00
< / 19 le~t dt +/ t*le~tdt — 0 cuando n — oo
0 n

porque t*~1 < t%! para x > a cuando 0 < t < 1. Las integrales al lado derecho no
dependen de x, asi que la convergencia h, — I' es uniforme en la franja a < x < b. El
Teorema 3.17 ahora muestra que I' es holomorfa en C.. O

Lema 3.35. Si Rz > 0, entonces

I'(z+1) =2zI(2). (3.24)

En consecuencia, vale I'(n + 1) = n! para cada n € N.

Demostracion. Con una integracion por partes, se obtiene, paran € N,

n t=n n
h,(z+1) =/ trel dt = [—tze_t] +/ zt7 et dt
1 t=1/n 1/n

n
= (nPe V" — nfe™) + z hy(2),

y al dejar n — oo, se obtiene I'(z + 1) = zI'(2).

Nétese que
I'(1) :/ e tdt=1,
0

luegoI'(2) =1-T(1) =1, T(3) = 2T(2) = 2, etc.; la formula I'(n + 1) = n! sigue por
induccion sobre n. O

» La férmula (3.24) permite extender T' del semiplano derecho C. a todo el plano C,
porque la funcién

esta definido para Rz > —1, excepto en z = 0; y (3.24) dice que I} (z) = I'(z) para
Rz > 0. La funcién I} es meromorfa en el semiplano Rz > —1 y tiene un polo simple
en 0, con residuo

ResTi(z) =limzIy(z) =T(1) = 1.

z=0 z—0
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En una segunda iteracién de este proceso, se define
para Rz > -2,

con z ¢ {0,—1}. Esta funcién I'; es meromorfa en el semiplano Rz > —2, coincide con T
para Rz > 0, y tiene polos simples en 0 y —1, con residuos

R_eg, Iy(z) = lin(l)zl“z(z) =T(2) =1, liesi I(z) = liml(z +1)T5(z) = -T'(1) = —-1.

Ahora, dado cualquier m € N*, definase

I'(z+m)
Cz(z+1)...(z+m—-1)

para Rz > —m. (3.25)

Esta es una continuacion meromorfa de I'(z) al semiplano R(z) > —m, con polos

simples en {0,-1,-2,...,—m+ 1}. El residuo en z = —k, para k € {0,1,...,m — 1}, esta
dado por
o L (z+k)T(z+m)
ZFiej( In(z) = zliglk(z +h)In(z) = zli>n—1k z(z+1)...(z+m—-1)
~ (m—k-1)! ~ 1
(k) (=k+1)...(-1)(1)...(m—-k-1) (=k)(=k+1)...(-1)
_(=D*
k!

Obsérvese que este residuo no depende de m.

Definicién 3.36. La funcion gamma de Euler I': C — C,, es la funcién meromorfa
definida asi: si Rz > 0, I'(z) es la integral (3.22a); luego, siz ¢ —-N = {0,-1,-2,...},
se define I'(z) := I,,(z) para cualquier m > —Rz. De esta manera, I' es una funcién
holomorfa en la region C \ (—=N). Al poner I'(—k) := oo para —k € —N, se obtiene una
funcién meromorfa en C, donde el residuo en el polo —k es (—=1)*/k! para k € N. O

» Ahora conviene considerar el producto infinito (3.23).

Lema 3.37. La funcion G(z) dada por la formula (3.23) define una funcion entera con
ceros simples en —N.

Demostracion. Obsérvese que G(z) = z e'*g(—z) donde ¢g(z) es el producto infinito (3.20)
del Ejemplo 3.32. Esto demuestra que G es una funcién entera, con ceros simples en
{-1,-2,-3,...} y otro cero simple en 0 debido al factor z e'. O
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Lema 3.38. La constante positiva y en la formula (3.23) estd dada por

, 1 1 1
y=lm|[l+-+—-+.--4+——logn|. (3.26)
2 3 n

n—oo

Demostracion. Las sumas parciales (3.21) de la serie armodnica son

1 1 1 n+1
Hn::1+_+_+...+_:/ (p(t)dt,
2 3 n 1

donde ¢ es la funcion escalonada definida por ¢(t) := 1/k parak <t < k + 1.

Por otro lado, como log(n+ 1) = f1n+1(1 /t) dt, la siguiente estimacion es valida para
cada n € N*:

O<Hn—log(n+1):i/kkﬂ(%—%)dt,
k=1
S ot 5o
:k:1/0 (E_k+s)dszkzz;/o k(k+s)ds
S| 1 x?
\;/0‘ ﬁds_;ﬁ<g

Por lo tanto, n +— H,, —log(n+1) es una sucesion creciente acotada de nimeros positivos,
la cual converge a un limite

© 1
N
= ds.
‘ Zkﬂ/o kk+s)

Ademads, como log(n+ 1) —logn =log(1+1/n) — log1 = 0 cuando n — oo, se ve que
¢ = lim H, —log(n+1) = lim H, — logn.
n—oo n—oo

El producto parcial p,(z) de G(z), evaluadoen z =1, es
T(k+1\ S “H
pn(l):eyl_[ & e = (n+1)e" ™" =exp(y — Hy + log(n + 1)).
k=1

La condicién G(1) = 1 entonces implica que e’ = 1. Como y > 0 por hipétesis, esto
conlleva y — ¢ = 0, o bien y = ¢ = lim,—,o(H, — logn). O
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Lema 3.39. La funcién meromorfa dada por

11 * z\ 7!
I 1 1+ 2 z/n
G(z) =z ¢ 1—[( * n) ¢

n=1

tiene polos simples en cada —k € —N y coincide con el limite F(z) de (3.22b) para z ¢ —N.

Demostracion. Los polos (simples) de 1/G(z) son los ceros (simples) de G(z), es decir,
los enteros no positivos.
Si pn(z) denota un producto parcial de G(z), entonces

1 1 e V% 1 k etk n! e Yzetnz
= lim =1i | | = lim .
G(z) noopy(z) n-oe z z+k nocoz(z4+1)...(z+k)

k=1
Como e V#+nz = pZ (Hn=logn—1)z para cada n € N, se obtiene

1 _ m n'n
G(z) noez(z+1)...(z+n)

y de feria, la convergencia de este limite queda establecida para z ¢ —N. Se ha compro-
bado que la férmula (3.22b) define F como funcién meromorfa en C, con polos simples
en —N solamente. En particular, F es holomorfa en el semiplano derecho C.. O

Lema 3.40. Si z ¢ —N, entonces F(z + 1) = z F(z); ademds, F(1) = 1.

Demostracion. Es facil evaluar

|
F(1) = lim —=" = tim -2 =1,
n—oo (n+1)! n—oon+1

Si z ¢ —N, entonces

n! nz+1

F(z+1) = i
(D)= i e  eens D

=lim( nz )( nin” =z F(2). O

n—eo\z+n+1)\z(z+1)...(z+n)

Proposicion 3.41. Vale F(z) = T'(z) para todo z € C \ (—N).

Demostracion. Basta comprobar que F(x) = I'(x) para cada x € R con 0 < x < 1;
porque entonces la funcién holomorfa F — T, definida en la regién C \ (—N), se anula en
el intervalo real (0, 1] y por tanto es idénticamente cero, por el Corolario 2.34.
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Basta mostrar, entonces, que
IF'(x)x(x+1)...(x+n)

n! n*

— 1 cuando n — o0, para 0<x < 1.

En vista del Lema 3.35, es equivalente mostrar que

I'(x+n+1)
——— — 1 cuando n — oo, para 0<x<1.
n! n*
Témese x € (0,1]. So 0 < t < n, entonces t* < n* y t*~1 > n*~1. En cambio, si t >

entonces t* > n* y t*71 < n*~ 1 . Estas desigualdades conducen a dos estimaciones:

F(x+n+1)=/ et dt
0

n o)
< nx/ t"e~tdt + ! / " et dt
0 n
(o) (o)
= nx/ t"e tdt +n" e + 0¥t / et dt,
0 n
(o)
/ t*the~t dt
0
n o0
nx_1/ et dt+nx/ t"e t dt
0 n
n 0
=t / t"e tdt — n"™ e + nx/ t"e !t dt.
0 0

En los dos casos, se ha aplicado una integracién por partes a los integrandos t"*!e~
. . o0 —
Al lado derecho en cada caso, el coeficiente de n* es /0 t"etdt = T(n+1) = n!,
mientras que los coeficientes de n*~! son menores que n!; al dividir por n! n*, se obtiene

I'(x+n+1)

A\

a, n"e"™ T(x+n+1) b, n"e™"
1+ —- < <1+—+
n n! n! n* n n!

donde 0 < a, < 1y0 < b, < 1. En consecuencia, como a,/n — 0y b,/n — 0, sélo hay
que comprobar que

, nte™ . , nle"
lim =0, obien lim
n—oo pl n—oo nn

= oo. (3.27)

Si se omiten los primeros n términos en serie de Taylor para e”, se obtiene

(o)

Z Znn'_”1+n+ n? .
(n+k)'_n' (n+k)! n n+l (n+1)(n+2) ’

y la suma entre paréntesis diverge cuando n — oo. Esto comprueba el limite (3.27),
mostrando que I'(x) = F(x) parax € (0,1] ydereboteI'(z) = F(z) paraz € C\(=N). O
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» Una propiedad muy importante de la funciéon gamma es la siguiente ecuacién funcio-
nal, la llamada férmula de reflexion de la funciéon gamma.

Proposicion 3.42. Se verifica la siguiente igualdad, para todo z € C:

T

I'(z)T(1-2)= (3.28)

senzmz

Demostracion. Los dos lados de (3.28) son funciones meromorfas en C, con polos simples
en cada n € Z. Es necesario verificar esta relaciéon para z € C \ Z; para tal efecto, basta
mostrar que I'(x) T'(1 — x) = w/senzx parax € R con 0 < x < 1.

Si0 < x < 1, el factor I'(1 — x) estd dada por

I(1-x)= / tYe ldt = s/ (us) e " du,
0 0

al hacer la sustitucion t =: us en la primera integral. Luego,

IF'(x)T(1-x)= / e T(1-x)ds = / / e~ (143 gy ds
/ / e~ (1S ds du = / du.
0 1+u

(Se deja como ejercicio justificar el cambio del orden de integracion.)
Ahora conviene recordar — del Ejemplo 3.13, formula (3.9) — que

® ol T
du = para 0<a<1.
o l+u sen wa

Al tomar a := 1 — x, este resultado demuestra que

T T

M T -x) = senm(l—-x) senmx’

[ Una demostracién alternativa emplea productos infinitos. De la identidad (3.24)
que implica I'(1 — z) = —zT'(-z), y las féormulas

- — vz | | 1+ 2 —z/n’ — V2 | | 1-2 z/n’
I'(z) e ( n)e I'(-z2) e ( n)e

n=1 n=1

se obtiene, por cancelacion de los factores exponenciales en los productos, la relacion:

1 1 11 1 ﬁ . 22\ 1
_— = —— — - —|=—sennz.
I'(z) T(1 —z) z T'(z) T(- z) 1 n2 T
La ultima igualdad es una consecuencia del resultado del Ejemplo 3.31. | O
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Otro resultado clasico es la férmula de duplicacion de Legendre.

Proposicion 3.43. Para todo z € C, vale:

T'(z)T(z+3) =2""%VrT(22). (3.29)

Demostracion. Los dos lados de esta ecuacion son funciones meromorfas con polos sim-
ples en ——N ={-n/2 : n € N}. Se debe verificar que coinciden para z € C \ (——N)
De la formula (3.22b) para I'(z), se obtiene

(n)2n 2z+5 92n+2
© (2z)(2z+1)...(2z+2n+1)
Cn+ 1) (2n+1)%*

I(z)T(z+ 3 3) = 11

=C; lim = C.T(22),
oo (22)(22+1) .. (22 +2n+1) (22)
fonde ( )2 2 +2\/_ ( )2 2 +2\/—
n! 2 n n n 2z n! 2 n ”
Cz = l, ( — 2—22 l/ e NE ‘
”I_’H‘}o (2n+1)! 2n + 1) nl—>nolo (2n+1)! (3.30)

El tltimo limite a la derecha se deduce del producto senzz = 7z [[,51(1 — z2/n?) al
1

tomar z = EZ

T (2n—-1)(2n+1)
1==
2 g( 4n2) 1_[ (2n)(2n)
lo cual es equivalente a la formula de Wallls:8

_ﬁ (2n)(2n) _2-2 4-4 6-6
- :1(2n—1)(2n+1)_1-3 3.5 5.7
Al reorganizar los términos de este producto, se obtiene

5_1' [2-4~6---(2n)]2
2 T hbw[3-5-7---(2n+ 1)

(2n+1),

asi que

s 2:4-6---(2n)V2n+1 ., (2"n)%V2n+1

— = lim = lim .

2 now 3.5-7---(2n+1) n—oo  (2n+1)!

Al sustituir esta expresion en (3.30), se obtiene el coeficiente al lado derecho de (3.29):

C, = 2—22(2\/5)\@ = 21722 /1. O

8 John Wallis, matemético de Oxford, propuso esta férmula en 1665 como una conjetura, a partir una
interpolacion entre dreas debajo de curvas polinomiales. Quiso calcular el drea del cuadrante debajo de la
curva y = (1 — x2)/2 pero no disponia del teorema binomial.
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Una propiedad mds de la funcion gamma es su convexidad logaritmica.

Definicidn 3.44. Una funcién h: (a,b) — R, definido en un intervalo abierto (g, b) C R,
es convexa si

h(tx+ (1 -t)y) < th(x)+ (1 -t)h(y), para 0<t <1,

toda vez que x,y € (a,b). Si h es dos veces diferenciable con h”(x) > 0 para x € (a, b),
entonces h es convexa.

Otra funcién con valores positivos g: (a,b) — (0,00) se dice logaritmicamente
convexa silogg: (a,b) — R es convexa. Es decir, si x,y € (a,b),

g(tx+ (1 -y) < g(x)'g(y)' . o

Lema 3.45. La funcién gamma es logaritmicamente convexa en (0, c0):

T(tx+(1-t)y) <Tx)' T | para x>0, y>00<t<1. (3.31)

Demostracion. Es evidente de férmula integral (3.22a) que I'(x) > O para 0 < x < 0. La
derivada logaritmica de I'(x) se obtiene directamente del producto infinito (3.23) que
define su funcién inversa:

IR SR S i 1 I
F(x)_G(x)_eyxl—l(x+n)e ’

Por lo tanto, vale

La derivada de la expresién anterior es una suma convergente positiva, para x > 0:
d (T'(x)) _ i 1
dx\T(x) ] o (x + n)2’

Esto dice que la segunda derivada de logI'(x) es positiva, para x > 0, lo cual establece
la convexidad de log I'(x). O

Un teorema de Bohr y Mollerup establece lo siguiente: si f: (0,00) — (0,00) es
una funcién continua tal que f(x + 1) = x f(x) y si f es logaritmica convexa, entonces
f(x) = f(1)I'(x) para todo x > 0. En otras palabras, las propiedades (3.24) y (3.31) y
el valor I'(1) = 1 determinan la funcién gamma con unicidad.
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3.5. La funcion zeta de Riemann

Una funciéon muy importante en la teoria de ntimeros es la funcién zeta, definida
inicialmente como una serie cuyos términos son potencias, todos con el mismo exponente,
. . . .\ o X w0 —x
de los enteros positivos. Si x es real, con x > 1, IO% serie positiva ), >, 1/n* = 3" n"  es
convergente, por comparacion con la integral f1 tXdt =1/(x-1).

Lema 3.46. La serie

{(z) = Z lz = Z n % | para Rz>1, (3.32)

define una funcion holomorfa en el semiplano Rz > 1.

Demostracion. Basta demostrar, en vista del Corolario 3.18, que la serie converge unifor-
memente en el semiplano cerrado Rz > a, para cada a > 1.

Como x > a = [n7?| = |e?lo8"| = ¢7¥18" = ™ < =@ sin e N*; y la serie
Y.y h~% converge, el Lema 1.5 demuestra la convergencia uniforme para Rz > a. 0O

Euler logré relacionar la serie )’ ", n™% con el producto infinito

1_[ o ﬁ 1-p )7 (3.33)
k=1

)
k=1

que converge (como se vera en seguida) para Rz > 1; donde p; = 2, po =3, p3 =5,y
en general { pi : k € N* } es la lista de los nimeros primos en N.

Proposicidn 3.47. La formula (3.33) de Euler define una funcién holomorfa en Rz > 1,
que ademds coincide la suma de la serie (3.32).

Demostracién. Para x > 1, la serie positiva ;7 p.* es una suma de algunos de los
términos de la serie (3.32), asi que esta serie también converge, con 220:1 p;x < {(x).

Como [p_*| = p.*, el producto infinito f(z) := [172,(1 - p.°) converge absoluta
y uniformemente en un semiplano Rz > a, si a > 1. Es obvio que ningtn factor del
producto se anula, porque

Pl =p " =e —xlogpk <1 para x> 1.

Luego el producto f(z) converge en C*; y su reciproco

L:oo _ z\—1
@ k]l( e

converge también a un limite en C*, uniformemente sobre compactos en Rz > 1. Para
verificar que 1/f(z) = {(z) en este semiplano, basta mostrar igualdad para z = x > 1.
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Para x > 1, n € N*, sea g, (x) el producto parcial

n

1 - -X —2x -3x
qam:=[]1_jrxzfla+pk44%2+pf Feen),
k=1 k k=1

Al multiplicar estos n factores, se obtiene la serie positiva 1+, p; " p,"™* ... p,** donde

se suma sobre los indices ry,...,r, € N*. Por la propiedad de factorizacion tinica en N*,
los términos de esta serie son distintos; todos son de la forma m™ para algunos m € N; y
los términos {1,27%,37%,...,n™*} aparecen en la suma. Esto da dos desigualdades:
n (e
Z m™ < gn(x) < Z m™* = {(x).
Al dejar n — oo, se obtiene 1/f(x) = lim, o gn(x) = {(x) cuando x > 1. O
Corolario 3.48. La funcién { dada por (3.32) no se anula en el semiplano Rz > 1. =]

Al igual que la funcién gamma, la funcién zeta posee una continuaciéon meromorfa
a todo el plano complejo. Si x es real, con x > 1, fijese que la funcién ¢t +— t™ es
decreciente para t > 1, asi que

n+l n
/ t7dt <n* < / t~dt para n>2.
n n—-1

Al sumar estas desigualdades y al notar que t!™* — 0 cuando t — oo, se obtiene

1 (o] (o]
/ t‘xdt<§(x)<1+/ trdt =
1 1

para x > 1.

x—1: X —

Entonces {(x) — oo cuando x | 1. La continuaciéon meromorfa de la funcién { entonces
debe tener un polo en 1.

Lema 3.49. Para Rz > 1, la siguiente igualdad es vdlida:

ey z—1
((2)T(2) = / ei 7t (3.34)
, et -

Demostracion. Sin € N*, el cambio de variable u = nt muestra que

o o0 1‘1
/ e dt = n_Z/ wledu= g para Rz > 0.
0 0

n

Entonces, para Rz > 1, vale
_ o -z _ o 1 ® z—1 —nt
5@—§Vl—§fﬁg 1 m)
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Para obtener la férmula (3.34), bastaria cambiar la suma con la integral en la tultima
ecuacién. A continuacion, se justificara este intercambio.
Considérese la suma parcial

n

-z _ 1 Ooz— % —Kkt
Zk _ﬁfo t 1(;e")dt

k=1
1 00 tz—l 1 0 tz—l —nt
- / dt — / ¢ dt
I'(z) Jo ef—1 I'(z) Jo e -1
n -t _ e—(n+1)t 1—e

—kt _ € _
Ze  1-et el -1

k=1
Estas integrales impropias convergen en t = 0, porque x > 1. Dado ¢ > 0, tdmese § > 0

tal que
d x-1 0o 4x-1
t £ t
/ ———di < -; ysea Cg::/ dt.
o e -1 2 s e —1

Ahora témese N € N* tal que Cse™N% < ¢/2. Entonces, para n > N, vale
0 4z=1 ,—nt ) px—1 pnt © yx=1 ,—nt
[l [ [T,
0 et -1 0 et -1 S €t -1

6 ;x-1 o ,x-1
t t £ £
</ dt+e‘”5/ dt < —+ —=¢.
o et—1 s et—1 2 2

Por lo tanto, para cada z con Rz > 1, se concluye que

porque

N

00 tz—l e—nt

/ t—dt — 0 cuando n — oo.
0 et -1

En consecuencia, la igualdad (3.34) es vélida en el semiplano Rz > 1. m]

Proposicién 3.50. La funcion { se extiende a una funcién meromorfa en todo C, con un
unico polo simple en 1.

Demostracion. La férmula (3.34) permite escribir el producto {(z) I'(z) en la forma

[(2)T(z) = /0 QLA /1 U = g2+ h2),

et —1 el —1

donde la segunda integral define una funcién entera,

00 tz—l n tz—l
h(z) ::/ dt = lim dt.
1 1

el — n—o Jq et —1
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En efecto, este limite es uniforme en cada semiplano cerrado Rz > b con b € R; y las
integrales /1 t*~1dt/(e' — 1) definen funciones enteras de z, por la Proposicién 3.21.
Para analizar la otra integral ¢g(z), conviene recordar la serie de Taylor

t t = B2m 2
=1-—-+ ="
el —1 2 mzl (2m)!

donde los By, son los numeros de Bernoulli. Esta serie de potencias tiene radio de
convergencia 2., porque e’ — 1 # 0 para 0 < |t| < 2. En consecuencia, vale

! Z Bom p+2m=2
el —1 (2m)' ’
Al integrar término por término, se obtiene la férmula
1 ,z-1
t B2m
= —dt = .
9(2) ,/0 el —1 Z 2m)! z+2m-1" (3.35)

Por convergencia uniforme sobre compactos en discos |z| < R, es fdcil verificar que g(z)
es una funcién meromorfa en C, con polos simplesen 1,0,-1,-3,-5, ...
La continuacién de ¢ al plano complejo estd dada por

h
O ICY
I'(z) T(z)
Por el Lema 3.37, la funcién 1/I'(z) es entera, con ceros simples en 0, —1, -2, -3, ... asi

que el segundo sumando es entero; el primer sumando tiene singularidades removibles
en 0,—1,-3,-5,... y un polo en 1, con residuo

(z-1Dglz) 1

Res{(z) = lim =1.

z=1 g( ) z—1 F( ) F(l)
Ademas, {(z) tiene ceros simples en z = —2,—4,—6,... los cuales se llaman los ceros
triviales de la funcion zeta. O

» La funcién zeta obedece una ecuacién funcional que conduce a una propiedad de
reflexion. Definase la funcién (meromorfa) auxiliar

z(z-1)
i) = 2=
Obsérvese que ¢ es holomorfa en el semiplano Rz > 1, y tiene posibles singularidades
en 0y 1. Pero (z — 1) {(z) es una funcién entera, y %z P(%z) = F(%z + 1) es holomorfa
en la regién Rz > —2, asi que estas singularidades son removibles. Ademéds, z +— F(%z)
tiene polos simples en —2, -4, -6, ... en donde ( tiene ceros simples. En conclusién: la
funcion & definido por (3.36) es una funcidn entera.

72T (2/2) {(2). (3.36)
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Proposicién 3.51 (Riemann). La funcion & obedece la identidad: &(z) = &(1 — z). B

Para la demostracién de esta Proposicion, véase, por ejemplo, la Seccidén 4.3 del libro
de Ahlfors.? No serd demostrada aqui; pero es justo mencionar algunos corolarios. En
primer lugar, usando las féormulas de reflexion (3.28) y de duplicacién (3.29), se puede
transformar la igualdad anterior en la ecuaciéon funcional para la funcion zeta:

{(2) = 2(2m) sen T (1-2){(1-2). (3:37)

En particular, los tinicos ceros de { en el semiplano Rz < 0 son los ceros triviales
—2,—4,—-6,... ya mencionados. La funcién { tiene una infinitud de otros ceros en la
franja vertical 0 < Rz < 1. (En 1896, Hadamard mostré que no hay ceros en la recta
Rz = 1). La conjetura de Riemann dice que todos estos ceros no triviales quedan sobre la
recta Rz = % Hay un premio de $1 000 000, ofrecido por el Clay Mathematical Institute,
para la confirmacién o refutaciéon de esta conjetura.®

Lema 3.52. Vale {(0) = —%.
Demostracion. Es cuestion de evaluar la funcién £ en 0 y en 1:
£(0) = lim(z - D2 I (32 + 1) {(2) = ~{(0),
z—

£(1) = lim 3z T (32) (= D{(2) = g2 a2 = 4,

La igualdad £(0) = £(1) dice que —{(0) = % O
Cabe mencionar otra férmula util para la funcién zeta:
{'(0) = -3 log(2n).

Para una demostracién, véase la Seccion 1.3 del libro: George E. Andrews, Richard Askey
y Ranjan Roy, Special Functions, Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

3.6. Ejercicios sobre integrales y series complejas

En los ejercicios que siguen, evaluar las integrales propuestas mediante la integracién
de alguna funcién de variable compleja sobre un contorno apropiado.

?Otra demostracion, usando integrales de contorno, se puede encontrar en el Apéndice E del libro:
Julian Havil, Gamma: exploring Euler’s constant, Princeton University Press, 2003.

I°E] matematico Tom Apostol describié algunos aspectos de la conjetura en un poema notorio: Where
are the zeros of zeta of s?
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Ejercicio 3.1. Si —1 < a < 1, demostrar la identidad:

I ._/” do _2r
“ ) . 1-2acosO+a®> 1-a2’

Hallar la relacién entre I, e I;,. {Seria posible evaluar I/, con el mismo contorno?

Ejercicio 3.2. Calcular las integrales:

T cos®0do T cos 26 d0
L := _, I := .
_r 5+3senb _r 5—3cosb

Ejercicio 3.3. Comprobar la identidad:

| g reg — 22

» cos* 0 +sen* 0

Ejercicio 3.4. Si C es el circulo |z| = 2, recorrido una vez contrario a reloj, calcular las

integrales:
+2 3z+1
Ilzzjlgz—dz, Iz:zjé‘z—dz.
cz(z+1) cz(z—-1)3

Ejercicio 3.5. Si C es el circulo |z| = 1, recorrido una vez contrario a reloj, calcular las

integrales: 11
h(1
L ::j{zel/zdz, I ::%Mdz,
C C z

donde coshw := %(eW +e ™).

Ejercicio 3.6. Calcular las integrales impropias:

®  (x>+3)dx © dx
L = , I, := _ .
oo (X2 +1)(x2+4) o x*+6x2+8

Ejercicio 3.7. Calcular las integrales impropias:

* dx * dx * x2dx
Il 22/ 7 s 1222/ 5 s 1322/ 5 .
oo X7+ 1 —oo X0+ 1 —oo X041

Ejercicio 3.8. Si a > 0, demostrar la identidad:

* cosxdx T
oo X2+ a2 aet’

TAunque las singularidades en z = 0 son esenciales, el método de residuos es aplicable.
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Ejercicio 3.9. Calcular las integrales:

; ._/”/2 do ; __/°° x2 dx
1 0 2+Sen29’ 2 0 x4+x2+1'

Ejercicio 3.10. Sia > 0,b € Ryt > 0, evaluar la integral:

0 coS tx

I:= —_——
oo (x+Db)2+a2
Ejercicio 3.11. Usar el lema de Jordan para calcular la integral:

® 2x sensx costx
I:= > dx,
oo x2+a

dondea >0ys,t € R.

Ejercicio 3.12. Si a > 0, emplear un contorno rectangular para demostrar que

/oo e—(x+ia)2 dx = /OO e—x2 dx.

Esta integral impropia vale /7 . Deducir que

(o]
42 2
/ e cos2axdx =+\me *.

(o)

Ejercicio 3.13. Para n € N, demostrar la siguiente identidad:

" dx _ (2n)!
b= [oo (1+x2)m1  4n(n)2°

[ Indicacién: se recomienda no usar induccién sobre n. |

Ejercicio 3.14. Calcular los valores principales de los siguientes integrales:

i '_P/OO dx i ._P/‘x’ dx
LA 2-x)(x2+4)° 2T X3 +4x+5"

Ejercicio 3.15. (a) Sia € R\ Z, comprobar la sumatoria

i (n+a)? ~ sen? 7a

mediante el cédlculo de la integral de contorno

T Cctg mz
I, .= —d
" ﬁn (z+a)? z

sobre el borde I, del cuadrado con vértices (n + %) (+1 + i), dibujado enseguida.
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(n+3)(=1+i) (n+3)(1+i)

I

(n+2)(~1-i) (n+1)(1-i)

[ Indicacién: comprobar que | ctg 7z| < 2 paraz € I,. |

(b) Deducir las siguientes férmulas de Euler:

- 1 T 1 2
28 w6

Ejercicio 3.16. Mediante la integral de contorno

T ctgmz
In,k = f o dz
L, <

en el mismo contorno I}, del Ejercicio 3.15, donde k = 1,2, 3, ..., junto con el resultado
del Ejercicio 2.22, demostrar la férmula general

donde los By son los nimeros de Bernoulli del Ejercicio 2.21. Verificar los casos particu-

lares:
4 6

1 o o 1 o o 1 o
;n2_6’ ;n4_90’ ;n6_945'
Ejercicio 3.17. Si C es una curva simple cerrada con C w I(C) C U, una region de C;
ysi{f,: U > C:n e N} es una sucesién de funciones holomorfas que converge
uniformemente sobre compactos a una funcién f: U — C que no se anula sobre C,
demostrar que para n suficientemente grande, las funciones f, tienen el mismo nimero
de ceros (contados con multiplicidad) en la regién interior I(C).
[ Indicacién: usar el teorema de Rouché con g := f, — f. |

Ejercicio 3.18. En la situacién del Ejercicio 3.17 anterior, demostrar que cada cero ¢ de la
funcién limite f es un limite ¢, — ¢ de los ceros de alguna subsucesion de las funciones
{fa}: estoes, f(c) =0 = ¢ = limg_, ¢k con fp, (ck) = 0.
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Ejercicio 3.19 (Teorema de Hurwitz). Si {f,: U — C* : n € N} es una sucesion de
funciones holomorfas que no se anulan en una regién U; y si f, — f uniformemente
sobre compactos en U, entonces o bien la funcién limite f no se anula en U, o bien f es
idénticamente nula. [ Indicacién: usar el Ejercicio 3.18 anterior. |

Ejercicio 3.20. Si 0 < r < 1, demostrar que el polinomio

pu(2) :=142z+32% +-- - +nz"!

no tiene raices en el disco abierto D(0; r), para n suficientemente grande.
[ Indicacién: usar el teorema de Hurwitz. ||

Ejercicio 3.21. Demostrar la convergencia absoluta de los siguientes productos; y en
cada caso, evaluar el producto:

(o]

P py— 1 1 . P Py— = 1 2 . P Py— = n3_1
1’_n( +n(n+2))’ 2'_n( _n(n+1))’ 3'_1:! n+1"

n=1 n=2

[ Indicacién: n? +n+1=(n+1)2- (n+1)+1.]
Ejercicio 3.22. Averiguar los dominios de convergencia de los siguientes productos:

f(z) := lj(l +2"); g(z) = ﬁ(l + Z—r:)

n=0

Ejercicio 3.23. Demostrar que el producto infinito

0o 4
h(z) = ﬂ(1 - %)

n=1

define una funcién entera con ceros en +n y en +in para todo n € N*,

Ejercicio 3.24. Si una funcién entera f: C — C* no se anula en C, demostrar que hay
otra funcién entera g: C — C tal que

f(z) =9 paratodo z e C.
[ Indicacién: demostrar que f'(z)/f(z) tiene una primitiva entera. |

Ejercicio 3.25. Sea {u,: C — C\ {-1} : n € N} una familia de funciones holomorfas
enteras tales que 1 + u,(z) # O paran € N, z € C; y si ademas, el producto infinito
f(z) :=11,21(1 + u,(2)) converge uniformemente sobre compactos, demostrar que

@< )
f&@ - Zl 1+u,(2)°

con convergencia uniforme de la serie sobre compactos de C.
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Ejercicio 3.26. La derivada logaritmica ¢/(z) := I''(z) /T'(z) se llama la funcién digam-
ma.

(a) Demostrar la siguiente identidad para la funcién digamma:

U(z) — (1) := rr((;) - rr((11)) - —Z(Zik - ﬁ) para z € C\ (=N).
k=0

(b) Deducir que I'"(1) = —y.

1 1 1
(c) Comprobar que ¥(z+n)=—+ ——+---+ —— + ¥(z) paran € N*.
z z+1 z+n-1

(d) Mostrar que ¥(z) — (1 —z) = —nctgnz paraz € C\ Z.

Ejercicio 3.27. (a) Demostrar que F(%) = +/rr; y luego evaluar I'(n + %) paran € N.

(b) Usar la sustitucién ¢t = u? para calcular la integral gaussiana:

/ e_“zdu:\/E.

Ejercicio 3.28. Comprobar que I'(z) = I'(2) para z ¢ (—N). Concluir que

21

LoD = of —=
IT(5 +iy)| = T para ye€ R.

Ejercicio 3.29. La funcion beta de Euler, de dos variables reales, se define por
1
B(x,y) = / t*1(1-¢)Y1dt, para x>0, y > 0.
0

(@) Expresar I'(x) I'(y) como una integral doble. Con un cambio de variable apropiado,

demostrar que

I'(x)I'(y)
B(x,y) = ————. .38
(x.y) Tty (3.38)
(b) Usar esta férmula (3.38) para comprobar de nuevo que F(%) = /7.
(© Deducir que B(n+ 1, n+ 1) = (") /2%

Ejercicio 3.30. Comprobar las siguientes identidades, validas para 0 < x < 1:

1 0 px—1 /2 P
/ (1 - dt = / dt = 2/ (tg0)**1do = .
0 0 1+t 0 senrTx

[ Indicacién: usar el Ejercicio 3.29 anterior. ||
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Ejercicio 3.31. Usar la férmula (3.38) para expresar la funciéon beta como un producto
infinito:

_x+y 1+ (x+y)/n
B(x,y) = 11_[ (1+x/n)(1+y/n)’

Este producto infinito permite extender la funcion beta a una funcién meromorfa B(z, w)
de dos variables complejas. ¢Ddénde estdn los polos de la funcién z +— B(z, w)?

Ejercicio 3.32. Demostrar esta relaciéon de recurrencia para la funcién beta:

B(x,y+1) = TB(X )

directamente de su definicién. [ Indicacién: integracién por partes. |

Ejercicio 3.33. Usando la férmula de Euler (3.33) para la funcién zeta, demostrar que
la suma de los reciprocos de los nimeros primos diverge: > ;- 1/px = oo. Concluir que
hay una infinitud de nimeros primos en N.

Ejercicio 3.34. Demostrar que las siguientes identidades son validas:

{(2) = ZLZ) para Rz > 1;

n=1

(@1e-1= " para Rz> 2

n=1

donde 7(n) es el niimero de divisores de n, o(n) es la suma de los divisores de n; por
ejemplo, 7(12) = 6, 0(12) = 28. [ Indicacién: usar la férmula de Euler. |

Ejercicio 3.35. Comprobar la siguiente identidad para la Rz > 1:

Z p(n) ’

donde la funciéon de Moébius p: N* — {-1,0,1} se define como sigue. Si n es divisible
por p? para algun primo p, entonces y(n) = 0; si n posee exactamente k factores primos
que son distintos, entonces y(n) = (—1)*; y ademas, p(1) := 1.

Ejercicio 3.36. Usar la igualdad /100 t™*dt =1/(x — 1) para comprobar que

hrn ({(z) - %) =y.
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Ejercicio 3.37. (@) Si f y g son funciones meromorfas, ambas con un polo simple en ¢
con residuos respectivos a_; y b_1, demostrar que lim,_,. f(z)/g(z) = a_1/b_;.

(b) Mediante un estudio de la funcién {(z) I'(z) cerca de los niimeros enteros negativos,
comprobar que:!2

B
{(1-2m)=-=22,
2m
(c) Usar la ecuaciéon funcional (3.37) para la funcién zeta para deducir los valores:

m

(_1)m—122m—1B2m )
T

¢(2m) = 2m)]

[ Comparar con el resultado del Ejercicio 3.16. |

"2En particular, valen {(-1) = -1/12, {(-3) =1/120, {(-5) = -1/252.
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4 Funciones armonicas

Harmonic functions (solutions of Laplace’s equation) are
intimately connected to analytic functions, since the real
part of an analytic function is harmonic and any har-
monic function is (locally) the real part of an analytic
function. Thus, on a Riemann surface, complex analysis
merges almost imperceptibly with potential theory (Which
is the study of harmonic functions).

— Alan F. Beardon

Las funciones suaves de variables reales difieren sustancialmente de las funciones
holomorfas de una variable compleja: las propiedades peculiares de éstas no tiene muchos
paralelos en el célculo diferencial real. Pero hay una excepcion parcial a esa regla: la clase
de funciones armdnicas con dominios en R" (para n > 2) comparten algunas aspectos
de las funciones holomorfas de una variable compleja. En el caso n = 2, resulta que las
partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son armdnicas, y eso es responsable
en parte por las caracteristicas que tales funciones exhiben.

4.1. Funciones armdnicas en el plano complejo

El punto de partida para el estudio de funciones armonicas son las ecuaciones de

Cauchy y Riemann (1.23):
ou v v ou ,
— =, —=-= (1.23)
ox dy ox ay

que establece relaciones entre las derivadas parciales de primer orden de dos funciones

u,0: U — R, definidas en una regién U del plano R?, si ellas forman las partes real

e imaginaria de una funcién holomorfa

f(x+iy) :==u(x,y) +iv(x,vy).
Como la funcién holomorfa f es suave, su parte real u := Rf y su parte imaginaria

v := Jf son (en particular) continuamente diferenciables hasta segundo orden. Entonces

o*u % % o*u ) *u % % o*u

ox2  dyox’ Ixady oy?’ axdy ay?’  Ix2 dy ox
Las derivadas parciales mixtas coinciden en U, de tal manera que vy, = vy, y ademas
Uyy = Uy,. Como consecuencia inmediata, u y v cumplen una misma ecuacion diferencial
de segundo orden:

u N u v N v 0 (4.1)
— + — =0, R — =0. I
ox2  oy? ox%  9y? 4
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La ecuacion (4.1) es la ecuacion de Laplace (en dos variables). Resulta conveniente
introducir esta ecuacién en n > 2 variables, aunque cuando n > 2 se pierde la relaciéon
con funciones holomorfas.

Definicion 4.1. Sea U C R" una region (esto es, una parte abierta y conexa) del espacio
euclidiano R"”, con n > 2. El Laplaciano en n variables cartesianas es el operador
diferencial de segundo orden:

ot & 9
é12—2+—2+"'+—2. (42)
oxy  0x, ox;,

Una funcién u: U — R que es dos veces continuamente diferenciable — a veces se escribe
u € C?(U,R) - que cumple la ecuacién de Laplace:

Au(x) =0 | paratodo x €U (4.3)

se llama una funcién armoénica en U.
Si u es arménico en un abierto V tal que U C V, se dice que u es arménicaen U. ¢

En el caso n = 2, las partes real e imaginaria u, v de una funcién holomorfa f = u+iv
son armoénicas en una region en donde f estd definida. Sin embargo, no toda funcién
armonica de dos variables es la parte real de una funcién holomorfa en todo su dominio,
como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2. En coordenadas polares de C* = R?\ {(0,0)}, el Laplaciano toma la forma:

1o0( o 1 9?
A-__(r_) 1o
r or\ or

+ .
r2 962

Es evidente que
u(r,0) :=logr cumple Au=0.

En el dominio C* [0 en un disco perforado D(0;R) \ {0}] la funcién log r esta definida
y armonica, pero no hay funciéon holomorfa en esos dominios (que no son simplemente
conexos) tal que R f(z) = log |z|.

Cada rama del logaritmo log,(z) := log|z| + if estd definida en un plano cortado
a < 0 < a+2rm, asi que log r si es localmente expresable como la parte real de una funcién
holomorfa en un vecindario de cualquier punto de C*. ¢

» La caracteristica sobresaliente de una funcién armoénica es su propiedad del valor
medio, que se verifica a continuacion.
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Teorema 4.3. Sea u: U — R una funcién armdnica definida en una region U C C. Si
ceUysiR<d(c,C\U), de modo que D(c;R) C U, entonces para 0 < r < R se verifica
la igualdad:

2
u(c) = % ./o u(c +re'®) do. (4.4)

.7 i 7 7] . © 7 1.
Demostracion. Sea g(r,0) := u(c+re'?). Nétese que gy % son funciones periédicas de 0,
con periodo 27. Escribase

1 21 . 1 21
h(r) := —/ u(c+re?)do = —/ g(r,0)do.
2 0 27 0

Entonces g y h son funciones de clase C2 para 0 < r < R, tales que

d 2r
IR i(ra—f(r,e))de

rdr 27 ror\ o
1 [ o 1 1 [ag]%*
=— Au(c+re’9)———g do =0 - 9 =0.
27 Jo r2 902 27r? |99 |4,

Entonces r h'(r) = a; y de ahi h(r) = alogr + b, para algunas constantes a, b € R.

Como logr — —oo pero h(r) — u(c) cuando r | O, porque u es continua en c,
se ve que a = 0y b = u(c). Esto dice que h(r) es una funcién constante de valor u(c),
comprobando la afirmacion (4.4). m|

Una consecuencia inmediata de la propiedad del valor medio es un principio del
maximo para funciones armonicas de dos variables. En contraste con el Teorema 2.41,
no hace falta tomar el valor absoluto.

Teorema 4.4. Si u: U — R es una funcion arménica, definida en una region U C C, que
posee un mdximo local (o bien un minimo local) en U. Entonces u es una funcion constante.

Demostracion. Si u posee un maximo local en un punto ¢ € U, témese 6 > 0 tal que
D(c;8) € Uy u(c) > u(z) para z € D(c;d). Si hubiera ¢ + re! € D(c; ) tal que
u(c + re'?) < u(c), entonces la continuidad del integrando de (4.4) en 6 implicaria un
valor de la integral menor que u(c). Como eso no sucede, se deduce que u(c+re'’) = u(c)
para 0 < r < § y 0 cualquiera; en otras palabras, que u es constante en D(c; ).

Se ha mostrado que {z € U : u(z) = u(c) } es abierto en U, y también es cerrado por
la continuidad de u. Como U es conexo, se sigue que u es constante en U.

Si u posee un minimo local, se aplica este argumento a la funcién arménica —u. O

Corolario 4.5. Si u: K — R es una funcion continua en un compacto K c C y si u es
armonica en el interior de K, entonces u alcanza su mdximo y minimo en la frontera 0K. B
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El principio del maximo también implica que una funcién real, continua en un com-
pacto K ¢ C y armdnica en su interior, estd determinada univocamente para sus valores
en la frontera. De hecho, si u, v son dos funciones de esa especie tales que u(z) = v(z)
para z € JdK, entonces u — v es una funcién continua en K, armonica en el interior e igual
a 0 en JK. El Corolario 4.5 implica que u —v = 0 en K.

» Otra cosa es obtener los valores de u en el interior a partir de sus valores en la
frontera. En el caso K = D := {z € C : |z| = 1}, si se supone que u es armdnica en D
(Definicién 4.1), hay una férmula explicita que calcula sus valores internos.

Definicién 4.6. Siz € D, e € T, la funcién

i — e’ +z — —ing _n
C(z,e"?): T 1+2nE=1e z

se llama el nacleo de Schwarz.
Sirel? e D, e € T, la funcién

1—r2
1 - 2rcos(¢ — 0) +r?

P.(0,9) := RC(re?, e = (4.5)

se llama el nucleo de Poisson. 0

Proposicién 4.7. Sea f: D — C una funcién continua que es holomorfa en el disco unitario
abierto D. Si f(z) = u(z) + iv(z) donde u = Rf, v = I f, entonces:

1 2 Lig + )
f(z) =iv(0) + —/ e. ‘ u(e®)d¢ paratodo zeD. (4.6)
21 Jo €% -z
Demostracion. La serie de Taylor de f en O es f(z) = X7, an2" para algunos a, € C,
dadas por la férmula integral de Cauchy (2.14):
1 1 (% . ,
a, = f(W) dw = — f(rel(j))r—ne—lnd) d¢,

271 J = WL 27 Jo

para cualquier r con 0 < r < 1, porque D(0;r) ¢ D. Como f es (uniformemente)
continua en D, se ve puede tomar el limite r T 1 debajo del signo integral:

1 27 . i
an = o A f(el¢)e ng dg. (4.7)
Como f es holomorfa en D, el teorema de Cauchy muestra que

1

— fw)w" tdw=0 para neN* 0<r<1.
27 |w|=r
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Al dejar r T 1, se obtiene

1 2 . .
Py f(e?)et ™ dp =0 para ne N
T Jo

El conjugado complejo de esta igualdad es:

1 27

— f(ei*)e ™ dp=0 para n=12,...
27 0

la cual se puede sumar a (4.7), para n € N*:

2 2 ) )
a, = —/ u(e?)e 9 dg.
27 0

En cambio, si n = 0, se usa (4.7) directamente, aplicando la propiedad de valor medio
(4.4) a la funcién arménica v = Jf:

27T
a, =i0(0) + %/0 u(e?) dg.

Ahora se puede reconstruir la serie de Taylor para f (cuyo radio de convergencia es al
menos 1) asi:

u(e'?) d¢

1 2 & .
_ - —ing _n
f(z)—lv(0)+2ﬂ/0 1+2;e z
1 2 . .
=iv(0) + — / C(z, e?)u(e?) dg. O
2 0

Corolario 4.8 (Integral de Poisson). Si u: D — R una funcion continua que es arménica
en D, entonces:

2
u(z):% /0 P.(6,¢) u(e'?) dg (4.8)

para todo z € D, al tomar la parte real de (4.6). =]

En este Corolario 4.8, se ha dado por un hecho que una funcién arménica en el disco
unitario D es la parte real de una funcién holomorfa f. El (contra)Ejemplo 4.2 a esta
propiedad es factible s6lo porque en ese caso el dominio C* no es simplemente conexo.
En los ejercicios se vera que u =: ‘Rf estd bien definida en el disco D. De hecho, la
férmula (4.6) muestra que f estd determinada univocamente por u, hasta una constante
imaginaria i v(0).

Nétese también que la integral de Poisson (4.8) muestra como u|p esta determinado
por los valores u(e'?) en la frontera T = dD.
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4.2. Funciones armoénicas en R", n > 2

La ecuacion de Laplace (4.3) se puede plantear en n variables reales, para n > 2,

usando el Laplaciano (4.2) en n variables (cartesianas). De ahora en adelante se usara
ese Laplaciano en R" conn =2,3,... (el caso n = 1 no interesa).

» En lo que sigue, Q denotard una regién acotada de R" cuya frontera 9Q2 es suave (es
decir, es una subvariedad de R" de dimensién n — 1). Esto significa que el vector normal
unitario n (orientado hacia afuera) es bien definida en el borde 9Q. Si u es de clase C!
en un vecindario abierto de Q, la derivada direccional du/dn := n - Vu es una funcién
continua sobre 9Q).

Se dice que una funcién u es arménica en Q si u estd definida y de clase C? en un
vecindario abierto W de Q, y si Au =0 en W.

Ejemplo 4.9. En R", se puede usar un sistema de coordenadas esféricas (r,w), donde

r? = ||x||? = x% +x§ +-+x2yw=(01,...,0,_1) es un juego de parametros angulares
de la esfera unitaria S"~!. Con esta notacién, el Laplaciano en R" \ {0} toma la forma:
1 o d 1
A = —_— rn_l — |+ —= D .
rn-l 8r( 8r) r2 s (4.9)

donde Ds es un operador diferencial de segundo orden en las coordenadas angulares.
Sin > 3, es evidente que

|2—n

1
u(r,w) := — = [|x| cumple Au =0. (4.10)

rfl
Esta funcidon armonica es radial (depende sélo de r) y es obviamente singular en 0. ¢

Lema 4.10. Si u,v son dos funciones de clase C? definidas en un vecindario abierto W de Q,
se verifica la identidad de Green:

/(uAv—UAu)dV:/ (u@—ua—u)ds. (4.11)
Q a0 on on

Aqui dV = dxy dxy - - - dx, es la forma de volumen sobre R" y dS denota la forma de “drea”
(n — 1)-dimensional.?

Demostracion. Este es un corolario del teorema de la divergencia para un campo vectorial

w: W — R™
/(divw)dV:/ w-ndS.
Q oQ

'Mas precisamente: dV es la medida de Lebesgue de R”, y la inclusion de la subvariedad 0Q < R”
induce la medida dS (el “area superficial”) sobre el borde de Q.
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Tomese w := u Vo — o Vu; es claro quew -n =u g—z -0 g—;‘l. Por otro lado,
divw:=V-w=(Vu-Vo+uV-Vo) = (Vo-Vu+0V-Vu) =ulov-ovAu. O
Notacién. La bola abierta con centro a € R" y radio r > 0 se denota por
B(a;r) ={xeR":||x—a| <r}.

Su clausura es la bola cerrada B(a;r) := {x € R" : ||x — a|| < r}.
Las bolas unitarias abierta y cerrada y la esfera unitaria en R" se denotan por:

B":=B(0;1), B":=B(0;1), S"'=B"={xeR":|x|=1}.

La medida total de B" y de S" ! estan dadas por:

O 2 n/2
Vol(B") = 7” y Area(S"1) =Q,; donde Q,:= F(jrrz/Z) :

Con esta notacién, se puede plantear la propiedad de valor medio de funciones
armonicas en bolas cerradas.

Proposicion 4.11. Si u es una funcion armonica en una bola cerrada B(a;r), entonces

u(a) = Qi /Sn—l u(a+ro)do(w) (4.12)

donde o = Zzzl(—l)k_lxk dx' A---ANdxk A+ Adx" es la “forma de drea” sobre S™! (la
cual es invariante bajo rotaciones).

Demostracion. Para n = 2, S' = T es el circulo unitario, con medida total Qy = 27 y
1-forma d6, en cuyo caso la férmula (4.4) es un caso particular de (4.12).

Para n > 3, se puede asumir, sin perder generalidad, que B(a;r) = B, cona =0y
r=1.Tomese e con 0 < ¢ < 1y sea

Q:={xeR":e<|x|| <1}

Su frontera 9Q es la unién de dos esferas concéntricas S*~! y ¢ S"!, con orientaciones
opuestas.

Se puede aplicar la identidad de Green en Q al tomar v(x) := ||x||*™", la funcién
arménica del Ejemplo 4.9. La derivada normal d/dn se reduce a 9/dr en la esfera S*1;
o bien a —¢'™"9/ar (con n apuntando hacia adentro) en la esfera ¢S™ 1. Entonces la
relacién (4.11) se simplifica en:

d
0=(2-n) udS—(Z—n)el_"/ udS—/ a—udS—ez_"/ M.
sn-1 S £

gn-1 ¢ n-1 ON gn-1 on

4-7



MA-702: Variable Compleja 4.2. Funciones armoénicas en R", n > 2

Otra aplicacién de la identidad de Green con v(x) = 1 muestra que /aQ duj/ondS = 0;
por lo tanto, el tercer y cuarto términos al lado derecho se anulan. Como dS = do(w)
sobre S"~! pero dS = ¢"! do(w) sobre e S"1, la igualdad anterior se reduce a:

/ u(w)do(w) = / u(ew)do(w).
sn-1 sn-1

Al dejar ¢ | O el lado derecho tiende a u(0) /§n_1 u(ew)do(w) = Q,u(0), al usar la
continuidad de u en 0. O

Corolario 4.12. Los ceros de una funcion armonica con valores en R no son aislados.

Demostracién. Sea a € Q con u(a) = 0y témese r > 0 tal que B(a;r) c Q. El lado
derecho de la formula (4.12) es el promedio de los valores de u en la esfera dB(a;r), el
cual es 0 por esa misma férmula.

Entonces o bien u(x) = 0 para ||x — a|| = r, o bien u: Q — R toma valores positivos
y negativos en la esfera dB(a;r). Esa esfera es conexa y u es continua; por lo tanto, hay
al menos un punto y € dB(a;r) tal que u(y) = 0.

Se ha mostrado que cualquier vecindario de a, que incluye una bola abierta B(a; ¢),
contiene un punto y con ||y — a|| = r < ¢ tal que u(y) = 0. Entonces el cero de u en a no
es aislado. O

Este fenémeno marca un contraste con las funciones holomorfas. Por ejemplo, la
funcién holomorfa f(z) := z? tiene un cero aislado en z = 0 en C; pero su parte real
u(x,y) := x> — y? se anula a lo largo del par de rectas y = +x en R2,

» El principio del mdximo también es vdlido para funciones arménicas en R", a partir
de la propiedad del valor medio. La demostracién del Teorema 4.4 es aplicable al caso
n > 3, mutatis mutandis, al reemplazar la férmula (4.4) por (4.12).

En particular, una funcién arménica en Q, o bien una funcién continua en Q que es
armonica en €, alcanza sus valores maximo y minimo en la frontera 9Q2. (Cabe recordar
que se supone que Q es acotado y por ende Q es compacto.)

El nucleo de Poisson para una bola en R”

La integral de Poisson (4.8) para funciones armonicas de dos variables en el disco
unitario D (que son continuas en D) admite una generalizacion en dimensiones n > 2. Se
trata de obtener todos los valores u(x) en la bola unitaria abierta x € B" como promedios
ponderados de los valores u(w) en su frontera, » € S""!. Ese promedio ponderado viene
de una funcién P(x, w), llamado nticleo de Poisson, definido como sigue.
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Definicién 4.13. El niicleo de Poisson para la bola unitaria B", para n > 2, es la funcién
P: B"x S™! — R dado por

1 - |x|?
P(x, a)) = m . (4.13)

Cabe notar que la funcién P(re’?, ¢'#) := P,(0, ¢) de la férmula (4.5) es el caso n = 2 del
lado derecho:

Ire’® — ¢?|? = (r cos 0 — cos $)% + (rsenf —sen¢)® = 1 — 2rcos(¢p — 0) + r>. O

Teorema 4.14. Si u es una funcion arménica en B" y si x € B", entonces se cumple

u(x) = /n P(x,w) u(w)do(w). (4.14)

Antes de demostrar este teorema, es prudente mostrar unos lemas coadyuvantes.

y/llyll

Figura 4.1: La férmula de simetria, para x,y € B

Lema 4.15. Si x,y € R" \ {0}, esta formula de simetria es vdlida:

H——Ilyll H “ —IIXIIyH- (4.15)
Iyl [l

Demostracion. Al multiplicar los dos lados de (4.15) por ||x|| ||y||, se obtiene una férmula
equivalente:

el [y = 1y 11 x| =yl [l = 111 o]

Como ||x]|?> = x - x, el cuadrado de cualquiera de los dos lados es:
P11yl = 201yl e - ) + x]*ly 1. O
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Lema 4.16. Si a € R", la funcién u,(x) := ||x — a||*>™" es armdnica en R" \ {a}.

Demostracion. El Laplaciano A de R" conmuta con la traslacion x + x — a por un vector
fijo, asi que se puede emplear coordenadas esféricas centradas en a, x =: a + rn. En tal

sistema de coordenadas, u,(x) = 1/r" 2 coincide con la funcién radial (4.10), y por ende
Au, = 0; se debe excluir del dominio de A el punto donde r = 0, es decir x = a. O

Six € B", x # 0, entonces ||x|| < 1y por lo tanto x* := x/||x||> cumple ||x*|| > 1,

asi que x* ¢ B". La funcién u,(y) := |ly — x||*™" es arménica para y # x. Siy € S, es
decir si ||y|| = 1, la férmula de simetria (4.15) muestra que

2-n
| = |x 17" ly = x* 127" =t we (). (4.16)

|2—n

lly — x| llx]| y

[l

La funcién w, (y) al lado derecho es arménica para y en todo B", pero sélo coincide con
tx(y) cuando [ly|| = 1. B

En todo caso, la funcién o(y) := ||y — x||>™™ — wx(y) es arménica en B" \ {x} y se
anula en la esfera S™!.

Demostracién del Teorema 4.14. Témese ¢ > 0 tal que B(x; ¢) C B, ysea Q := B"\B(x; ).
Denotese S, := {y : |ly — x|| = ¢ }. Ahora se puede aplicar la identidad de Green (4.11) a
la funcién armoénica u del enunciado y la funcién o anterior; de ahi resulta

d a 0 d
O:/ u—U—O—u dS+(n—2)Qnu(x)—/ u Wx—wx—u ds,
sn-1\ on on s,\ on on

porque en la esfera S, el integrando u du,/on = (n — 2)e"u(y) tiene el valor medio
(n —2)Q,u(x). El integrando del tercer término es una funcién acotada en B y por lo
tanto su integral sobre S, tiende a 0 cuando ¢ | 0. Esto implica que

1 v
U(X) = —m Ln_l u(a)) 5(60) dcr(a))
. 1 ou
Entonces la férmula (4.14) se cumple, con P(x, w) := — —(w).
(n—2) on

Para calcular esta derivada normal, se expresa y =: rw en coordenadas esféricas, en
cuyo caso d/dn coincide con la derivada radial 9/dr en puntos de S*1. Se calcula

d d
—|lrew — x||*™ = —((r2—2rw-x+x-x)(2_")/2)
or r=1 or r=1
l1-w-x
:%(Z—n) lro —x||"(2r —2w-x)| =-(n—-2)—.
=1 lwo — x|
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De manera similar,

0 d 1—-0w-x*
o) = x P e - 2 = —(n - 2)x]P
*[|n
on p=1 ar =1 | — x*||
gm0y P x
[l — x[|" PR

En el denominador de la dltima igualdad, se ha usado la relacién (4.16) cony = w € sr1
De las dltimas dos expresiones, se obtiene de inmediato

1 oo l-w-x ||x||2—c<)-x_1—||x||2

(@) = =

(n—2) on lo—xlI"  llo-xI"  llo-x|*

Se ha verificado que el ntcleo de Poisson (4.13) coincide con el nticleo P(x, ) en la
férmula (4.14) para el promedio ponderado de u. O

Si se escribe x = ry € B en coordenadas esféricas, el nicleo de Poisson toma la forma

1-r2 1-r2
—P,(n, ©) = P(rn, ) = lw-ryl"  (1- 2rn - w + r2)n/2

parar < 1,nw € S™1, Esta férmula generaliza (4.5) paran > 2.

» La féormula (4.14) permite resolver el problema de Dirichlet para la bola unitaria B":
dada una funcién continua f: S*"! — R definida en el borde de B", serd posible extender
f a una funcién definida en todo B" que es arménica en el interior? Para plantear ese
problema, se introduce la integral de Poisson, para x € B":

Pf(x) = Qi /§n1 P(x,0) f(w)do(w). (4.17)

n

Es necesario comprobar que Pf es arménica en B y que Pf(rn) — f(n) cuando r T 1.
Proposicion 4.17. El niicleo de Poisson satisface las siguientes propiedades.

(@) P(x,w) > 0 para todo x € B", v € S

(b) La funcién x + P(x,w) es arménica en R" \ {w}.

© (1/Qp) fgn_1 P(x,w)do(w) = 1 para todo x € B".

(d) SineS™lys >0, entonces f”w P(x,w)do(w) — 0 cuando x — 1.

-nl>é
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Demostracion. La propiedad (a) es evidente de la férmula (4.13). La normalizacién (c)
sigue inmediatamente de la propiedad (4.14) al tomar u(w) = 1.

Para comprobar el limite (d), nétese que 1 — ||x||> — 0 cuando x — 75 y el denomi-
nador ||w — rp||" > (§/2)" para 1 — r pequefio.

Falta verificar (b): que P(x, ) es arménica en la variable x. Sea u(x) := 1 — ||x||* y
0(x) = ||x — w||™" para w € S*! fijo. Ni u ni v es armdnica, pero se puede comprobar
que AP(x,w) = A(uv) = 0 al usar la regla del producto:

A(uo) =ulAv+2Vu-Vo+ovAu. (4.18)
Témese y := x — w. Entonces

Vu(x) =V(1 -x-x) = -2x,
Vo(x) =V((y-y)™?) = —g (y-y) "2 (2y) = —nllx - 0] A (x - w).

Por lo tanto,

Au(x) =V -Vu(x) = -2V - x = -2n,
Vu(x) - Vo(x) = 2n|lx — ol " 2(|x||* - @ - x)
Av(x) =V -Vo(x) = n(n+2)||x — ol |x — w||* = n?||x — w|| "2

= 2n|jx — || "2
De ahi se calcula, para x # w:
lIx — w||™2 A(uv) (x) = 2n(1 —||x]|?) +4n(||x]|> —w - x) = 2n(||x||* - 20 - x+1) = 0. O
Teorema 4.18. Sea f: S"! — R una funcién continua. Definase u: B" — R por

u(w) = f(w) para o€ s
u(x) :=Pf(x) para xeB.

Entonces u es continua en B" y es armonica en B".

Demostracién. Para comprobar que A(Pf)(x) = 0 para x € B, basta derivar (respecto
de x) bajo el signo integral en (4.17), pues x +— P(x,w) es armonica toda vez que
we S

Para mostrar la continuidad de u en un punto € S*1, sea ¢ > 0y témese § > 0 tal
quew € S L lw—-n|l <§ = |f(w)-Ff(n)| < e/2.SeaM :=sup{|f(w)| : 0 € S"1}.
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Usando la positividad de P(x, w) y la propiedad (c) de la Proposicion 4.17, se obtiene

0 lu) ~utn =| [ Px.) (70 - rim) doto
< / P(x,0) |f(0) - f(n)|do(e)
[lo—nl|l<d

+ / P(x.0) |[f(0) - ()| do(e)
lo—nll>5

Q
< €2n +2M P(x,w)do(w).

llo=nll>&

Por la propiedad (c) de la Proposicion 4.17, se puede redefinir § tal que ademas la integral
al lado derecho es < £Q,/4M. Entonces x € B”, [|x —n|l <6 = [u(x) —u(n)| < &
se concluye que u es continua en todo B". O

Corolario 4.19. Si u: B" — R es continua y si u es armdnica en B", entonces la propiedad
del valor medio (4.14) es vdlida para todo x € B.

La distincién entre este corolario y el Teorema 4.14 es que aqui no se supone que es
posible extender u a un vecindario abierto W de B" como funcién armonica.

Demostracion. El Teorema 4.18 muestra que u = T[ul §n—1] en B". Entonces la diferencia
u— T[ulgn-l] es armonica en B" y extiende por continuidad a B", siendo igual a O en
la esfera fronteriza. Por el principio de maximo, esta diferencia es idénticamente O en
todo B". O

El ntcleo de Poisson P(x, ), definido por (4.13), es de clase C* en la variable x.
Al derivada la integral de Poisson (4.14) debajo del signo integral, se deduce que cada
funcién armonica u en la bola unitaria B" es suave (es decir, de clase C*). Mds aun, una
funciéon armonica v en una region Q cualquiera es suave: si B(a; ) C Q, basta tomar
u(x) :=v(a+ 6x).

Con mads trabajo, es posible demostrar que v es una funcién analitica real.

4.3. Armonicos esféricos

La integral de Poisson (4.17) constituye una maquina para producir un enorme surtido
de funciones arménicos (en la bola unitaria, al menos) a partir de funciones continuas
en la esfera unitaria. Entonces es razonable preguntar si algunas de esas funciones
son polinomios en n variables. Desde luego, un polinomio p(x) que cumple Ap(x) = 0
en la bola unitaria también cumple esa ecuacion en todo R". Tales polinomios estan
determinadas por su restriccién a la esfera unitaria S"7!, por el Teorema 4.18. Esas
restricciones se denominan armonicos esféricos en n variables (cartesianas).
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Una funcién constante p(x) = C (un polinomio de grado 0, si C # 0) es obviamente
armoOnico. Ademds, un polinomio de primer grado,

p(x) :=ap+aix; +axxa+ -+ apx,

obviamente cumple Ap(x) = 0. A partir de grado 2, la biisqueda de polinomios armdnicos
es menos trivial. En esta seccion, se considerara polinomios con coeficientes y valores en C.

Definicion 4.20. Un polinomio p es homogéneo de grado msi p(tx) = t"p(x) parat € R.

. . , . . . ] k k
Tales polinomios homogéneos son combinaciones lineales de monomios x}* - - - x,"

con ki + - - - + k, = m; ellos forman un espacio vectorial real P,,(R").
Los polinomios homogéneos de grado m que son armoénicos forman un subespacio
Hm(R™). De hecho,

A: Pp(R") = P (RY)
es una aplicacion lineal, y este subespacio es ker A. o

Lema 4.21. Si p(x) es un polinomio de grado m (no necesariamente homogéneo), entonces

Plplsn1](x) = (1= [Ix]1?) g(x) + p(x), (4.19)
para algtin polinomio q de grado < m — 2.

Demostracién. Sim = 0 6 1, entonces p es armoénico y por ende P[p|gn-1] = p; al tomar
q(x) = 0, la igualdad (4.19) se cumple trivialmente.>2

Supéngase, entonces, que m > 2. Como 1 — ||x||? = 0 para x € S" !, el lado derecho
de (4.19) coincide con p(x) sobre S* !, cualquiera que fuera q. Como la funcién P[p|gn-1]
es armonica, es suficiente encontrar un polinomio g de grado < m — 2 tal que el lado
derecho esté en ker A.

Sea V el espacio vectorial real de polinomios de grado < m — 2. Se busca un elemento
q € V tal que

A((1 = lIx[1*) q) = —Ap.
Sea T: V — V el operador lineal dado por T(q) := A((1 - ||x||*) ). Entonces T(g) = 0

siy solo si el polinomio (1 — ||x||?) g es arménico; como esta funcién se anula sobre S" !,
es idénticamente nula para ||x|| < 1 y por ende — como es un polinomio — para todo
x € R". En otras palabras, T(q) = 0 implicag=0en W.

El operador lineal T: V' — V entonces es inyectiva. Como dim W es finita, T es
también sobreyectiva (por el teorema de rango y nulidad). La ecuacién T(q) = —Ap
entonces tiene una solucién (tnica!) en V, que era la que se deseaba. m]

2Es convencional asignar el grado —oo al polinomio nulo.
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Corolario 4.22. Un polinomio no nulo de la forma ||x||*p(x) no es armdnico.

Demostracion. Como ||x||* = x7 +- - - +x7, si p es de grado m, entonces h(x) := ||x||*p(x)

tiene grado m + 2. Ahora ||x||?p(x) = p(x) para x € S"™!, es decir, h|gn-1 = p|gn-1. En-
tonces P[p|gn-1] = P[h|gn-1]. Si h fuera armdnico, de modo que P[h|gs-1] = h, entonces
Plplsn-1] seria un polinomio de grado m + 2. Pero eso es incompatible con la férmula
(4.19), cuyo lado derecho tiene grado m. O

Un polinomio de grado m es una suma p = pg + p1 + -+ + p,, donde cada p; es
un polinomio homogéneo de grado j. (Se reconoce el polinomio nulo 0 como polinomio
homogéneo de cualquier grado.) Como Ap = Z;”zz Apj, entonces p es armonico siy solo
si cada sumando p; es armdnico.

Proposicion 4.23. Para cada m = 2,3, ... hay una suma directa algebraica:
Prn(R") = Hpu(R™) @ [|x]|> Pruea(R"). (4.20)

Demostracion. El Corolario 4.22 muestra que la suma al lado derecho de (4.20) es directa.
Es evidente que H,,(R") y ||x]|? Pm-2(R") son subespacios vectoriales de P,,(R").
Sea p € P,,(R"). Por el Lema 4.21, se ve que

p(x) = Plplsr11(x) +Ix11” g(x) — q(x)

para un (tinico) polinomio q € P,,_2(R"). Si p,, es la parte homogénea de grado m del
polinomio armonico P[p|gn-1] — que también tiene grado m, por (4.19) —y si gnm—2 es la
parte homogénea de q de grado m — 2, entonces la parte homogénea de grado m de la
ecuacién anterior es:

P(x) = pm(x) + [1x]1? g2 ().
Esta igualdad verifica (4.20), puesto que Ap,, = 0. O

Corolario 4.24. Cada polinomio homogéneo p € P,,(R") puede expresarse, de modo tinico,
como una suma:

P =P+ 1%l pmz + -+ + [1x]1 oo (4.21)
donde m = 2k 6 m = 2k + 1, con cada p; € I{;(R").

Demostracion. Esta descomposicion es trivial sim = 0 6 1, con k = 0, pues p = p,, es
armonico.

Sim > 2, entonces p = pp, +||x||>q para p,, € H,»(R™) y un tnico q € Pp,_2(R™). Asu
vez, ¢ = pm_2 + ||x]|?q’ con un tnico ¢’ € P,_4(R™). Al repetir este proceso k veces, se
llega a la suma (4.21). m]
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Corolario 4.25. Si p € P,,(R"), el (iinico) polinomio armdnico que coincide con p en la
esfera unitaria S es h = py + pm-2 + -+ + Pm_ak-

Demostracién. Noétese que p|gn-1 = h|gn-1. Como h es armdnico, entonces P[p|gn-1](x) =
h(x) para x € B" y por ende - las dos funciones son polinomios — para todo x € R". O

» Un polinomio homogéneo p € P, (R") estd determinado por sus valores en la esfera
unitaria S"~!, porque si x = ro con ® € S"7!, entonces p(x) = p(rw) = r™ p(w).

Definicion 4.26. Se define un producto escalar? sobre los polinomios p: R" — C por

1 -
Glpy =g [ @) p(o)doto) (422
n §n—1
Dos polinomios p, g se dicen ortogonales si (q | p) = 0. ¢

Lema 4.27. Si p € H,,(R™), g € P;(R™) con I < m, entonces (q | p) = 0.

Demostracion. El producto escalar (4.22) depende solamente de los valores de p y g en
la esfera unitaria; entonces se puede reemplazar g = .5, %1% g2 ; por el polinomio
armonico ».5;¢; q1-2;- Por linealidad, basta mostrar que cada (q;—2; | p) = 0. Dicho de
otro modo, es suficiente comprobar el lema cuando g € H;(R") con [ < m.

La identidad de Green (4.11) para Q = B", 9Q = S™ 1 entonces muestra que

) aq ) )
/ (q—p—p—q)dcf= (GAp—pAg) =0.
§n-1 8n 8n B~

Como 9/dn = 9/dr sobre S™!, vale

L () = 2 p(ra)

— e Sn_l,
n mp(w) para o

r=1

= %(f’”p(w))

r=1
y de igual manera aq/ar(w)|r:1 =1 g(w). Por lo tanto,
(m=DQn{glp)=(m-1) - q(w) p(@) do(w) = 0.

Como m — [ > 0, se sigue que (q | p) = 0. O

Corolario 4.28. Con respecto al producto escalar (4.22), la suma directa (4.20) de la
Proposicion 4.23 es una suma directa ortogonal.

30Obsérvese que (g | p) es lineal en la segunda variable p, pero antilineal en la primera variable q.
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Demostracién. Un polinomio en P,,(R") es igual a p(x) + ||x||?q(x) para p € H,,(R"),
q € Pm_2(R™) tinicos. Como ||x||2q coincide con g sobre S"~!, estos dos sumandos son
ortogonales. O

Definicioén 4.29. Un arménico esférico en n variables es una funcién u: S"! — C tal
que u = p|gs-1 para algun polinomio arménico p: R" — C. O

Conviene usar la notacién
Hpn(S") := { plgn1 : p € H(R™) }.

Los H,,(S™1) son espacios vectoriales (sobre C) de dimensién finita, ortogonales entre si.

» Se denota por L?(S" 1) el espacio vectorial de todas las funciones f de cuadrado
integrable sobre S"1, es decir, tales que ||f| % =(f|f) < oo.

Este es un espacio de Hilbert; hay dos maneras de precisar su definicién. Por un lado, se
puede interpretar el producto escalar (4.22) como una integral en el sentido de Lebesgue
con respecto a la medida Q! do. Hay un resultado clésico (el teorema de Riesz y Fischer)
que asegura que la totalidad de funciones medibles de cuadrado integrable es completo
en esta norma. La otra posibilidad es la de considerar el espacio vectorial C(S"!) de
las funciones continuas sobre la esfera, dotado de la métrica d(f,g) = ||f — g||% que
sélo requiere la integral de Riemann.4 Luego se define L?(S™!) como la complecién de
C(S™1) con respecto a esa métrica.

Proposicion 4.30. Hay una suma directa de espacios de Hilbert:
L2(S™) = P Hm(S™). (4.23)
m=0

Demostracion. Un espacio de Hilbert H es la suma directa de unos subespacios cerrados
H si: (i) esos H,, son ortogonales entre si (garantizado en este caso por el Corola-
rio 4.28); y (ii) la suma directa algebraica de los H,, es denso en K.

El espacio de Hilbert L2(S™ 1), por su definicién, incluye C(S"!) como subespacio
denso, con respecto a la norma de Hilbert || - ||o. Ahora, C(S"!) tiene su propia norma
(la de convergencia uniforme), || f||c := sup{ |f(x)| : x € S }. Si f,g: S*! — C son
continuas, entonces

IF =gl =5- [ @) -g@)ldoto) < o= [ If =gl dato) = 15 - gl

4Las integrales de Riemann y de Lebesgue de una funcién continua coinciden.
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Por lo tanto, un subespacio denso de (C(S"!),||-|l«) es denso en (C(S™1), ||-Il2)
también, e ipso facto denso en L?(S™1).

Basta, entonces, mostrar que una funcién continua sobre S"~! puede ser aproximado
por una suma finita de elementos de los H,,(S"1). El teorema de Stone y Weierstrass
asegura que el digebra A de los p|gs-1, donde p: R" — C un polinomio, es densa en
C(S"1), con respecto a la norma ||—||. [ Para aplicar dicho teorema, es suficiente notar
que esa subdlgebra A: (i) separa puntos de S™ L. (ii) contiene las funciones constantes;
y (iii) es cerrada bajo conjugacién compleja de funciones. ||

Cualquier polinomio es una suma finita de polinomios homogéneos; y si p € P,,(R"),
el Corolario 4.25 muestra que p|ga.-1 € P, iem Hm—2 j(S"‘l). Entonces el espacio vectorial

A es la suma directa algebraica de los 3(,,(S"!), y por ende (4.23) es vélida. O

Ejemplo 4.31. En el caso n = 2, una polinomio homogéneo armoénico p € H,n(R?)
con valores reales es la parte real %( f + f) de una funcién holomorfa entera f. La
homogeneidad p(tz) = t™ p(z) es equivalente a la condicién E(p) = mp, donde

0 0 2} 2}
E = x—+y——z—+
ox ay 0z oz

es el operador diferencial de Euler. Ahora

0

E(p) = (Z—+Z—)(f+f)

1 af 1_af_ af
p —z——‘R(z—)

2 0z 0z

al usar las ecuaciones de Cauchy y Riemann: df /dz = af /9z = 0. Entonces zdf /oz=m f.
De la serie de Taylor de f en 0 se deduce que f(z) = 2c z™, también homogénea, para
alguna ¢ € C. Asi, p(z) = cz™ + ¢z™. En fin, espacio vectorial complejo H,,(R?), de
dimension 2, tiene la base {z™, z""}.

En el circulo unitario S*, el espacio vectorial H,,(S') tiene la base {¢'™?, =™} (Otra
base seria {cos m0, sen m0}.) La descomposicién (4.23) dice que cada elemento de L2(S?)
tiene una expansién en una serie de Fouriers

Fley = 3" cne™, con Y fewl® = |IfII3 < .
m=-—00 m=—00
[ De ahi se ve que { ™ : m € Z} es una base ortonormal de L>(S'). ]| o

Ejemplo 4.32. En el caso n = 3, se sabe, por el Ejercicio 4.7 abajo y la férmula (4.27),

que
dim 3, (R%) = (”2) - (l) — 2041,
2 |72

5La convergencia de esta serie en la norma ||—||, esté garantizada, pero eso no asegura su convergencia
puntual, la cual es un tema importante del andlisis clasico.
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Por restriccién a la esfera S2, también vale dim 3(;(S?) = 2] + 1. Se puede describir
una base de estos arménicos esféricos mediante coordenadas esféricos w = (0, ¢) € S2.
El Laplaciano en R? tiene la forma

1 0 d
A== 222+
r2 or ar

2
(1 i(senea—u)+ ! al) (4.24)

(Véase el Ejercicio 4.3 abajo.)
Se puede encontrar soluciones polinomiales de la ecuaciéon Au = 0 por separacién de
variables: u = R(r) T(0) F(¢). Entonces la ecuacién u~! Au = 0 toma la forma

(r’R'(r)) 1 (sen0T(0)) 1 F'($)
R(r) +sen@ T(0) +sen29 F(¢)

0.

Aqui R(r) = r!, por homogeneidad. El primer término se reduce a (Ir™*1))"/rl = 1(1 +1).
Por lo tanto,
(sen6T'(0))" _ F'(¢)

T(0) F(¢)
Ambos lados de esta ecuacién deben ser iguales a una constante m?, de modo que
F”(¢) + m* F(¢) = 0, con soluciones particulares F(¢) = e*™?. Luego, la sustitucién
x :=cos 0, P(x) := T(0) convierte la ecuacién anterior en

I(1+1)sen?6 +sen 6

2

1-x2

(1-x2)P"(x) - 2xP'(x) + (l(l +1) - )P(x) =0. (4.25)

Al hacer otra sustitucién P(x) =: (1 — x2)™/2Q(x), se obtiene
(1-xH0"(x) =2(m+1)x Q' (x) + (I —=m)(I+m+1)Q(x) = 0.

Esta ecuacion diferencial tiene una solucién polinomial siy solo si/ —m € N, con lo cual
me{-L-1+1,...,1-1,1}.
El caso m = 0 es la ecuacion de Legendre:

(1- xz)Pl”(x) —2x P/(x) + (I + 1)P;(x) = 0,

cuya solucién polinomial es el polinomio de Legendre de grado [ € N:

1 d
Pi(x) i= ——(x% - 1)\
1(x) T dxl( )
Param =0,1,...,1, 1a solucién de (4.25) es la funcién asociada de Legendre:

dm
PP (x) := (1~ xz)m/zcbc—mp,(x).

De este modo, cada T(6) = P["(cos 0) es un polinomio en (cos 6, sen 0). O
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Definicién 4.33. El espacio vectorial ;(S?), de dimensién (2/ + 1), tiene una base
{Yiy:m=-l,...,1-1,1} dada por:

2[+1)(I —m)! )
Vi (0. 6) = (—1)'"\/ e B (cos0) ™ (4.26)
param € {0,1,...,1}; y ademds Y, _,(0, ¢) := (=1)"Y;,,(6, §). o

[ Se incluye el factor 1/V4r = Qg 1/2 para que estas Y}, sean ortonormales con
respecto a la medida usual do(0, ¢) := sen 0 d0 d¢ de la esfera S2. |

En vista de la Proposicién 4.30, cualquier funcién f € L?(S?) tiene una expansién —
convergente en la norma ||—||2 — en una serie de armonicos esféricos:

o0 l
FO.8)=>" > cimYim(0,9).

1=0 m=-1

Esto es una generalizaciéon importante de las series de Fourier.

Para mds informacion acerca de estas armdnicos esféricos y su aplicacién a la teoria
del momento angular, se recomienda el capitulo 3 del libro: L. C. Biedenharn y J. D.
Louck, Angular Momentum in Quantum Physics, Cambridge University Press, Cambridge,
1985.

4.4. Ejercicios sobre funciones armdnicas

Ejercicio 4.1. Si u: R?> — R es una funcién arménica y si g es una funcién holomorfa
entera, mostrar que la funcién compuesta u o g es armonica.

Ejercicio 4.2. Comprobar la regla del producto (4.18) para dos funciones u,v: R" —» R
de clase C?:
Auv) =ulAv+2Vu-Vo+oAu.

Demostrar también que A(||x||%) = a(a+n — 2) ||x||72.

Ejercicio 4.3. En el sistema de coordenadas esféricas (r, 0, $) de R3, con x = r sen 6 cos ¢,
y = rsenfsen¢, z = rcos 0, verificar la férmula (4.24) para el Laplaciano en 3 dimen-

siones:®
Ay L Of20u) 1( 1 a( ea”)+ 1 ou?
u=——|r—|+—= —|senf — — |
r2or\ or] r%\senf 90 0/  sen? 6 >

6Con esta notacién, @ es el dngulo polar y ¢ es el dngulo acimutal sobre la esfera S2: en la cartografia,
las curvas 6 = 6, son los “paralelos” (al ecuador) y las curvas ¢ = ¢ son los “meridianos”. Es de notar que
los textos de calculo en varias variables suelen usar el convenio opuesto: 6 < ¢.
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Ejercicio 4.4. La medida de la esfera unitaria S™! es la integral de la siguiente (n — 1)-
forma diferencial en coordenadas cartesianas (x', x2, ..., x"):

n
o= Z(—l)f‘le dxt Ao AdxI A Adx™,
=1

Sea Q, := Vol(S"!) := _/gn—l o(w) y V, :=Vol(B") := an av.
(@) Al notar que do = ndx' Adx?> A --- Adx" = ndV, usar el teorema de Stokes
/ag o= fQ do para verificar que V, = Q,/n.
(b) Comprobar la relacién siguiente [ Indicacién: integracién por partes |
1
Vo1 Ja
Deducir los valores de las siguientes cantidades:

Q1 = #(S%, Qy=¢(Sh), Q3 =Area(S?), Q4 =Vol(S®).

(c) Demostrar por induccion las formulas generales para V, y Qy,:

2™

VvV, = _— Q =— =
"TTE+ D) "TTE) T 2t
W sin=2m+1.
m — 13

Ejercicio 4.5. Si p € P,,(R") es un polinomio homogéneo de grado m, comprobar que
x - Vp(x) = mp(x); y demostrar que

A(llx|P7"72" p) = [lx[|*7"=2" Ap.

[ Indicacién: usar el Ejercicio 4.2.

» En el espacio vectorial R", se define la inversion en la esfera S"! por x* := x/||x||?
si x # 0. Se puede extender esta operacion a una biyeccién involutiva de R" & {oo} (la
compactificacién de un punto de R") al definir 0" := oo, c0™ := 0. (Nbtese que x* = x si
y solo si x € S"71))

Si A C R"\ {0}, se escribe A" := {x* : x € A}. La transformada de Kelvin de una
funcién u: A — R es la funcién Ku: A* — R dada por”

Ku(x) = [lxlI*" u(x"),

Fijese que K[Ku] = uy que Ku(w) = u(w) para w € S™1.

7Obsérvese que la funcién v(y) de la demostracion del Teorema 4.14 tiene la forma w(x) + Kw(x)
donde w(x) := ||y — x||>™".
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Ejercicio 4.6. (a) Sip € P, (R"), mostrar que Xp(x) = [|x||>"2™ p(x).
(b) Si Q es una regién de R™ \ {0} ysiu: Q — R es de clase C?, comprobar ques

A(Ku) = 1K[||x||4 Au].

() Deducir que si u es armoénica en Q, entonces Ku es armdnica en Q.

Ejercicio 4.7. El espacio vectorial P,,,(R") tiene como base los monomios P -x,li" con

1
ki + - -+ k, = m. Comprobar que

dim P, (R") = (” me 1).

n—1

En seguida, demostrar que el subespacio J(,,(R") de polinomios armdnicos homogéneos
de grado m tiene dimensién

dim 3 (R") = (";T 1 1) - (n;'f[g)- (4.27)

8Por un teorema de Weierstrass, una funcién de clase C? puede ser aproximada por polinomios (en la
norma C?) sobre cualquier compacto de R”.
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