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Resumen

Los espacios de Fock son una construccion algebraica utilizada en mecénica cuén-
tica para construir el espacio de estados cudnticos de un ndmero desconocido de
particulas idénticas a partir de una sola particula, que matemdticamente se identifica
con un espacio de Hilbert. En este trabajo se construyen las representaciones meta-
pléctica y de espin (para un ndmero finito de grados de libertad) sobre dichos espacios
de Fock para tratar algunos temas de la teoria de campos cudnticos.

Se describe dos espacios de Hilbert fundamentales en la mecénica cudntica: los
espacios de Fock bosénicos y fermiénicos y algunos de sus elementos de interés, deno-
minados elementos gaussianos, asi como ciertas relaciones candnicas de conmutacién
para dichas representaciones.

Se culmina con una introduccion a las representaciones metaplécticas y de espin

infinitesimales.

Abstract

Fock spaces are an algebraic construction used in quantum mechanics to construct
the space of quantum states of an unknown number of identical particles from a
single particle, which is mathematically identified with a Hilbert space. In this work,
we construct the metaplectic and spin representations (for finitely many degrees of
freedom) on these Fock spaces to deal with some topics of quantum field theory.

Two fundamental Hilbert spaces in quantum mechanics will be described: the
bosonic and fermionic Fock spaces as well as some of their elements of interest,
named Gaussian elements, and certain canonical commutation relations for such re-
presentations. We finish with an introduction to the infinitesimal metaplectic and spin

representations.
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Prologo

Lamecanica cudntica es larama de la fisica que se encarga del estudio de las propiedades
fisicas de las particulas subatémicas. La teoria de la mecénica cudntica fue formulada a
inicios del siglo XX, contempordnea con la teoria de la relatividad general de Einstein.

Una particula se llama /libre si no existe ninguna fuerza externa actuando sobre ella.
En mecénica cudntica, se construyen espacios de estados de particulas, utilizando opera-
dores especificos (llamados operadores de creacion y aniquilacién). Existe un estado sin
particulas, denominado el vacio. Los estados de una determinada particula corresponden a
elementos v € V' \ {0} de un espacio vectorial real V. Mds generalmente, un espacio de los

estados con k > 0 particulas de un mismo tipo conforman un espacio vectorial de la forma

Vek —veVe - V.

k veces

Un estado con k particulas, esto es, un elemento del producto vectorial VoK se puede
enviar a un estado con (k — 1) particulas utilizando un operador de aniquilacion; también
se puede pasar de un estado con k a un estado con (k + 1) particulas utilizando un operador
de creacion (esto se verd en el Capitulo 3). Para 1930, las reglas basicas de la mecanica
cudntica fueron desarrolladas. En ese tiempo, ya se sabia que un estado de una particula
puede ser descrito por un vector unitario s en un espacio de Hilbert H; por lo que un estado
de dos particulas esta dado por el producto tensorial 1 ® Y € H® H, y asi sucesivamente.
Para sistemas con muchas particulas, se considera la suma directa de H ® conl € N. Aqui
se considera el caso H® = HY ~ C, el sector del vacio, generado por un vector Q € H 0 de
norma 1, denominado el estado del vacio.

Sin embargo, los racimos de particulas cudnticas no obedecen la distribucién de Maxwell
y Boltzmann (una distribucién de probabilidad particular en fisica estadistica). Esto se debe
a que particulas del mismo tipo son indistinguibles, i.e., para ciertas particulas los vectores
Y1 ® Yy Y2 ® Y representan el mismo estado del par de particulas; por ende se concluy6
que es equivalente utilizar la media aritmética de ambas particulas, %(lﬁl QYo + Y @ Yy).

Esto fue descubierto por el fisico indio Satyendra Bose en 1924. Esto llevé a que Bose
y Albert Einstein propusieron una teoria denominada la “estadistica de Bose y Einstein”,
para particulas como mesones, por ejemplo. Dirac luego bautizé este tipo de particulas
bosones, en honor a Bose.

Pero ain quedaba un problema: los protones y los electrones obedecen otra estadistica,

pues al intercambiar un par de particulas, el signo de ¥; ® ¥, cambia, por lo que Enrico
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Fermi, junto con Dirac, propusieron en 1926 utilizar %(wl ® Y — Yp ® Y1) para describir
ese par. Dirac llamé a este otro tipo de particulas fermiones, en honor a Fermi.

En 1932, el fisico ruso Vladimir Aleksandrovich Fock uni6 estas ideas utilizando dos
espacios de Hilbert compatibles con la estadistica cudntica: véase [ 10]. Para el caso bosonico
propuso el espacio @:’:0 H™, donde H™ es un producto tensorial simétrico S(H®"). Para
el caso fermionico se considera el mismo espacio @:’:0 H®™ _ con la diferencia de que ahora
H™ es un producto tensorial antisimétrico A(H®"). En ambos casos el sector del vacio es
el espacio vectorial unidimensional H® := CQy el espacio de una particula es H) = H.

Uno de los espacios de Hilbert de la mecénica cudntica es el espacio L*(R) de las
funciones de onda de Schrodinger. En 1960, Irving Segal propuso una “representacion de
ondas compleja” para bosones [25]. Poco tiempo después, Valentin Bargmann realiz6 un
tratamiento alternativo para este espacio [3], ahora denotado como B(C) y denominado
espacio de Bargmann y Segal. Una ventaja de trabajar en el espacio de Bargmann y Segal
es que este nuevo espacio de Hilbert tiene como elementos funciones enteras sobre C, por
lo que muchos célculos se reducen a evaluar integrales gaussianas.

Una teoria cudntica necesita tanto vectores como operadores. También se requieren
interacciones de una particula con su entorno, que puede contener otras particulas de la
misma especie o especies diferentes. Esto generalmente se maneja introduciendo obje-
tos como funciones potenciales que modifican los observables relevantes; por ejemplo, a
la energia cinética de un pequefo cuerpo en movimiento se puede agregar una energia
potencial que describe la influencia de un cuerpo grande cercano. Sin embargo, las aproxi-
maciones de este tipo se vuelven realmente complicadas de analizar. El primer paso seria
describir los sistemas que no interactian: esto conduce a la teoria de los campos libres.
Los campos libres — como su nombre lo indica — son campos que no se ven afectados por
fuerzas externas.

Desde el punto de vista fisico, un espacio de Fock es una construccién matemética
empleada en la mecénica cudntica para construir un espacio de estados cuanticos — que
proporcionan una distribucién probabilista para los resultados de cada posible medicién de
un sistema — de un ndmero desconocido de particulas idénticas engendradas a partir de un
espacio de Hilbert H.

Intuitivamente, un espacio de Fock también se puede ver como una suma (directa) de
varios espacios de Hilbert que representan un estado de O particulas (el vacio), estados
de 1 particula, estados de 2 particulas, y asi sucesivamente. Si las particulas idénticas son

bosones, los estados de k particulas son vectores en un producto tensorial “simetrizado”
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de k copias de H. En el caso en el que las particulas idénticas son fermiones entonces los
estados de k particulas son vectores en un producto tensorial “antisimetrizado” de k copias

de H. Un elemento de un espacio de Fock es una combinacion lineal de tales estados.

Una forma simpléctica es una forma bilineal s que es antisimétrica y no degenerada. Un
espacio vectorial simpléctico (V, s) es un espacio vectorial real V con una forma bilineal
alternante. Es importante destacar que n = dimgr V debe ser par, n = 2m. Un espacio
vectorial ortogonal (V, d) es un espacio vectorial real con una forma bilineal simétrica d.
En este caso se supondrd también que n = dimg V es par.

Si V es un espacio vectorial real de dimensiéon n = 2m, una estructura compleja
sobre V es un endomorfismo R-lineal J: V — V tal que J? = —1y, donde 1y es el
elemento identidad de Endg(V), y que preserva la forma bilineal asociada a V. Es decir,
s(Jv, Ju) = s(v,u) o d(Jv, Ju) = d(u, v), respectivamente. Usando J, un espacio vectorial
simpléctico o un espacio vectorial ortogonal V' se convierte en un espacio vectorial sobre C
(denotémoslo como V) cuya dimension es dimc Vy = % dimg V. En el primer caso podemos
poner d(u,v) := s(u, Jv) y en el segundo caso podemos poner s(u, v) := d(Ju, v). Por ende,
si definimos el producto escalar (u | v); := d(u, v) + is(u, v), entonces V; equipado con este
producto escalar es un espacio de Hilbert finitodimensional. Es decir, el espacio vectorial
complejo V; se dota de las dos formas bilineales, que se relacionan mediante la estructura
compleja.

Partiendo de Vj, se construye otro espacio de Hilbert, llamado espacio de Fock, sobre
el cual se construye la representacion pertinente del grupo de simetria mediante unos
elementos de los espacios de Fock de gran importancia: sus elementos gaussianos; ver el
Capitulo 2. Los grupos de simetria de las formas bilineales se representan sobre espacios
de Fock en términos de estos elementos gaussianos. Dichas representaciones son llamadas:
representacion metapléctica para un espacio simpléctico y la representacion de espin para
un espacio ortogonal, respectivamente. Ademds, ambos grupos poseen representaciones
infinitesimales de sus dlgebras de Lie.

Las similitudes entre los espacios de Fock bosénico y espacios de Fock fermiénico son
bastantes; y por ende las representaciones metapléctica y de espin poseen muchas caracte-
risticas semejantes. El proposito principal de la tesis es el de hacer notar las similitudes (y
diferencias) entre las representaciones metapléctica del grupo simpléctico y de espin del

grupo ortogonal especial, en el caso finitodimensional.



Este trabajo se basa en dos articulos de José Gracia-Bondia y Joseph Varilly: The
metaplectic representation and boson fields [13] y QED in external fields from the spin
representation [14]. En [13] se describe la representacion metaplécticay en [14] se describe
la representacion de espin. En los dos articulos, los espacios de soluciones de ecuaciones
de onda son infinitodimensionales, pero las representaciones son aplicables para espacios
vectoriales finitodimensionales de dimension par. En esta tesis, se consideran tinicamente

los casos de dimension finita.

A continuacién se describen brevemente los cuatro capitulos de este trabajo.

* En el Capitulo 1 se introducen las nociones y conceptos bdsicos: estructuras com-
plejas, complexificacién de un espacio vectorial real, el grupo simpléctico Sp(V),
el grupo ortogonal especial SO(V); asi como polarizaciones y la transformada de
Cayley (una generalizacion de la transformada de Mobius).

* En el Capitulo 2 se estudian el espacio de Segal y Bargmann y los espacios de Fock.
Se hace especial énfasis en ciertos elementos de los espacios de Fock denominados

elementos gaussianos.

* En el Capitulo 3 se estudian los sistemas de Weyl, los campos bosénicos libres,
las algebras de Clifford y los campos fermidnicos libres; para asi poder obtener la
representacion metapléctica v de Sp(V) y la representacion de espin u para SO(V).
Utilizando propiedades de estas dos representaciones junto con las propiedades de los
nucleos integrales, obtenemos las relaciones de conmutacion para el caso bosénico
y las relaciones de anticonmutacion para el caso fermionico. La construccion de la
representaciéon metapléctica se basa principalmente en [22] y la construccién de la

representacion de espin se basa parcialmente en el capitulo 12 de [21].

* En el Capitulo 4 se estudiardn las representaciones infinitesimales vy g de uy v,
respectivamente, para llegar a unas relaciones de conmutacién en en términos de
dichas representaciones infinitesimales. Con las representaciones infinitesimales se
obtendrén dos relaciones de conmutacion, que representan una manera de transformar
un campo cudntico (libre) en otro mediante un sistema de Weyl o bien una accién (de

Clifford), dependiendo de si estamos trabajando en B(V;) o F(V;), respectivamente.

En las conclusiones se discuten brevemente las representaciones infinitesimales gy v
para espacios vectoriales V con dimg V = co. La intencion de este trabajo es ser la piedra

angular para seguir investigando campos de simetria en el caso infinitodimensional.
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Capitulo 1

Espacios con simetria simpléctica u ortogonal

El propésito principal de la tesis es el de hacer un estudio comparativo entre la represen-
tacion metapléctica del grupo simpléctico y la representacion de espin del grupo ortogonal
especial.

En este capitulo discutiremos las bases necesarias para poder definir dichas representa-
ciones. Trabajaremos con un espacio vectorial real finitodimensional V de dimensién par,

dimgp V = n :=2m.

1.1. Espacios vectoriales simplécticos y ortogonales

Considere una forma bilineal f sobre V que es no degenerada (si f(v,u) = 0 para todo

u € V entonces v = ). Vamos a analizar dos casos.
Caso B V estd equipado con una forma bilineal s antisimétrica.

Caso F V estd dotado de una forma bilineal d que es simétrica y definida positiva (es decir,

d(v,v) > Oparatodov € Vconv # 0).

Sea J € Endg(V) tal que J?> = —1. Este operador se denomina estructura compleja
lineal. Con esto en mente, podemos definir el espacio C-vectorial V; como el conjunto
cuyos elementos son los elementos de V, posee la misma operacién de adicion y se define

la multiplicacion escalar como
(a+bi)v:=av+blJv. (1.1)

Es necesario que J deje invariante la forma bilineal dada. Para el Caso B, tenemos

entonces el par (V,s), donde J satisface s(Jv,Ju) = s(v,u) y J cumple la condicion



s(v, Jv) > 0 (se dice que la estructura compleja J es positiva); y en el Caso F tenemos el

par (V, d), donde J satisface d(Jv, Ju) = d(v, u). Podemos entonces poner

dy(v,u) := s(v, Ju)
sy(v,u) :=d(Jv,u) (1.2)

para los Casos B y F, respectivamente. Fijese que d; es simétrica y s; es antisimétrica.
En adelante, suprimimos la dependencia explicita sobre J de la segunda forma bilineal, en
ambos casos.

Entonces podemos definiren V = (V, s, d):
(u|v)y :=du,v)+is(u,v) = s(u, Jv) +is(u,v) = d(u,v) + id(Ju, v). (1.3)
Inmediatamente se ve que

Wlu+aw)=dv,u+aw)+is(v,u+ aw)

=dv,u) + ad(v,w) +i[s(v,u) + as(v,w)],
porlo que (v |u+ aw) = (v |u) + a(v | w). Por otro lado, vea que
(ulv)=d@uv)+is(uv)=dv,u)—is(v,u) = v | u),

por la antisimetria de s. Finalmente, vea que d(v, v) > O paratodo v # 0y s es antisimétrica,
entonces s(v,v) = —s(v,v) = s(v,v) = 0 para todo v € V; esto nos permite concluir que
W|v)y>0siv#0y(v]|v)=0siysolosiv=0.Porende, (v|u)esun producto escalar
complejo sobre V;, lo que hace que V; sea un espacio de Hilbert complejo de dimensién

finita.

Ahora bien, otra propiedad importante es la siguiente.
Proposicion 1.1. dimgr (V) = 2m si y solamente si dimc(Vy) = m.

Demostracion. En efecto, como V y V; poseen los mismos elementos entonces vamos a
probar que V posee la base B := {by, by, .. ., by} sobre C siy solo si este espacio posee la
base B’ = {by, by, ..., by, Jb1, by, ..., by} sobre R. Para esto, sean ay, Sx € Ry y; € C,
para todo k € {1,..., m}.

Ad(=): Note que, por la definicion (1.1) de la multiplicacion escalar en V;:

D it ) BulIb) =0 = ) (a +iBbe =0 = ax =i = 0.
k=1 k=1

m
k=1



Ahora bien, si v € V entonces v = 37" | viby, donde y; € C. Por ende

V= Z(‘R)’k) b + Z i(Oyk) by = Z(‘R)’k) bi + Z(Sn) Jby.
=1 =1 =1 =1

Esto muestra que B’ forma una base para V sobre R.

Ad(«): Similarmente se tiene que
Zykbk =0 = Z(‘Ryk)bk +Z(57k)ka =0 = Ry, =3y =0 = % =0.
k=1 k=1 k=1
Si v € V entonces

V:Za'kbk‘l';ﬁk-]bk — ;(ak+iﬁk)bk =,

k=1

por lo que B es una base de V sobre C. O

Las dltimas propiedades que discutiremos en esta seccion tienen que ver con endo-
morfismos lineales simétricos y antsimétricos. Decimos que S € Endr(V) es C-lineal si
JS = S8J;y que es C-antilineal si JS = —-SJ.

Proposicion 1.2. Cualquier R-endomorfismo S de V se puede expresar como la suma de

un endomorfisimo lineal y un endomorfismo antilineal de V.

Demostracion. Note que S = 1(S — JSJ) + 3(S + JSJ). Como

S—JSJ JS+SJ] SI+JS 1
JE e S e T = (SIS
y
S - - -S - - -
;. S+ISI_IS—-SI _-SI+JS _-S-JS]  _-JSI-S _ S+ISI |

2 2 2 2 Bl 2 2

entonces S* := %(S —JSJ)eslinealy S~ := %(S + JSJ) es antilineal y ademads

1 1 28
=§-JSNH)+z(S§+JSJ)=—=3S§.
(S =JSD)+ (S +IS) = 5

Esto muestra que S = S* + S~ ]



Proposicion 1.3. Sea S’ la transpuesta de S con respecto a la forma R-bilineal d. Si S es

lineal entonces (v|S'u) = (Sv|u); mientras que si S es antilineal entonces {v|S'u) = (u|Sv).
Demostracion. Esto son dos calculos directos utilizando (1.3):
(v | S'uy =dv,Su)+id(Jv, S'u)
=d(Sv,u) +id(SJv,u)
=d(Sv,u) +id(JSv,u) = (Sv | u).
Ahora bien, si S es antilineal entonces
| Su) =dv,Su)+id(Jv,S'u)
= d(Sv,u) +id(SJv,u)
=d(Sv,u) —id(JSv,u)
=d(Sv,u) —id(u, JSv)
=d(Sv,u) —is(u,—Sv)
=d(u,Sv) +is(u, Sv) = (u | Sv)

donde se utiliz6 la igualdad (1.2) para el Caso B. O

La Proposicion 1.3 serd de mucha importancia en la siguiente seccion.

Ademds, se tienen las igualdades
J=Jt=-J (1.4)
por ser J ortogonal con respecto a d (en ambos casos).
Lema 1.4. Siv,w € Vj entonces (v | Jw) =i{v|w)y {(Jv|w) =—i(v|w).
Demostracion. Por la definicion (1.3), usando las identidades (1.2),

W JIw) =dv,Jw) +is(v, Jw)
= s(v, I2w) + id(v,w) = —s(v, w) + id(v, w)

=i[is(v,w) +d(v,w)] =i(v|w).

Similarmente,

v |w)=d(Jv,w)+is(Jv,w)
s(v,w) —id(v,w)

i[—is(u,v) —d(v,w)] = —i{v | w). O



1.2. El grupo simpléctico y el grupo ortogonal
Abhora introduciremos los grupos de simetria de estos espacios vectoriales.

(a) Para el Caso B, se define el grupo simpléctico como
Sp(V) = Sp(V, s) := { g € Endr(V) : s(gv, gu) = s(v,u) }. (1.5)
(b) Para el Caso F, se define el grupo ortogonal como

OWV)=0(\V,d):={g € Endr(V) : d(gv,gu) = d(v,u) }. (1.6)

(c) También se define el grupo ortogonal especial como el grupo SO(V) < O(V) tal
que
SO(V):={geO(V):det(g)=1}. (1.7)

Si dotamos a V con la estructura compleja J entonces, en ambas casos, se definen
los grupos unitarios como USp,;(V) := {g € Sp(V) : gJ = Jg} para el Caso B; y
UO,(V):={geO(V):gJ =Jg}parael Caso F.

Proposicion 1.5. En el triplete (V, s, d) resulta que USp;(V) = UO (V).
Demostracion. Siu,v € V,seav’' := Jv, luegov = —Jv'. Vea que

g €USp,(V) & geSp(V)yglJ=Jg

s(gv,gu) = s(v,u)y gJ = Jg
d(Jgv,gu)=d(Jv,u)y gJ =Jg

d(gv',gu) =d(v',u)y gl =Jg

=
—
— d(gJv,gu)=d(Jv,u)y gJ =Jg
=
— g€ UOy(©V),

donde se utilizaron las identidades (1.2). O

Gracias al resultado de la Proposicion 1.5, denotaremos el subgrupo unitario en ambos

casos simplemente como U (V).



Proposicion 1.6. Si v,u € Vy g € U;(v) entonces (gv | gu) = (v | u), usando el producto

escalar dado en (1.3).

Demostracion. Seanu,v € V'y g € Uj(V) entonces

(v | gu) = d(gv, gu) + is(gv, gu)
= s(gv,Jgu) +id(Jgv, gu)
=d(Jgv,Jgu)+is(Jgv, Jgu)
=d(gJv,gJu) +is(gJv, gJu)
=d,u)+is(v,u) = (v |u)

porque g € Sp(V) N O(V). O
El siguiente lema serd de mucha utilidad para demostrar la Proposicion 1.9.
Lema 1.7. Un elemento g de Endg(V) pertenece a Sp(V) si y solamente si g'Jg = J.

Demostracion. Si g € Sp(V) entonces s(gv, gu) = s(v,u), i.e., d(Jgv, gu) = d(Jv, u), para
todou,v € V. Asi,

d(gu,Jgv) = d(u,g'Jgv) = d(u, Jv).
Lo anterior equivale a d(u, g'Jgv — Jv) = 0, lo que implica g'Jgv = Jv para todo v porque
d es no degenerado, por hipétesis; y esto equivale a g'Jg = J, debido a la arbitrariedad de

vevV. O

Cualquier elemento g de Sp(V) o de O(V) se puede escribir (de manera tinica) como la

suma de una parte lineal y una parte antilineal: g := p, + g,, donde

pei=%(g—JgJ) y qo:=3(g+Jg))

gracias a la Proposicion 1.2. Esta descomposicion es muy ttil puesto que nos permitird
representar un elemento g de una manera especifica que utilizaremos mas adelante.
Por el momento, observe que
2€Sp(V) = glig=J = Jg=g""] & —-g=Jg'] & g=-Jg'J,
por lo que
1 —t A Y -1
Pe=38+8") = p, =50 +g ).
Similarmente,
g =3g-8") = q, =13 -g").

Utilizaremos esto para demostrar la siguiente afirmacion.



Proposicion 1.8. En el Caso B la parte lineal p, de g satisface

PePy = 310y Pepg > 3l

(donde A > B significa que A — B es semidefinida positiva) y por ende ambas p;pg y pgp’g

son operadores definidos positivos sobre el espacio de Hilbert V.
Demostracion. Como
Phpg =58 +g Ng+g ) =3(g'g+g'g +g g +g g =32 1, +g'g+(g'9)7"),

entonces pg,pg > % 1,,, pues g’g es semidefinida positiva.

Andlogamente se prueba que pgpg, > % L. |
Corolario 1.9. El operador pg es invertible en el Caso B (solamente).

Demostracion. En efecto, toda matriz definida positiva A es invertible, pues x’Ax > 0 para
todo x # 0, de donde Ax # 0 para todo x # 0.

Entonces p; Pg es invertible. Para p, mismo, vea que
det(pl,p,) = det pl, det p, = (detpy)* > 0 = detp, # 0,
y asi pg es invertible (en el Caso B). |

En el Caso F, p, no es necesariamente invertible porque en ese caso p;pg solo es

semidefinido positivo.
Proposicion 1.10. Para el Caso B se tiene que
t to_ ot t _
pgpg_Qg‘Ig _pgpg_ngg - 1m (1.83.)
Pedy = dsPy Pyl = dyPs- (1.8b)

Para el Caso F se cumplen las igualdades

PePy + dsdy = PePg + dyds = lns (1.9a)

Pedly = —dsPly  Phds = —qyDs- (1.9b)
Demostracion. Vamos a probar estas identidades para los casos B y F por separado.

Caso B: Las primeras igualdades se deducen de un célculo directo:

(2-1+gg" +(gg") ) —L(-2-1+gg" +(gg"™"
4.1=1.

Pely — 4l =

1
1
1
1

Andlogamente se prueba que p,p, — qpq, = 1.



Ahora bien, note que

Per =367 48N =Py Yy g =387 -8 =—3(¢'-87) = ¢

Como gg~! = 1 entonces
1= (pg + q)(Pg-1 + qg-1) = (Pg + )Py = d) = PgPy = Pedy + 4Py — dgdy-
De la parte antilineal de la igualdad anterior concluimos que
t t _ r _ 12
—Pgdy 4Py =0 = Peqy = qgP,-
De manera similar, como g~'g = 1 entonces
1= (pg-1 + qg-1)(Pg + dg) = Py = q)(Pg + dg) = PPy + Pols — dePg — dyds:
y asi pyqs — qyp = 0lo que implica que plq, = qypy-
Caso F: La prueba de este caso es muy similar, con la diferencia de que
P =3(g7 = Jg7\ ) = 3(¢" - Jg')) =
y también
g1 = 387 + 787 ) = 3(8" + Jg'J) = g, O
Ahora, introduciremos la notacién
T, := qu;l. (1.10)

Por el Corolario 1.9 tenemos que T estd bien definido en el Caso B, pero en el Caso F esto
no siempre se cumple. Conviene entonces definir SO.(V) como el conjunto de todos los
elementos g € SO(V) tales que pgl existe y por ende 7, estd definido.

Como ¢, es antilineal y p, es lineal (y por ende su inversa también lo es) entonces

T, :=q, pgfl es antilineal al ser un producto de un operador lineal y un operador antilineal.
Lema 1.11. Si denotamos fg :=Ty-1, entonces Tg = —p;ngpg (en ambos casos).
Demostracion. Primeramente vea que
-1 .
(1 +To)pg = pg + Tpg = pg + GgPg Pg = Pg + 4g;

esto es

(I +Tg)pe =g, (1.11)



por lo que

l=gg ' =(1+ Ty)pe(1 + Tg)pgfu
= (1 + Ty)pe(1 + Tp)p),
= (pg + Tygpe) (Pl + Tyl
= pgPy + pgfgp; + Tgpgpl + Tgpgfgp;
Debido a que los términos primero y dltimo del miembro derecho de la igualdad anterior es
lineal; de la parte antilineal de la igualdad anterior llegamos a que pgfg pfg +Tgpg pg =0,es

decir, Tg = —p;,ng Pg Porque p, y pg, son invertibles, en el Caso B; y también en el Caso F

cuando T existe. |
Proposicion 1.12. En ambos casos 1 — T; es definida positiva.
Demostracion. Como g = pg + qg = (1 + T4)pg = pe(1 — fg) entonces

g = pei(1=Tp) = pli(1 = Tp),

de donde se sigue la igualdad 1 = pg,(l - ng)pg, lo que implica que 1 — T; = (pgpg,)_l, que

es definida positiva al ser el operador inverso de un operador definido positivo. O

Proposicion 1.13. La aplicacion T, es simétrica en el Caso B'y es antisimétrica en el Caso

F. Ademas, 0 < 1 — T; < 1 en el Caso B mientras 1 — ng >1>0enel CasoF.

Demostracion. Por definicion Ty, = g, pgl. Por las identidades (1.8b) y (1.9b) se sigue que
Ty = pg'qy = qupg‘l =Ty enel Caso By y Ty = p,'q, = —qu;,l = —T; en el Caso F,

respectivamente.

Ahora hay que probar que ng es semidefinida negativa en el Caso F y semidefinida
positiva en el Caso B.

Si M es una matriz simétrica o antisimétrica entonces
(M) = (M')? = (xM)* = M?,;
es decir, M? es una matriz simétrica. Gracias a esto, si x € V entonces
d(x, M*x) = x'M*x = x' (M) Mx = +d(Mx, Mx),

nimero que es no negativo o no positivo si M es simétrica o antisimétrica respectivamente.
Se concluye que ng es semidefinida negativa en el Caso F y semidefinida positiva en el
Caso B. La positividad definida 0 < 1 — ng (en el Caso B) viene de la Proposicén 1.12; en

el Caso F es obvia. O
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En el libro de Robinson y Rawnsley [22] se establece que Sp(V') es conexo, que det g = 1
para g € Sp(V) y que SO(V) también es conexo. Ademads, establece que O(V) posee dos
componentes conexos, los cuales son los g € O(V) tales que detg = +1 y detg = —1,

respectivamente.
Proposicion 1.14. Para g y para h en Sp(V) o bien en O(V), se tiene que
Peh = Pe(1 =TT, (1.12)
Ton = Ty + pg’ Tu(1 — T,Ty) "' pg (1.13)
Demostracion. Se sabe que
(L+ Ten)pgn = gh = (1 + To)pe(1 + Th)ph.

Asi, en ambos casos se tiene que

(1 + Ten)pen = (1 + Tg)pe(1 + Th)pn = pe(1 = To)(1 + Ti)pi = (pg — peTe)(pn + Thpn),
por lo que
Peh + Tenpen = PgPn + PgTnpn — PeTgpn — PeTeThph-
Igualando la parte lineal y la parte antilineal en la igualdad anterior se obtiene
Pgh = PgPh —PngThPh = pg(l - TgTh)ph-

Abhora bien, en el Caso F se tiene que

Pg + 45Ty = pg + qg(qepy") = (PgPy + 45qe)Pg" = Py

por la identidad (1.9a). Si g~!, & y gh pertenecen a SO.(V) entonces

Tgh = Qghp;;ll = (CIg +pgTh)(pg + CIgTh)_l
= qu(;l + [CIg + pgTh - ‘Ig(l - TgTh)](l - TgTh)_lpgl
=Ty + pg Tu(1 - T,Ty) "' pg . (1.14)

La tdltima igualdad se obtiene debido a que

pe(1 = TgTh) = py(1 + pg ' TepTh) = pg + TepeTin = pg + qgpg ' PeTh = pg + 45Th-
Para el Caso B se cumple la relacion

t

Ps + 45Ty = pg — q5(qepg") = (PgPy — 4590)Pg" = Py
por la identidad (1.8a). Asi, el calculo (1.14) se repite en forma idéntica. Cabe resaltar que

la prueba de la dltima igualdad es idéntica en ambos casos, lo que cambia es que g,-1 = —qu

en el Caso B, pero g,-1 = +q2, en el Caso F. O
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1.3. Polarizaciones
La forma clasica de complexificar un espacio vectorial (real) es mediante las recetas
Ve=VerCx=VoiV.

De esto se puede notar que dimg V = dime V¢, por lo que dimg Vo = 2n = 4m. Para
w:=v+iu € Vg, conu,v eV, sedefine w* :=v —iu € V. Las formas bilineales d y s se

extienden de manera natural al espacio V. Con esto en mente, se define
Cwi | wa)y = 2d(wi, wa) = 2s(wi, Jwo). (1.15)
Lema 1.15. La formula anterior define un producto escalar sobre V.
Demostracion. Sean wy := uj + ivy, wp := up +ivp, w3 := u3 + iva y @ € C. Entonces
Cwi [ wa +w3) = 2d(w), wo + w3) = 2[d(wy, wa) + d(wj, w3)] = (wi [ wa)) + (w2 | wa)),
por la bilinealidad de la forma d. También
(w1 | @wa)) = 2d(wi,awz) = @ - 2d(w}, wa),

por lo que ((— | —)) es lineal en la segunda variable.

Por otro lado, note que

2d(wi, wa) = 2d(uy — ivi, up +iva)
= 2[d(u1, up) + id(u1, v2) = id(vi, up) — i*d(vi, v2)]
= 2[d(uy, uz) + d(vi,v2)] + 2i[d(u1, v2) — d(v1, u2)]

mientras que

2d(ws, wi) = 2d(up — ivo, uy +ivy)
= 2[d(uz, u1) + id(ua, vi) — id(va, uy) — i2d(va, v1)]
= 2[d(uz, ur) + d(vi,v2)] + 2i[d(u, v1) — d(v2, uy)l,
La simetria de d entonces nos dice que {w; | w2)) = (wa | w1 )™

Finalmente, la definitud positiva de {(— | —)) sigue directamente de la definitud positiva

de d. Esto concluye el resultado. O



12

Ahora, definamos los operadores sobre V:
Py:=11-i) y P_yj:i=3(1+iJ). (1.16)

Lema 1.16. Los operadores Py y P_; son idempotentes y autoadjuntos. En otras palabras,

ambos operadores son proyectores ortogonales.
Demostracion. Primeramente observe que
Pi=10-int-in=10-iJ-iJ+i*J)=11-2iJ+1)= 11 -iJ) =Py,
P =ta+ina+in =10 +is+ig+iJH) =1+ 20+ 1) = 11 +iJ) = P_y,

por lo que ambos operadores son idempotentes. Ahora bien, como los operadores son
idempotentes entonces solamente basta probar que sus espacios de autovectores para los

autovalores 0 y 1 son ortogonales:
(Pju|(1=Pypv) =(P_yu|(1=P_y)v) =0 paratodo u,veV.
Como (1 — Py)v = %(v + iJv) entonces
2QPgu | (1= Py)v)) = 4d((Pyu)", 3(v +iJv))
=du,v)+d(iJu,v)+du,iJv)+ d(iJu,iJv)
=d(u,v)+diJu,v)+d@iJv,u) — d(u,v)
=is(u,v) +is(v,u) =is(u,v) —is(u,v) = 0.

Andlogamente se prueba que (P_yu | (1 — P_;)v)) = 0. Por ende ambos operadores P

son proyectores ortogonales. |
Lema 1.17. Siu,v € V entonces 2d(Pjyv, P_ju) = {(u | v).
Demostracion. Esto es un cdlculo directo:

2d(Pyv,P_yv) = 3d(v — iJv,u +iJu)

Hd,u) +id(v, Ju) — id(Jv,u) + d(Jv, Ju))
%(d(v, u) +is(u,v) —is(v,u) + d(v, u))
d

(u,v) +is(u,v) = (u|v). O
Proposicion 1.18. Los subespacios de V¢ definidos por:
Wy={u—-iJu:ueVy} y W_;={u+iJu:ueV}=W;

satisfacen Jw = iw paraw € Wy Jz* = —iz" para 7 € W7.
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Demostracion. Vea que
Jw=Jw—iJu)=Ju—iJ*u=Ju+iu=—i’(Ju +iu) = i(=iJu + u) = iw,
conu € V. Ademds, como W_; = W} entonces (Jz)* = (iz)* = —iz",donde z* € W_;. O

Se dice que un subespacio complejo W < Vi es una polarizacion de V¢ si se satisfacen

las siguientes dos propiedades.
(a) W es isotrépico para la forma bilineal d, i.e., d(w, z) = 0 para todo w, z € W,
by WnW*={0}yyWe W"=1V.

Lema 1.19. Si W es una polarizacion de Vi entonces W* también es una polarizacion
de V@.

Demostracion. Sean w = uy +ivy, Z = up + ivy en V. Debido a que
d(w, z) = d(uy +ivi,up +ivy) = d(uy, up) + id(uy, v2) + id(vi, uz) — d(vy, va),
que se puede escribir utilizando su parte real y su parte imaginaria:
d(w, 2) = [d(u1, uz) — d(v1,v2)] + i[d(u1, v2) + d(vi, u2)].
Por otro lado,
dw*, %) = d(uy — ivi,up — ivz) = d(uy, u2) — id(uy, v2) — id(v1, u2) — d(v1, v2),

lo que equivale a

[d(u1, u2) — d(vi, v2)] + i[d(u1, v2) + d(vi, u2)].
Esto nos permite concluir que

dw*, 7)) =d(w,2)* = dw",z")=0" =0.

Si W es isotrdpico para d, entonces
dw*, ") =d(w,z)" =0" =0,

y por lo tanto W* es isotrdpico para d.

Por otro lado, vea que
W Nn(W"=W"nW=wnWwW"={0},
WoW)Y=WeW=WeW" =V

Se concluye entonces que W* también es una polarizacién de V. i
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Proposicion 1.20. Los subespacios Wy y W_; son polarizaciones de V.

Demostracion. Directamente se ve que
d(z,w) = d(uy —iJuy,uy —iJup) = d(uy, uz) — id(uy, Jup) — id(uz, Juy) — d(Juy, Juy),
lo que equivale a
d(u, uz) — is(uy, uz) — is(ua, ur) — d(uy, uz) =0,

debido a la antisimetria de s.

Por otro lado, vea que
weW,NW; =W, NW_;, = w=u—-iJuyw=u+iJu — u=0 < w=0

y
zeW;+ Wy = z=u—-iJu+v+iJv=u+v—iJ(u-v),

y como u + v, u — v representan dos vectores cualesquiera de V, entonces W; & Wj =Vec.
Se concluye entonces que W; es una polarizacion. La igualdad W; = W_; ya fue

observada en la prueba de la Proposicién 1.18. O

Para el Caso B, se dice que la polarizacion es positiva si la aplicacion (w, z) — 2is(w*, )
es definida positiva para todo z, w € W. Hemos probado que cualquier estructura compleja
positiva J determina una polarizacion positiva Wj.

La proposicion reciproca también es cierta: cualquier polarizacién positiva define una
estructura compleja positiva. En efecto, si w = u +iv € W con u,v € V, definase la
aplicacion Jy : u — v (que estd bien definida por la unicidad de las dos partes u, v € V de
w € Vg, por la propiedad (b) de una polarizacion).

Sean wy = u; +ivy y wo = up +ivy en W. En el Caso B, de las partes real e imaginaria

de s(wi, wy) = 0 se obtiene
s(u1 +ivy, Uy + iV2) = s(ul, uz) + is(ul, Vz) + is(uz, V1) - S(Vl, V2) =0,
lo que equivale a
s(ur, uz) = s(vi, v2) +i[s(ur, v2) + s(uz,v1)] = 0
ie., s(uy, up) = s(vi,v2) y s(uy, v2) = —s(up, vi). Entonces

s(uy, up) = s(Jwuy, Jwuz) y  s(uy, Jwup) = —s(Jwuy, uz)
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para todo uy, up € V. La primera igualdad dice que Jw es simpléctico. Combinando ambas

relaciones,
s(Tu, Jwuz) = s(Jwuy, uz) = —s(uy, Jwuz) = s(—uy, Jwia)

para todo ui, Jwu € V; por lo que JVZV =-1.

En el Caso F, de la partes real e imaginaria de d(wy, wy) = 0 se obtiene
d(uy +ivy,up +ivy) = d(uy, up) + id(uy, v2) + id(up, vi) — d(vy, v2) = 0,
lo que es equivalente a
d(ur, u2) — d(vi, v2) +ild(ur, v2) + d(uz, vi)] = 0
ie., d(uy, up) = d(vy,v2) y d(ug, v2) = —d(ua, vi). Asi,
d(uy, uz) = d(Jwur, Jwuz) y  d(uy, Jwuz) = —d(Jwuy, uz)

para todo uj,up € V. La primera igualdad nos dice que Jy es ortogonal. De ambas

igualdades llegamos a que
d(Jgur, Jwuz) = d(Uwuy, up) = —d(uy, Jwuz) = d(—uy, Jywuz)
para todo uy, Jywu; € V; por lo tanto Jv2V = —1 también en el Caso F.
Por ultimo, los grupos de simetria Sp(V) y O(V) actian sobre polarizaciones: definimos
gW i ={gw:weW}
para g € Sp(V) o bien g € O(V) respectivamente.

Proposicion 1.21. Si W es una polarizacion de Vi entonces gW también es una polarizacion
de V@.

Demostracion. La isotropia proviene directamente de la definicién del grupo de simetria,
pues
dw,z) =0 = d(gw,gz) =d(w,z) =0.

Ademas WNW* = {0} = gWngW*={g-0} = {0} y también
gW +gW" =gV = Ve,

por lo que gW es una polarizacion de V. i
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Proposicién 1.22. Sobre estructuras complejas, se puede definir la accion J — gJg™'. El

resultado de dicha accion es una estructura compleja; y ademds Wy j,-1 = gW,.
Demostracion. Primeramente vea que
(gJg VY =gV = —¢¢ 7 =1,

por lo que esta accidn es en efecto una estructura compleja.

Por otra parte, note que

wE W ={u—-igJg \u:ueVv} = w=u-igJg'u
= g'lw:v—iJv
= w=gWv-ilv)

= wegW,,

dondev =g lueV. O

Para terminar esta seccion definiremos dos funciones que serdn de mucha utilidad en

los Capitulos 2 y 4.
Definicién 1.23. Para A € Endg(V), se define su determinante compleja como
detc A := det(P;APy),

donde P, := %(1 —iJ) como en (1.16), y la traza del miembro derecha es el determinante

usual definida en la polarizacion W;. O

En el Capitulo 2, ecuacion (2.18), se hallard una férmula para
dete(1 = T?) = det(P;(1 = T?)Py).
Definicion 1.24. Para A € Endg(V), se define su traza compleja como
Trc A := Tr(P;APy),

donde P; := %(1 —iJ) como en (1.16), y la traza del miembro derecha es la traza usual

definida en la polarizaciéon W;. 0
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Si A es un operador antilineal, como P;A = AP_; y P_;P; = 0, entonces Trc A = 0.
Sin embargo, la traza compleja de un conmutador de dos aplicaciones antilineales no tiene
que ser nula; caso contrario si ambas aplicaciones son C-lineales.

En [1] se observa que

Trc A = Z<ek | Aeg), (1.17)
=1

para A un operador C-lineal, donde { e; : k = 1,...,m } es una base ortonormal de V;.

Note que si A es C-lineal entonces
A'J = —(JAY = —(AJ) = JA,

por lo que A’ también es C-lineal. Ademds, por (1.17),

m m m
Trc A = Z(ek | Aley) = Z (Aley | ex) = Z (ex | Aex) = Trc(A).
k=1 k=1 k=1

El siguiente lema serd de utilidad en el Capitulo 4.

Lema 1.25. Si S,T € Endr(V) son antilineales y simétricos (o antisimétricos),’ entonces
TI'@(TS) = Tr@(ST).

Demostracion. Primeramente note que como S y 7 son antilineales entonces 7S 'y ST son

C-lineales. En efecto,
STJ]=-SJT=JST y TSJ=-TJS=JTS.

Note que

Tre(TS) = ) (ex [TSex) = ) (Sex [T'ex)
k=1 k=1

= Z(Ttek | Sex) = Z<€k | S'T"ex)y = Tre(S'T)
k=1 =1

por la Proposicion 1.3. Ahora, como ambas 7'y S son simétricas o antisimétricas, entonces
S'T" = ST y se sigue que Tre(T'S) = Tre(S'T") = Tre(ST). i

'Si una de las aplicaciones es simétrica y la otra antisimétrica, entonces Trc(7'S) = — Tre(ST).
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1.4. Las transformadas de Cayley

Sean J una estructura compleja lineal fija (y positiva, en el Caso B). Como, en el Caso
B, cada estructura compleja posee una polarizacién positiva W = {w =u—-iJu:u eV}

de Vi, entonces si 71, 20 € Wy,

2+ 2y =up —iJuy +ux +iJup

= +uy)—iJ(uy —up) =:wew,

y esta descomposicion es tinica pues W N W* = {0}.
Ahora bien, como (en el Caso B) la aplicacion sesquilineal (wy, wp) > 2is(wy, wy) es

definida positiva, por lo que la aplicacion
(wi, wy) = 2is(wi, wy) = =2is(w;, wi)

es definida negativa en W*, entonces W N W7 = {0}. Resumiremos esto como una propo-

sicion.
Proposicion 1.26. En el Caso B se tiene que W N W7 = {0}.

Bajo estas condiciones, podemos definir la aplicacién R-lineal Ty como la composicion
Tw:ui = 21> w25 = U, (1.18)

conzj = u; —iJu;j para j € {1,2}.

Las aplicaciones u; +— z3 y z; > up estdn bien definidas por la unicidad de la
descomposicién w = zj + z3. También, nétese que la aplicacion C-lineal Sy : z1 > w - 23
satisface

Sw(Juy +iuy) = Sw(izi) = izy = —Jus + iup (1.19)

porque iw = izy +iz5.

Lema 1.27. TyJ = —JTy.

Demostracion. Sean uy,uy € V, entonces la formula (1.19) muestra que
Tw(Juy) = =Juz = =J(Twuy)

para todo u; € V. (Esto muestra que Ty es un operador antilineal sobre V.) O



19

Esto establece que z; = (1 + Tw)uy, y por ende

w=2z1+2,=u —iJuy +uy +iJup
= (l + Tw)ul - i](l - TW)u1
=1 +Tw)uy —iJuy) = (1 + Tw)z;.

La aplicacién w — z; es claramente sobreyectiva, y es inyectiva debido a la unicidad de
la descomposicién w = z; + z;. Por ende w +— z; y asi 1 + Ty es invertible (en el Caso B).

Entonces, para las aplicaciones Jy y Ty, se tiene que
Jw = J(1 = Tw)( + Ty) ™! (1.20a)
Tw = (J = Jw)(J + Jw) L. (1.20b)
En otras palabras, dichas aplicaciones se relacionan mediante la transformada de Cayley:
St (1-8)(1+8)7,

siempre y cuando 1+ S sea invertible. En el Caso B, 1+ Ty es siempre invertible, afirmacién

que no siempre es cierta en el Caso F.

Proposicion 1.28. La aplicacion Ty es simétrica en el Caso B pero antisimétrica en el
Caso F.

Demostracion. En el Caso B tenemos que
0= %S(S(W, w')) = %S(S(Zl +25,21 +25))

= %S[s(zl, ) —s(z,55)] = %S[S(ul —iJuy, uy +iJub) — sy — iJul, ur + iJuo)]

= d(uy, Twuy) — d(Twuy, u}).
En contraste, se tiene, en el Caso F, que

0=1R(d(w,w) = FR(d(z1 + 25, 2 + 25))
= %‘R[d(zl, ) +d(Z,25)] = %%[d(ul — iJuy,ub + iJub) + d() — iJul, us + iJus)]
= d(uy, Twu) + d(Twuy, uy).

En ambos casos uy,u} € V. |

Definicién 1.29. Sea J una estructura compleja (positiva en el Caso B). Se definen, en V¢,

los operadores C-lineales

B :

%(1 — JwJ) 'y suoperador adjunto BT := %(1 - JJw). &
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Proposicion 1.30. ker B = ker B = (W n W) @ (W* N W)).
Demostracion. Utilizando la relacion Jv;,l = —Jw llegamos a que

kerB={z€eVe:Jz=—-Jwz}
={zeVe:3(1-iNz=31+iJw)z} ={zeVc: 3(1+i))z=1(1-iJw)z}
=(WnW)e W nw),

yaque z = 3(1—iJ)z+ 3(1 +iJ)z.
Finalmente, vea que ker B" = ker(1 — JJy) = {z € Vo : Jwz = —=Jz} = ker B. O

Corolario 1.31. dim(W N W3) = 1nul(B).
Demostracion. Esto es directo de la proposicién anterior:
nul(B) = dim(ker B) = dim((W n Wj) & (W* N Wy))

= dim(W N W) + dim(W* N W;)

= 2dim(W N W;) = 2dim(W* N Wy),
debido a que la aplicacion u; + Juy — u; — Ju, es un isomorfismo R-lineal entre W N WJ*
y W nWj. O

Esto muestra que B es invertible en el Caso B. Para el Caso F, definimos Jiy 1= gJg~!

y asi B = gp}, pues

el =g g —Jg' D) = 11— gJg7' ) = L1 - dw),

debido a que g’ = g~! por ser g € O(V). Teniendo esto en cuenta y utilizando el Corola-
rio 1.31 obtenemos que nul(gp,) = nulp}, = nulp, = %nulB.

Ahora bien, la razén por la cual se introdujo la transformada de Cayley fue para obtener
las dos biyecciones

W e Jy o Ty. (1.21)

Cabe destacar que la primera biyeccion no depende de la estructura compleja original,
caso contrario que lo que sucede con la segunda biyeccion.

» En los dos casos, cada uno de los objetos en (1.21) pertenece a un espacio homogéneo

bajo el grupo de simetria. A continuacion, identificamos estos espacios homogéneos.

Definicion 1.32. De ahora en adelante:
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(a) W, (V) serd el conjunto de todas las polarizaciones positivas de V¢, en el Caso B.
(b) W(V) serd el conjunto de todas las polarizaciones de V¢, en el Caso F. o

Definicion 1.33. J.(V) denotard el conjunto de las estructuras complejas positivas en el
Caso B, mientras que J(V) denotara el conjunto de todas las estructuras complejas en el
Caso F. ¢

En el Caso F, el grupo O(V) actiia sobre J(V) bajo la conjugacién g(-)g~! y en W(V)
bajo la traslacion a la izquierda. Ambas acciones son transitivas (véase [13] y [14]).

El subgrupo de isotropiade J es { g € O(V) : gJg~! = J} = U (V). Por ende J(V) es
difeomorfo a O(V)/U;(V). Como dimg V = 2m entonces

dim(O(V)/U,(V)) = dim(O(2m)/U(m)).

Recuerde que O(2m) tiene dos componentes conexas y U(m) es conexo: ver [22]. Por
eso J(V) es una variedad compacta con dos componentes conexos; cada uno de ellos es

difeomorfo a SO(2m)/U(m), cuya dimensién es

dim(SO(2m)/U(m)) = dim(SO(V)) — dim(U(m)) = w —m? = m(m - 1).

En el Caso B, en la Proposicion 2.2 de [13] se utiliza la segunda biyeccion para llegar
aque J+(V) = Sp(V)/U;(V), y el grupo de isotropia de J € J.(V) es nuevamente U;(V).
La variedad Sp(V)/U;(V) es conexa (pues Sp(V) es conexo y la aplicaciéon cociente es
continua) pero no compacto.

El conjunto de todas las aplicaciones T, coincide con el conjunto de todas las aplica-

ciones Ty, el cual, en el caso B, es el conjunto
D) :={S €Endp(V):SJ=-JS, §'=5,1-5>>0}, (1.22)

el cual se denomina disco de Cartan y Siegel. Es importante destacar que D(V) es una
region simplemente conexa [17, Thm. 8.7.1].

Finalmente, en el Caso F esta construccion depende de que 1 + Ty sea no singular,
o bien que T, exista. Por esto, fijamos una estructura compleja J € J(V) y definimos la

variedad J.(V) := { gJg~! : g € SO.(V) }. La segunda biyeccién nos da en este caso que
3.(V) =~ Sk(V) :={S € Endg(V) : SJ = -JS, §' = -S}, (1.23)

que es el conjunto de todos los T, (que coincide con el conjunto de todos los Ty).



22

En conclusion, tenemos tres objetos importantes: W, Jw y Ty, que se relacionan me-
diante dos biyecciones. En el siguiente capitulo trabajaremos con espacios de Fock, que
(como veremos més adelante), se clasifican en dos tipos: espacios de Fock bosoénicos y
fermidnicos. Los primeros son espacios de funciones; los segundos tienen la estructura de
algebras exteriores. Los elementos de un espacio de Fock que nos interesan son llama-
dos elementos gaussianos, que estdn parametrizados por operadores 7 € D(V) en el caso
bosoénico y operadores 7' € Sk(V) en el caso fermidnico.

Para terminar esta seccidon se demostrara un lema bastante util.
Lema 1.34. Si S, T € D(V)yv # 0enV, entonces R{(v | (1 = TS)v) > 0.

Demostracion. Usamos el argumento de la prueba de [22, Tma. 1.9]: para todo vector

v € V se tiene que

2R (A=TSW) =W | (1 =TS)v)y+{(1-TS)v|v)
= (1= + {1 =T | v) + (v | (S =T)Sv) =(T(S = T)v | v)
= (| (1=S*W) + (L =T | v) +(Sv [ (S = T)v) =(Tv [ (S = T)v)
=@ [(1=S*W)y+ (| (1 =THv) +||Sv - Tv||* > 0,

utilizando que (S — T) y T son ambas antilineales y simétricas. Como 1 — S y 1 — 7

son definidas positivas, el lado derecho de la igualdad es cero solamente si v = 0. Asi, el

operador lineal 1 — 7'S es invertible.

Ahora bien, suponga que R (v | (1 — TS)v) = 0. El argumento anterior establece que
1-8w=>1-THv=0 y Sv=Tv.

Pero entonces (1 — TS)v = (1 — T?)v = 0. Debido a que 1 — T'S es no singular, esto implica

que v = 0. O



Capitulo 2

Espacios de Fock

Antes de iniciar este capitulo, se considera pertinente dar algunas definiciones bdsicas.
AquiF=RoF=_C.

Definicion 2.1. Sea A = [qg;;] € F"; se define el permanente de la matriz A como'!

perA = Z ﬁakﬂ(k),
1

o€eS, k=

donde S, es el grupo de permutaciones del conjunto { 1,2,...,n}. o

Definicion 2.2. Una funciéon f: D ¢ C" — C se dice antiholomorfa si su funcién

conjugada z — f(z) es holomorfa. O

Definicién 2.3. El espacio de Segal y Bargmann sobre C™” es el espacio de Hilbert
BEC") :={f:C" > C:|Ifllaecm <o}

donde la || f||scm) es la norma gaussiana dada (en el caso m = 1, con z = x +iy) por

1 e
1B =~ /c R dx dy.

y f: C" — Cesuna funcién antiholomorfa. Si f, g € B(C™) entonces se define el producto

escalar

(flg) = — / D g@e d"xdmy. 0
T cm

Queremos que los factores de la forma n™™ no aparezcan explicitamente y que el
argumento de la funcién exponencial natural tenga un factor de % Asi, lamedida gaussiana

que usaremos en C" serd

dpim(2) := () ™Me 27 dMx d™y. (2.1)

'Nétese la analogia de la definicién del permanente y la definicién del determinante: la Gnica diferencia
es que en la definicion del determinante la productoria se multiplica por la paridad de la permutacién.

23
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2.1. El espacio de Fock bosonico

En esta seccion vamos a considerar el par (V,s) con una estructura compleja fija
J € J+(V), y el espacio de Hilbert (complejo) serda V;, al cual denotaremos simplemente
como V.

Ademis, denotaremos V& := ®§:1 V, el producto tensorial de k copias de V.

Definicion 2.4. Si uy,uy,...,u; € V entonces se define el producto simétrico como
1
urVurV---Viug ::FZug(1)®ug(2)®---®ua(k) (2.2)
toeS
dokde Sy es el grupo de permutaciones de {1,2,..., k}. 0

Con la identidad (2.2) podemos entonces definir el subespacio cerrado V'V de V®*

generado por elementos de la forma u; V uy V -+ - V uy.
Definicion 2.5. Se define el algebra simétrica S(V) := EBZ; VVk, "

Debido a que $(V) es un suma directa algebraica, es necesario introducir una comple-

cion. Se puede definir el siguiente producto escalar sobre S(V):
(Ui Vup V-V | vi Vi Ve Vg =6, per[{ug | vi)] (2.3)

(donde? 6,,, = [[m = n] es la delta de Kronecher), tal y como se hizo en [13]. Dicho

producto escalar dota a 8(V) de una estructura de un espacio prehilbertiano.

Definicion 2.6. Para realizar la complecion de $(V') primero declaramos la medida gaus-
siana:
du(u) := ¢~ 2 {ulu) du, 'y du=Qn)"dA(u), (2.4)

donde A es la medida de Lebesgue sobre V ~ R?". Esto reproduce la férmula (2.1). o

Consideremos el espacio de Hilbert dual V*. Por el teorema de Riesz, los elementos
de V* son aplicaciones lineales de la forma u +— (v | u), con v € V. Asi, una aplicacién
antilineal de V es de la forma v +— (v | u), donde v € V. Para simplificar los célculos
que haremos mas adelante, identificamos un elemento v € V con la aplicacion antilineal

u— %\/i(u | v).

2Aqui utilizamos los corchetes de Iverson: si P(x) es un predicado entonces [P(x)]] = 1 si P(x) es
verdadero y [P(x)]] = 0 si P(x) es falso.
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Vamos a identificar un elemento vy V --- V v, € V¥" con el polinomio homogéneo

L:uw UV ---NVulviVv---Vy). (2.5)

riN2r

El polinomio (2.5) es antiholomorfo al ser una suma finita de productos de funciones
antilineales.
Si B ={ey,...,ey} es una base ortonormal de V, entonces {&, },ec4 forma una familia

ortonormal de 8(V), donde A := {a =(ay,...,an) : a],...,an €N}y

1
\Y \Y
ggi=—e/ "V .- ve, ™

Val !

Aqui a!:=ajlap! - - - ap! es un multifactorial y ||&,|| = 1.

Lema 2.7. Si a, 8 € A entonces

1 sia=p,

[ et ety au -
1% 0 sia#+p.

Demostracion. Note primero que la normalizacion de la medida du en (2.4) es tal que
fv du =1.

Por definicion,
] uﬂ J

/ ﬁ 1 i
e ep()du = | — / pte2 N gl gy
127r /a] ﬂ]
n 12 (Q/+ﬁ1)/2ﬂ B 1P
= = ° Je 21455 dx; dy;

donde x; := Ru; y y; := Ju;. Entonces, utilizando coordenadas polares obtenemos que

2r
J —/ / (rjcosfj —irjsen®;)*(rjcosf; +irjsenb; Ve~ e ridr;de;

2m
-/ / aj+ﬁj+1 eii% il e” il dr; do;,

utilizando la identidad de Euler. Asi

e 272 aj+Bi+1
:/ / e " 1B dr. de;.
0 0
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* Si @ = B entonces

L 20 20541
) . 20y 2o+
J=/ / e r//zrzaf“dej dr; :271/ e rf/zrj T dr .
o Jo 0

Aplicando el cambio de variable u = r]? /2 = du = r;jdr; obtenemos que

J= 27‘[/ ute ™ du.
0

Utilizando la definicién de la funcién Gamma obtenemos que J = 272%T(a; + 1) =

2w 2% aj!.
* Sia # 5 entonces
2
/ " ot Pr—ai)0k dey =0,
0
pues Bx — ay # 0 para al menos un indice k. Por lo que
/8a(u) ep(u) du = O/ e 2pet Bl g 2 ),
v 0

Asi, la productoria es igual a cero.

Utilizando la medida gaussiana normalizada llegamos a que

— o 2% ;!
ca)ep)du = | | 5= 55— =B =<al.
v L 127 2% ;!
Jj=1 J
Por ende los polinomios &, son ortogonales con respecto a las integrales gaussianas. O

Definicion 2.8. Se define el espacio de Fock bosénico (también llamado espacio de Fock
simétrico) B(V) como la complecién del dlgebra simétrica S(V) dotada con el producto

escalar (2.3). 0

El espacio B(V) se puede identificar como el espacio de Segal y Bargmann sobre V.
Como las integrales sobre V son finitas (pues V es un espacio vectorial finitodimensional)
entonces B(V) es un conjunto de funciones antiholomorfas enteras sobre V.

La norma de B(V) se obtiene naturalmente definida como
IFIP = (1) = [ 1F@Pe o du 6)
14

Al utilizar la desigualdad de Schwarz se obtiene el siguiente resultado, debido a Barg-

mann [3].



27
Proposicion 2.9. Las aplicaciones u — F(u) satisfacen la desigualdad
F@) < |[F|Pex. (27)

Proposicion 2.10. El espacio de Fock bosonico B(V) esta conformado por todos las

aplicaciones u — F(u), donde F := ), ,c4 Ca Ea, que satisfacen la identidad

1
FPe 0 du="Y fe, .
/ 2,

aeA

Demostracion. Considere la aplicacion u — F(u) := Y, ,c4 Ca Eo(1). De (2.6) tenemos que
IF||> < oo al menos cuando la suma al lado derecho es finita. Ahora bien, utilizando la

identidad de Parseval, como

Yl = [ 1F@Pe e < o
\%4

aeA

entonces ., Cq €, €8 convergente en el espacio de Hilbert B(V).
Por otro lado, si {F,},en €s una sucesion de funciones antiholomorfas que converge
a F en norma, invocando la propiedad (2.7), la sucesién converge también uniformemente
sobre conjuntos compactos — ver [3]. Por lo tanto, F misma es una funcién antiholomorfa.
Esto viene directamente del resultado andlogo para funciones holomorfas (invocando

el teorema de Morera) y el hecho de que Z, — Z para {z,}nen € CN tal que z, — z. O

2.2. Elementos gaussianos bosonicos

Para esta seccion es necesario calcular integrales gaussianas. Recuerde que la integral

de Euler y Poisson es

/ e = V7. (2.8)

o0

Lema 2.11. (a) Sia € R* := (0, +o0) entonces

/e'“’2+2b’ dt = \/gebz/“. (2.92)
R

(b) Si A € R™" es definida positiva y si b € R", entonces

/ o AXH2bx g | 7" oAb (2.9b)
n det A ' '
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(c) Si B € C™"™es una matriz simétrica cuya parte real R B es definida positiva y si

c € C", entonces .

_ _ T -1
e—z~Bz+20-z d/l(Z) — ec~B 3
cm Vdet B

Demostracion. Ad(a): Utilizando la sustitucién s = va/(x — g) — ds = \/a dx se obtiene

/e—at2+2bt dt = Lebz/a‘/e—s2 ds = \/Eebz/a
R Va R a

al usar la formula (2.8).

(2.9¢)

que

Ad(b): Como A es definida positiva, entonces
A=P'DpP,

donde D := diag[Ay,...,4,] en la cual cada A4; > 0 es un valor propio de A. Se puede
suponer que P es una matriz ortogonal [9, Thm. 9.7], y entonces A = P'DP y detP = +1.

Realizando el cambio de variable y = Px, obtenemos que d"x = d"y, de donde

/ e—x-Axdnx:/]R;e—y-Dydny:/ReXp(_ ) jyj l—[/ J)’j dy

Utilizando la parte (a) y la sustitucién d = Pb, se llega a que

/ e—x-Ax+2b»x d"x = / e—y»Dy+2Pb-y dny
n Rn
G -[1y7 e
— A;y; +2d;y dv: = J
= Yj
j=1
ﬂ-l’l
= /——— exp(b- P' diag[1/Ay,...,1/2,]Pb)
A A,
i ah -1
b-P'DPb) = \[— A0,
dera P )= Vaera

Ad(c): Utilizando el isomorfismo C" ~ R y la parte (b), obtenemos, en el caso de

que B es real (y por hipétesis definida positiva), que

2m m
T c-B e T ec~B_1c

~ZBz+20T g0 = —ZBz+20z () = : =
/m e (Z) Azm e (Z) detR B e det(c B

pues los m valores propios de B son reales positivos.

El resultado se sigue utilizando continuacién analitica: la matriz B es una matriz
simétrica y ademds R B > 0, pues el semiplano superior complejo es simplemente conexo.
(ver el Apéndice A de [11]). O
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Ahora se introducirdn dos definiciones cuya importancia se verd mas adelante.

Definicién 2.12. Sea X un espacio topolégico y sea H un espacio de Hilbert de funciones
continuas sobre X, con norma || — ||5¢. Si &, : f +— f(x), paratodo f € 3, es la aplicacion
de evaluacion, se dice que J{ es un espacio de Hilbert con ndcleo reproductor si &, es

un operador acotado en J{: esto es, si existe M > 0 tal que

lex(P)l = 1f ()] < M| fllsc  paratodo f € J. 0

Definicién 2.13. Se dice que una funcién k: X X X — C es de tipo positivo si para toda
parte finita {xy, ..., x;} € X se cumple

!

Z Zc_icjk(xi, xj) >0 paratodo ci,¢,...,¢ €C. O

i=1 j=1

La siguiente proposicion se le atribuye a E. H. Moore.

Proposicion 2.14. Para cada funcion K de tipo positivo, existe un espacio de Hilbert H
para el cual K es un niicleo reproductor. Mds aiin, las aplicaciones y — K(x, y) generan

un subespacio denso de J.
Demostracion. Véase [2, p. 344]. |
Bargmann encontr6 un nicleo reproductor para el espacio B(C), el cual es
K(w,z) = "=

Teniendo esto en mente, podemos generalizar esta idea para B(V).

Considere la funcién antiholomorfa E, (1) := 3" Note que

naW=/€uw&wwmw=/?%Wﬁw%ﬁwww
\%4 1%
Por (1.3) se llega a que

/ed(u,v) e—%(qu) du = /ed(u,v) e—%(u|u) du = (Zﬂ)_m/ ed(u,v) e—%d(u,u) d/l(u),
Vv |4 R2m

por la definicion de du.

Ahora, aplicamos el inciso (b) del Lema 2.11 con A = % Ly,yb = %v y llegamos a que

I1E, 1% = 2m) " am2merdw) = 3Gl < o (2.10)
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Si F := g, es un monomio entonces
1
(E, | Ey) =e2™™ 'y (E,|F)=F(). (2.11)
En efecto,

(E, | E,) := /6%(<V|u)+<u|w>—<u|u>) du
\%4
:/e%(d(v,u)+i5(v,u)+d(u,w)+is(u,w)_d(u7u)) du
\%4

Aplicando la simetria y la antisimetria de las formas bilineales d y s, respectivamente, se

obtiene que

(E, | Ey) = / S swpsistuw—)-du) g,
1%

— / e%(d(u,v+w)+is(u,w—v)) e—%d(u,u) du.
1%

Aplicando larelacién (1.3) con s(u, v) = d(Ju, u) = —d(u, Ju) obtenemos que la integral

equivale a

/e%d(u,v+w+iJw—iJv)e—%d(u,u) du = (Zﬂ)_m/ e%d(u,y)e—%d(u,u) d/l(u),
\%

donde y = v + w + iJw — iJv. Aplicando el Lema 2.11(c) con B = —%lz,n yc= }J se

obtiene que

(E, | Ey) = 2x)" / b =3 g

= (271)"”(271)’"603_16 = 24G5.39) = (5d(),
Ahora bien, note que (poniendoa =v+wyb =iJ(v—w)=iJv —iJw para simplificar
un poco los calculos):
d(y,y)=d(a+b,a+b)=d(a,a)+2d(a,b)+d(b,b).
Vamos a expandir cada sumando por aparte:
dla,a)=dv+w,v+w)=dv,v)+2dv,w)+dw,w),
dla,b)=d(v +w,iJv—iJw)
=id(v,Jv)—id(v,Jw) +id(w, Jv) —id(w, Jw)
=is(v,v) —is(v,w) +is(w,v) —is(w,w) = 2is(w, v);
d(b,b) =d(iJv —iJw,iJv —iJw)
=diJv,iJv) =2d(iJv,iJw) + d(iJw,iJw)
=—d(v,v) +2d(v,w) —d(w,w).



31

Sumando las tres expresiones obtenemos que
d(y,y) =4d(v,w) + 4dis(v,w) = 4(v | w),

y por ende
(E, | E,) = b0 = g5oiw)

Abhora bien, se demuestra la segunda igualdad de (2.11) como sigue:

(E, | F) =(E, | &) := /e%<v|u>ga(u) e~ 2ul)y g,

/2

L2
/62 ”Juj —zljl dRujd3u;

—;
v]

T:'S ||::|§<

= &q(v) = F(v),

\/7

andlogamente a la prueba del Lema 2.7. Esto nos dice que E, € B(V). Un célculo, dado

n [13], muestra que cualquier polinomio simétrico v V --- V v, se puede aproximar
por combinaciones lineales de aplicaciones del tipo E,. Por lo que el subespacio cerrado
generado por las funciones E, es B(V).

La siguiente proposicion se debe a Robinson y Rawnsley [22].

Proposicion 2.15. Si A un operador acotado en B(V) entonces existe una funcion (de tipo
positivo) Ka(u,v) en V> = V x V, antiholomorfa en u y holomorfa en v, tal que para todo
F € B(V) se cumple

AF(u) = / Ka(u, v)F(v) du(v) = / Ka(u, v)F(v) 2™ gy,

Demostracion. Como A € L(B(V)) es acotado entonces A posee un operador adjunto
A" € L(B(V)) tal que (ATG | F) = (G | AF), con F, G € B(V). Por ende,

AF(u) = (E, | AF) = (ATE, | F)

:/fﬂEu(v)F(v)e_%Mv> dv

\%

- / (E, | ATE,) F(v) e 2 gy
\%

- / (ATE, | E)) F(v) e 2 gy
\%

- / (E. | AE,) F(v) e 2" gy,
\%4
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Al definir K4(u,v) := (E, | AE,) = AE,(u), entonces K4(u, v) es antiholomorfa en u. Mas
aun, su conjugado es

Ka(u,v) = (AE, | E,) = (E, | ATE,) = ATE,(u) = Kz (v, u),
que es antiholomorfa en v, por lo que K4(u, v) es holomorfa en v. O

A la funcién K4(u, v) se le denomina como el nicleo integral de A.

Es importante destacar la siguiente formula denominada niicleo de Mehler, introducido

por Gustav Mehler [20].

n/2 4xyz — 471()62 + y2)(1 + 22)
exp - ,

Z Z|a|hw(x)hg(y) = (l —2Z2

|a|=0
donde x,y e R,zeCcon|z| <1y
n/4 || @
= 22 (L (2 s
Va! \ 2V 0z

Ver las pdginas 54 y 55 de [11]. Este ndcleo es una generalizacion de los nuicleos integrales

z=0

con los cuales se trabajard mas adelante.

Ahora bien, si T € D(V) entonces T es un operador antilineal sobre V. Nétese que la

aplicacién cuadratica u +— %(u | Tu) es antiholomorfa. En efecto, si @ € C entonces
&2
u > (ou | T(au))y = 3{au | aTu) = T (u| Tu).

Utilizando esta ultima expresion, podemos obtener la funcién antiholomorfa

fr(u) := exp(3u | Tu)). (2.12)

Si || fr]| < oo entonces fr € B(V), i.e., fr es un elemento gaussiano bosénico.

El objetivo ahora es calcular || fr||, y para ello vamos a considerar el operador 72 € D(V)
como un operador C-lineal sobre V;. Como 0 < 1 — T2 < 1 (por la Proposicién 1.13)
entonces 0 < 72 < 1, pues T? = 1 — (1 - T?). Sean /li conk = 1,...,mlos valores propios

de T2. Dichos valores propios satisfacen
O</l%<l — 0< |4l <.

Como estamos trabajando en un espacio de Hilbert finitodimensional entonces, si v, es un
vector propio asociado a A2, el conjunto { v : k = 1,...,m } es una base ortonormal de V;

y T? es diagonalizable por ser simétrica y real, y por ende autoadjunto sobre V.
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Ahora bien, si consideramos T € Endg(V) entonces T2 es un operador simétrico sobre
el espacio euclidiano V de dimensién 2m (nuevamente por la Proposicién 1.13). Asf, T2 es

diagonalizable con /li € R. Notando que
T (Jvg) = J(T?v) = J(Avg) = A3 vy,

se concluye que { Jvi : k = 1,...,m} es también un conjunto de vectores propios de 7°

(asociados a /li) y como

d(Jvi,vi) = s(vi, vi) = S vk | vi)) =0, (2.13)
entonces {vi,..., vy} W{Jvy,...,Jv,} es una base para V = (V, d;). Si consideramos los
R-subespacios Uy := gen{vy, Jvi} paratodo k € {1,..., m}, entonces cada Uy reduce Ty

se verifica
Tvy = apvy + bkka - T(Jvk) = —J(Tvk) = bkvk — apJvi,

lo que implica
Tzvk =arTvy + biTJvy = (ai + bi)vk = /livk . (2.14)

de donde a; = Agsen@y, by = Ay cosO, con Ay € Ry 6, € [0,2r) para todo k. Por lo
tanto, una representacion matricial de 7 sobre cada Uy corresponde a

a, by senf; cos 8y
= A e R¥?,

by —ayg cosf, —sendy
la cual es una matriz simétrica, naturalmente.
Proposicion 2.16. Si ¢j := cos(%ek)vk - sen(%@k)Jvk para cada k = 1,2, ..., m, entonces
{e1,...,en} es otra base ortonormal para V;. Mds aiin, se satisfacen las relaciones:

Tzek = /liek, Te, = A Jer, TJep = Agey. (2.15)

Demostracion. Sea uy := Jvi. Primeramente vea que si cy, . . ., ¢, son escalares, entonces

m

Z cre; = ¢y cos(%@k)vk -y sen(%@k)uk + -+ o cos(%@k)vk - Cm sen(%@k)uk,
=1

como sen(%@k), cos(%Hk) € R entonces la independencia lineal y la generacién de V; por

los ey resulta porque {ey, J ek};f: | €s una base R-lineal de V.
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Por otro lado, sean k,/ € {1,...,m}con k # [,y si u; = cos(%@k) y & = sen(%@k),
entonces
(ex | er) = (cos(30k)vi — sen(50x)Jvk | cos(30)v; — sen(36x)Jv;)
= picpu i [ vi) = Eepurvic | Ive) = p&idvic | vi) + x&i{dviec | Jvi)
= picpu(0) = Expu(0) — pi&i(0) + £k &1(0) = 0,

debido a ortogonalidad de la base {eg, J ek}Z’ZI. Por dltimo, vea que
(e | ex) = (i | vie) = Expti Vi | Ivie) = i Ivie | vi) + ERCIvi | Ive) = g + &8 = 1,

usando (2.13) y s(Jey, ex) = 0. Entonces ||ex|| = /{ex | ex) = 1.
Ahora bien, vea que

T?e; = cos(%&k)Tzvk - sen(%@k)TZJvk = (cos(%@k)vk — sen(%@k)Jvk)/li = /liek.
También
Tey = T(cos(%@k)vk - sen(%@k)Jvk)
= cos(%@k)Tvk - sen(%@k)JTJvk
= Ak J(cos(30k)vi — sen(30x)Jvi) = A Jey,

TJey = TJ(cos(30k)vi — sen(30x)Jvk)
= T(cos(%@k)Jvk + sen(%@k)vk)
= — cos(%@k)JTvk + sen(%@k)Tvk
= A cos(%@k)(cos Or — Jsen O )vi + Ak sen(%@k)(sen O + J cos Oy )vi
= A (cos(%@k)vk — sen(%@k)Jvk) = Aey.
En todas las igualdades se invocd (2.14) y en las dltimas dos también se utilizé la
Proposicion 1.13. O
Lo anterior nos indica que
T(ey £ Jex) = xAx(er = Jey),

asi el operador R-lineal 7 posee n = 2m valores propios reales +1; y 72 tiene como valores

propios a los /l,%. Por ende,

dete(1 - T%) = ]_[(1 ~2)>0 y detp(1-T?) = ﬂ(1 - 2y (2.16)
k=1 k=1

Otra manera de describir detc(1 — 72) se obtiene al ampliar 1 — 72 a V.



35
Lema 2.17. Como Pj = %(1 —iJ)yP_y= %(1 + iJ), resulta que

Py [ Ppup) = vluy y (Pyv|Pyup =ulv).

Demostracion. Por definicion,

(Ppv | Pauy = (5(1=id)w | 3(1 =ilyw) = (5v = 5Jv | 5u— 5Ju)
= 3 [w) = 5 1 ) + $QIv [ u) + (v | Ju)
= 2(2d(v,u) - 25(Jv,u))
=dv,u)+is(v,u) = (v |u).

Andlogamente se prueba que {P_;v | P_ju)) = (u|v). O

Aplicando el Lema 2.17, llegamos a que

m

dete(1 - T?) = ]_[(1 — 22) = det(P,(1 - THP)), (2.17)
k=1

donde el miembro derecho de la igualdad anterior es el determinante (ordinario) de un
operador S € End(W)).

Ahora bien, sea T un operador fijo y sea B := {ey, ..., e, } una base de V que satisface
las relaciones de la Proposicion 2.14. Para cada u € V, definase oy := (ex | u) € C. Note

que @y = {(ex | u) = (u| ex) y ademds

(Tep | uy = (A Jex | uy = —idi{ex | u)y = —idgay,
(u|Tex)y = (Tex | u) = +idray,

pues cada 4 € R. Invocando las Proposiciones 1.3y 1.13 sellegaaque (Tex |u) = (Tuley).

Por [32, Tma. 1.34(c)] obtenemos

m

(| Tu) +(Tu|u) = Z(u | ex){ex | Tuy + (Tu | ex){ex | u)

(ulex)(u|Tex) + (Tex | u)er | u)

i@y — a3).

M= TM= T

>~
I
—_

Nétese que c'x,% - a]% € iR, por lo que i/lk(d//% - a/,%) € Rparatodok =1,...,m.
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Finalmente, utilizando la medida gaussiana du(u) en V, obtenemos que:

_1
1fl? = / ) e gy
Vv

/exp(%(u | Tu) + %(Tu | u) — %(u | u)) du
1%

m

— 1 o _

=| [ == [ exp(3id(@; - f) - J@rax) dA(ex)
k=1 2n C

-1 .

= | = /exp(}li/lk(d/,% —a))e %% dRay dIay
k=1 2r C

|1 i// e‘%(xi_Z/lkxk}’k"'y]%) dxy dy.
k=1 2 R2

Note que el argumento de la funcién exponencial es la forma cuadratica

e w1 Ak |
q(xe i) = .
A1 | Dk
Six = [’y";] entonces, utilizando el Lema 2.11(b) con A = [_ﬁk _f" ] y b = 0, se concluye
que
/ e—%X'Ax dx _ 27T _ 27T ,
R2 Vdet A \/1 _ /l%
por lo que

1 m
= ]—[(1 —2y7V2 = det” V(1 - T). (2.18)
Y- k=l

Il = | [@m @n)
k=1

El siguiente objetivo es calcular (fs | fr), para S,T € D(V). Como
1frl? = (fr | fr) = det™ (1 = T2,

entonces se puede conjeturar que { fs| fr) = det™'/2(1-TS) o bien (fs| fr) = det™'/>(1-ST).
Siguiendo [13], trabajaremos con la primera igualdad.

Sea {uy,...,u, } una base ortonormal de V. En dicha base el elemento (j, k) de la
matriz asociadaa 1 — 7S es

(uj luk) = Cuj | TSup) = (uj | uk) = (Suk [ Tuj),
donde la segunda igualdad se sigue de la antilinealidad de 7'. Por ende,

det(1 —7S) = det[{u; | ux) — (Sux | Tu;)]. (2.19)
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Lema 2.18. Si S, T € D(V), entonces
det™2(1 = TS) = det™" *[(u; | ux) — (u; | TSuz)]. (2.20)

Demostracion. Lo Unico que falta es aplicar el reciproco a ambos miembros de la igualdad
(2.19) y sacar sus raices cuadradas. Para solventar la ambigiiedad entre las dos raices
cuadradas complejas, note que para S = T, el operador lineal 1 — T2 es definido positivo.
Aplicando el Lema 1.34 se concluye que ambos lados de la igualdad (2.19) pertenecen al
semiplano derecho {z € C : Rz > 0}. Asi, la raiz cuadrada positiva del caso “diagonal”
S =T se extiende por continuidad de manera iinica a una raiz cuadrada bien definida, en

ambos lados de (2.19). O

Por otro lado, por definicion
(ol fr) = [ itafae 0 du
= /Vexp[}t((u | Tu) + (Su | u})]e_%@‘l”> du.
Aplicando la desigualdad de Schwarz para integrales obtenemos que

2
< /V @] dua(u) /V 52 dia(u)

= det™1/2(1 = T?) det™'/?(1 - §?) <

/V () To(@) du)

por lo que la integral es convergente.

Finalmente, considere la expresion
/exp[%((u | Tu) + (Su | u))]e_%w'“> du = det™"/?(1 = TS).
v

Si T = § ya se sabe que la igualdad se cumple, y como D(V) —y por ende D(V) x D(V)
— son simplemente conexos, entonces como las funciones son sesquiholomorfas en las
variables (S, T), la igualdad en la diagonal S = T se extiende por continuacién analitica a

todo D(V) x D(V). Por lo que se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.19. Si S,T € D(V) entonces sus elementos gaussianos respectivos fs y fr

satisfacen
(fs | fr) = det” (1 - T5). (2.21)
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2.3. El espacio de Fock fermionico

En esta seccion el se considera el par (V, d) con J € J(V) una estructura compleja fija.

Similarmente al espacio de Fock bosénico, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.20. Si uj, u, ..., u; € V, se define su producto alternante como
1 (o
UL ANup AN~ ANug = F Z(—l) Ug(1) @ Ugr(2) @+ B Ug(k) (2.22)
CoeS
donde (—1)“ es el signo de la permutacién o. ¢

Con la identidad (2.22), se puede definir el subespacio cerrado V/* de V®* conformado

por sumas finitas de los elementos de la forma u; A - - - A u.
Definicién 2.21. Se define el dlgebra exterior A(V) := B}, VK, O
El producto escalar sobre A(V) estd dado por
My ANug N+ ANy | vi Avap A==+ Avg) = O, det[{ug | vi)]. (2.23)
Para mayor detalle, véase [14].

Definicién 2.22. Se define el espacio de Fock fermiénico (también llamado espacio de
Fock antisimétrico) F(V) como el espacio C-vectorial A(V) dotado con el producto escalar

(2.23). ¢

Si tomamos como convencién VY := C Q, donde Q es un vector unitario fijo, entonces
dimc VA? = 1 y también V" := A"V satisface que dimc VA" = 1.

Sea B = {ey, ey, ..., e,} una base ortonormal de V, entonces existe una base {ex } de
F(V) dada por ex = ex, A ek, A--- Aeg,, donde K = {ky, ko, ..., k- } es una parte de
{1,2,...,m}, listada en orden creciente; esto es, k; < k» < --- < k,; y se pone gy := Q

por convencion.

Definicion 2.23. Un bivector es un elemento de A*(V): una suma finita de elementos de
tipo vi A vo. Mds generalmente, un r-vector es un elemento de A”(V): una suma finita de

elementos de tipo vi A vy A -+ A v, ¢

Como los r-vectores son elementos de A(V), dichos elementos conmutan o anticonmu-

tan segun la regla de signos de Koszul.? Por ende, los multivectores de grados pares (en

3Esa regla de signos establece que (f ® g)(x ® y) = (=1)**(f(x) ® g(v)), donde #g y #x representan
las paridades respectivas de g y de x.
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particular, los bivectores) pueden ser vistos como funciones definidas en V. Los bivectores
serian funciones cuadriticas.

Nos interesa en particular una especie particular de bivectores. Sea 7' € Sk(V). (En
contraste con D(V) en el Caso B, este Sk(V) es un espacio R-vectorial, por lo que algunas

afirmaciones serdn mds simples que en el Caso B.) Para un tal T, definase el bivector

m
Hyp = Z(ei |T€j> e N ej. (2.24)
i,j=1

Este bivector recibe el nombre de hamiltoniano.

Proposicion 2.24. La definicion del bivector Hr es independiente de la base ortonormal
elegida de V =Vj.

Demostracion. Sean B := {¢; : [ =1,....m}y B :={wu, : r = 1,...,m} dos bases

ortonormales de V; y sea [A]g la matriz de cambio de base; entonces

m

Up = Z Ark€r.

r=1
Note que esta matriz A es unitaria, por lo que A*A = AA* = 1,,, esto es,

m m

Z ariakj = 0jj = Z aildji .

k=1 =1

m
Z(ui | Tuj>u,- /\Mj =

ij=1

(akier | T(aljel» arier N\ asjés

M=

1

S
<
Il
—_
>~
~
1l
—_
>3
“
1]

dkidljariasj<ek | T€1> er N eg

<
1l
—_
>~
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I
—

o~
©
I
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M=

1

6krdljasj<ek | Ter)er A e

~
1l
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Il
—_
~
&
1l
—
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M= gk

5kr515<ek | T€[> er N eg
1
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5
Il
—_
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<€,« | Tes) er N és,
1

Il
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como se queria demostrar. |
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Definicion 2.25. Para una matriz cuadrada antisimétrica A se define el pfaffiano de dicha

matriz como un cierto polinomio Pf A en las entradas a;; de A que cumple la relacion:
(Pf A)? = det A.

Mis generalmente, si B = [b;;] es una matriz antisimétrica de orden par n = 2m, se define

su pfaffiano como

1 T
Pf B := ] Z (-1 u bok-1).0(2k)- (2.25)

g€eS, k

Note que la relacién (Pf A)?> = det A deja una ambigiiedad de signo en Pf A. Al definir

0 1
Jom=b®---®J, donde J,= ,
S———— —1 0
m veces

y al imponer la condicién Pf J»,, = +1, se resuelve dicha ambigiiedad. Note que este signo

es compatible con la férmula (2.25). O

(Si la dimension del espacio vectorial V' es impar entonces para A una matriz antisimé-
trica se tiene que det A = det(—A") = (—1)"det A = —detA = det A = 0, por lo que se
define Pf A :=0.)

Definicién 2.26. Sea L C {1,...,n}. El L-subpfaffiano de una matriz antisimétrica B es el
pfaffiano de la matriz antisimétrica By, que se obtiene al eliminar todas las filas y columnas
cuyos indices no pertenecen a L. Por convencién Pf By := 1 y Pf By := 0 si #(L) es impar.

Para un operador antilineal antisimétrica T y una base ortonormal {uj, ..., u,} de V,

se define 77, como la matriz con entrada (i, j)-ésima (u; | Tu;). ¢
El siguiente lema se puede encontrar en [15, §5.5].

Lema 2.27. Si Ay B son matrices antisimétricas de orden m entonces
2
det(1 — BA) = (Z PfA; PfBL) : (2.26)
2#(L)
Hay varias cosas que destacar del lema anterior. Primeramente si A = B entonces

det(1 — BA) > 0, por lo que es apropiado elegir la raiz positiva:

det'/2(1 - BA) = Z PfA; PFfB; .
2#(L)
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Corolario 2.28. Si S,T € Sk(V), entonces

2
det(1 - TS) = ( Z PfS, PfTL) .

21#(L)

Usando la rama de la raiz cuadrada que es positiva cuando S = T, se tiene entonces

det'’?(1 - TS) = Z PfS; PfT; . (2.27)
2#(L)

Demostracion. Esto sigue directamente de la férmula (2.26), pero con una diferencia
importante. Sea C: v+iu — v—iuparau,v € V el operador de conjugacién complejaen V°.
Como T € Sk(V) entonces TC es una aplicacion C-lineal antisimétrica; y analogamente

para S. En (2.26), hay que tomar By = (TC)y pero Ay = (CS)L.
Como CS = C(SC)C, los elementos de matriz de C'S son los conjugados complejos de
los elementos de matriz de SC. Entonces Pf By = Pf T, pero Pf Ay = m m|

2.4. Elementos gaussianos fermionicos

Similarmente a como se hizo en la seccion 2.2, un elemento gaussiano fermidnico se

define como |
fr = exp"(LHr) := Z 2rr'H7’3’, (2.28)

0<2r<m

para T € Sk(V). Note que, como T es antilineal y antisimétrica,
(ej | Tej) = —(e;|Tej) = (ej|Te;ye; Ne;=(ei|Te;)e; Nej, para i+ ],
invocando la Proposicion 1.3. Por ende,

%HT = Z(e,- | Te;)ei Nej. (2.29)

i<j

Con esto en mente, si {€7} es la base ortonormal de F(V) dada por g1 := ¢, A--- A ey,

entonces, aplicando la definicion de pfaffiano:

1 r
fr= Z 7 D7 l_[<€a(2k—1) | Teaar)) €ty A=+ A eaar)
' k=1

= Z PfT; g, (2.30)
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Entonces podemos calcular el producto escalar de fr y fs, donde 7, S € Sk(V'), como

Z PfTL 8L>

2[#(L)

fs| fr)= < Z Pf Sk ex

2[#(K)

- Z Pf Sk PI T, (s | L)
#(K), 2I#(L)

= Z PfSL PfTL Er,
2#(L)

pues {&7 } es una base ortonormal. Se concluye, utilizando (2.27), que
(fs | fr) = det!*(1 = T5). (2.31)

Finalmente, por definicion,

1frll? = (| fr) = det! (1 = T2). (2.32)
Resumiremos estos dos resultados en una sola proposicion.

Proposicion 2.29. SiT, S € Sk(V) entonces la normay el producto escalar de los elementos

gaussianos fry fs corresponden a
Ifrl? = det'2(1=T%) 'y (fs| fr) = det!/*(1 = T5)
respectivamente.

En conclusién, las normas de los elementos gaussianos fermidnicos y los bosénicos
difieren en el signo del exponente del determinante; caso andlogo con el producto escalar

en ambos espacios de Fock.



Capitulo 3

Las representaciones metaplécticas y de espin

El espacio vectorial V es un espacio de una particula, tal como se explic6 en el Prélogo.

Si a V lo equipamos con una aplicacion bilineal (antisimétrica o simétrica), obtenemos
el espacio de Fock bosénico B(V) o el espacio de Fock fermidnico F(V), respectivamente.
Ambos espacios de Fock son espacios de varias particulas, que es lo que se ocupa para una
teoria cudntica. Trabajaremos con campos libres i.e., campos sin interacciones externas.

Matemaéticamente, un campo libre es una familia de operadores en un espacio de Fock,

que serd definido en este capitulo.

3.1. Sistemas de Weyl y campos bosoénicos libres

Definicion 3.1. Un sistema de Weyl en el espacio vectorial simpléctico (V, s) es una funcién

(continua) B desde V a los operadores unitarios sobre B(V), que satisface la relacién
B()B(w) = = 2is(nw) B(v+w), paratodo v,weV. (3.1)

Esto dice que v — B(v) es una representacion unitaria proyectiva del grupo aditivo de V
sobre el espacio de Fock B(V). El factor de fase (v,w) — e~ 250"") es el 2-cociclo de esa

representacion proyectiva. 0

Ahora bien, definamos una aplicacién S(v) por
BOVF(u) = e F(u —v) (32)

para todo F € B(V).
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Lema 3.2. Siv,w €V, entonces B(v)E,, = eV +2w) E .

Demostracion. Note que si F(u) := E,,(u) entonces

BOE (1) = exp(t(2u — v [ v)) exp(d(u = v | w)) = ¢ -2k tvmul2w))

Notese que si a := (v —2u | v) + (v — u | 2w) entonces

a=W|v)=2|v)y+2(v|w)—2u]|w)

=2u|v+w)+{v|v+2w),

por lo que B(V)E,,(u) = ez ulvew) o= (vIve2w) = e_zlt<vl"+2w>Ev+W(u).
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O

Como Q := Ej entonces ||B(v)Q| = ||e‘zlt<v|v> E,)| = e~ (v |E,|| = 1, utilizando

(2.10) y (2.18).
Proposicion 3.3. Si v, w,w’ € V entonces

(BOIEw | BWE,) = e = (B, | B).
Demostracion. Se acaba de probar que

BOIEw | BWE,) = (e 10 20E, | e $0M0E, Ly,
— e—"—‘(v+2w/|v)e—%(v|v+2w)<Ev+w, | Ev+w>~

Aplicando la identidad (2.11), se obtiene

<ﬂ(V)EW' |,8(V)EW> — e—z—lt(v+2w’|v)e—%(v|v+2w)e%(v+w’|v+w)

_ o 12w ) v2w)=2(v+w [v+w))

= e%(w’|w} =(Ey | Ey).

O

Corolario 3.4. Si F; = Y} ,c,E,, y F> 1= ), cE,, son combinaciones lineales de los

vectores { E, : v € V }, entonces

BWF | Bv)F2) = (F1 | Fa).

Demostracion. Esto esuna consecuencia directa de la proposicion anterior y de la linealidad

de B.

O

El corolario anterior muestra que cada aplicacion SB(v) se extiende a B(V) como un

operador unitario, porque el subespacio de vectores ), ¢, E,, es denso en B(V).
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El sistema de Weyl 8(v) dado por (3.2) no es tnico. Si v + gv es una transformacion

lineal sobre V tal que v — B(gv) es otro sistema de Weyl, entonces

Blgv)Blgw) = e "8 B(g(v +w)).
Comparando esta igualdad con (3.1) llegamos a que los factores de fase deben ser iguales
e 33Evew) = pmhstw) paratodo v,w eV,

de donde se sigue que s(gv, gw) = s(v,w); y asi g € Sp(V) = Sp(V, s).
Por el momento vamos a considerar los elementos g que dejan fija la estructura com-
pleja J, esto es, gJg~! = J. Esto es equivalente a gJ = Jg, de donde g € U (V).
Cualquier o € U;(V) determina un operador unitario en B(V), mediante la accién I'(0)

que satisface
T(0)F(v) = F(o™'v). (3-3)

Lema 3.5. I'(0) es un operador unitario sobre el espacio de Fock bosonico B(V).

Demostracion. Primeramente vea que v — o~ 'v preserva la medida gaussiana

S P R CLy-1,p2 12
/e Lo vlo v>du:/e Lo dv:/e LR g,
Vv \% Vv

- _ _l u 2
IC)F|* = |lu— F(o™'w)|? :/|F(0 L) 2e 310 gy
v

por lo que

) / FO)Pe 2 av = P12 0
14
Proposicion 3.6. Si o € U;(V) yv € V entonces

L(0)B(v)I™!(0) = ()BT (o)™ = Blov).
Demostracion. Seau € V'y F € B(V), entonces, aplicando (3.2) y (3.3) obtenemos que
[(0)B()I™ (0)F (u) = BT~ (0)F (0 u)
= 82 Lo F (o7~ v)
= etV F(o(07 u - v)
_ e5<2u—ov|ov>F(u —ov)
= Blov)F (u).

Como F € B(V) es arbitrario, el resultado sigue. O
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Antes de exponer las siguientes definiciones y teoremas, hace falta recordar unas defi-

niciones fundamentales.

Definicién 3.7. Un operador no acotado sobre un espacio de Hilbert J{ es una aplicacién
lineal A: Dom A — I, en donde Dom A es un subespacio vectorial de J{. Ademads, se

dice que A es densamente definido si Dom A es denso en . o

En [30] se establece que si A es densamente definido entonces el operador adjunto A*
estd bien definido y satisface (A*x | y) = (x| Ay) paratodo x € Dom A*, y € Dom A. Si A*
es también densamente definido, el dominio de A** := (A*)* satisface Dom A** 2 Dom A
y A*z = Az para todo z € Dom A. Se escribe A C A™ y se dice que A™ es una extension
de A.

Definicién 3.8. El operador A := A** es cerrado (i.e., su grafo es cerrado en H @ H.) Este
operador es la clausura de A. Un operador es autoadjunto si A** existe y si A = A* = A™,

por lo que Dom A* = Dom A. ¢

Definicion 3.9. Muchas veces es complicado trabajar con la totalidad del espacio Dom A,
por lo que se trabaja en una parte propia densa D C Dom A; si la restriccion Alp tiene
clausura A|p = A, el subespacio denso D se conoce como un corazén para A.

En el espacio de Fock B(V), el corazén para los operadores con los que trabajaremos

serd el subespacio denso de las sumas finitas 3} ¢;E,; conc; € C,v; € V. o

El siguiente teorema es un resultado fundamental de andlisis funcional, cuya demostra-

cién se encuentra en el capitulo 12 de [30].

Teorema 3.10 (Stone). Un subgrupo uniparamétrico fuertemente continuo’ {u; :t € R} C

U(K) es de la forma u; = exp(itA) para un tinico operador autoadjunto A sobre H.

Apliquemos todo lo anterior en el contexto de espacios de Fock bosénicos. Sea A un
operador autoadjunto sobre V = V;, entonces t + exp(itA) es un grupo uniparamétrico de
operadores unitarios sobre V; es decir, exp(itA) € U;(V) para todo ¢ € R. Utilizando la
definicion del operador unitario I'(0), se obtiene la férmula

T(exp(itA))E,(u) = E,,(exp(—itA)u) = exp(3{exp(—itA)u | w})
= exp(%(“ | 6Xp(i[A)W>) = Eexp(itA)w(u)’

donde u,w € V.

"Esto es: para cada x € K, la aplicacion R — H : ¢ — u,(x) es continua.
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Invocando la Proposicion 3.6 y el cdlculo anterior, se llega a que
. 1 -
(E, | I'(exp(itA))E,,) = (E, | Eexp(ilA)w> = ez(v|exp(ztA)w) (3.4)

Ahora bien, por el teorema de Stone existe un operador autoadjunto dI'(A) sobre B(V),

con corazén Dy := gen{E, : z € Dom A}, tal que
exp(it dT'(A)) = T'(exp(itA)) paratodo ¢ € R.
Proposicion 3.11. El operador autoadjunto dT'(A) satisface
(E, | dT'(A)E,,) = %(v | Aw), paratodo v,w € Dy.

Demostracion. Derivando el lado derecho de (3.4) con respecto a ¢ y luego evaluando en

t = 0 obtenemos que

(Ey | T(exp(itA))Ey)

d
E, | dT(A)E,) = —i—
(B |dTAE,) = =ig|

exp(3(v | exp(itAu)) = 3(v | Au). i

=0

dt

Lema 3.12. Si F := }; ¢;E,;, € Dy entonces (F | dI'(A)F) > 0 toda vez que (v | Av) >0
para v € Dom A. Esto es: dI'(A) es un operador autoadjunto positivo siempre que A sea

un operador autoadjunto positivo.

Demostracion. Utilizando la proposicidn anterior y la sesquilinealidad del producto escalar

(1.3) se tiene que

_ 1 _ 1
(FAT(AF) = ) &y | dU(AE,) = 5 3 Giejvi| Avj) = 5w | Aw)
N Lj
dondew := }’; ¢jv;. Como (w|Aw) > O paratodo j, se concluye que (F [dT'(A)F) > 0. O

Con toda esta informacién podemos definir lo que es un campo bosénico libre [26].

Definicién 3.13. Un campo bosénico libre es una cuaterna (B(V), 5,T, Q) donde B(V)
es un espacio de Fock bosonico, S es un sistema de Weyl, I es un operador unitario que

satisface (3.3) y Q = Ej es el vector “del vacio”. o

Para finalizar esta seccion, se introduciran los sistemas de Weyl infinitesimales.
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Definicion 3.14. Sea t — S(#v) una familia uniparamétrica de operadores unitarios para

t € R. La representacién derivada S de un sistema de Weyl se define como

BOIF@) = | BEvFw G5
=0

t

para F' € B(V). ¢

Por ende, un campo bosonico libre se puede describir también como la cuaterna
(B(V), 3, T, Q), donde 3 es la representacion derivada del sistema de Weyl .

Proposicion 3.15. Si u,v,w € Dy entonces
BWEw(u) = 5((u | vy = (v | w))Ey(u). (3.6)

Demostracion. Aplicando el Lema 3.2 y (3.5) se obtiene que

_1 42
e 4<tV|tV W>Etv+w(l/l)
t=0

BOENw = 5
d

dr =0 =0
= —L(v | 2w) Ey(u) + L | v) €2

= LG V) = 0 [ W) Eu(). "

BEW =1

t

e—%(zv|tv+2w)EW(u) 4 i e%<u|zv+w)
dt

Esto implica que E,, € Dom 3(v) para cualquier w € V, por lo que cada B(v) estd
definido densamente. Se denota el generador del subgrupo unitario uniparamétrico ¢ +—
B(tv) por ¢(v) := —iB(v); ademds el espacio vectorial generado por { E,, : w € Dy } es un
corazén de ¢(v).

De la proposicion anterior se concluye que

[BO). BWE (u) := B0)BW)E () = B(w)B(v)E.(u)
= 3BV ((Gu | w) = (w | 2)E-()) = 380) (e | v) = (v | 2))Ex(w)).

Aplicando la regla de Leibniz al primer término, obtenemos

% t=0(<u —tv|w) —(wl[2)E(u—1v) = % z=0(<u v [ w) = (w | z))ez D)

— (v | w)e D~ (G w) = (w | 2)) (v | 2y e

= —e7 (v [w) + L [ w)) = (w | D) | 2],
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por lo que, si A(u) := ((u | w) — (w | 2))E.(u),

B(tv)Au) = < eF I (1 — 1y | w) = (w | 2))Ex(u — 1v)
t=0 dt t=0

= — 3 V)(Gu | w) = (w ] 2)e2 2 =2 [ ) + 3G | w) = (w] ) [ )]
= 13 (| wy = (w2 [ v) = (] 2) = 2w | w).

AW = &

Andlogamente,

Ti| (=0 1) = 1) Bl = tw) = =X v [ )+ 3w 1) = (v 2) (v [ 9)

por lo que, si B(u) := ({u | v) — (v | 2))E;(u),

Bw)B(w) = L QI (4 | ) = (v | 2)) Eulu = 1w)
=0 dt|,_o

= =3 W) v) = (v [29)ex ) = 2D [Gw [ v) + 5G| v) = v 2) (w] 2)]
= L3R (| vy = (v | ) | w) = (w | 2)) = e (w | v).

BB = =

Al restar las expresiones %B(V)A(u) y %B(W)B(u), obtenemos que

20B(00), B E=(u) = e (w | v) — €32 (v [ w)
= —((v | w) = (W | V))E=(u) = =2i s(v, w)Ex(u).

En otras palabras,
[Bv), BW)] E-(u) = =i s(v, w) E.(u).

De la densidad del conjunto { E, : z € V' } se obtiene entonces las relaciones

[BO), fw)] = —is(v,w) &= [$(v), p(W)] = is(v, w). (3.7)

Las relaciones (3.7) se denominan relaciones candnicas de conmutacién para B(V)
(0 CCR, por sus siglas en inglés).

Ahorabien, consideremos el vector del vacio Ey := Q. Este vector de norma 1 representa
el “estado vacio” del campo bosénico libre. Como ¢?Q también representa el estado
vacio, el espacio vectorial generado por Q, denominado el sector del vacio, es el espacio
unidimensional C Q. Nos interesa encontrar operadores que envien C Q al subespacio de una
particula V = V; c B(V). Estos operadores son denominados operadores de creacion,
denotados por el simbolo a' i.e., a' cumple la relacién a'(v)Q = v, para cada v € V.
También existen operadores (no acotados) a(v) sobre B(V), que envian el subespacio de
una particula V al sector del vacio C Q. Dichos operadores se denominan operadores de

aniquilacion.
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Definicién 3.16. Los operadores de creacién y aniquilaciéon sobre B(V) para el campo
bosonico ¢ estdn dados, para cada v € V, por

a'(v):= H@W) —ig(Jv) y a(v) = J5(p(v) +ig(Jv)). 0
Lema 3.17. Los operadores de creacion y aniquilacion satisfacen
al(vy=ia'(v) y a(Jv)=—-ia®).
Demostracion. Por definicion,
a'(Jv) = 5 (@) —ip(J*v)) = ((6(v) + ¢(Iv) =ia’(v),
a(Jv) = 5(@(Iv) +i(J*v)) = 5(=ig(v) + $(Jv)) = =i a(v),
paracadav € V. O

El lema anterior muestra que a' es C-lineal en v y que a es C-antilineal en v, por lo que

$(v) = (@' (v) +a(v))

es R-lineal en v.

Ahora, sean u, v, w € V. Aplicando la relacion (3.6) se tiene que

SOVEw(u) = =5 (| v) = (v | w)) Ew(u); (3.82)

y aplicando el Lema 1.4,

G(IV)Ew(u) = =5 ((u | Jv) = (Jv | w))
= —5(i[{u | v) +i(v [w)) = 3(u | v) + (v | W)Ew(w). (3.8b)

Con estas dos igualdades podemos verificar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.18. Siu,v,w € V entonces las siguientes igualdades se satisfacen:
i i
a(v)Ey(u) = @(V | WYE, ) 'y a'(VE(u) = _6@ | V) Ey (1)

Demostracion. Esto es un cdlculo directo, al sumar y restar los lados derechos de (3.8a)
y (3.8b). O
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Podemos escribir las relaciones candnicas de conmutacién para los operadores de
creacion y aniquilacion. Aqui se denotard ¢, := ¢(v) por comodidad.
[a(v), a(w)] = 3(8y +ids)(w +igw) = 5(Sw + iG1) (v +idyy)
lo que equivale a
3 (v = duwdy +i($vbsw = bawdy) + i(bsvdu = dwds) = (Bvbaw = Sruda)).
De las relaciones (3.7) obtenemos

[is(v,w) — s(v, Jw) — s(Jv,w) —is(Jv, Jw)]
[is(v,w) —d(v,w) + s(w, Jv) —is(v,w)]

[is(v,w) —d(v,w) +d(w,v) —is(v,w)] = 0.

[a(v), aw)] = §
-4

_1

2

Andlogamente se obtiene [af(v), a’(w)] = 0.

También,

[a(v), a"(W)] = $(y +id 1) Bw = idsw) = S(Dw — i)y + i)
= Lt — wdy — iy + i 1oty +id1vbw — idwdsy + drvdie — brudiy)

= %[S(V, w) —is(v, Jw) +is(Jv,w) + s(Jv, Jw)]

En resumen, tenemos las siguientes CCR para los operadores a' y a:
la(), a(2)] = [a" (1), a’ ()] =0y [a(vi),a’ ()] = (vi | va), (3.9)

para todo vy, vy € V.

3.2. La representacion metapléctica del grupo simpléctico

En esta seccion se determinard una representacioén del grupo simpléctico Sp(V), deno-
minada representacion metapléctica y denotada por v. Es importante destacar que esta no

es una “verdadera” representacion, sino que es una representacion proyectiva.
Definicion 3.19. El grupo lineal proyectivo de V = V; es el grupo

PGL(V) := GL(V)/C*.
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Una representacion proyectiva de un grupo G es un homomorfismo de grupos p: G —

PGL(V). En otras palabras, p satisface

p(g)p(h) = a p(g, h), (3.10)
donde g,h € Gy a = a(g, h) € C~. ¢

Antes de entrar en detalle en la construccion de v, hablaremos un poco de las denomi-

nadas transformaciones de Bogoliubov [6].

Definicién 3.20. Siv € Vy g € Sp(V) entonces se definen dos operadores:

ay(v) = So0) —ig(gJg™ W]y ap(v) = 5[o0) +ig(g g™ V)] (3.11)
que también son operadores de creacion y aniquilacion, por el lema siguiente. O

Lema 3.21. Las relaciones (3.11) satisfacen las relaciones canonicas de conmutacion.
Demostracion. Aqui se denotard ¢, := ¢(v) por comodidad.
1 . . 1 . .
[ag(v), Clg(W)] = §(¢V + l¢g]g‘1v)(¢w + l¢g]g‘1w) - §(¢w + l¢g]g‘1w)(¢v + l¢g]g‘1v)

lo que equivale a

%((pv‘]ﬁw —dwdy) + %(‘ﬁv(pgjg‘lw - ¢ng‘1w¢v)

+ %((ﬁgjg‘lv(pw - ¢w¢gjg‘1v) - %(‘pgjg‘lv(ﬁgjg‘]w - ¢g.1g_lw¢g.lg_1v)'
De las relaciones (3.7) obtenemos
[ag(v), ag(w)] = 3[is(v, w) = s(v,gJg~' w) = s(gJg ' v, w) —is(gJg ™' v, gJg~'w)].
Como s(gv, gw) = s(v,w) para todo g € Sp(V, s),

[ag(v), ag(w)] = 5[is(v,w) — s(g7 v, Jg7w) = s(Ug v, g7 'w) —is(Jg™ v, JgTIw)]

1
2
= is(v,w) - dg v, g7 'w)+d(g7'w, g7 v) —is(g v, g7 w)]
%[is(v, w)—dv,w) +dw,v)—is(v,w)] =0.

Andlogamente se obtiene [ag(v), aZ(w)] =0.
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[ag(v)’ Cl;[(W)] = %(va + i¢gjg‘1v)(¢w - i¢ng‘lw - %(wa - i¢g]g‘1w)(¢v + i¢ng"v

= 2(Svdw — Dwdy — idydg sty + idg o1, P

+ i¢g]g‘lv¢w - i¢w¢gfg‘1v + ¢ng‘lv¢ng"w - ¢g1g"w¢g]g‘lv)

%[s(v, w) —is(v, Jw) + is(Jv,w) + s(Jv, Jw)]
%[s(v, w) —id(v,w) —id(w,v) + s(v,w)]
5

[2s(v, w) = 2id(v, w)].

Asi, [aq(v), a;(w)] =dv,w)+is(v,w) = (v |w).

Lema 3.22. Los operadores definidos en (3.11) satisfacen las relaciones:

ag(gv) = a(pgv) +a'(qev) ¥ al(gv) = algey) +a' (pgv).

que se conocen como transformaciones de Bogoliubov.
Demostracion. Como g = p, + q, entonces, por definicion,
ag(gv) = %[‘ﬁ(pg + Qg)v + i¢((l9g + Qg)JV)]
= %[‘P(ng) + i¢(pg~]v)] + %[‘p(QgV) + i¢(QgJV)]-
Como py es lineal y g, es antilineal, obtenemos que
ag(8v) = L1(pgv) + id(Ipev)] + E1d(ge) — i9(Jgev)]
= a(pgv) + aT(qgv).

Anélogamente se verifica que ag(gv) = a(gev) + aT(pgv).

(3.12)

O

Se define el grupo metapléctico Mp(V) como el doble cubrimiento del grupo simpléc-

tico Sp(V). También, se define el grupo Mp“(V) de manera que Mp“(V) cubra Sp(V) como

sigue. Hay una sucesion exacta corta

1— U(1) — Mp“(V) 5 Sp(V) — 1,

(3-13)

donde U(1) es el grupo unitario de orden 1, esto es, el circulo unitario. Esta sucesion exacta

corta, junto con el morfismo r, se encuentra en [12], por ejemplo.

De la igualdad (3.2) se deduce que si 8 es un sistema de Weyl parametrizado por

V = (V,s), entonces la aplicacion v — [B(gv) también es un sistema de Weyl cuando
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g € Sp(V). Se plantea el siguiente problema: ; Ambos sistemas de Weyl son unitariamente
equivalentes o no?
Los dos sistemas de Weyl son unitariamente equivalentes si y solo si para cada g €

Sp(V), existe un operador unitario v(g) sobre B(V) tal que

v(g)B(v) = B(gv)v(g) paratodo veV. (3.14)

Utilizando la relacion (3.5) y la ecuacion anterior, se obtiene que

v(g)B(v) = (gv)¥(¢) paratodo v eV. (3.15)

Proposicion 3.23. Si g € Sp(V) y v € V entonces

v(g)a(v) = ag(gvv(g) vy v(ga'(v) = af(gv)v(g).

Demostracion. Invocando el lema anterior se tiene que

ag(gv)v(g) = a(ng)V(g) +a'(ggv)v(g)

= 5[8(pev) +id(Ipe)v(g) + 5 [¢(ng) i$(Jqgv)]v(g)
HLiBpev) + BUpe)Iv(g) + J5[=iBlggv) = BUqgv)Iv(g)
= 5[=iBpgvIv(g) + BlpgJvIv(g) — iB(qev)v(8) + BlagIv)¥(8)]
= —5B(gv)v(g) + BgIv)v(8)]-

Al aplicar la identidad (3.15) obtenemos que

ag(gv)v(g) = —\%[V(g)ﬁ(V) +iv(g)B(Iv)]
sv(2)¢(v) +iv(g)p(Iv)] = v(g)a(v).

<.|~

De manera andloga se verifica la segunda igualdad. O

Definicion 3.24. Sea W una polarizacion de V. Entonces se define su sector del vacio

como el espacio de vectores F' € B(V) tales que
Bw*)F(u) =0 paratodo u €V,

donde w* = v +iJyv,conv € V. 0
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La relacion (3.5) se puede escribir también como

BOV)F (1) = % et QeI By — 1)

=0
= %(Zu | V)F(u) + % ;:oF(u —tv) = %(u | V)F(u) + % ;:oF(u —tv)
= 2(u | v)F(u) - D,F(u). (3.16)

aplicando la regla de la cadena. El dltimo término de la igualdad anterior es la definicion
de la derivada direccional en la direccion del vector v, D, F(u) := %L:OF(u + tv).
Al aplicar (3.16) en la Definicién 3.24 obtenemos que los vectores F' € B(V) de este
sector del vacio deben satisfacer la ecuacion
Dy_ gy F(u) = 3u | v + JJwv) F(u),

para todo u, v € V; y aplicando la transformada de Cayley Ty := (1 + JJw)(1 — JJw)™',

dicha ecuacion se puede escribir como
DyF(u) = 5(u | Twv)F(u). (3.17)

La ecuacion anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, cuya solu-

cioén general es
F(u) = cexp(gu | Twu)) = ¢ fr, (u),

conc € C.
Cuando W = W, y por ende Ty = 0, se obtiene F(u) = ¢ fo(u) = ¢ Q: el sector del

vacio para Wy es el subespacio unidimensional C Q.

Lema 3.25. El operador unitario v(g), si existe, debe llevar el sector del vacio para W, en

el sector del vacio para gWj.

Demostracion. Los operadores a(v) de la Definicién 3.16 satisfacen a(v)Q = 0, donde Q
es el vector unitario del vacio de la polarizacién Wy. De la Proposicidn 3.23 obtenemos que
ag(gv)v(g) = v(g)a(v) para cada g € Sp(V). Asi, v(g)Q es aniquilado por a,(gv).

Ahora bien, si u € V, note que

[iB(v) = BUV)],
[iB() + BUV)].

a(v) = [0() +ig(Jv)] = -
a'(v) = 5le(v) —ig(Jv)] = -

2

- &
S &

2
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Aplicando las transformaciones de Bogoliubov (3.12) se obtiene que

ag(gv) = —%[iﬁ.(pg\/) - B(Jng) + iB(QgV) + B(JQgV)],

por lo que

ag(gv)fr,(u) = —%[iﬁ'(ﬂg\/)frg () = B(Ipgv) fr, () + iB(qev) fr,(u) + B(Jqgv) fr, (w)].

Invocando la identidad (3.16), obtenemos

ag(gv) fr,(u)
= —ﬁ [iu | pev) fr, (w) = 2iDp,y fr, () = (e | Ipgv) fr, () + 2Dy, fr (1)
+i{u | ggv) fr, () = 2Dy fr,(u) + (u | Jqgv) fr, () = 2D g, fr, ()]
= —ﬁ i | pev) fr,(u) = 2iDy,o fr, () = iCu | pgv) fr, () + 2D p o fr, ()
+i{u | ggv) fr,(u) = 2iDygy fr, (u) + i | gv) fr,(u) = 2D g0 fr, ()]

por el Lema 1.4.

Ahora bien, empleando la identidad (3.17) con Ty = T, se obtienen las relaciones

ngvag = %(u | Tgpgv>ng >
Dqgvag = %(u | TgQg"')ng .

Esto, junto con el Lema 1.4, permite deducir que

ag(gv) fr,(u)

= 55 |1 | pev) fr,(w) = i | Typgv) fr, () = iu | pgv) fr, () + (| Ty pgv) fr, (1)
+ iu | qgv) fr, (u) = iu | Toqgv) fr, (u) + iu | qgv) fr,(u) = (u | TeJ qgv) fr, ()]

= 55 |16 | pev) fr,(u) = i | Typgv) fr, () = i | pgv) fr,(u) = iu | Typgv) fr, (1)
+ iu | qgv) fr, (u) = iu | Toqgv) fr, (u) + iu | qgv) fr, (u) + iu | Teqgv) fr,(u)]

= 51| Tepgv) — (u| ggv)] fr, ()

= L [(u| (Typg - g} fr,(w) = 0,

pues T, := qugl.

Se concluye que ag(gv)fr, = 0 = v(g)Q, y como dimker({ ag(gv) : v € V'}) = 1, se
deduce que el sector del vacio para Wo es { a fr, : @ € C}. O
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Se concluye entonces que v(g)L2, si existe, es proporcional al gaussiano fr,; esto es,

existe un escalar ¢, € C tal que
v(g) Qu) := cg fr,(u) = cge}*<”|Tg”> paratodo ueV. (3.18)
Como v(g) debe ser unitario entonces ||v(g)Q|| = 1, ala vez que

V() = llcg fr, I = lcgl det™/4(1 - T2). (3.19)

— qeql/4 2
Por ende |c,| = det *1 - Ty).
Como 1 — ng es una aplicacion definida positiva, su determinante — y las potencias de
este — son nimeros positivos. Se puede tomar ¢, como un nimero real positivo para que la
receta para cg pueda generalizarse para espacio vectoriales de dimension infinita [13].

Al tomar ¢ > 0 por esta razon, podemos definir
cg i=det'*(1 - T7). (3.20)
Como V es de dimension finita también es posible escribir ¢, = det™!/ 2(pg,), pues
1/4 2 ~1/4
det'/*(1 = T7) = det " *(pyp)).

Se puede calcular v(g) utilizando nicleos integrales — usando la definiciéon empleada

en la prueba de la Proposicion 2.15 — de la siguiente manera:

Ky(o)(v) 1= v()E, (1) = e v(g)B(v)Eo(u)
exp(3(v | v)) Bgv)v(2)Q(u)
coexp|L((v | v) + Qu—gv | gv) + (u - gv | To(u—gv)))],

empleando el Lema 3.2 y las relaciones (3.14) y (3.18).

Abhora, utilizando las igualdades g = pg + g, = (1 + T,)p, = po(1 — Tg), se obtiene

Ky (g)(u, v)
= Cg exp[é—l‘((v | v) = (1 +Ty)pev | (1 - ng)pgv) + u | Tquy +2{u | (1 - Tg)gv))].

Finalmente, invocando la ecuacién (1.11) vemos que la expresion anterior equivale a

Cq exp[%(Z(u |p;v> — (Typgv |p;v> + (u | Tgu))]
= coexp[ 1 ((Tev | v) + 2(py u | v) + (u | Tou))].
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En conclusion, el nicleo integral de v(g) es

Ky (), v) = ¢, exp[%((fgv | v) + 2<p§1u |v) + (u | Tou))]. (3.21)

Ahora bien, para calcular v(g) f7, (1), con g, h € Sp(V)y u € V, necesitamos el siguiente

lema.

Lema 3.26. SiT,S € D(V), u,v € V, y si se usa la notacion
L, v) 2= exp[ L (v | Tw) + (Sw | w) + 200 [ v) +2(u | w))]
entonces
/VIW(u, V)e 20 gy = det™12(1 - TS)
xexp[3 (| T =ST) uy +2¢u | (1 =TS)™v) +(S1 =TS) v [v)]. (3.22)

Demostracion. Note que ambos lados de la ecuacion son holomorfas en 7'y antiholomorfas
en S. El resultado sigue utilizando continuacion analitica, pues en la diagonal T = S, las

expresiones

/ L,(u, v)e_%<w|w> dw
14

det™ 2(1 = T exp[ 3 (| T(1 = T2 uy + 2¢u | (1 = TH ™) +(T(1 =T?) v | v))]
coinciden. El razonamiento es andlogo al de la prueba del Lema 2.18. |

En particular, note que /,,(0, 0) = det™'/>(1 — T'S), por lo que
/ exp[L((v [ Tv) +(Sv | v>)]e—%<V|V> dv = det™ /(1 = TS). (3.23)
14
Proposicion 3.27. Si g, h € Sp(V) y siu € V, entonces

v(g) fr, () = det'*(1 = T2) det™ (1 = TyT,) fr,,, (u). (3.24)

Demostracion. Por definicion,

v(8) S, (u) = /V Ky(o)(1t,v) fr, (e 2 v,



59
Utilizando la relacién (3.21) se obtiene que
v(8) i, (u) = cq /V exp[4(Gu | Teu) + (v | Tw) + 2pg u | v) + (Tev [ v)) |20 v
= g es T /V exp[3((v | Twv) + 200 u | vy + (Tyv | v)) | e 200 a,

aplicando el Lema 1.11.

Sumando y restando la expresion %(p;lu | Tp(1— TgTh)‘l p;l u) al exponente, obtenemos
v(g) fr, (1) = cg ed Te (P ulln (=T L) pglu)

X /Vexp[%((v | T)v) + (2p§1u [v) + (Tgv [v)

_ <P§1u | Th(1 - TgTh)_lpglu))]e‘%W'W dv

=Cg e%(<“|Tg“>+<“|P§tTh(l—TgTh)*1pgl,,,))
% /VGXP[%(W | Tiv) + 2(pg u | v) + (Tyv | v)
— <u |p(;lTh(1 — TgTh)_lpglu»]e—%(vh;) dv.

Ahora, de la relacion (1.13) se sigue que

v(8)fr,(u) = ¢g et {ullento /VCXP[};«V | Thv) + 2(pg'u | vy + (Tev | v)
—{(u| Tghu))]e_%<v|v> dv
= ¢ e 3 lTgni) /‘/exp[%((v | Tpv) + (Tyv | v)
+ 2<p;1u | v) = (u | Tghu>)]e_%<v|v> dv
= ¢, ¢ 7{(Tehu) /‘/exp[%((v | Tyv) + (Tv | v)

+2(p u | v) = 2(u | Tgpu)) €217 dy.,
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Aplicando el Lema 3.26 conT =T,y S = T,,

V(g) () = cg €21 / exp[3((v | Tyv) + (Tyv | v)
\%
+2(p w | v) = 2(u | Tgpu))]e 201 av
x exp (- Tyt | Tu(1 = TiT) ™ = 2Ty | (1 = T
+ (Te(1 - Tth)_lp;u | py'u))]
= ¢y 0T et 2(1 — 13T, expl-4 (| Topar)]

= cg ¢ lTn) det™'/2(1 - Thfg).
Empleando la definicion de ¢, y la definicién de fr,,, se concluye que

V(@) () = cg det™ 21 =TT exp[(u | Tyu) + (3w | Th(1 = T T ')
= cgeﬂ”'Tgh“> det™1/2(1 - Thf“g)

= cgdet™ ' 2(1 = T} Ty) fr, (u),
de donde sigue el resultado (3.24). O

Proposicion 3.28. Si g, h € Sp(V) entonces

J = /Kv(g)(u, $)Kyny (s, v)e_%“ls> ds
\%
= cgep det™ (1 = TyTy) exp{ § ((u | Tgnt) + (Tgnv | v) + 2{pypu | v))}. (3.25)

Demostracion. Los célculos en esta prueba son similares a los cdlculos de la prueba de la
proposicion anterior. Usando la definicion de los factores cg, el Lema 1.11, la identidad

(1.13) y la férmula (3.22), obtenemos que

J = cgopedlTad+(Tiviv)
X /Vexp[}l((s | Ths) + (Tgs | s) +2(s | p,'v) + 2(p§1u | s})]e_%ms> ds.
Aplicando el Lema 3.26 obtenemos que
J = ccp det_l/z(l - Tth) exp{}T((u | Tgpu) + (Tghv |v) + 2(p;}llu | v))},

lo que concluye el resultado. O
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Asi, si
c(g. h) := cgencyy det™"/>(1 = T, Ty) (3.26)

entonces
v(g)v(h) = c(g, h) v(gh), (3.27)

con g, h € Sp(V). Note que c¢(g, i) debe ser un factor de fase para que v sea unitario.
Como 1 — Thfg no es una aplicacion definida positiva, entonces el nimero c(g, h) € C
no es necesariamente positivo. Como los tres operadores en (3.27) son unitarios, se ve que

c(g, h) es un factor de fase, cuya forma exponencial es
c(g, h) = exp [i Arg(det_l/z(l - Thfg))]. (3.28)

La identidad (3.27) establece que, en efecto, v(g) es una representacion proyectiva del

grupo Sp(V). Esta es la llamada representacion metapléctica del grupo simpléctico.

3.3. Algebras de Clifford y campos fermionicos libres

Consideremos el espacio vectorial V = V; con una forma bilineal d, simétrica y definida

positiva.

Definicién 3.29. Siw € V, se define la multiplicacion exterior £(w) € End(A*V) por
eEMVIAVA- AV =WAVIAVIA - AV,
paratodo vy, vp, ..., v € V. ¢

Como eW)* [Vi A AV =WAWAVIA - Avi)=(WAW) AW A---Avg) =0,
entonces £(w)? = 0 en End(A°*V).

Definiciéon 3.30. Para cada u € V, se define «(u) € End(A®V), llamado operador de

contraccion, como

k
(@) Ava A A= D (=D v v A AT A A,
j=1

para todo vy, vo,...,vg € V. ¢

Resulta que «(1)? = 0 en End(A®V) por cancelacién de signos.
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Lema 3.31. Si u,v € V entonces

eWe(u) + e(w)e(v) =0 = (v)(u) + «(v)i(u).
Demostracion. Sivy...,v; € V entonces

(s(v)s(u)+s(u)8(v))[v1 Ay A= Ave]
=WAUAVIA - AVE+FWUAV)AVIA- AV

SVAUAVIA- - AVE—=VAUAVIA---Avp =0.
Por cancelacion se signos se tiene que ¢(v)e(u) + ¢«(v)i(u) = 0. O

Definicién 3.32. A partir del espacio vectorial real V = (V, d), se define el algebra de
Clifford C¢(V, d) como la subdlgebra de End(A*V) generada por los operadores

c(v):=e(v)+uv),
paratodov € V. o

Lema 3.33. Siu,v € V entonces e(u)u(v) + t(v)e(u) = d(u, v)1 en End(A*V), donde 1 es el
operador identidad sobre A°V.

Demostracion. Vea que

k
@MV A+ Avi] = Z(—I)J’—ld(vj, WUAVIA - ATIA - Ay
j=1

y

k
te)[vi A--- Ave] =d(u,v) vy /\---/\vk+Z(—l)jd(vj,v)u/\v1 A AVGA - AV,
j=1
por lo que
(e)(v) + tW)e@))[vi A+ Avi] = d@,v)vi A= A v

Se concluye que e(u)u(v) + «(v)e(u) = d(u, v)1. O
En adelante, suprimimos el operador 1, escribiendo e(u)u(v) + t(v)e(u) = d(u, v) sim-
plemente.

Utilizando el lema anterior y las igualdades &(v)?> = «(u)> = 0, obtenemos la siguiente

proposicion.



Proposicion 3.34. Si u,v € V entonces c(u)c(v) + c(v)c(u) = 2d(u, v).
Demostracion. Siv,u € V, como

c(v)? = e(v)? + e(W() + (V)e(v) + 1(v)? = d(v,v),
entonces

c(u)e(v) + c(v)c(u) = c(u + v)2 - c(u)2 — c(v)2

=du+v,u+v)—du,u)—dv,v) =2d(u,v),
pues d es una aplicacion bilineal simétrica. |

El siguiente teorema es la propiedad universal de las dlgebras de Clifford, cuya de-

mostracion se encuentra en cualquier libro clasicos de dlgebras de Clifford, por ejemplo

en [29].

Teorema 3.35. (Chevalley) Si A es un dlgebra sobre R con unidad 1, y si f: V — Aes
una aplicacion R-lineal tal que f(x)* = d(x, x) 1 para todo x € V, entonces existe un iinico
homomorfismo de dlgebras f: CE(V,d) — A tal que f(x) = f(x) para x € V. B

En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:

v —2 5 cuv,d)

}:\\ lf
A

esto es: la aplicacién g: V — C(V, d) satisface f o g = f.
La multiplicacion en el dlgebra de Clifford C£(V, d) es c(u)c(v), que se escribe simple-

mente como uv. Por ende, la igualdad de la proposicion anterior se puede escribir como

uv +vu = 2d(u,v), paratodo u,veV. (3.292)

Hasta el momento, se ha hablado de élgebras de Clifford reales, pero nos interesan
mas las dlgebras de Clifford complejas. Podemos complexificar el dlgebra exterior A*(V)
utilizando la complexificacién de V: VC = V @ iV. La complexificacién de A*(V) es
A*(VC); y el dlgebra de Clifford asociada a esta nueva dlgebra exterior se denota como
Ce(V,d) = CL(V).
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Al igual que en el caso real, la identificacién vu < c(v)c(u), donde v = vy +ivy y

u = uy + iup son elementos de V©, se mantiene de manera natural, al igual que la igualdad
uv +vu = 2d(u,v) paratodo u,v € vC. (3.29b)

Podemos considerar el dlgebra C£(V) como el dlgebra exterior dotada con la aplicacion
C-lineal o: C£(V) — A*(V®) dada por o(a) = a[l]. Dicha aplicacién se denomina
aplicacion de simbolo de a € C{(V).

Proposicion 3.36. La aplicacion o: CL(V) — A*(VC) es un isomorfismo.
Demostracion. Seanu,v € V© ysea& = {ey,...,e,} unabase ortonormal de I y definase
E :={ex,e€ky ...,y CE con 1<k <ky<---<k <n.
Note que o(uv) = c(u)c(v)[1] = c(u)[v] =u A v + d(u,v), por lo que
o(ek er,) = ek, N ek, + d(ek,, ex,) = ek, N ek,

y en general o (e, ek, - €k.) = ek, A ek, A -+ A ek, para todo E C &. Esto muestra la
sobreyectividad.

Ahora bien, si

O'(ZCYEeklekz"'ek,) =ZCYE€k1 ANegy, N+ Neg, =0,
E E

entonces todos los g son ceros porque {e,,é€x,,...,€k } €s un conjunto linealmente

independiente en V, lo que implica que o es inyectiva. Por ende o es una biyeccion. O
Corolario 3.37. Los espacios vectoriales CL(V) y A*(VC) son isomorfos.

La aplicacion C-lineal inversa de o se denota como Q (llamada aplicacion de cuanti-

zacion en [15]). Al aplicar Q a la identidad
owv)=vAw+du,v) (3.30)
se obtiene otra identidad:
w =QuAv+duv) = QuAv)= %(uv —vu). (3.31)

La imagen o (uv) del producto de Clifford uv es la suma del producto cufia de dichos

vectores y un escalar.
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Cualquier elemento a € C£(V) es el producto de vectores, por lo que podemos descom-
poner el dlgebra de Clifford en dos subalgebras: la subdlgebra generada por los elementos
de la forma a* := vyvy--- vy, (llamados elementos pares del édlgebra de Clifford) y el
subespacio vectorial generado por los elementos de la forma a™ := vv, - - - vy,,41 (llamados

elementos impares del dlgebra de Clifford).

Definicion 3.38. La subdlgebra generada por los elementos a* se le denomina subalgebra
par de Clifford y se denota como C£*(V); mientras que al subespacio vectorial generado
por los elementos de la forma a™ se le denomina subespacio impar de Clifford y se denota
como C¢~ (V). Note que a* + a~ € C£(V) y el unico elemento que es producto de una

cantidad par e impar de vectores simultaneamente es el cero 0 € C{(V), por lo que
Ce(V)=Cl* (V)@ CL (V).
En otras palabras, C£(V) es un dlgebra F,-graduada (i.e., una superdlgebra.)? o

Definicién 3.39. Si € = {ey,...,e,} es una base ortonormal orientada de V, se define el

elemento de quiralidad de C{(V) como
y:i=(=i)"erez- - ep,
sin=2mon=2m+ 1. ¢

Lema 3.40. La definicion del elemento de quiralidad es independiente de la base ortonor-

mal orientada escogida.
Demostracion. Si € = {uy,...,u,} es otra base ortonormal de (V, d) con la misma orien-

tacion que &, entonces

mjie; paracada ke {l,...,n}

n
U =

=1

donde M = [m;;] es la matriz de cambio de base, que es una matriz ortogonal con
det M = +1 porque M conserva la orientacién de V, por hipétesis. Por ende

(=)"uy -+ u, = (det M)(=i)"e; - -- e, = (det M)y = y. O

Lema 3.41. Sin =2my si a € C{*(V) entonces yay = +a.

?La terminologia superalgebra se le atribuye a Feliks Berezin, empleada en su libro [5].
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Demostracion. Primero veamos que y> = 1. En efecto, como
. .m = (=1 (=iY"(=1 m(2m¥1) _
Yy =i"ey - e2e) = (=1)"(=)"(-1) erex- ey =,

por lo que

’)/’y:,y*,y:ene”_l...elelez...en:l — ,)/2:_'_1.

Ahora bien, note que ye; = (—1)”‘1ejy = —e;y. Entonces, si a = ey e, ... e,:

r

Yay = Ye€g €k, €.y

=(—=1)"ex ek, - ex,yy = xayy = xa
paraa € C£*(V) (si r es par) o paraa € C¢(V) (si r es impar). O

Considere ahora una polarizaciéon W, para C{(V). Para w € W, se definen los opera-

dores de multiplicacion exterior y contraccion en A*(Wj) como

ew):a— wAa

k
W) twi A Awg Z(—l)l_l«w [ WIDWL A AWp A= A Wy,
=1

Note que «(w*) depende antilinealmente de w.
Al igual que en los espacios de Fock bosénicos, se pueden definir los operadores de

creacion y aniquilacion en los espacios de Fock fermidnicos.

Definiciéon 3.42. Los operadores de creaciéon y aniquilacién sobre F(V) = F(V;) estin

dados, para todo v € V, como

AT WMV A AV :=VAVIAVIA - Avg, (3.32a)
k .
a)[vi A - Avg] = Z(—l)-’_l(v [VOVIA - ATT A A (3.32b)
j=1
Note la diferencia entre estas expresiones y las Definiciones 3.29 y 3.30. ¢

Definicion 3.43. Se define el anticonmutador de dos operadores A, B € End(A*V) como

{A, B} := AB + BA. 0



Ahora, determinaremos las relaciones CAR para a' y a. Siv,u € V entonces
{a' (), a'w)} = a"(v)a' () + a*(w)a* (v).
Aplicando este operador a vy A - -- A vy € F(V), se obtiene

(a'(v)a' () + @ @a’ W) [vi A - Avi]
=(WVAUWAGVIAAVED)+UAVIAWVI A AVvg)

SVAUAVIA-- - AVE=VAUAVIA--- ANV =0.

Este es un cdlculo andlogo al aplicado para demostrar el Lema 3.31.
Ahora bien,

{a(v), a@)}vi A - Avi] = (a(v)a(u) + a@)a())[vi A - Av]

= D DT YT I v vi A AT A ATEA - A

j<l
F 2D ) v v A AT A AT A
Jj>1
DT T U ) Iy v A AT A ATA
j<l
) Y TPED T Uy IV VA AT A AT A
Jj>1

Lo cual equivale a

{Cl(V), a(u)}[VI A "'/\Vk]
= = DD ) V) v A AT A AT A A

j<l

+Z(—1)j+"3<v|Vj><”|V1>V1/\"'/\\71/\'--/\\7]'/\---/\vk
I<j

—Z(—l)f+l—3<v|w><ulvj>V1A---A\TjA---AvA,/\---/\vk
j<l

+Z(_1)j+l_3<v|vl><u|vj>v1A"./\‘/}\ZA"'/\‘;}/\"'/\V](
I<j

por cancelacion de términos. También

{a(),a" W)} = a(v)a' (u) + a’ (wa(v),
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y entonces
{a@), a" @} A= Al = (a@)a’ ) + @’ @a))[vi A= A v

k
:<V|u>+z(_1)j<vlvj>”/\vl/\"'/\\7}/\“-/\\)](
=1

k
+u/\(Z(—l)j_l(v|vj>v1/\-~-/\\7}-/\~-/\vk
j=1

=(v|uw

por cancelacion de signos en la suma.
En conclusioén, las relaciones candnicas de anticonmutacion de los operadores de crea-

cién y aniquilacion fermidnicos son

{a’ (i), a’ ()} = {a(v),a()} =0y {a(i),a’(m)} = (vi | va), (3.33)
para todo vy, vy € V.
Definicion 3.44. La accién (de Clifford) de V en W; se define como

B(v) 1= &(Pyv) + u(P_v) = a(v) + a'(v),

donde P.; son los operadores ortogonales definidos en (1.16). ¢
Lema 3.45. Si v € V entonces B(v)*> = d(v, ).
Demostracion. Note que

B(v)* = [a'(v) + a)lla’(v) + a(v)]
=a'(v)* +a()* + {a'(v), a(v)}

=a'(v)* +a)* + (v |v).
De las Definiciones 3.29 y 3.30 es inmediato que
a'v)? +a)?* =0,

por lo que
B(v)? = (v|v) =dw,v)+is(v,v) = d(v,v). O



Una demostracion alternativa se puede dar de la siguiente manera.

m1(v)* = [e(Pv) + UP_)][(Pyv) + «(P_yv)]
= e(Pyv)? + e(Pyv)u(P_v) + (P_v)&e(Pyv) + «(P_))?
= e(Pyv)u(P_yv) + (P_jv)e(Pyv),
por lo que
7;(v)? = 2d(Pyv, P_yv) = d(v,v)

invocando el Lema 3.33 y el Lema 1.17.

Ahora bien, si u, v € V, entonces
B(v)B(u) = [a(v) + a"(")][a(u) + a’ ()]
=a(v)a(u) + a(v)aT(u) + aT(v)a(u) + aT(v)aT(u),
B(uw)B(v) = [a(u) + a" w)][a(v) + a'(v)]

= a(u)a(v) + a(u)a' v) + a' wa®) + a’ (w)a'v).

Ahora, aplicando las relaciones canénicas de anticonmutacion para los operadores de

creacion y aniquilacién obtenemos que
B(v)B(u) + Bu)B(v) =0+ (v |u)y +{u|v)+0=2d(v,u).
Utilizando el anticonmutador, la igualdad anterior se puede escribir como

{B(v), Bu)} = 2d(u, ). (3.34)

Esta relacion se denomina relacion candnica de anticonmutacion para los operadores
B(v) sobre F(V).
Andlogamente que en el espacio de Fock bosénico, cualquier o € U;(V) determina un

operador unitario en F(V), mediante la accién I'(0) definida por
Fo):=Q y T(O)[ViA---Avi]:=0viA---Aovg (3-35)

paravp e Vyk=1,...,m.
El siguiente lema serd de mucha utilidad para definir las transformaciones de Bogoliubov
en F(V).
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Lema 3.46. Si v € V, entonces B(Jv) = i[a"(v) — a(v)].
Demostracion. Sean vy,...,vy € V. Vea que
AUNWVIA AV =TVAVIA - A =i(VAVI A Avg) =iad (W)[vi A=+ Avg].

También, aplicando el Lema 1.4

=~

a(Jv)[vi A Avg] = Z( DIV [ v vi Ao AT A Ay
j=1

= YT v A AT A A

Jj=1
k

=~

j=1
Como B(Jv) := a'(Jv) + a(Jv), se sigue el resultado. O

Del lema anterior se concluye que

alv) = %[B(v) +iB(Jv)], (3.36a)
a'(v) = 3[B(v) = iB(JV)]. (3.36b)

Proposicion 3.47. Cada I'(0) es un operador unitario sobre el espacio de Fock fermionico
FV).

Demostracion. Siv :=vi A--- AVvpyu :=u; A--- A ui entonces

(T(o)v | T(o)u) = (ouy A--- Aoug | ovy A -+ A ovy)
= det[(ovi | our)] = det[(v | ui)]

=W A Avelur A Aug) = (v | w),
por la definicion del producto escalar sobre A(V). ]
Lema 3.48. Siv € Vyo € Uy(V) entonces

L(0)a'WI(0) ' =a’(ov) y T(0)a()(0)™ = a(ov).
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Demostracion. Seanvy,...,v; € V. Estas igualdades siguen directamente de las definicio-
nes de los operadores de creacion y aniquilacion. Para a(v) se tiene que
L0)a W) ' vi Ava A Avi] =T(0)a" Mo vi A+ Ao~ vi]
=T)[vAoviA--- Aoty

=O0VAVIA-- ANVg

al(ov)[vi Ava A -+ Avgl.
Ahora bien,
L(0)a(W)L(0) ' [vi Ava A -+ Avi] = T(0)a(W)[o™vi A -+ Ao~ e,

lo que equivale a

—_—

k
(=1 o) o vy A Aoy A Aoy ).
=1

F(o)(

J

Aplicando la definicién de I'(0) obtenemos que la dltima expresion es igual a

k
1Y o W) Vi A AT A A
=1

J

ie.,
k

Z(—l)j_1<0v [ViyVIA - AVj A= Avi =alov)[vi Ava A Avg]. ]
j=1

Corolario 3.49. Si o € Uj(V)yv € V entonces
I'(0)B(W)['(0)~" = B(ov).
Demostracion. Como B(v) = a'(v) + a(v), entonces
[(0)B(m)(0)™" = T(o)(a’(v) + a(w)[' (0)
=T(0)a'(I'(0)™" + '(0)a(v)[(o)™
=a'(ov) + a(ov) = B(ov). O
Con lo anterior podemos definir lo que se denomina campo fermiénico libre, andlogo a

la Definicion 3.13 en B(V).

Definicién 3.50. Un campo fermioénico libre es una cuaterna (F(V), B, I, Q), donde F(V)
es el espacio de Fock fermidnico; B es la accion de Clifford del espacio vectorial V en la
polarizacion Wy; I' es una familia de operadores unitarios que satisfacen (3.35); y €2 es un

vector de norma 1 en el sector del vacio para la polarizacién W,. o
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3.4. Larepresentacion de espin del grupo ortogonal especial

Considere el grupo multiplicativo C£(V)* y el subgrupo {u € C&(V) : u*u = 1} de
elementos unitarios de C£(V)*. Si V es un espacio R-vectorial entonces v = v* parav € V.

2

Invocando la identidad (3.29b) llegamos a que si d(v,v) = 1 entonces v= = v*v = 1. Note

también que v=! = v.
Consideremos ahora la complexificacién V& ¢ C£(V), entonces w € VC si y solamente

siw = vy +ivy, donde v, vy € V. Como
® . . .2 2 _
ww = (v1 = ivo)(v) +iv2) = V] + vy =2,

por lo que w*w = d(vi,vy) + d(vz,v2). Ademas, {v,w} es un conjunto linealmente de-
pendiente, por lo que w = Av, con 1 € C. Si w*w = |w|*> = 1 entonces |1] = 1 i.e.,
1eT.

1

Lema 3.51. Siv,x € Vyd(v,v) = 1 entoncesr: V — V : x — —vxv~" es una reflexion

en'V conr(v)=—-v.

Demostracion. Observe que

—vxv !l = —vxv = (xv = 2d(v, x))v = xv* = 2d(v, x)v = x = 2d(v, x)v € V.

También r(—v) = —v(—v)v~! = v2y~1 =y, O

Definicion 3.52. Definase el grupo Spin“(V) como el conjunto formado por todos los
productos pares de elementos unitarios: u = wiwy - - - wa, donde k € N. (Cuando k = 0,
setomau=A1€TcCelV)*) O

Recuerde que una rotacion es un producto de una cantidad par de reflexiones, por lo

1

que el homomorfismo ¢, : Spin“(V) — SO(v) dada por ¢, (u) := uxu™" es un epimorfismo.

Mis atin, vea que
O (u) =x & ux=xu & uec Z(C{V)),

pero como el centro de un grupo matricial estd conformado por matrices escalares entonces

u=A7A¢eT. Asi, ker ¢ = T, por lo que se obtiene la sucesion exacta corta?

| — T — Spin®(V) - SO(V) — 1. (3.37)

3Véase [15, Ecn. (5.9)].
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Si g € SO(V), se quiere encontrar una representacion proyectiva u del grupo SO(V) tal
que
u(g)B(v) = B(gv)u(g) paratodo vevV. (3.38)

Considere la transformacién g — gJg~!. Invocando la relacién (3.36), obtenemos la

siguiente definicion.

Definicién 3.53. Siv,vy,...,vx € Vy g € SO(V), se definen los operadores

a;;(v) = %[B(v) —iB(gJg V)] y ag(v) := %[B(v) +iB(gJg~"V)]. o

Lema 3.54. Los operadores de creacion y aniquilacion sobre F(V) satisfacen las transfor-

maciones de Bogoliubov

ag(gv) = a(pgv) +a'(qev) ¥ aj(gv) = algev) +a' (pgv). (3:39)

Demostracion. Como g = p, + q,, entonces

al(gv) = LIB((pg + qo)v) — iB((pg + 4o)IV)]
= 1[B(pgv) — iB(pgJv)] + A[B(gyv) — iB(gg V).

Como py es lineal y g, es antilineal, obtenemos de las formulas (3.36) que

al(gv) = 3[B(pgv) — iB(Jpgv)] + 3[B(ggv) + iB(Jgqgv)]
= aT(pgv) + a(qgv).

Andlogamente se muestra que a,(gv) = a(pgv) + aT(qgv). O

Si u(g) existe, debe cumplir que

u(glav) = ag(v)u(g), (3.402)
u(g)a' (v) = af(v)u(g), (3-40b)

paratodov € V.

Proposicion 3.55. Sea T € Sk(V), entonces

aler) fr +a'(Tey) fr =0,

donde {ey, ..., ey} es una base ortonormal de V.
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Demostracion. Esta prueba se basa en [15, Lema 6.5].

Por definicion de elemento gaussiano fermiénico

fr=) ) Pi(Tx)ex.
21#(K)
El pfaffiano de una matriz antisimétrica B cuadrada, de orden 2m, se puede expresar

utilizando el desarrollo de Laplace como
Pf B = (-1)** by, Pf By,

donde by; es la entrada (k, [)-ésima de la matriz B, By ;- es el menor obtenido al eliminar su

k-ésima columna y su [-ésima fila y (—1)*** es el signo de la permutacién (k, I, K \ {k, [}).
Por ende
Pf Ty = (=1)"*(ex | Ter) PE T\ sy » (3.41)
y asi

a(er) fr = a(er) Z PfTxek .

21#(K)
Usando la definicion del operador de aniquilacion se obtiene que

ale) fr = a(er) Z Z<€1 | Ter) PE(Tr\(xy) e1 A ex A=+ A Ep\ k)
1¢L kel

m
= —Z ZPfTM(ek | Tey)er AN ey

k=1 1¢M
= - Z PfTy Tey A gy,
1¢M
por ende se obtiene que
(aler) +a'(Te) fr = Y PETyTey A&y
l1eN
Finalmente, como estamos trabajando en F(V) = F(V;), el cual es un espacio de dimension

finita, las siguientes intercalaciones de las sumatorias estan justificadas:

(aler) +a'(Ten) fr = Y PETyuLTer Aer Asyp

0¢K

= Z Z(el | Tek) PfTL\{k} Tei Nep Nep A EL\{k}
0¢K keL

= Z(el | Tey) Z PfTxer ANTey A ey A ek
keN 2|#(K)

Z PfTx Teis ATe; ANep A ek .
2#(K)
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Como Te; A Tey = 0 entonces (a(er) + a'(Tey)) fr = 0. O

Cabe destacar que la pendltima igualdad en la demostracién es aplicable para cualquier

v € V, no solamente para un vector e¢; de una base ortonormal de V.

Definicién 3.56. Si g € SO.(V), los sectores del vacio en F(V) son generados por los

elementos gaussianos fr, tales que
ag(gv)fr, =0, paratodo veV. O

Andlogamente al Lema 3.25, se tiene que el operador unitario u(g), si existe, debe llevar
el sector del vacio para Wy en el sector del vacio para gWj.

Por ende, si ay,(v)¥ = 0y si g € SO.(V), entonces ¥ = ¢, fr,, donde T, € Sk(V) y
c, € C

La siguiente definicidn se encuentra en [24].

Definicién 3.57. Si g € SO(V) \ SO.(V), sea {ey, ..., e;} una base ortonormal del subes-
pacio complejo ker(pg) < Vj. Sirg, k € {1,...,1}, son reflexiones de V = (V, d) tales
que

re(ex +Jex) = —(ex +Jex) 'y ri(v)=v si d(v,ex+Jer) =0,

entonces rg € SO, (V),donde r := riry---r;. (Sig € SO.(V), tomer :=1yl=0.) O
Proposicion 3.58. Si g € SO(V) yr := riry- - - r; entonces
(a(pgv) + aT(qgv))[el NexA---Ner A fr,, ] = 0.
Demostracion. Esta formula estd demostrado en el libro [15], en la pdgina 228. O
La proposicion anterior nos dice que
(g =cger A+ Aex A fr,,
donde ¢, € Cy g € SO(V). Como u(g) debe ser unitario entonces
1= (@R | u(@)R) = legl*(frry | fr,) = legl det'2(1 = T7),

de donde [cg| = det™/4(1 - T,zg). Tomando ¢, > 0, por las mismas razones que en caso
bosoénico, se llega a que
cg :=det” 4 (1 = T7). (3.42)
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Ahora bien, definimos una accién parcial de SO(V) sobre Sk(V) por

g-§:= (Qg + pgS)(pg + QgS)_l- (3.43)
Note que esta es una transformacién de Mobius. Note que, si S = —S entonces
(pg + CIgS)Z(Qg +pgS) = (pfg + Sl‘];)(‘]g + pgS)
= Pyl + PePeS + S'qyqe + S'qypeS
= Puds + PelsS — Sqeqs — SqypeS
= —qyDg + PyPeS — Sqydg + SPedsS,

aplicando la identidad (1.gb). Por ende
(pg + QgS)t(Qg + pgS) = _(Q(; - Sp;)(pg + QgS) = _(Qg + pgS)t(pg + pgS),

por lo que

(g- S)t = [(qg +pgS)(pg + QgS)_l]t
= [(pg + QgS)t]_l(‘]g +pgS)t
= _(Qg +pgS)(pg + CIgS)_l =—(g-9).

Se concluye que g - S es también antisimétrica; i.e., g - S € Sk(V) siempre que g € Sk(V).
Lema 3.59. La accion (3.43) satisface que

g S =T, +pg'S(1-T,8) ' p;".
Demostracion. Note que g - T, = Tgj, pues

g T = (qe + PeTn)(pg + 4o Tn) ™"
= (g5 + PeT)(py' + Ty, az ")
= qepy' +qoTy ' a;" + peThpy' + peTiT; ' q;
=Ty + Pedy ' + PgdnPy Pg' + Pydy'

aplicando la definicién de 7, (1.10). Ahora, utilizando las identidad (1.13) llegamos a que
g Ty =Ty +pg'Tu(1 =TT ' " = T

Por ende, tomando S := T}, llegamos a que g - S = Ty + p,'S(1 - TgS)_lpgl. O
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Se puede definir un operador en F(V) por [15, p. 229]:

H(g)fs := cgdg(S) fs, (3.44)

donde ¢4(S) € Ces tal que u = u(g) es unitario; por lo que una eleccién conveniente para

este escalar es
¢(S) := det'*(1 - ST), (3-45)
por la siguiente razén: ¢4(S) debe satisfacer que

Ko (D) for | 85(S) frs) = (fr | f)-

Invocando (2.31) se tiene que {fr | fs) = det*'/2(1 = TS). Por otro lado, en la demostracién

del 1.12 se obtuvo la identidad 1 — ng = (pgptg)‘l, por lo que
det™!/2(1 - ng) = detl/z(]?gp;),
y por ende cg = det!/ 2(pgpfg). Asi, el miembro izquierdo de la ecuacion equivale a
Bo(T)$g(S) det'*(pgpl,) det'/*(1 = (h - S)(h - T)).

Ahora, invocando el Lema 3.59 y el Lema 1.11 obtenemos que

Pyl(g - S)(g - T)lpg = pl(1 = THpg = S(1 = Ty 8) ' p Typy — pyTepy' T(1 = T,T) ™!
—S(1 = T,8) ' pg'py'T(1 - T, 1)
=1+ (1 = ST,) "' ST, + T,T(1 - T,T)™"
~ (2= ST, 'S -THT(1 - T,T)""
= (1= ST '(1 = ST)(1 =T, 1)},

y por ende el lado izquierdo de la ecuacion se reduce a
$o(T)po(S)det™ /(1 — ST,) det'/>(1 - ST) det™" /(1 = T,T).
Finalmente, la igualdad (3.45) simplifica esta tltima igualdad a {fr | fs).

Proposicion 3.60. El escalar ¢4(S) satisface

den(S) = det™ 2(1 = T, T ) (g - S)pn(S),

siempre que g, h,gh € SO.(V)yque h-Sy gh - S existan.
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Demostracion. Sustituyendo la identidad (1.13) en (3.45) obtenemos que

den(S) = det'2(1 = S(Ty, + p; ' T, (1 = T,T,) "' p; )
= det'/?(p,'(1 = ST,)p!, — p;'Sp; ' To(1 = ThT,) ™)
= det™/?(1 - T;j:g) detl/z((l - th)p;l(l — Thfg)p;l’ — szlfgpzl).

Ahora, invocando el Lema 3.59:

$en(S) = det” (1 = Ty To)gi(S) det' (1 = Ty T, - p;'(1 = ST1) ™' Sp;, ')
= det™ V2 (1 = Ty Ty)pg(h - S)gi(S). O

Por ende, como ¢4 (S) := det'/?(1 - ng), tomando S := T}, y por la definicién del factor
de fase ¢y, se escribe
c(g, h) = cgchcéf,i det*!/2(1 - T;j:g) (3.46)

de modo que

u(g)u(h) = c(g, h) u(gh), (3-47)

con g, h € Sp(V). Note que c(g, i) debe ser un factor de fase para que u sea unitario.
Como 1 — Thfg no es una aplicacién definida positiva, entonces el nimero c¢(g, h) € C
no es necesariamente positivo. Como los tres operadores en (3.47) son unitarios, se ve que

c(g, h) es un factor de fase, cuya forma exponencial es
c(g, h) = expli Arg(det™/2(1 - Thfg))]. (3.48)

La identidad (3.47) establece que, en efecto, u(g) es una representacion proyectiva del

grupo SO(V). Esta es la llamada representacion de espin del grupo ortogonal especial.



Capitulo 4

Representaciones infinitesimales

Existe una conexidn entre la fisica de particulas y la teoria de representaciones, obtenida
por Eugene Wigner en la década de 1930, como se sefiala en [8]: vincula las propiedades
de las particulas elementales con la estructura de los grupos y las dlgebras de Lie. En lugar
de estudiar la teoria de representaciones de estos grupos de Lie, a menudo es preferible
estudiar la teoria de las representaciones estrechamente relacionadas con las dlgebras de
Lie correspondientes, que suelen ser mds sencillas de calcular.

Las representaciones complejas de dlgebras de Lie reales juegan un papel fundamental
en la teorfa de campos cudnticos. Para construir dichas representaciones utilizando los
operadores de creacion y aniquilacion, se obtienen las representaciones metapléctica v del
grupo simpléctico y de espin u del grupo ortogonal, respectivamente.

El grupo simpléctico Sp(V) y el grupo ortogonal especial SO(V) son grupos de Lie,
con algebras de Lie respectivas sp(V) y so(V). Si 7 es una representacion de un grupo de

Lie G con élgebra de Lie asociada g, la representacion infinitesimal 7t de g se define por

d
a(X) = o n(exp(tX)), paratodo X €g.
1=0

De [16, Tma. 3.28] se obtiene la identidad
exp((X)) = n(exp X), para X €g. (4.1)

Es importante recordar que un grupo uniparamétrico es un subgrupo del grupo de Lie
G de dimension 1 (con dlgebra de Lie asociada g). Este subgrupo define un homomorfismo
¢x: R — G para algin elemento X € g — aqui R es considerado como el grupo aditivo
(R, +). Los grupos uniparamétricos son de importancia bdsica en la teoria de los grupos
de Lie, para quienes cada elemento del dlgebra de Lie asociada define tal homomorfismo,

la funcién exponencial. En el caso de grupos matriciales viene dado por la exponencial de

79
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matrices. Se escribe

exp X := ox(1),

y en general exp(1X) = px(t), paratodo t € R.
En este capitulo se estudiardn las representaciones v de sp(V) y g de so(V). Ade-
mds, se encontrardn dos identidades de conmutacion para la representacion metapléctica

infinitesimal y para la representacion de espin infinitesimal.

4.1. La representacion metapléctica infinitesimal

Por la definicién del grupo simpléctico se tiene que exp(tX’)J exp(rX) = J, para todo

t € R. Derivando esta ecuacion en ¢t = O obtenemos que
X'J+JX =0.

Definicién 4.1. El dlgebra de Lie sp(V) de Sp(V) consiste de todos los operadores R-li-
neales X € Endg(V) tales que X'J + JX = 0. En otras palabras,

sp(V)={X e C™" : exp(tX) € Sp(V) paratodo t € R}
={XeC™:X'J+JX=0}. 0

Mis generalmente, si G es un grupo de Lie entonces
g={XeC™ :exp(tX) € Gparatodot € R}.

Por la Proposicion 1.2, cualquier X € sp(V) se puede expresar como la suma de dos
operadores
Ly :=3(X-JXJ) y Ax:=3(X+JXJ). (4.2)

Este Lx es un operador C-lineal y Ax es un operador antilineal.

Observacion. En el Caso B, Ly es un operador antisimétrico y Ay es un operador simétrico.
En efecto, como X'J + JX =0, esto es, X' = JXJ, tenemos

Ly =3Xx-JxJ) = LX"-JX"J) = L(JXJ - X) = -Lyx,

Ay = 3(X +JIXT) = 3(X"+IX'T) = 3(JXJ + X) = Ayx.
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Proposicion 4.2. Considere el operador T, := q, p;l, donde g € Sp(V). Entonces

4
d

d
Pexp(tX) = Ly y

d Texp(zX ) = Ax.
=0 =0

Demostracion. Por definicién p, := %(g — JgJ), y entonces

4
di

T(exp(tX) — Jexp(tX)J) = (X — JXJ) =: Ly.

d
Pexp(tX) = E o
1=

t=0

Ahora bien, como T, := qgp,' = (¢ + JgJ)(g — JgJ)™', entonces

4a
dt

d

d
Texp(tX ) = E

dt|,_

d
-1 -1
Gexptx)P1 T 41 E tzopexp(tX)'

-1 _
O‘Iexp(tX)Pexp(tX) -

t=0 t

Como g, := %(g + JgJ), se obtiene que

d d
2| dewon = 7 T(exp(tX) + J exp(tX)J) = 3(X + JXJ) =: Ax.
Ti=0 dt|i—
Finalmente, como p; = %(1 —-J)=1yq = %(1 +J?) = 0, el resultado sigue. O

Definicién 4.3. Si X € sp(V), se definen los hamiltonianos cuadraticos como las aplica-
ciones Hx: (V,s) — (V, s) dadas por Hx(v) := %s(v, Xv),conv eV, O

Note que si X € sp(V), la correspondencia ¢t +— v(exp(tX)) no es necesariamente
un grupo uniparamétrico, pues la representacion metapléctica es proyectiva. Sin embargo,
existe una funcién 6y : R — Rtal que e y(exp(rX)) es una representacién de R = (R, +);
esto dice que

t > Oy (exp(tX)) (4-3)

es un homomorfismo.

Por la definicién del 2-cociclo ¢(g, k) y la ley de grupo se tiene que
XU+) = c(exp(tX), exp(sX))e'?x 1) i0x (), (4.4)

paratodot,s e Ry X,Y € sp(V).
El siguiente lema y su corolario serdn de mucha utilidad en calculos posteriores. Su
demostracion se puede encontrar en cualquier libro de andlisis matricial clasico, como

en [4, p. 171] y en [19, Sec. 8.3], por ejemplo.



82

Lema 4.4. Si A: R — R™" una funcion matricial derivable, entonces

% det A(r) = Tr(adj A(t) A'(1)).

Mas aun, si A es invertible, entonces
d
- det A(t) = det A1) Tr(A(r) ™" A'(1)). (4.5)

Corolario 4.5 (Formula de Jacobi). Si A: R — End¢(V;) una funcion matricial derivable,

entonces

%(det@ A(1)) = Trc(adj A(r) A'(1)).

Mas auin, si A es invertible, entonces

d

- detc A(t) = detc A(t) Tre (A(r) ™" A'(1)). (4.6)
Demostracion. Como P; es un operador constante, utilizando las Definiciones 1.23 y 1.24
y la férmula (4.5), obtenemos la relacion (4.6), pues % | =0 detc A1) = %| =0 det(P7A()Py),

d
detc A(t) = —
dt etc A(?) dt

det(P;A(t)Py)
t=0

= det(P;A(1)P;) Tr(P;A(t)™" P2 A'(1)P)),
= det(P;A(1)Py) Te(P;A(t)™' Py A'(1)Py),
= det(P;A(1)Py) Tr(P;A(t) ™ A'(1)P)),

=0

invocando la C-linealidad de A(r). Asi

4 detc A(7) = det(P;A(t)Py) Tr(P;A(t) ' A'(t)Py) = detc A Tre(A() " A'(1)).

dt|,_
por las definiciones 1.23 y 1.24 de nuevo. O
Es importante destacar que todas las expresiones con det™!/2 o det™'/? de los capitulos

2y 3 son potencias de detc y no de detg.

Lema 4.6. Se cumple que

d
2| clexp(tX), exp(sX) = § Tre([Ax, Tegx):
s=0
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Demostracion. Primeramente se calcula la derivada de y;(s) := detc(1 — Texp(sx) Texp(-1x))
evaluada en s = 0 utilizando la regla de la cadena, la regla del producto, la Proposicion 4.2

y la relacion (4.6); y notando también que 77 = O:

d 1 _ d
—| yls) = > det™/2(1 - T Texp(ix)) s

detC(l - Texp(sX)Texp(—tX))
ds|s=g =0

§=

(1 - Texp(sX)Texp(—tX))

1 L d
= _5 Tre (1 - TlTexp(tX)) % 0

1
= 5 TI‘C(AXTexp(—TX))'

Ahora bien,

c(exp(tX), exp(sX)) := exp|i Arg(det™ /> (1 = Toxp(sx)Texp(rx))) |
= &Xp [i Arg(det_l/z(l - Texp(sX)Texp(—tX)))],

de donde

d .d _
= c(exp(tX), exp(sX)) = i Arg(det 12(1 - Texp(sx)Texp(=1x))

s=0 s=0
[ d _
= ZS (d_ det ]/2(1 - Texp(sX)TeXp(—lX))
S1s=0
(d i
=iJ % s:()yr(S) = 58 (TrC(AXTexp(lX)))-

Finalmente, como

Tre(AxTexp(x)) — Tre(AxTexpix))
N} (TrC(AXTexp(IX))) = = 9 =

_ TrC(AXTeXp(tX)) - TrC(Texp(tX)AX)
- 2i ’

por el Lema 1.25, entonces

d  Tre(AxT, — Tre(Texpex)A
—| clexp(tX),exp(sX)) = L c(AxTexp(rx) . c(Texp(rx)Ax)
ds s=0 2 2l

1
= Z TrC(AXTexp(tX)) - Tr(C(Texp(tX)AX)

1
) Tre([Ax, Texpex)])- O
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El lema anterior, mutatis mutandis, muestra que si Y € sp(V), entonces

’ 1d
X > lY = —— T A ’TX
0t ds tzs:oc(exp(s )» exp(tY)) 4dt|_, 1c[Axs Texp(ey) ]
1d
- 4dt =0 TrC(AXTeXP(fY) - Texp(tY)AX)
1 1
=7 Trc(AxAy — AyAx) = 1 Tre([Ax, Ay]).
En conclusién,
’ (exp(sX), exp(tY)) = + T ([Ax, Ay]) 47)
clexpls ,eX = — It , . )
At ds|,_,_o P p 4 o c\AX Ay 4.7

La expresion (4.7) se denomina término de Schwinger.

Proposicion 4.7. Al derivar la identidad (4.4) con respecto a s en s = 0, se obtiene

Ox(t) =at —i/t h(t) dT,
0

donde

c(exp(sX),exp(tX)) y « :=6x(0).

d
h(t) := —
=2

Demostracion. Como

C(@XP(IX), exp(sX)) = eXp [i Arg(det_l/z(l - Texp(sX)Texp(—tX)))]
entonces

i ei@x(H—S) — i
ds|,_ ds

Invocando el Lema 4.6 y la regla de Leibniz, se obtiene
d
ds

exp i Arg(det™"2(1 = Texp(sx) Texp(-1x))) | € 7X Ve ¥ ().
s=0

¢Ox) = O (R(1)e O 1 c(exp(X), 1)ie"™* Vdx(0))
s=0

= %O (n(r) + iac(exp(tX), 1)).

Por otro lado
A ioxtees) _ iox() Oy ().
ds s=0

y asi llegamos a la ecuacion diferencial

i Ody(1) = &XO(h(r) + iac(exp(tX), 1) = O (h(1) + ia),

con condicion inicial 6(0) = 0, cuya (Gnica) solucion es

HX(I):ozt—i/th(x)dx. O
0



Por el Lema 4.6, y con la notacion de la proposicion anterior, se cumple que

h(T) = 411 Tr(C[AX, Texp(TX)]-

El valor de @ = 6(0) se puede tomar de manera arbitraria. El caso mds sencillo es

evidentemente tomar @ = 0y asi lo haremos. Esto serd de importancia mds adelante.

Definicion 4.8. La representacion infinitesimal de v se define como

[V(X)F](u) := % _Oei9X<’>v(exp(tX))F(u)

para todo X € sp(V),dondeu € Vy F € B(V). O
Por la definicion de v, de la relacion (3.15) se obtiene que
v(exp(tX)) B(v) E\y = pexp(tX)v) v(exp(tX)) Ey, (4.8)

parav,w € V; X € sp(V) y paratodo t € R.
Similarmente a (3.21) se puede calcular el nicleo de v.

Proposicion 4.9. Si X € sp(V) entonces, para todo u,v €'V,
1
Ky (s v) 1= VX)E,(u) = 3 ((u | Axu) +2Gu | Cxv) = (Axv [ W) ez (4.9)

Demostracion. En efecto, por la definicién del niicleo integral Ky(x(u, v) := v(X)E,(u), se

tiene que

XDy (exp(tX))E, (1)
t=0

=i0x(0)W(1)E, (1) + %

d
Kyx)(u,v) = 7

v(exp(tX))E, (u)
1=0

v(exp(tX))E,(u).
1=0

d

= iaE,(u) + —

ik, (u) dr

Invocando la relacién (3.21) con @ = 0, y notando que 77 = T, =0 y p1 = 1, se obtiene que

d 3 —~
Kf/(X)(”a V) = E Cexp(tX) eXp(%((” | Texp(tX)”) + 2<pex1p(zX)u [v) + <Texp(tX)V | V))
t=0

_(4
~\dr

N d
C —
1alt

Cexp(tX)) eXp(%(” | V))
t=0

exp(%((” | Texp(tX)”) + 2<Pe_;p(tx)u | V> + <’fexp(tX)V | V>),
t=0
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ie.,

d
Ky (u,v) = €201 o

Cexp(1X)
=0

d
+_

dt eXp(%((” | Texp(tX)“> + 2(u | Pf;p(,x)v) + <Texp(tX)V | V>)

=0

Ahora, nétese que

d

— det'/4(1 - T2
d et (

-0 exp(tX ))

d
Cexp(tX) = E

t=0

_ L d
= Zdet (1)Trc(a ~ Lexptx)

1
(1-T?2 ) = ZTr@(—ZTlAX) =0,

t=0

por la férmula de Jacobi y la Proposicion 4.2. Asi,

d
Kyx)(u, v) = 7

exp(i((u | Texp(lX)u> + 2<nglp(tx)u | v) + <Texp(lX)V | V>)
t=0

= iexp(%@t | v) (e | Axu) = 2(Lxu | vy — (Axv | v))
= i((u | Axu) + 2{u | Lxv) — (Axv | V>)e%(u|v)’

usando nuevamente la Proposicion 4.2 y la antimsimetria de Ly. O

4.2. Larelacion de conmutacion para v

En esta seccion se obtendra una igualdad que relaciona la representacion metapléctica
infinitesimal v con el campo bosénico libre f3.

Es importante destacar que v(X) generalmente es un operador no acotado sobre el
espacio de Hilbert B(V).

Proposicion 4.10. Derivando la relacion (4.8) con respecto a t y evaluando la derivada en

t = 0 se obtiene la formula
V(X)B() Ew = B(Xv) Eyy + ) ¥(X) Eyy . (4.10)

Demostracion. Sea u € V. Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (4.8) por ex )

obtenemos que

eieX(’)v(exp(tX)) ,B(V) E, = eiex(f)ﬁ(exp(tX)v) v(exp(tX)) E,,



Al derivar el miembro izquierdo de la igualdad anterior obtenemos que

d

dt Xy (exp(tX)B(v) Ey(u) = v(X)B(W)E, (1)

=0

Mientras que, derivando el miembro derecho obtenemos, invocando la regla de Leibniz,

que

X0 B(exp(1 X)v)v(exp(tX)) Ey (1)
t=0

dt

: cod|
= BXV)Ey(u) + f(v)— NP, (1)
=0

= BXV)Ew(u) + BOIW(X)E,(u),
por la definicion de la representacion metapléctica infinitesimal. Finalmente, como
BXV)E,(u) + BOW(X)Ew(u) = [BXv) + BOW(X)]Ey(u),
de la densidad de gen{E,, : w € V} el resultado sigue. O
Esto nos lleva a la siguiente la relacion deseada.

Corolario 4.11. Siv € Vy X € sp(V) entonces

[V(X), B()] = B(Xv). (4.11)
Demostracion. Por definicion

[V(X), B0v)] = (X)B(v) = B (X).

De la Proposicién 4.10 se ve que

v(X) B(v) Eyy = B(XV) Ey + B(v) ¥(X) E,,
= v(X) B(v) E\y — BOW) V(X) Eyy = B(XV) Eyy

y como { E,, : w € V } genera un subespacio denso de B(V), se llega al resultado. O

4.3. La representacion de espin infinitesimal

Andlogamente a la seccion anterior, por la definicion del grupo ortogonal especial se

tiene que exp(tX) exp(tX’) = 1 y det(exp(tX)) = ' 'X; esto es

X+X'=0 y TrX=0.



88

La identidad det(exp(1X)) = ¢’ T¥ sigue de la férmula de Jacobi. Como

%det(A(t)) = det(A(r)) Tr(A(r)"' A'(1)),

tomando A(7) := exp(tX), con X € sp(V), se obtiene la ecuacion diferencial con condicién
inicial

d
o det(e'™) = Tr X det(exp(1X)), detl =1,

que tiene # — ¢TX) como su solucién tinica. Se sigue directamente que

d
p detc(exp(X)) = Tre X detc(exp(X)).

Definiciéon 4.12. El algebra de Lie so(V) de SO(V) consiste de todos los operadores
R-lineales X € Endg(V) tales que X + X’ = 0y tr X = 0. En otras palabras,
s0(V)={X € C™" :exp(tX) € SO(V) paratodo t € R}
={XeC™:X+X'=0yTrXxX=0}. o
Cualquier X € so(V) se puede descomponer como la suma de un operador C-lineal Ly

y un operador antilineal Ay,

Ly :=3(X-JXJ) y Ax:=3(X+JXJ), (4.12)
y se satisface la siguiente proposicion, cuya demostracion es andloga a la de la Proposi-
cién 4.2.

Observacion. En el Caso F, ambos operadores Ly y Ax son antisimétricos. En efecto, como

X" = —X entonces
Ly =3(X-JXxJ) =X -JX'))=-3(X - JXJ) = -Lx,
Ay = (X +IXD) = 3X" +IX'T) = 3(-X - JX'J) = —Ay.

Proposicion 4.13. Considere el operador T, := q, pgl, donde g € SO.(V). Entonces

d _ 7 d
dr tzopexp(zX) =Lx Yy a1

Andlogamente al caso bosénico infinitesimal, se tiene la siguiente definicion.

Texp(rx) = Ax. B
t=0

Definicion 4.14. Se define el hamiltoniano cuadratico para Y € Sk(V) como
Hy = Z(ei | Y€j> e Nej,
i<j
donde {e;} es una base ortonormal de V = V;. Esta es la formula (2.24) introducida

anteriormente. ¢
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Estos hamiltonianos cuadraticos son independientes de la base ortonormal de V; esco-

gida, debido a la Proposicion 2.24.

Definicion 4.15. Se define la representacion de espin infinitesimal ;: de so(V) como

(V)P = ¢ u(exp(1Y)) ¥,

d| g
paraY € so(V)y ¥ € F(V); la funcién fy: R — R es tal que e u(exp((tY)) sea una
representacion del grupo (R, +). Asi, t — ¢/®® y(exp((tY)) es un subgrupo uniparamétrico

del grupo unitario de F(V). O

Definiciéon 4.16. Sea {u;} una base ortonormal de V. Se definen, para cada operador

C-lineal S y cada operador T € Sk(V), las siguientes expresiones cuadraticas. Entonces

a'Sa:= ) (u] Su)a’ (u)aGu), (4-130)

ki=1

m

aTa:= ) (Tug | w) alu)a(u), (4.13b)

ki=1
a'Ta" := Z (g | Twy) a' (u)a (). (4.13¢)

k=1
Note que aTa 'y a'Ta' son operadores mutuamente adjuntos, por ser 7' € Sk(V). o

Lema 4.17. Las expresiones cuadrdticas (4.13) son independientes de la base ortonormal

usada.

Demostracion. Sean B := {e¢; : [ =1,....m}y B :={u, : r = 1,...,m} dos bases
ortonormales de V; y sea [B]%' la matriz de cambio de base: ux = X" B,re,.
Como B*B = 1,, = BB* entonces

M=

m
l;kibk_/ =0 = Z bill;jl .
=1

=~
Il

1

Asi, para la expresion (4.13a), se obtiene

D i | Supya waGuy) = D > (buiex | S(bijen)) a'(brie)a(bszes)

ij=1 Lj=1kl

I
—_
=

s=1

D buibijbribsiter | Ser) a'(er)aey).

5=

I
—_
h

INgER
M=

&.
Il
—_
~

1

~
.—

e
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Por lo tanto,

D il Supya waw) = D7 " Surbijbyiex | Ser) a'(eraley)
i,j=1 j=1kyr=11ls=1

é‘kr(sls<ek | S€1> aT(er)a(es)

Ms
Ms

=~
iy
Il

11s=1

<er | Sey) af(er)a(es),

M=
iMs= =

Il
—_

r N

Similarmente se muestra que (4.13c) es independiente de la base ortonormal escogida.

En el caso de (4.13b), el procedimiento es el siguiente:

M§
M=
M=

Z (Tu; | uj) a(ui)a(u;) =

i,j=1

(T(biier) | bljel> a(brier)a(bsjes)

~

Il
—_
=
~

Il
—_

1

r,s

biibijbribsj(Tex | ey ale,)aley)
1

<
1l
—_
>~
5
Il
—_
~
1)
Il

M=
M= T s
M= D=

Sirbijbsi(Teyx | er) ale,)a(es)

~
i

6kréls<Tek | €[> a(er)a(es)

=~
5
Il
—_
~
“
Il

1

M=

(Ter | es) aler)ales),

1

~

8

mostrando que (4.13b) también es independiente de la base ortonormal escogida. La dife-
rencia entre dichas pruebas es la lineal y antilinealidad de los operadores (y por ende los

conjugados de las entradas de la matriz B). O

Sea {u;} una base ortonormal de V = V;. Sean S,T € Sk(V) y sea R un operador C-
lineal y antisimétrico sobre V. Note que [R, S] es antilineal. También, [R, S] es antisimétrico
porque

(u|[R,S]v) = (u| RSv) — (u| SRv)
= (R'u|Sv) — (Rv | S'u)
= —(Ru | Sv) + (Rv | Su)
—(v|S'Ru) + (v | R'Su)
=+ |SRu) — (v | RSu) = —(v | [R, S]u).
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De (2.24) se obtiene
m
Higs) := Z (ug | [R, Slur) ug A uy
ki=1
y también

m
2, (k| STSur) e A uy = Hsrs.
k,l=1

Tenemos el lema siguiente. Este es el Lema 6.6 de [15], probado en esa referencia.! Esa

prueba estd basada un lema idéntico a la Proposicion 3.55 arriba.

Lema 4.18. Sean S,T € Sk(V) y sea R un operador C-lineal y antisimétrico. Se satisface

que

aTTaT(fS) = Hr A fs,
aTa(fs) = Hsrs A fs — Tre(ST) fs,
a'Ra(fs) = 3Hrs) A fs- =

Como S y T son operadores antilineales, entonces ST es lineal y Trc(ST) estd bien
definido.

Lema 4.19. Si g(t) := exp(tY), se obtiene que

. | g
ay)Q = o e’gY(’)cg(,)ng(t) =i6y(0) Q + Hy, A Q.
t=0

Demostracion. Por la relacion (4.16) mds abajo, tenemos que
ay)Q = %[aTAyaT +2a' Lya — aAya] Q.

Como a(v)Q = 0 para todo v € V, del Lema 4.18 se obtiene directamente el resultado. 0O

4.4. Larelacion de conmutacion para

En esta seccién se obtendrd una igualdad que relaciona la representacién de espin
infinitesimal fi con B. Trabajaremos con operadores S en Sk(V), pues tanto pexpix) ¥
(Pexp(1X) + dexp(x)S) son invertibles.

Para poder establecer la relacion de conmutacion para i se necesitan varios lemas.

'El hamiltoniano Hy de nuestro (2.24) y el Hy de [15, Ecn. (5.40)] diferen por un factor de 2.
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Lema 4.20. SiY € so(V) y S € Sk(V), entonces
d

1
" Z Pf((exp(tY) - S)k) ex = EH;&(Y,S) A fs,
1=02j#(K)

donde
w(Y,S) :=[Ly,S] + Ay — SAyS € Sk(V) (4.14)

v la accion parcial exp(tY) - S de SO(V) sobre Sk(V) estd dada por (3.43).

Demostracion. Note que el lado izquierdo es la derivada de un elemento gaussiano fermio-

nico, por la expansién (2.30):

Z Pf((exp(tY) - S)k) ex = fuq) = exp™ (3 Hu)), (4.15)
24#(K)

donde se usa el Lema 3.59 para poner
M(t) = exp(tY) -§= Texp(tY) + p;:p(ty)s(l - Texp(—tY)S)_lpe_le(ty)'
Entonces

dt

d B d . d »
ZZOM(I) = Ay + E'[:Ope;p(tY)S + SE 120(1 - Texp(—tY)S) + SE t:OpeXp(’Y)

= Ay — (p1Lyp1)'S = S(1 = T18) ' AyS(1 = T1S) ™' + S(=p1 Lyp1).

Como 71 = 0, p; = 1 y Ly es un operador C-lineal y antisimétrico, entonces la expresién

es equivalente a

s M(l) =Ay + LyS — SAyS - SLy = [Ly, S] + Ay — SAyS = lﬁ(Y, S)

t=0

También se tiene M (0) = S. Como la parte par espacio de Fock fermiénicoes F, (V) = A*V,
la subdlgebra par del dlgebra exterior AV, y esta es un dlgebra conmutativa, se puede derivar

la exponencial (4.15) como una funcién exponencial usual:

1d

Al
exp” (GHmp) = z—
-0 2 2 dt

7 Hyy A exp”(3Hu (o)

t=0

1 1
= EHM’(O) A exp”(3Hs) = EHgl/(Y,S) AJs.

Soélo falta justificar la afirmacion %| —oHm(@) = Hu(0)- Esto sigue por (2.29), porque

d d
Hyy =2— E i | M(t)ej) ei A e
dt t=0 M(t) dt =0 i<j <el | ( )e]> el ej
d
=2 D> e |y (Y, S)ej) ei Aej = Hy.s). .

1=0 j<;
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Lema 4.21. S5i S € Sk(V), fs € F(V) y Y € so(V) entonces
[(Y)fs = % Tre(SAy) fs + 2Hys) A fs -
Demostracion. Por definicion

dl
) fs = 7| € b (2

t=0

Cexp(tY) ¢exp(tY) (S)fé:xp(tY)S

Z Pf((exp(tY)S)x )&k -

. d
=iac1¢1(S)fs + 7
1=0 2|#(K)

d
X S .,
0¢e p(lY)( )fS + dt

t=

Utilizando el Lema 4.20 y que @ = 0 se llega a que

1
Pexp(ry)(S) fs + EHw(Y,S) A fs.

d
u)fs = E -

También, por (4.6),

detl/z(l _ STeXp(—l‘Y)) = %Tr(c(SLY + SAY),

d
S) =<
¢exp(tY)( ) dt

dt

t=0 =0
Finalmente, como SLy es un operador antilineal entonces Trc(SLy) = 0 y por ende
d
d_ ¢exp(tY)(S)fS = %TI'C(SAY)fS
Tli=0
de donde sigue el resultado. O

Proposicion 4.22. Si Y € so(V), tenemos la siguiente expansion:

) = %[aTAyaT +2a"Lya - aAyal. (4.16)
Demostracion. Sean T, S € Sk(V). Del Lema 4.18, sabemos que

(a'Ta")fs = Hr A fs,

(aTa)fs = Hsrs A fs — Tre(ST) fs,
(a'Ra)fs = SHigs A fs -
Aplicando el Lema 4.21, se llega a que
20(Y) fs = Hay A fs + Hiry,s1 A fs — Hsays A fs + Trc(SAy) fs
ie.,
(1Y) fs = A[Hay, + Hp,51 — Hsays] A fs + 3 Tre(SAy) fs
= 3Hyv.s) A fs + 3 Tic(SAY) fs. (4.17)

Entonces, por el Lema 4.18 obtenemos el resultado (4.16). O
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Ahora, se enuncia y demuestra la proposicion principal de esta seccion.
Proposicion 4.23. Siv eV, S € Sk(V)yY € so(V), entonces
aY) B(v) fs = B(v) i(Y) fs + B(Yv) fs .

Demostracion. Por definicién de la representacion de espin infinitesimal tenemos que

O y(exp(1Y)) B(v) fs
t=0

D e oiev) Pexprr)(S) BEXP(Y)V) foxp(rr)s-
1=0

V) BO) i = 5

_d
T dt

Por la regla de Leibniz,
a(Y) B(v) fs = i6(0)c1¢1(S)B(v)fs

d
Cexp(tY) $1(S)B(v)fs + c1—:

+ J—
1=0 dt

d
dt

¢exp(tY)(S) B(V)fS
=0

t

Bexp(tY)V)fs + €11 ()BUY)S

d
+ C1¢1(S)E Jexptry-s -

=0 t=0

Comoa =0,c; =1y ¢1(S) = 1, la expresion anterior equivale a

d
Cexp(tY) B(V)fS + E

d
ﬂ(Y) B(v) Js = E ¢exp(lY) B(V)fS
=0

t=0 t

d
o Jexp(y)-s -

B(exp(tY)v)fs + B(V)%
=0

t=0

De la formula de Jacobi (4.6) y la definicion ¢, := det™!/ 4(1 - T,Zg) obtenida en (3.42), se

sigue que
d | d
o7 t:OCeXP(tY) = 1 det™/ (1) Tr@(E t:O(l - Trexp(tY))).
Por la Definicién 3.57, como exp(tY) € SO.(V), entonces podemos tomar r = 1; de donde
7 tzocexp(t)Y = "1 TI‘@(E ,:0(1 — Texp(tY))) = 1 Trc Ay = 0.

También, como %| r—0Pexp(er)(S) = %Tr@(SAy), entonces

L(Y)BO) fs = 3 Tre(SAy) BO) fs + 3B0)(Hyv.5) A f5) + % B(exp(tY)v) fs
=0
y de (4.17) se obtiene
HV)BOY) fs = BO)AY) fo+ 5| BxpV ) fs.
=0
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Como la accién de Clifford B es una aplicacion R-lineal, entonces

4 B(exp(tY)v) fs = B(i exp(tY)v)fS =B(Yv) fs

dtl g dt|,_
y ast /(Y)B(v) fs = B(v)(Y) fs + B(Yv) fs. O
Corolario 4.24. SiY € so(V), u,v € Vy S € Sk(V) entonces
AY)B(v)B(u) fs = B(v)i(Y)B(u) fs + B(Yv)B(u)fs.

Demostracion. La prueba de este corolario es similar a la prueba de la proposicion anterior.
Nuevamente, por definicién de la representacion de espin infinitesimal, tenemos que

0 1 (exp(tY)) BO)B(u) fs
=0

ei@y © Cexp(tY) (bexp(tY) (S)B(exp(tY)v)B(exp(tY)u) fexp(tY)~S .
t=0

40Y) BO)B@W) fs =

_d
T dt

Invocando la regla de Leibniz y usando @ = 0, ¢c; = 1y ¢1(S) = 1, resulta

d
cexp(tY)B(v)B(u)fS +

_ d
f(Y) B(v)B(u)fs = dil dt

¢exp(tY)B(v)B(u)fS
t=0

+ i B(exp(tY)v) B(u) fs + B(v)%

o B(exp(tY)u) fs

t=0

=0

d
+ B(V)B(M)E f;:xp(tY)-S .
t=0

Por la prueba de la Proposicion 4.23, el primer término a la derecha es 0; el segundo y el

quinto términos suman a B(v)B(u) j(Y) fs. Entonces

B(exp(tY)u) fs
t=0

mm%wwﬁ:%ﬂ

+ B(v)B(u) a(Y) fs .

B(exp(tY)v) B(u) fs + B(v)%

Obviamente,

B(exp(tY)u) fs = B(Yv)B(u)fs + B(v)B(Yu) fs.

i B(exp(tY)v) B(u) fs + B(v)%
t=0

dt|—o
Por la Proposicion 4.23,
aY) B(u) fs = B(u) oY) fs + B(Yu) fs
= B(v)B(Yu) fs = B(v)a(Y) B(u) fs — B(v)B(u) i(Y) fs.

y se sigue que

A(Y)B(v)B(u) fs = B(YV)B(u) fs + B(v)a(Y) B(u) fs . O
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Utilizando los resultados anteriores obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.25. Siv € VyY € s0(V) entonces
[a(Y), B(v)] = B(Yv). (4.18)

Demostracion. Por definicién

[a(Y), Bv)] = a(Y)B(v) = B(v)a(Y).

Basta aplicar la Proposicion 4.23 y el Corolario 4.24, pues

((Y) B(v) fs = B(v) il(Y) fs + B(YV) fs
& B(Yv) fs = u(Y) B(v) fs = BO) i(Y) fs .
& B(Yv) fs = ((Y) B(v) = B(v) i(Y)) fs

y ademas,

A(Y) B(v) B(u) fs = B(v)i(Y)B(u) fs + B(Yv)B(u) fs
& B(Yv)B(u) fs = u(Y) B(v) B(u) fs — B(v)(Y)B(u) fs
& B(Yv)B(u) fs = (4(Y) B(v) = B(){(Y)) B(u) fs.

Si g € SO.(V)y como S € Sk(V) es tal que p, + ¢,S es invertible, entonces el espacio
vectorial generado por los elementos de la forma fs y los elementos de la forma B(u) fs es

un subespacio denso de F(V;) (ver [14]). Esto concluye la prueba. O

En conclusién, se obtuvieron las relaciones de conmutacion:

[V(X), B(v)] = B(Xv), para X €sp(V), veV;
[a(Y), B(u)] = B(Yu), para Y eso(V), ueV.

Dichas relaciones son andlogas a las relaciones candnicas de conmutacién entre los
operadores de creacion y aniquilacion. Las relaciones (4.11) y (4.18) nos indican, en ambos
casos, que las representaciones infinitesimales transforman campos cudnticos libres (8 'y

B) en otros campos cuanticos:

) B pxy) y B Bru).



Capitulo 5

Resumen y conclusiones

Las similitudes entre los elementos gaussianos de B(V;) y los de F(V;) son bastantes;

y las representaciones metaplécticas y de espin poseen muchas analogias, como se resume

en el Cuadro 5.1 abajo.

Caso bosonico

Caso fermionico

Definicién B(V) =Py V- FV) =P, V¥
Forma bilineal s =s(vi,v2) d=dvi,v)
Grupo de simetria Sp(V, s) SO(V, d)
Grupos cubridores Mp€(V) Spin‘(V)
Elementos fr(u) = exp(§(u | Tu)) fr = Z Pf(Tx) ex
gaussianos 2[#(K)

Operadores cudnticos

Sistema de Weyl: 8 6 ¢

Accién de Clifford: B

Relaciones
candnicas

[a'(v1),a’(v2)] = 0
[a(vi),a(v2)] =0
[a(vi), a"(v2)] = (vi | v2)

{a"(v1),a’(v2)} =0
{a(vi),a(»)} =0
{a(v1),a"(v2)} = (v1 | v2)

Operador unitario

L(0)F(v) := F(o~ )

['(o)[v]:==0vi A--- Aovg

Vector del vacio

aMQ=0yad' (MQ=v

aQ=0ya'(»Q=v

Factor de fase

Cq 1= det*/4(1 - Thfg)

Cg = det™"/4(1 - Thfg)

2-cociclo ¢(g, h)

—1 gag—1/2 =
CgChCyp det™"/ (1 =T,Ty)

-1 1/2 =
CgChCyy det™'2(1 - Ty T,)

Acciones infinitesimales

[7(X), ()] = B(Xv)

[a(Y), B(u)] = B(Yu)

Cuadro 5.1. Comparacion de los espacios B(Vy) = B(V)y F(Vy) = F(V)

En el cuadro, vi, vy, ..

Vev,u € Vioe Uy(V);v :=vi A--- Avg; g,h € Sp(V) o

& h eSO V), TeDWV)oT € Sk(V); X e sp(V)yY € s0(V).
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Los objetivos planteados en el presente trabajo fueron alcanzados satisfactoriamen-
te: se hizo un estudio comparativo de la estructura fermidnica y la estructura bosénica
de las representaciones de los grupos de simetria SO(V) y Sp(V), respectivamente. Mas
concretamente se realiz6 un estudio paralelo de los espacios vectoriales reales finitodimen-
sionales con estructura simpléctica y estructura ortogonal y los espacios de Fock que ellos
generan (Capitulo 2); un estudio comparativo de la representaciones metapléctica y espin
de sus grupos de simetria (Capitulo 3); y un estudio comparativo de la representaciones
infinitesimales de las dlgebras de Lie correspondientes (Capitulo 4).

Esta drea de estudio es muy fértil. En esta tesis se trabajé con un espacio vectorial real
V con dimg V < co unicamente. Si V es infinitodimensional, hay que trabajar con grupos
de simetria restringidos. Recuerde que si J es un espacio de Hilbert, se define la norma

de Hilbert y Schmidt para un operador A sobre H como

1Alls = ) Il Al

i€l
(1a cual es independiente de las base ortonormal {e¢; } de JH). Se dice que A es un operador
de Hilbert y Schmidt si ||Aljgs < 0. Ademds, se acostumbra escribir HS(H) = £2(H)
para denotar la clase de todos los operadores de Hilbert y Schmidt sobre JH. Se definen los

grupos de simetria restringidos como

(a) Para el Caso B, se define el grupo simpléctico restringido como
Sp'(V) = {g € Sp(V) : Ty € L2(V) }. (5.1)
(b) Para el Caso F, se define el grupo ortogonal restringido como

O'(V):={geO(V): T, € L*V)}. (5.2)

(c) También se define el grupo ortogonal especial restringido como el (sub)grupo
SO’(V) < O'(V) tal que

SO'(V):={geO(V):detg =1}. (5.3)
En cada caso, la aplicacion T, debe ser un operador de Hilbert y Schmidt.!

En el caso infinitodimensional, la representacion metapléctica v no sufre mayores

cambios, pues B(V) es infinitodimensional, sin importar la dimensién de V; la existencia

'Se debe observar que esta condicion es suficiente [27] para que exista el determinante det g en (5.3).
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de v — en el caso infinitodimensional — fue demostrada por Shale en [27]. En el caso de
la representacion de espin, si hay ciertos detalles con los que hay que tener cuidado; por
ejemplo, como dim F(V) = oo, entonces hay que imponer una condicion para que las series
con las que se trabajen sean convergentes. Esta condicion, necesaria y suficiente, es que
T, sea un operador de Hilbert y Schmidt [28].

Aunque en este trabajé no se lo ha mencionado hasta ahora, existe una representacion

para O(V), denominada la representacion de pin. En [18] se define
O(V) =:Pin(V)/F, y SO(V) =: Spin(V)/F,,
donde

Pin(V):={aeClV):a=aiay---ar, a; €V, aad = £1}

Spin(V) :={aeClV):a=aiar---ay, @ €V, a@ = 1 }.

y Spin(V) < Pin(V). En [28] se prueba la existencia de la representacion de pin (y por ende

de la representacion de espin).

Las similitudes y diferencias entre el caso bosénico y el caso fermidnico presentadas
en el Cuadro 5.1 se mantienen en el contexto infinitodimensional, como se puede apreciar
en los articulos [13] y [14].

Las dos acciones infinitesimales deducidas al final del Capitulo 4 se pueden generar al
trabajar en superdalgebras de Lie: un dlgebra de Lie que es F,-graduada.? Se conjetura que
existe una manera de combinar estas dos representaciones infinitesimales mediante el uso de
superdlgebras de Lie. En esta tesis, no es posible ir tan lejos, pero eso plantea un problema
para un trabajo posterior. Para empezar, hay que determinar cudl superdlgebra de Lie es la
mads apropiada. Algunos libros que abarcan esta temdtica son: Symplectic Geometry and
Fourier Analysis [33], The Theory of Spinors [7], Supersymmetry for Mathematicians: An

Introduction [31] y Elements of Noncommutative Geometry [15].
En otras palabras, se plantea la siguiente conjetura.

Conjetura. Es posible unificar las simetrias infinitesimales de campos libres mediante

técnicas de supersimetria.

*Vea la Definicion 3.38.
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