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Resumen

Se pretende con este trabajo reflexionar sobre la resolucion de una situacién de aprendizaje enmarcado en el
contexto de la toma de fotografias en un parque edlico, buscando la significacion de las razones trigonométricas
basicas a partir de su uso. De esta manera, se planted una situacion de aprendizaje construida mediante una
trayectoria hipotética de aprendizaje, la cual parte de estrategias y consideraciones por parte del docente, cuya meta
es el significar la relacion no proporcional entre angulo y la cuerda, pero se desconoce el camino o trayectoria que
los estudiantes recorran para alcanzar el objetivo establecido. A partir de la implementacion de la situacion planteada
en un formato de taller con docentes de matematicas, se obtiene que dicho proceso THA brinda un escenario de
analisis y reflexion sobre la practica docente, donde se destacan la necesidad de predecir los posibles caminos que
recorren los estudiantes para adquirir un conocimiento y el reto que significa para los docentes identificar que el
alumno recorre una trayectoria distinta a la pensada previamente no significa que el estudiante esté en algo
incorrecto.

Palabras clave: trigonometria, razones trigonométricas, trayectoria hipotética de aprendizaje.

Abstract

The purpose of this work is to reflect on the resolution of a learning situation framed in the context of taking
photographs in a wind farm, seeking the meaning of the basic trigonometric ratios from their use. In this way, a
learning situation constructed by means of a hypothetical learning trajectory was proposed, which is based on
strategies and considerations by the teacher, whose goal is the meaning of the non-proportional relationship between
angle and chord, but the path or trajectory that the students will follow to reach the established objective is unknown.
This trajectory is based on the results of research in Mathematics Education. From the implementation of the
situation proposed in a workshop format with teachers of math, it is obtained that the THA process provides a
scenario for analysis and reflection on teaching practice, where is highlighted the need to predict the possible paths
that students follow to acquire knowledge and the challenge for teachers to identify that the student follows a path
different from the one previously thought does not mean that the student is doing something wrong.

Keywords: trigonometry, trigonometric ratios, learning hypothetical trajectory.
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Introduccion

El desarrollo del Ciclo de Ensefianza de las Matematicas propuesto por Simon (1995), representa la relacion entre
las teorias sobre la ensefianza y el aprendizaje, lo conocido sobre el aprendizaje de un contenido, representaciones,
materiales, las actividades matematicas y las hipotesis del docente respecto a lo que comprenden los estudiantes.

Siguiendo la metodologia de la trayectoria hipotética de aprendizaje (THA), se busca estudiar las razones
trigonomeétricas en el contexto de la toma de fotografias, reconociendo que el aprendizaje de las matematicas no
debe limitarse a una simple reproduccion de resultados previamente elaborados, sino que debe ser producto de una
serie de construcciones y articulaciones de las mismas, las cuales se establecen con el proposito de generar una
situacion de aprendizaje que permita a los y las estudiantes construir significados alrededor de un determinado tema,
lo cual conlleva a que el docente aprenda a analizar los procesos de aprendizaje, relacionados a dichas razones, en
un contexto cercano a las matematicas que conocen los estudiantes.

Para dicho fin, limitamos el campo de accidn de este trabajo a la trigonometria, donde se busca aplicar las razones
trigonomeétricas basicas en diversos contextos, de modo que abordamos el uso de estas “para estudiar y cuantificar
la relacion (no proporcional) entre un angulo central, en el circulo, y la cuerda que subtiende” (Scholz, 2020, p.52).
De esta manera, se realiza una adaptacion de una actividad propuesta en Montiel (2012), donde variamos el
contexto, con la intencién de representar una situacion cotidiana al tomar una fotografia con un teléfono celular,
utilizando como referencia un parque edlico costarricense. Ademds, de presentar la actividad siguiendo la
metodologia de la THA.

Elementos Tedrico-Metodoldgicos

Segtin Simon (1995), el desarrollo del Ciclo de Ensefianza de las Matematicas representa la relacion ciclica entre
los aspectos del conocimiento, el pensamiento, la toma de decisiones y la actividad del docente. Dicho ciclo describe
la relacion entre distintas areas del conocimiento del docente como lo son teorias del profesor sobre la ensefanza y
el aprendizaje, lo que conoce sobre el aprendizaje de un contenido, representaciones, materiales y actividades
matematicas. Asi, se toma en cuenta el pensamiento, el aprendizaje, las actividades de aprendizaje y la meta del
mismo, asi como el conocimiento matematico del docente y sus hipoétesis al respecto de lo que comprenden los
estudiantes.

La meta del aprendizaje motiva un camino o estrategia para el docente abordar el aprendizaje, a este se le denomina
trayectoria hipotética del aprendizaje, lo cual es basicamente el plan que realiza el docente para ensefiar, tomando
en cuenta también su experiencia sobre la forma en que podria proceder el aprendizaje, a pesar de no conocer con
certeza el camino de aprendizaje que recorre cada uno de los estudiantes. La importancia de esta trayectoria consiste,
segun Simon (1995), en que brinda al docente un fundamento para elegir un disefio instruccional particular.

Para Simon (1995) la trayectoria hipotética de aprendizaje consta del objetivo de aprendizaje que define la direccion,
las actividades de aprendizaje y el proceso de aprendizaje hipotético, prediccion de como evolucionara el
pensamiento y la comprension de los estudiantes en el contexto de las actividades de aprendizaje. La Figura 1
esquematiza el ciclo metodoldgico para crear una THA, el autor hace énfasis en la creacion y modificacion continua
de la trayectoria de hipotética del aprendizaje, sefialando que es importante fijar un objetivo, asi como el fundamento
para ensefiar, ademas de las hipotesis del docente, aspectos que son complementados con nuevas hipotesis producto
de las actividades propuestas inicialmente. Las modificaciones a dicha trayectoria pueden realizar cambios en
cualquiera o en todos los elementos de la misma, ya sea la meta, las actividades o el proceso hipotético de
aprendizaje.
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Figura 1. Diagrama de una THA

Conocimiento Trayectoria hipotética
del profesor Ead de aprendizaje
A Objetivo de aprendizaje
del profesor

Plan del profesor para
actividades de aprendizaje

Hipotesis del profesor sobre
¢l proceso de aprendizaje

Constitucién interactiva
de las actividades de aula

Evaluacion del conocimient
de los estudiantes

Fuente: Gomez, P. y Lupiaiiez, J, 2007, p. 80.

Para Simon (1995) las situaciones que se plantean para el aprendizaje requieren que los estudiantes establezcan
diversas conexiones y no simplemente apelar a la memoria o un proceso previamente esquematizado, sefialando la
probabilidad de que el aprendizaje se fomenta desafiando las concepciones del alumno utilizando una variedad de
contextos. Ademas, menciona que una base amplia de situaciones que desafien a los estudiantes, asi como el
conocimiento de las dificultades que se encuentran, permite propiciar el aprendizaje de forma eficaz, cuando se
carece de un conocimiento mas soélido.

Como la THA considera el recorrido que, supone el docente, llevara a los estudiantes a lograr un aprendizaje, se
toman en cuenta la direccion, las actividades de aprendizaje y el proceso de aprendizaje hipotético, Simon (2014)
partiendo de este hecho presenta las siguientes implicaciones:

o La buena pedagogia comienza con un objetivo conceptual claramente articulado.

e Aunque los estudiantes aprenden de maneras idiosincrasicas, hay puntos en comun en sus formas de
aprendizaje que pueden ser la base de la instruccion. Por lo tanto, se pueden hacer predicciones utiles
sobre el aprendizaje de los estudiantes.

e La planificacion de la instruccion implica una prediccion informada sobre los posibles procesos de
aprendizaje de los estudiantes.

e Basado en la prediccion de los procesos de aprendizaje de los estudiantes, la instruccion esta disefiada
para fomentar el aprendizaje.

e [a trayectoria del aprendizaje de los estudiantes no es independiente de la intervencion instructiva
utilizada. El aprendizaje de los estudiantes se ve afectado significativamente por las oportunidades y
limitaciones que brinda la estructura y el contenido de las lecciones de matematicas.
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El objetivo de aprendizaje

Partiendo del hecho de que no se debe limitar el aprendizaje a una simple reproduccion de resultados previos, sino
que debe generarse a partir de construcciones elaboradas por los mismos estudiantes, basadas en su conocimientos
previos y conexiones entre los mismos, a través de situaciones que permitan construir nuevos conocimientos
contextualizados, se requiere que el rol del docente sea activo y reflexivo, pues debe encargarse del disefio y
coordinacion de las situaciones de aprendizaje (Montiel, 2012).

Ubicados en el contexto de la educacion costarricense, se selecciona como objetivo de aprendizaje el propuesto por
el Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica (MEP), que plantea “aplicar las razones trigonométricas basicas
(seno, coseno, tangente) en diversos contextos” (MEP, 2012, p. 317), que corresponde al nivel de noveno afio
(estudiantes de 14 afios aproximadamente).

Asi, en el caso de la trigonometria desde esta vision Montiel (2012) propone “una construccion basada en practicas
y no solo en conceptos, poniendo énfasis a la construccion de la relacion y la funcionalidad trigonométricas y sus
respectivos desarrollos del pensamiento geométrico-proporcional y analitico-funcional; en contraste con la vision
tradicional sobre el aprendizaje de la razon y la funcion” (p. 23). La cual sintetiza en la Figura 2.

Figura 2. Construccion del conocimiento trigonométrico.

PRACTICA SOCIAL

Anticipacion Prediccion

Practica de Referencia

Matematizacion de la Matematizacion de la

Astronomia Fisica
Contexto yo- . L, L.
Estatico-proporcional Dinamico-periédico
Lenguaje s , . .
guaj Geométrico-numérico Curvas-ecuaciones
Racionalidad

Herramienta

Variables

Escala de tiempo

Helenistica-euclidiana

Fisica-matematica

Razén trigonométrica

Funcién trigonométrica

sen @ (longitud)
¢ angulo (en grados)

sen x (distancia)
x tiempo (radian-real)

Finita

Infinitesimal-infinito

Fuente: Montiel, 2012.

Particularmente las orientaciones del programa oficial de matematicas propuestas por el MEP respecto a la
introduccion de las razones trigonométricas en noveno aflo, pretende que “por medio de la experimentacion y el
dialogo se logre interiorizar la necesidad de aplicar razones trigonométricas basicas y relaciones trigonométricas”
(MEP, 2012, p. 317). Ademas, sugiere, sin esto representar una obligacion, que se puede realizar un trabajo con las
mismas al incorporarlas dentro del contexto de la circunferencia “introducir el circulo trigonométrico y el uso de
los radianes para establecer la conexion entre geometria analitica y trigonometria con el area de medidas” (p. 318).
Lo cual permitiria establecer algunas conexiones en especial con lo referente a medidas, sin embargo, el enfoque
que se le brinda a este tema, por lo general, consiste en reducirlo a un proceso aritmético mecanico y no a un uso
del conocimiento para resolver problemas.
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La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

Siguiendo el ciclo para crear una trayectoria hipotética de aprendizaje, primero fijamos el objetivo de aprendizaje,
el cual corresponde a “aplicar las razones trigonométricas basicas (seno, coseno, tangente) en diversos contextos”
(MEP, 2012, p.317), para posteriormente elaborar un plan de actividades que permitan el aprendizaje de dicho
objetivo.

De este modo se decide adaptar la situacion de aprendizaje que propone Montiel (2012), variando el contexto de la
misma planteado por la autora con la intencién de implementar una situacion de aprendizaje, la cual, puede
presentarse de manera un tanto natural a los estudiantes costarricenses del valle central, como lo es la toma de
fotografias con su celular, cabe destacar que en general en esta region del pais la mayoria de los estudiantes cuentan
con acceso a un dispositivo con camara, por ende la toma de fotografia con el mismo es una situacion cotidiana para
ellos. Asimismo, se involucra el contexto de un parque e6lico pues estos se pueden observar a lo largo del pais.

El plan para las actividades de aprendizaje busca provocar el trabajo matematico por parte de los estudiantes a través
de la siguiente pregunta generadora ;Cual es la distancia a la que se debe tomar una fotografia, para obtener una
imagen completa de una torre eodlica? (ver Figura 3).

Figura 3. Representacion de la situacion en cuestion.
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Fuente: Elaboracion propia.

Una vez establecidas las tareas que conforman la situacion de aprendizaje, se procede a definir las hipotesis sobre
el proceso de aprendizaje, esto se realiza para cada una de las tareas planteadas, considerando la experiencia previa
con los estudiantes, errores comunes que suelen cometer en la resolucion de ejercicios que involucran las razones
trigonométricas, asi como fenémenos identificados desde la teoria, como por ejemplo, el significado lineal de las
razones trigonométricas reportado por Montiel (2012).

Finalmente se puso en practica la situacion didactica propuesta por medio de la implementacion de un taller, con
docentes de matematicas en el marco del RELME 34, el cual se llevo a cabo en forma virtual. En donde se analizo
tanto la resolucion de la situacion didactica, como la trayectoria hipotética planteada para la misma, a partir de dicha
implementacion se presentan los resultados del presente trabajo.

Sobre la situacion de aprendizaje

Como ya se menciond la situacion de aprendizaje se enmarca en el contexto de la toma de una fotografia a una torre
eodlica, por lo que inicialmente se plantea la interrogante ;Cual es la distancia a la que se debe tomar una fotografia,
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para obtener una imagen completa de la torre edlica? y como segundo interrogante se cuestiona si /Existe diferencia
respecto de la distancia, si la fotografia se toma con dos celulares distintos? Ambas preguntas buscan generar un
espacio donde el alumno se cuestione sobre la situacion planteada desde su experiencia previa, pues si bien es cierto
no todos los alumnos habran intentado fotografiar una torre de estas, es probable que si un objeto de gran dimension.
Posteriormente se toma en cuenta en la situacion de aprendizaje un concepto propio de la fotografia como lo es el
angulo de vision de la camara, el cual se refiere a la porcion de lo que vemos por medio de la misma, es decir, lo
que podemos captar en la fotografia que se desea tomar. Para la implementacion de este concepto, se asumen algunas
hipotesis adicionales, como por ejemplo que el celular se encuentra de manera vertical (perpendicular al suelo a
cierta altura), por lo que su angulo de vision se amplia o reduce de forma vertical (ver Figura 4). Ademas, de utilizar
datos reales de dos dispositivos particulares un iPhone 11 con la cdmara Ultra Wide con 120° de apertura y un
iPhone 6S con una apertura de 60°.

Figura 4. Representacion del angulo de vision.
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Fuente: Elaboracion propia.

Una vez implementado este concepto en la situacion se solicita hacer un modelo de la situacion, para lo cual la
Figura 5 establece las hipotesis previas de las posibles respuestas por parte de los participantes.

Figura 5. Hipotesis de la THA de los posibles modelos de la situacion.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Ante tales posibles soluciones, la situacion planteada en relacion con el contexto cuestiona, ;,Si se modifica la altura
en la que se coloca el celular, se podria reducir la distancia para tomar una fotografia completa de la torre? ; Tendra
sentido ubicar el celular a mas de 10 metros de altura, sin utilizar otros dispositivos o herramientas? Esto con la
intencionalidad de que el estudiante descubra que existen restricciones asociadas al contexto, que pese a ser
matematicamente aceptables en el modelo, no son viables en el contexto de la situacion.

Posteriormente se considera un caso particular del modelo realizado, al tomar una division del angulo de apertura
de la camara (Figura 6), el cual se realiza con la intencion de introducir un modelo geométrico asociado a la situacion
inicial, donde se puede reducir al considerar triangulos rectangulos.

Figura 6. Division del angulo de apertura.

Fuente: Elaboracion propia.

La actividad se orienta a observar que, al cambiar la longitud del alguno de los catetos del triangulo rectangulo,
también cambia la medida de dos de sus angulos y la longitud de la hipotenusa. De modo que se busca encontrar
algunas relaciones presentes entre las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo. Es decir, se busca
establecer si se presenta una relacion de algln tipo, por ejemplo, proporcional, lineal o cuadratica. Finalmente, a
partir de las proporciones encontradas en la tarea previa, las cuales relacionan las longitudes de los lados del
triangulo y un angulo en un triangulo rectangulo, se definen éstas como razones trigonométricas.

Resultados

Debido a que cada una de las tareas asignadas en la situacion de aprendizaje se plantean con una intencionalidad
particular, inicialmente se pretendia desafiar a los estudiantes por medio del interrogante ;Cual es la distancia a la
que se debe tomar una fotografia, para obtener una imagen completa de la torre eodlica?, donde las respuestas
esperadas dependen de la concepcion del alumno sobre la situacion presentada, ante lo cual las respuestas se pueden
agrupar en los siguientes aspectos:

e Una distancia equivalente a la altura de la torre.
e Que la distancia depende del alcance de la camara, la inclinacion y altura de la misma.
e Se puede calcular la distancia mediante prueba y error, alejandose hasta lograr la foto deseada.

Por ejemplo, una de las respuestas de los participantes indica: “La distancia es relativa con respecto a la altura de la

torre eolica, y la inclinacion de la camara del fotografo. Para mi es un estimado de 40 m”, lo cual coincide con las
hipotesis planteadas para esta pregunta particular, dado que no todos los participantes descubren a priori las
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necesidades y requerimientos del planteamiento propuesto. Sin embargo, ninguno de los participantes identifico
inicialmente la posibilidad de utilizar razones trigonométricas para establecer la distancia consultada.

Ante el cuestionamiento ;Existe diferencia respecto a la distancia, si la fotografia se toma con dos celulares
distintos?, el 40% de los participantes argumentan que existe diferencia dependiendo de las caracteristicas del
teléfono, mientras que el 40% no identifica diferencia y un 20% de los participantes indican que si la distancia es
grande ambos dispositivos pueden tomar la fotografia a la misma distancia.

Por otra parte, al implementar el concepto de angulo de vision, con los celulares iPhone 11 con la camara Ultra
Wide con 120° de apertura y iPhone 6s con una apertura de 60°, e indagar sobre la distancia a la cual se deberia
colocar cada uno de los celulares para tomar una fotografia completa de la torre, se obtienen diversas respuestas.
Entre ellos, la tercera parte de las respuestas obtenidas corresponde a las del iPhone 11 como tiene un angulo mas
amplio, la distancia es mas corta, el de iPhone 6s con apertura de 60°, debe estar a una distancia mas amplia, es
decir, a mayor angulo menor distancia, por otra parte, con una sexta parte de las respuestas se alude a falta de datos
y con la misma cantidad de respuestas se incurre en el fenomeno identificado como significado lineal de las razones
trigonomeétricas, donde se indica si se toma en cuenta que estan a la misma altura y posicion el [Phone 6s deberia
estar al doble de la distancia.

Por otra parte, se obtienen respuestas que no consideran diferencia al incorporar el concepto mencionado o
incorporan distintas colocaciones para el celular de modo que la fotografia seria distinta, tal es el caso de colocar el
teléfono en la base de la torre mirando hacia arriba (Figura 7).

Figura 7. Vista de la torre desde la base.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Respecto de la construccion del modelo, cabe destacar que se implementd por medio del uso de la herramienta
GeoGebra, donde los participantes del taller representan en un applet una distancia apropiada a la que se deba ubicar
cada una de las camaras de los celulares (iPhone 11 y iPhone 6s) para poder tomar la fotografia, conociendo que la
torre edlica tiene una altura aproximada de 69.3 metros (desde la base hasta el punto mas alto donde llegan las
aspas).

La Tabla 1 resume los principales resultados obtenidos durante la implementacion de la situacion de aprendizaje.

Tabla 1. Resultados obtenidos durante la aplicacion de la situacion de aprendizaje.

Respuestas de los participantes Descripcion
c Respecto a este modelo consiste con
i una de las predicciones elaboradas en
la Figura 4, donde se interpreta que
M\ hay una altura razonable para la
ubicacion del celular al tomar la
fotografia.
G(a3F2057° $060.94
g h
D
®
En este caso, pese a que no logra
‘ inferir el procedimiento realizado, los
AN resultados obtenidos son consistentes
con una de las hipodtesis planteadas
E F (ver Figura 4).
h =40.01
C D
| 9=12003

En este caso, se puede apreciar que el

c modelo es consistente a una forma
‘ tradicional de resolver problemas con
A razones trigonométricas.

D

s

En este caso, se deduce que quien

realiza el modelo no considera la

situaciéon de manera integral, dado

que se conoce que la altura de la torre

5 es de 69,3m y por ende no es viable
N

colocar el celular a la mitad de la altura
de la misma, pues sin ayuda de algiin
instrumento una persona no alcanza

AC
2 dicha altura para tomar la foto.

—

Fuente: Elaboracion propia.
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Para la siguiente parte de la situacion de aprendizaje, inicialmente la solucion depende del modelo establecido en
la pregunta anterior, sin embargo, en cualquier caso, se puede recurrir a identificar un tridngulo rectangulo adecuado.
Por lo que se procede a generalizar el modelo, donde los participantes desde el primer momento identifican que el
celular con apertura de 60° debe colocarse mas lejos de la base de la torre respecto al celular con apertura de 120°.

En la siguiente seccion, la intencionalidad de una de las tareas corresponde a que los participantes lograran
identificar que la relacion en la situacion planteada no es una relacion lineal, ya que se buscaba que se evidenciara
que si se duplica el angulo la distancia no se duplica, con lo cual los participantes, lograron tal objetivo.

Otro aspecto a resaltar dentro de las intencionalidades de otra de las tareas es que se lograra evidenciar una relacion
entre el angulo de inclinacion y la longitud de la altura en un tridngulo rectangulo, ya que esto sirve de puente para
introducir que esa relacion recibira el nombre de razones trigonométricas.

Finalmente, al indagar sobre si los participantes encuentran alguna relacion entre las longitudes de los lados y los
angulos de inclinacion, se determina, que si encuentran una relacion con respuestas generales, como, por ejemplo:
si, a la medida que aumenta el angulo, aumenta la longitud del cateto opuesto (altura), pese a identificar alguna
relacion como la mencionada, ninguno de los participantes formalizé o vincula dicha relacion con las razones
trigonométricas.

Conclusiones

Al utilizar la trayectoria hipotética del aprendizaje (THA), el docente reflexiona y analiza sobre el proceso de
enseflanza y aprendizaje, donde debe ser un actor activo del aprendizaje, pues no solo debe limitar su actividad a la
de transmitir un contenido, sino que debe generar espacios donde el alumno, por medio de la actividad descubra
nuevos conocimientos, basado en sus conocimientos previos y este debe ser un aprendizaje contextualizado.

La gran ventaja del ciclo que tiene la THA, es que se puede modificar en cada parte del mismo, por ende, se ve
alimentado cada vez que se aplica, incluso el plan del docente puede cambiarse total o parcialmente. En la presente
implementacion, a partir de lo observado en el taller, se sigue que:

Primero, las hipdtesis planteadas en cada una de las actividades se cumplieron, total o parcialmente, por lo que no
es necesario incorporar nuevas hipotesis a esta trayectoria, salvo si se modificara el contexto para adaptarlo a una
poblacion en particular.

Por otro lado, se logré evidenciar la necesidad de predecir los posibles caminos que recorre cada uno de los
estudiantes para llegar a adquirir un conocimiento, ademas del reto que significa para los docentes identificar que
el alumno que recorre una trayectoria distinta a la pensada previamente no necesariamente significa que esté en algo
incorrecto.

Este analisis nos permiti6 recorrer las distintas fases de la THA, aunado a los conocimientos trigonométricos de
interés, ubicando la situacion de aprendizaje en un contexto donde la actividad matematica no se limita a identificar
un triangulo rectangulo, donde se busca un valor faltante, sino que se presenta con ayuda de la geometria una
situacion integral, donde se predicen algunos posibles caminos para el aprendizaje. Priorizando el andlisis de la
relacion no lineal entre la cuerda y el angulo, estudiada en un contexto particular.

Se resalta que los hallazgos en nuestra implementacion, los participantes en su mayoria a través de las diversas

tareas planteadas fueron estableciendo un mejor modelo de la situacion, pues como se suponia, no todos desde un
primer momento identificaron la presencia de un triangulo rectangulo donde poder aplicar las razones
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trigonomeétricas, esto a pesar de ser docentes de matematicas y por ende se parte de la hipdtesis que ellos deben
conocer las razones trigonométricas basicas.

Finalmente, se destaca que este ciclo de aprendizaje apoyado por los resultados de investigacion, brindan un espacio
de analisis y reflexion sobre la practica docente, sobre el {qué y como se ensefia? Lo cual se considera muy valioso
para desarrollar un proceso de enseflanza en relacion con las razones trigonométricas y seria muy interesante
aplicarlo en un entorno escolar.
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