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Introduccion

Este es un curso de dlgebra lineal. Por “dlgebra” se puede entender la manipulacion
de cantidades abstractas (numéricas o no) por reglas formales analogas a las conocidas
operaciones aritméticas: +, —, X, +. Las variables x, y, z, etc. que aparecen no necesaria-
mente significan nimeros incégnitos: mas comunmente, representan arreglos o vectores,
es decir, hileras o cadenas de nimeros. La palabra lineal indica que las operaciones per-
mitidas sobre estos arreglos de nimeros se limitan a aquellas que no distorsionan la
geometria rectilinea de la totalidad de arreglos numéricos. Aunque se omiten algunas
operaciones importantes (por ejemplo, la de eligir el mayor elemento de un arreglo), el
algebra lineal es tan amplio y general que merece un curso — o dos cursos — dedicado
exclusivamente a este tema.

El estudio del élgebra lineal comprende aspectos estructurales y algoritmicos. Para
entender bien la teoria de espacios vectoriales y matrices, se debe poner atencidon también
a su presentacién en algoritmos. El algoritmo primordial del dlgebra lineal es el método
de eliminacién para la resoluciéon de ecuaciones lineales simultdneas: en este curso, se
enfocara tanto su significado abstracto como sus detalles computacionales.

Como tema preparatorio, en el primer capitulo se consideran vectores con dos o
mds coordenadas reales y sus productos escalar y vectorial (este ultimo sélo aparece
cuando hay tres coordenadas). En el Capitulo 2, se introduce el concepto general de
espacio vectorial y la nocién fundamental de independencia lineal de vectores. En el
tercer capitulo, etran las matrices y su relacion con sistemas de ecuaciones lineales. Se
estudia en detalle el algoritmo de eliminacién gaussiana para la resolucién de dichos
sistemas. El Capitulo 4 trata de las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales y las
matrices asociadas a tales aplicaciones. El Capitulo 5 considera brevemente la nocién de
ortogonalidad de vectores. En el tltimo capitulo, el tépico es el célculo y el empleo de
los determinantes de matrices.
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Programa de materias

1 Vectores en el espacio euclidiano R"

El espacio R" de n coordenadas reales. Representacion geométrica de puntos por
vectores. El producto escalar de dos vectores, la longitud de un vector. El producto
vectorial en R3 y sus propiedades geométricos. Rectas y planos en R3. Conjuntos
convexos y afines en R".

2 Espacios vectoriales

El concepto de espacios vectorial; cuerpos de escalares. Dependencia e independencia
lineal de conjuntos de vectores. Subespacios vectoriales, bases y dimensién de un
espacio vectorial. Complecién de una base parcial. Suma directa de dos o méas espacios
vectoriales.

3 Matrices y ecuaciones lineales

Matrices rectangulares y cuadradas, producto de matrices. Sistemas de ecuaciones
lineales y matrices. Operaciones de fila, el algoritmo de eliminacién gaussiana simple.
Factorizacién LDU de matrices. Eliminacién gaussiana con pivoteo parcial. Inversion
de matrices.

4 Aplicaciones lineales y sus matrices

Aplicaciones lineales. Sus matrices con respecto a un par de bases. Formas lineales y el
espacio vectorial dual. Ntcleo e imagen de una aplicacién lineal; su rango y nulidad.
Transpuesta de una aplicacion lineal; espacio de columnas y espacio de filas de una
matriz. El teorema de rango y nulidad. Forma escalonada de una matriz, calculo de
rangos. Cambios de bases, matrices equivalentes y matrices semejantes.

5 Espacios vectoriales euclidianos

Espacios euclidianos con productos escalares reales. Ortogonalidad y bases ortonor-
males, el algoritmo de Gram y Schmidt. Productos escalares complejos, matrices
adjuntas.

6 Trazas y determinantes

Traza y determinante de una matriz cuadrada. Propiedades de determinantes, inde-
pendencia de cambio de base. Célculo de determinantes por expansiones de Laplace
o por eliminacién gaussiana. La regla de Cramer para sistemas de ecuaciones lineales.
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1 Vectores en el espacio euclidiano R”

In mathematics and especially in physics two very diffe-
rent kinds of quantity present themselves. Consider, for
example, mass, time, density, temperature, force, displa-
cement of a point, velocity, and acceleration. Of these
quantities some can be represented adequately by a single
number [... ] A vector is a quantity which is considered
as possessing direction as well as magnitude. A scalar is
a quantity which is considered as possessing magnitude
but no direction.

— Josiah Willard Gibbs!

El epigrafe que introduce este capitulo estd tomado del primer libro de texto que
se dedicaba al tratamiento de los vectores en el espacio tridimensional como entes que
representan cantidades fisicas que tienen magnitud y direccionalidad. (Su autor prin-
cipal, el fisico norteamericano Gibbs, quiso enfatizar el uso del concepto de vector en
mecdnica.) Los dos aspectos — magnitud y direccionalidad — estan captados en un juego
de tres nimeros r = (x, y, z) referidos a alguna unidad de medicién.

Si se magnifica o dilata un vector por un factor de escala ¢ > 0, el vector dilatada
cr = (cx, cy, cz) conserva la direccién original del vector r. En cambio, si se toma ¢ = -1,
se recibe un vector —r = (—x, -y, —z) en la direccién opuesta de r pero con la misma
magnitud.

Es menos evidente como sumar dos vectores. Por ejemplo, si dos vectores r = (x, y, z)
y s = (u, 0, w) representan fuerzas ejercidas simultdneamente sobre un objeto pequefio,
écudl serd la direccion y magnitud del movimiento resultante? Un principio mecdnico,
concebido por Simon Stevinus (1586) y luego por Galileo, después refinado por Isaac
Newton (1684), es el llamado paralelogramo de fuerzas: la suma de dos vectores salientes
de un origen comun es la diagonal del paralelogramo determinado por los dos vectores
iniciales (Figura 1.1).

También es posible considerar vectores en el plano z = 0 como puntos en R?, esto
es, pares ordenadas de numeros reales r = (x,y) y s = (u,0). En tal caso, denotamos el
origen del plano por 0 = (0, 0). Un pequeiio ejercicio con triangulos congruentes muestra
que sir, 0, s son tres vértices de un paralelogramo, el cuarto vértice — opuesto a 0 — es

r+s=(xy)+ (wo) = (x+uy+o).

Esta ley de suma se ejemplifica en la Figura 1.1.

'En el libro Vector Analysis de J. W. Gibbs y E. B. Wilson: Yale University Press, New Haven, CT, 1901.
Citado en: A. Ostermann y G. Wanner, Geometry by Its History, Springer, Berlin, 2012; p. 261.
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Figura 1.1: El paralelogramo de fuerzas en el plano R?

También es posible verificar que en el espacio tridimensional R*, un paralelogramo
con origen (0,0,0) y vértices (x,y,z) y (u, v, w), tiene como cuarto vértice — opuesto
a (0,0,0) — el punto

(x,y,2) + (w,0,w) :=(x+u,y+0,z2+w).

En resumen: en R? o R3, se dispone de dos operaciones sobre vectores definidos
“coordenada por coordenada”: la ley de suma antedicha y la dilatacion c(x, y) := (cx, cy),
respectivamente c(x, y, z) := (cx, cy, cz), donde el factor de magnificacién ¢ € R puede
ser positiva o negativa (o cero). Por analogia,? estas operaciones son también aplicables
a juegos ordenadas de n coordenadas reales, donde n = 1,2,3,4,..., dando lugar a la
siguiente definicion.

Definicién 1.1. Dendtese por R los niimeros reales. El plano R? y el espacio R son los
conjuntos de pares ordenados, respectivamente triples ordenadas de nimeros reales:

R? :={(x1,%2) : x1,x2 € R}, R3 := { (51, x2,x3) : X1, %2, %3 € R }.
Mads generalmente, si n € N*, la totalidad de n-tuplas ordenadas es3
R" :={x=(x1,...,%p) : X1,...,Xp € R }.

El elemento x € R" es un vector; los nimeros xi, xa, ..., X, son las coordenadas del
vector x. Un numero real ¢ € R se llamara un escalar.

’La idea de manipular n-tuplas de nimeros de esta manera se remonta a Grassmann. Citando de
nuevo a Ostermann y Wanner (p. 260): “Hermann Grassmann [. .. ] published in 1844 his work Die lineale
Ausdehnunglehre [La teoria de extension lineal], an unreadable book, interspersed with mystic and abstract
considerations.”

3De ahora en adelante, los nimeros naturales se denota por N := {0,1,2,3,...}. Aqui se usa el
“convenio francés”: 0 se considera como nimero natural. Cuando se excluye O, se denota los enteros
positivos por N* := {1,2,3,... }.
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Se definen dos operaciones algebraicas fundamentales en R": la suma de dos vectores,
y la multiplicacién de un vector por un escalar. Si x,y € R" y si ¢ € R, se definen

x+y=(x1,x2....%) + (Y, Y2, ..., Yn) := (X1 + Y1, X2 + Y2, .. ., X + Yn),

cx =c(x1,x2,...,%,) := (cx1,CX2, . .., CXp). (1.1)
El conjunto R" dotado con estas dos operaciones es un espacio vectorial. o

Obsérvese que la suma de vectores cumple las propiedades usuales de una suma
numérica. Es asociativa: x + (y + z) = (x +y) + z. Es conmutativa: x + y = y + x. Hay
un vector “cero” 0 tal que x + 0 = 0 + x = x. Y hay un “negativo” —x de cada vector x
tal que (-x) + x = x + (—x) = 0. Por supuesto, el cero es 0 = (0,0,...,0), y ademas
—x = (—x1,—%2,...,—Xp).

1.1. El producto escalar de dos vectores en R”

Seria natural ensayar una definicién de “producto” de dos vectores en R" por esta
receta “coordenada por coordenada”, al poner xy := (x1y1,X2Y2,...,XsY,). Una tal
definicién no resulta conveniente, porque el producto de dos vectores no ceros puede
dar cero — por ejemplo, en R?, el producto de (1,0) y (0,1) seria (0,0). Resulta més
apropiado definir un producto de dos vectores con un resultado escalar.

Definicién 1.2. Si x,y € R", su producto escalar es el nimero x - y € R definido por

XY =Xy + XUz + - - - + XpYp. (1.2)

Como sindnimos de “producto escalar”, se dice producto interno o producto punto. o

Proposicion 1.3. El producto escalar tiene las siguientes propiedades. Si x,y,z € R" y si
¢ € R, entonces

@ x-y=y-x

b)) x-(y+z2)=x-y+x-z

© (x+2)-y=x-y+z-y,

(d) x-(cy) = (cx) -y =c(x-y), y ademds:

() x-x >0, con igualdad solo si x =0 en R".

Demostracion. Todos son cdlculos sencillos usando la férmula (1.2). Nétese en particular
que

2>0. O

X-X=xP+x+ - +X
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Definicién 1.4. Si x € R", su norma (o longitud) es el nimero no negativo ||x|| dado por

[|x]] :=Vx-x |= \/xf+x§+~'+x,2,. (1.3)

En R? o R3, la férmula de Pitdgoras muestra que esta es la longitud del segmento de
recta cuyos extremos son los puntos 0 y x. ¢

Proposicion 1.5. Si x,y € R", se verifica la desigualdad de Cauchy:

lx -yl < [lxl llyll (1.4)

con igualdad solo si x, y son proporcionales.*

Demostracion. Esta claro que (1.4) se cumple con igualdad si x =0 o si y = 0 (el vector
0 es proporcional a cada vector x porque 0 = Ox). Supdngase entonces que x # 0, y # 0.
Para t € R, considérese la funcién f(t) := ||x + ty||?. Resulta que

f(t)=(x+ty)  (x+ty) = (x-x)+2t(x-y) +t*(y - y)
lyll*t +2(x - y)t + [|x||?
= at® + bt +c,

una funcién cuadratica de t, con a > 0. De la Proposicién 1.3(e), el discriminante de
la ecuacién cuadrética at® + bt + ¢ = 0 no puede ser positivo: si t1, tp fueran dos raices
distintas de esta ecuacion, seria f(t) < 0 para t; < t < ty; pero f(t) = ||x + ty||*> > 0
para todo t. Se concluye que b? — 4ac < 0, esto es,

4(x - y)? = 4lx|*llyll* < o,

o bien
(x> < Ixllyll*.

Al tomar raices cuadradas en ambos lados, se obtiene la desigualdad deseada:

-yl < lIx[ llyll.

Hay igualdad en estas relaciones solo si b> — 4ac = 0, es decir, solo si la ecuacién
cuadrética at?+bt +c = 0 posee una raiz real t = to. Pero entonces f(ty) = ||x+toyl||?> = 0,
y por ende x + toy = 0 en R". Luego x = —tpy para algun ty € R, lo cual dice que x, y
son proporcionales. O

4Al lado izquierdo de la férmula (1.4), las barras verticales denotan el valor absoluto del escalar x - y.
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En consecuencia, para x # 0, y # 0 se cumple

< XY
[l Iyl

asi que hay un tnico dngulo 6 con 0 < 0 < 7 tal que

-1 <1,

Xy

=cosf. (1.5)
llx|| [yl

Se dice que 0 es el dngulo entre los vectores no ceros x, y.

llx -yl

Figura 1.2: La ley de cosenos en un tridangulo

Se mide la distancia entre dos vectores x, y por la cantidad ||x — y||. Al usar la
férmula (1.3), esto corresponde con la férmula pitagdrica para la distancia entre dos
puntos con coordenadas (x1, x2, ..., X,) ¥ (y1,Y2,...,y,) cuandon =2 o 3.

De las Definiciones 1.1 y 1.2, se puede comprobar que

I = yll* = llxll* + lyll* = 2[1x]l llyll cos 6.

Ahora ||x||, ||yl v ||* —y|| son las longitudes de los lados del tridngulo con vértices 0, x, y
(Figura 1.2). Esta ultima férmula es entonces la ley de cosenos que relaciona las longitudes
de los lados y un angulo en un tridngulo Esto confirma que 6 es el d&ngulo entre los dos
segmentos Ox y O_y.5

Proposicidn 1.6. La norma tiene las siguientes propiedades. Si x,y € R" y si ¢ € R,
entonces

@) llex|l = lef llx]l,
(@) llx+yll < llx[[ +llyll, y ademds

©) |lx|]| = 0, con igualdad solo si x =0 en R".

5Si a, b son dos puntos de R"”, la notacién a b indica el segmento de recta con extremos a y b.
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Demostracion. La propiedad (a) sigue directamente de (1.3) porque Ve2 = |c|. La propie-
dad (c) es una reinterpretacion de la Proposicion 1.3(e).
Para la desigualdad (b), fijese que

Ix+yll* = (x+y) - (x+y) =x-x+2x-y+y y
= |lxlI* +2x -y +lyl?
< |lxlI® + 2|l llyll + lly||* por la desigualdad de Cauchy
2
= (Il + llyll)*. O

Definicion 1.7. Dos vectores x, y € R" son ortogonales (o perpendiculares) six-y = 0. ¢

Yy
x—cy

x—cy i

Figura 1.3: La proyeccién ortogonal del vector x a lo largo de y

Si x, y son dos vectores con y # 0, se puede escribir x como la suma de un vector cy
proporcional a y mas un vector ortogonal a y. Para determinar el valor de c, se resuelve
la ecuacién:

x-y
(x—cy)-y=0, dedonde c¢c=—.
Yy
El vector cy, escrito como

Xy xX-y\ y
proy, (x) := = ( )
y vy iyl Tyl

se llama la proyeccidn de x a lo largo de y (véase la Figura 1.3).

Considérese nuevamente el paralelogramo en R" determinado por los tres vértices
consecutivos x, 0, y: los segmentos Ox y Oy son lados adyacentes del paralelogramo y el
cuarto vértice es la suma x + y. Cuando x, y son ortogonales, este paralelogramo es un
rectdngulo.
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1.2. El producto vectorial en R3

Entre todos los espacios vectoriales R", el caso n = 3 se distingue por la posibilidad
de definir un segundo producto de vectores en R3, cuyo resultado es un vector, no un
escalar. Para manejarlo, resulta cémodo usar las notaciones

x = (x1,x2,x3) = (a,b,¢),
y=(y1y2y3) = (p,q.7),

z = (z1,22,23) = (w,0,w).

Definicién 1.8. El producto vectorial de x,y € R3 es el vector x X y € R3 definido por

x Xy 1= (X2y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3, X1Y2 — X2Y1)

= (br —cq,cp — ar,aq — bp). (1.6)
El producto vectorial también se llama el producto cruz en R3. ¢
Lema 1.9. El producto vectorial tiene las siguientes propiedades, para x,y,z € R3, t € R:
@ xXy=-yxXx,
(b)) xx(y+z)=xXy+xXz (x+z)Xy=xXy+zXy,
© x X (ty) = (tx) Xy =t(x X y).

Demostracion. El intercambio x < y produce un cambio de signo al lado derecho
de (1.6), de donde la propiedad (a) es evidente. Esto significa que el producto cruz
es anticonmutativo.

Se verifican las propiedades (b) y (c) por célculos directos. O

Nétese que la anticonmutatividad conlleva la relaciéon x x x = 0, que también es
evidente de (1.6).

Lema 1.10. Six,y,z € R3, entonces
x-(yxz)=(xxy) -z
En consecuencia, x X y es ortogonal a los dos vectores x, y.

Demostracion. Es cuestién de notar que
(xXy)-z=(xXy)  (u,o.w) = (br —cq)u+ (cp — ar)o + (aq — bp)w
=aqw + bru + cpv — arv — bpw — cqu
=a(qw —rov) + b(ru — pw) + c(pv — qu)
=x-(yXz).

1-7



MA-360: Algebra Lineal I 1.2. El producto vectorial en R3

En consecuencia, se obtiene

(xxXy) - y=x-(yxy)=x-0=0,
(xXy) - x=—(yxx)-x=-y-(xxx)=-y-0=0.

Esto comprueba la ortogonalidad de x X y con x y con y. O
Proposicion 1.11. El producto vectorial no es asociativo; se verifican las formulas
xX(yxz)=(x-2)y-(x-yz,
(xXy)xz=(x-2)y—(y-2)x, (1.7)
cuyos lados derechos son distintos, en general.

Demostracion. La primera férmula en (1.7) se verifica por un cdlculo directo. La segunda
entonces sigue de inmediato:

(xxy)Xxz=-zX(xXy)=—(z-y)x+(z-x)y=(x-2)y— (y - 2)x.

Como x X (y X z) # (x X y) X z, no se debe escribir “x X y X z”, ya que esa expresion
resulta ambigua cuando x y z no son proporcionales. O

El producto triple de tres vectores en R3 se define como

[x,y,z] :=x - (yxXz)=(xXy) -z (1.8)

en vista del Lema 1.9. Explicitamente:
[x, Y, z] = X1Y223 + X2y321 + X3Y122 — X1Y322 — X2Y123 — X3Y221.

De esta férmula se ve que [x,y, z] = O si dos de los tres vectores x, y, z coinciden.
También es posible comprobar la férmula:

lx X yll* = lx|Pllyll* - (x - y)*.
Habida cuenta de (1.5), esto da
lx % yll* = lxlI*llyll* - llx/I*llyl1* cos® 0 = ||x||*[ly||* sen® 6,

de donde sigue

e <yl = llx[ llyll | sen 6]. (1.9)
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0 y+z x+y+z

xXy

0

Figura 1.4: El paralelepipedo con lados adyacentes x, y, z

Esta cantidad ||x X y|| es entonces el drea de un paralelogramo cuyos lados adyacentes
miden ||x|| y ||ly|| e incluyen un dngulo 6; en particular, es el area del paralelogramo
cuyos cuatro vértices son x, 0, y, x + y (Figura 1.1).

[ Nétese que esta drea es nula cuando los vectores x, y son proporcionales, pues
entonces el paralelogramo colapsa en un segmento de recta; ya se sabe que x X (c¢x) = 0.
A la inversa, si x X y # 0, o lo que es lo mismo, si ||x X y|| # O, la férmula (1.9) indica
que sen @ # 0, asi que x, y no son proporcionales. |

El producto triple [x,y, z] también tiene una interpretacién geométrica. Considérese
el paralelepipedo con vértice O cuyos tres vértices adyacentes son x, y, z (véase la Fi-
gura 1.4). Al tomar el paralelogramo con vértices x, 0, y, x + y como una base de este
paralelepipedo, la altura correspondiente es ||z|| cos ¢, donde ¢ es el angulo agudo entre
z y un vector perpendicular a la base. Un vector perpendicular a la base serd +(x X y);
se escoge el signo para que ¢ sea agudo. Entonces la conocida férmula “volumen = base
por altura” dice que el volumen del paralelepipedo es®

Vol = ||x X y|| ||z]| cos p = =(x X y) - z = £[x,y, z].

1.3. Rectas y planos en R? y R3

Para describir la geometria analitica de R3, es oportuno emplear las coordenadas
r = (x,y,z) en lugar de x = (x1, x2,x3). El conjunto R? incluye una copia de R? que
corresponde a tomar z = 0, en cuyo caso se escribe r = (x,y) simplemente.

» Conviene hacer un répido recordatorio de las rectas en R2. Se sabe que una recta
obedece una ecuacidén de primer grado:

ax+by+c=0,

donde a, b, c € R son constantes sujetos a la condicién con a? + b* > 0; porque si fuera
a = b =0, la ecuacién trivial ¢ = 0 no tendria informacién acerca del punto (x,y).

®Nétese que el escalar [x,y, z] puede ser positivo o negativo — o bien cero si x, y, z son coplanarios.
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La recta que pasa por el punto especifico (xo, yp) con pendiente m tiene la ecuacion
Yy —1yo =m(x —xp).

La recta que pasa por dos puntos distintos (x1,y;) y (x2, y2) de R? tiene la ecuacién:

(y2 —y1)(x —x1) = (x2 —x1)(y —y1) = 0. (1.10)

que (a) es de primer grado; y (b) pasa por los dos puntos indicados.
La ecuacién se podria escribir alternativamente como una igualdad entre dos fraccio-
nes, que a su vez determinan una nueva variable auxiliar o parametro ¢, al poner”

Yy—1u _ X — X1

= =:1.
Y—-Yy1 XxX2—x1

Al escribir a := x2 —x1 y b := y2 —y1, la sola ecuacidn (1.10) se convierte en dos ecuaciones
con un pardmetro libre t, asi:

X = x1 + at,

y =1 + bt,

que representa la misma recta en forma paramétrica. Para volver al formato original (1.10),
se debe eliminar el parametro t entre estos dos ecuaciones.

» En R3, una recta queda determinado por su direccidn y por la especificacién de uno de
sus puntos. Sea ro = (xo, Yo, zp) un punto conocido en la recta. La direccién de la recta
estd determinada por un vector v = (I, m, n) tal que el segmento Ov es paralelo a la recta
en cuestién. Esto significa que el vector r — ry es proporcional a v; en otras palabras,

r—ro=tv, (1.11)

donde la constante de proporcionalidad ¢t € R es un parametro libre: los diversos valores
de t corresponden a distintos puntos r de la recta. Luego (1.11) es la ecuacién deseada
de la recta en una forma paramétrica. En coordenadas cartesianas, se obtiene

x = xo + It,
Yy =yo + mt,
z = zg + nt. (1.12)

7Este formato de la ecuacién de recta, en contraste con la férmula (1.10), parece admitir dos excep-
ciones: si y3 = y; 0 si xo = x1, una de la fracciones tendra denominador 0. En tales casos se decide que
el numerador también debe ser 0; por ejemplo, si fuera y; = y; la ecuacién de la recta serfa y = yi, sin
necesidad de mencionar la variable x.
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Al eliminar el pardmetro t, estas tres ecuaciones se reducen a dos:

X — X0 _ Y —1Yo _ Z—20

; (1.13)
m n

[ Si uno de los denominadores es cero, por ejemplo sil = 0, m # 0, n # 0, el par de
ecuaciones debe interpretarse como x = xo, (y —yo)/m = (z — zo)/n. |

Una recta también queda determinado por dos puntos, digamos rq y r1. En este caso
basta tomar v = r; — rg, en cuyo caso (1.11) se convierte en:

r=(1-1t)ro+tr. (1.14)

Obsérvese que t = 0 corresponde ar =rgy que t = 1 corresponde a r = r;.

X

Figura 1.5: El plano que pasa por ry con vector normal n

» Un plano en R3 queda determinado por su inclinacién y por uno de sus puntos r; dado
el punto ry, se selecciona el plano deseado de entre una familia de planos paralelos con
la misma inclinacién. Entonces, sea ro un punto en el plano. Se determina la inclinacién
al especificar un vector normal n = (a, b, ¢) tal que el segmento On sea perpendicular a
ese plano. Esto significa que n es ortogonal al vector r — ry,

n-(r—rg)=0. (1.15)
Esta es la ecuacidon deseada del plano (véase la Figura 1.5). En coordenadas, se obtiene
a(x —x9) +b(y — yo) + c(z — z9) = 0,

o bien:

ax+by+cz+d =0, (1.16)

donde d = —(axo + byp + czp) es una constante.
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Un plano también queda determinado por tres de sus puntos rg, r1, ro. Las diferencias
ry —ro y r — ro son vectores paralelos al plano; su producto vectorial serd un vector
perpendicular a ambos y por ende perpendicular al plano. Luego podemos tomar como
vector normal n = (r; — rg) X (ry — rg), en cuyo caso la ecuacion (1.15) se convierte en

[r—ro, ry—ro, —ro] =0.

Una observacién geométrica que salta a la vista en R es que una recta es la interseccién
de dos planos (no paralelos). Esto es: si dos planos tienen al menos un punto en comun,
tiene muchos puntos en comun y el conjunto de interseccion es efectivamente una recta.

Es facil entender esa observacién si se observe que un plano en R3 obedece una
ecuacion de primer grado (1.16). En cambio, una recta requiere dos ecuaciones de primer
grado, véase la féormula (1.13) de nuevo. Nétese que la recta (1.13) es la interseccion de
estos dos planos, por ejemplo:8

m(x—xo) =l(y—yo) y n(y-yo)=m(z~-zo).

» En R" donde n no es necesariamente 3, se pueden repetir muchos de estos argumen-
tos (excepto los que involucran el producto vectorial). Por ejemplo, (1.11) o bien (1.14)
representa una recta en R"”; el andlogo de (1.13) es una colecciéon de (n — 1) ecuaciones.
La ecuacién (1.15) ahora representa un hiperplano en R" perpendicular al vector n.

En R* una ecuacién de primer grado ax + by + cz + dw + e = O representa un
hiperplano. Un plano requiere dos ecuaciones de primer grado; y una recta requiere tres.
En R%, no es cierto que la interseccidon de dos planos es una recta (o vacia); podria ser un
solo punto. Por ejemplo, las dos pares de ecuaciones x = y = 0y z = w = 0 corresponden
a dos planos en R* cuya interseccién es solamente el origen (x, y,z,w) = (0,0,0,0).

» La féormula (1.14) tiene una importante extensién, valida en R" para cualquier n.
En primer lugar, es posible escribirla con dos pardmetros ligados s,t en vez de un solo
parametro libre ¢, asi:

r=sro+tr; con s+t=1. (1.17a)

De igual modo, el plano en R® que pasa por los tres puntos (no colineales) rg, r1, 2
tiene una descripcion con tres parametros ligados:

r=sro+tri+ury con s+t+u=1. (1.17b)

Es evidente que el conjunto de los r que cumplen (1.17b) contiene rg, r1, r, al escoger
los parametros (s, t,u) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) respectivamente. Por otro lado, esta

8Estos dos planos no son los tnicos que pasan por la recta dada. En efecto, n(x — xg) = I(z — z0) es un
tercer plano que incluye la recta (1.13).
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férmula puede ser considerado como un sistema de ecuaciones de primer grado para las
variables s, t, u:

XoS+x1t+x0U =X,
Yos+uyit+ysu =y,
ZoS+z1t+zou =2,

s+t+u=1. (1.18)

Al haber cuatro ecuaciones para las tres variables s, t, u, solo hay una solucién cuando
las cantidades x,y,z 1 al lado derecho obedecen cierta restriccion. Como se verd mas
adelante, esta restriccién tiene la forma ax + by + cz + d = 0, una ecuacion de primer
grado, de modo que la versién parametrizada (1.17b) representa un plano (1.16).

Es facil generalizar las férmulas (1.17) a vectores en R"”, como sigue.

Definicién 1.12. Sea {ro,r1,...,rr} unjuego de (k + 1) vectores en R". La expresién
r=toro+tiri+---+txry con tog+t;+---+f=1 (1.19)

se llama una combinacion afin de los vectores dados.

Los parametros ty, t1, ..., tx € R de esta combinacién pueden ser positivos, negativos
o ceros (toda vez que su suma sea 1).

Si ademads se pide no negatividad: ty > 0,t; > 0, ..., tx > 0, se dice que (1.19) es una
combinacion convexa de los vectores dados. O

1.4. Ejercicios sobre vectores en R"

Ejercicio 1.1. Sean x = (3,4), y = (1,t) dos vectores en R2. Determinar los valores de t
para que:

(@) x, y sean ortogonales;

(b) x, y sean paralelos (es decir, proporcionales);
(c) el dngulo entre x, y sea x/4;

(d) el dngulo entre x, y sea 7/3.

Ejercicio 1.2. Calcular los vectores x + y, x — y, x X y; los escalares x - y, ||x||, ||y|| y la
proyeccion proy,, (x) := % y de x a lo largo de y, en los siguientes casos:

(a) X = (2: _1’ 5)’ y= (_1’ 1: 1):
(b)) x=(6,3,-1), y=(12,-3,7).
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Ejercicio 1.3. Si A ABC es un tridngulo en R3, se denotan sus vértices por los tres vectores
a, b, c; sus lados son los segmentos %, I;, ca, representados por los tres vectores b — a,
¢ — b, a — c, respectivamente.

Determinar las longitudes de los lados del tridngulo cuyos vértices sona = (3, -1, -1),
b=(1,21),c=(6,—-1,2) y comprobar que ésta es un triangulo rectangulo.

[ Indicacién: calcular las normas de los vectores que representan los lados. |

Ejercicio 1.4. Verificar que el vector %(a +b) es el punto medio del segmento ab. Si

a, b y c son veértices de un tridngulo, sean I y m los puntos medios de lados ca y ab
respectivamente; comprobar que el segmento Im es paralelo® al lado bc y que mide la
mitad de la longitud del lado bc.

Ejercicio 1.5. Un poligono ABCD en el espacio R3 tiene vértices consecutivos a = (0, 0, 0),

b =(1,0,0), c = (3,3, %), d = (0,1,0). Comprobar que los cuatro lados tienen igual

longitud, pero que ABCD no es un rombo.
[ Indicacién: hacer un dibujo de este poligono en R3. |

Figura 1.6: Ley del paralelogramo

Ejercicio 1.6. Demostrar la ley del paralelogramo para vectores en R":
I+ ylI* + lx = yll* = 2[|x]1 + 2[ly||>.

Explicar el significado geométrico de esta identidad en R2.
[ Indicacién: considerar el cuadrilatero con vértices 0, x, x + y, y: Figura 1.6. ||

Ejercicio 1.7. Comprobar la siguiente relacién entre tres vectores x,y, z € R3:
2 2 2 2 2 2 2
llx+y +z[|” + |[x[|* + lyll* + [|z]I" = llx + y[|” + lly + z]|” + ||z + x[|*.

[ Esta identidad est4 satisfecha por los lados y ciertos diagonales del paralelepipedo con
vértices 0, x, y, z. Resulta posible deducirla de la ley del paralelogramo en el Ejercicio 1.6. ||

Ejercicio 1.8. Sean x, y dos vectores en R". Demostrar que los vectores a := ||y|| x+||x|| y
y b := |ly|| x — ||x|| y son ortogonales.
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y/llyll

Figura 1.7: La férmula de simetria

Ejercicio 1.9. Si los vectores x,y € R" tienen normas ||x|| > 0, ||ly|| > 0, comprobar esta
formula de simetria:
—llyllx ” ‘
‘ Iyl

[ Indicacién: la Figura 1.7 ilustra esta férmula en el circulo unitario de R2. ||

T H
Il J

Ejercicio 1.10. Verificar las siguientes férmulas para el producto vectorial y el producto
triple en R3:

(1) xxX(yxz)+yx(zxx)+zX(xxXy)=0
) [lx xyll? = x[*llyll* - (x - y)%;
() (xxy) - (zxw) = (x-2)(y-w) - (x-w)(y - 2).

Ejercicio 1.11. Demostrar que el drea del tridngulo A ABC del Ejercicio 1.3 estd dada por

sl(b—a)x (c-all.
[ Indicacién: una diagonal divide un paralelogramo en dos tridngulos de igual &rea. |
Después, calcular el area del tridngulo con vértices (-2,3,1), (4,2,-2), (2,0,1).

Ejercicio 1.12. Si rg, r; son vectores en R", el segmento ror; consiste de los puntos r de
la recta (1.14) que pasa por rg y r; tales que

lr1 =7l + |lr —roll = [Ir1 — roll.
Comprobar que ror; = { (1 —t)ro+tr; : 0 <t <1}.

Ejercicio 1.13. Seanr = ro+ta (t € R); yr = r; +sb (s € R) dos rectas en R3
dadas en forma paramétrica. Demostrar que estas rectas se cortan (tienen un punto de
interseccién) siy solo si [ro,a,b] = [r1, a, b].

9Dos vectores son paralelos si son proporcionales (esto es, si uno es un multiplo del otro).
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Ejercicio 1.14. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (3,1,5) y
es paralela a la recta:

x=4-1, y=2+3t, z2=—4+t1t.

Ejercicio 1.15. Demostrar que las dos rectas

x-1 y+1 =z x-5 y+7 z-8

5 3 1 Y 2 -3 4

coinciden; es decir, estos dos pares de ecuaciones representan los mismos puntos de R3.

Ejercicio 1.16. (a) Demostrar que estas dos rectas, dadas en forma paramétrica:

x=1+1t, y=-3+2t, z=-2-1,
x=17+3s, y=4+s, z=-8—s5,

se cortan; y hallar su (inico) punto de interseccién.

(b) Demostrar que estas otras dos rectas en R3, dadas en forma paramétrica:

x=2-t y=1+t, z=-2-1t,
x=1+s, y=-2s, z=3+2s,

son rectas sesgadas: no tienen un punto de interseccién pero no son paralelas.
Ejercicio 1.17. Obtener la ecuacién (1.16) del plano P en los siguientes casos:
(@) P pasaporrg=(4,2,—-1); n =(1,-1,3) es un vector normal a P.
(b) P pasa por ro = (2,—1,3) y es paralelo al plano x — 2y — 3z + 6 = 0.
() P incluye las dos rectas (que si se cortan):

x+1 y-2 z-1 x+1 y-2 z-1

2 3 1 Y 1 T T2

Ejercicio 1.18. Los dos planos
2x-y+z=1 y x+y+z=2

pasan por el punto (1,0, —1). Encontrar la ecuacién paramétrica de su recta de intersec-
cién. [ Indicacién: calcular el producto vectorial de dos vectores normales. ||
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Ejercicio 1.19. Si P es el plano que pasa por el punto ry con vector normal n, y si r; es
un punto fuera del plano P, demostrar que la distancia d desde r; al plano P esta dada
por la féormula:
d= |(r1 —1o) - n
[In]]

[ Indicacién: en un dibujo similar a la Figura 1.5, cudl seria la interpretacién geométrica
de la proyeccién de r; — rg a lo largo de n? ||

Hallar la distancia de (1,1,1) al plano x + y + z = 0.

Ejercicio 1.20. Demostrar que la ecuacién
[ro,ri.r] + [ro,r,r2] + [r,r1,r2] = [ro,r1,12]

representa el plano que pasa por los tres puntos no colineales ry, r;, ry. Obtener la
ecuacién del plano que pasa por los tres puntos (-2, 3,-1), (2,2,3), (-4,-1,1).

Figura 1.8: Las medianas y bimedianas de un tetraedro son concurrentes

Ejercicio 1.21. Un tetraedro ABCD tiene vértices a = (1,1,1), b = (1,-1,-1), ¢ =
(-1,1,-1),d = (-1, -1, 1); mostrar que ABCD es regular (es decir, que todas sus facetas
son tridngulos equilateros). Hallar las ecuaciones de los cuatro planos que incluyen las
facetas A BCD, A ACD, A ABD y A ABC.

Ejercicio 1.22. (a) Sea ab un segmento en R”, que es parte de la recta parametrizada
r = (1 —-t)a+tb, cont € R. Demostrar que el punto r divide este segmento’® en
la proporcion t : (1 —t) = +||r —a|| : ||r — b]].

19Gi el punto r de la recta esta fuera del segmento referido, esta proporcién es negativa.
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(b) Eneltridngulo A ABC (Ejercicio 1.3) las medianas son los segmentos que unen cada
vértice con el punto medio del lado opuesto (Ejercicio 1.4). Demostrar que el punto
%(a + b + ¢) queda en las tres medianas y las divide en la proporcion % : % .
[ El punto de concurrencia de las medianas se llama el centroide (o baricentro) del
tridngulo A ABC. |

Ejercicio 1.23. El teorema de Commandino dice que en un tetraedro ABCD cualquiera,
las cuatro medianas y las tres bimedianas son concurrentes. (Véase la Figura 1.8.) Una
mediana es el segmento, como AG,, que une un vértice al centroide de la faceta opuesta
(Ejercicio 1.22). Una bimediana es el segmento, como KP, que une los puntos medios de
dos aristas opuestas (Ejercicio 1.4).
Demostrar este teorema, al comprobar que el punto G = %r(a +b+c+d) es el punto
3.1

medio de la bimediana KP y ademds divide la mediana AG, en la proporcién 3 : ;.

1-18



MA-360: Algebra Lineal I

2 Espacios vectoriales

Es sumamente dificil comprender la Matemdtica moderna
sin una nocion suficientemente clara de su estructura y
del método con que procede, en si mismos y por contraste
con los de otras disciplinas cientificas.

— José Joaquin Trejos Fernandez'

De ahora en adelante, es conveniente adoptar un punto de vista mds general (y
por ende mas abstracta) sobre los vectores. En este capitulo los vectores aparecen como
simbolos que pertenecen a ciertos conjuntos; la suma y la multiplicacion escalar se definen
como reglas de combinacién formales. Este punto de vista tiene la ventaja de resaltar la
propiedad caracteristica de los vectores, que es su dependencia o independencia lineal.

El primer paso es hacer una lista de las propiedades algebraicas de los escalares.

Definicién 2.1. Un cuerpo? es un conjunto no vacio [, cuyos elementos seran llamados
escalares, en donde se definen dos operaciones, suma y producto; si a,b € [F, su suma
se escribe a + b y su producto se denota por ab. Las formas concretas de la suma y del
producto deben cumplir los siguientes requisitos, para a, b, c € F:

@) a+ (b+c)=(a+b)+c (asociatividad de la suma);

(b) a+b =b+a (conmutatividad de la suma);

(c) hay un tnico cero 0 € F tal que 0 + a = a;

(d) acada a € F le corresponde un unico negativo —a, tal que a + (—a) = 0;

(e) a(bc) = (ab)c (asociatividad del producto);

(f) ab = ba (conmutatividad del producto);

(g) hay una tnica identidad 1 € I, con 1 # 0, tal que la = a;

(h) acadaa € Fcon a # 0 le corresponde un tinico reciproco a™!, tal que aa™! = 1;

() a(b+c) = ab + ac (distributividad del producto sobre la suma).

Noétese que si a € F, entonces Oa = (0 + 0)a = 0a + Oq, asi que Oa = 0. O

'En la introduccién de su libro Conceptos fundamentales de dlgebra moderna, Editorial Trejos Hermanos,
San José, Costa Rica, 1968.

2El término cuerpo viene del alemdn Kérper, introducido por Dedekind en 1871; se llama corps en
francés, pero en inglés se usa la palabra field. En espafiol, no debe usarse la traduccién secundaria campo,
que denota campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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Los nameros naturales N := {0, 1,2,3,... } no forman un cuerpo, porque 1,2,3,...
no tienen negativos en N [la propiedad (d)]. Los numeros enteros

Z:={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
tienen negativos y 1, pero +2, +3, etc. no poseen reciprocos en Z [la propiedad (h)].

Ejemplo 2.2. Los numeros racionales [ = Q forman un cuerpo. Sus elementos son las
fracciones p/qconp € Z, q € Z \ {0}. o

Ejemplo 2.3. Los nimeros reales F = R forman otro cuerpo con @ c R. De hecho,
la lista de propiedades (a—i) de la Definicién 2.1 no es mds que un catdlogo de las
propiedades conocidas de los nimeros racionales y reales, Un cuerpo, entonces, es un
conjunto cuyos elementos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir como si fueran
numeros racionales o reales. O

Ejemplo 2.4. Un cuerpo tiene al menos dos elementos distintos, O y 1. Existe un cuerpo
con solo esos dos elementos, [, := {0, 1}. Sus reglas para suma y producto son:

0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1,
0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

(Para entender mejor estas operaciones, se puede reemplazar los “nimeros” 0y 1 por las
palabras par e impar.) La aritmética de [, se llama aritmética booleana o binaria. o

Ejemplo 2.5. Los numeros complejos [F = C forman un cuerpo, que incluye los nimeros
reales R como una parte. Al conjunto R se le agrega un elemento extra i, con la propiedad
i2 = —1. (Los cuadrados de ntiimeros reales son no negativos.) Entonces se define

C:={a+bi:abeR}, (2.1)

esto es, el conjunto de polinomios de primer grado en la “incégnita” i, con las operaciones
usuales sobre polinomios seguido por la regla de cancelacién i2 = —1. De esta manera,3
la suma y el producto estan dados por

(a+bi)+ (c+di) =(a+c)+ (b+d)i,
(a+ bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i,

para a,b,c,d € R. Asi, por ejemplo,

(5+30) +(7-2i))=12+i,  (5+3i)(7—2i) =35+11i— 6i> =41 +11i.

3También se denota un nimero complejo por a + bV—1. Leonhard Euler introdujo la letra i como
sinénimo de V-1 en 1777 y hoy en dia esta costumbre es casi universal. Una excepcion se ve en textos de
ingenieria eléctrica, donde se usa j = V-1 porque la letra i esta reservada para la corriente eléctrica.
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Sia+bi#0,estoes, si(ab) # (0,0) en R?, entonces a® + b*> > 0. Nétese ademads
que (a + bi)(a — bi) = a® + b2. Entonces el reciproco de a + bi es

1 a— bi a b

= = - i.
a+bi a2+b%2 a2+0b%2 a2+ b2

Si z = a+ bi € C, su conjugado complejo es z := a — bi, de modo que zz = a® + b?. El
valor absoluto de z es el nimero real no negativo |z| := Va2 + b2. O

2.1. El concepto de espacio vectorial

Definicién 2.6. Un espacio vectorial sobre un cuerpo [F es un conjunto no vacio V cuyos
elementos se llaman vectores, en donde se definen dos operaciones algebraicas. A cada
par ordenado de vectores (x, y) le corresponde una suma x+y € V; a cadaescalarc € F
y a cada vecrtor x € V le corresponde un multiplo cx € V. Estas operaciones deben
satisfacer las siguientes condiciones: si x,y,z € V y a,b € F, entonces*

@ x+y=y+x,

b) x+(y+2)=(x+y) +z,

(c) hay un tnico cero 0 € V tal que 0 + x = x,

(d) acada x € V le corresponde un tinico negativo —x € V tal que x + (—x) =0,

(e) a(x+y) =ax +ay,

) (a+b)x = ax + bx,

(8) a(bx) = (ab)x,

(h) 1x=x. O

Fijese que si x € V, entonces Ox = (0 + 0)x = Ox + Ox, asi que Ox = 0. (En estos
apuntes, se usard la letra negrilla O para el cero vectorial y la letra clara O para el cero
escalar.) Del mismo modo, es facil comprobar que (—1)x = —x. Obviamente, se escribira

x—-y:=x+(-y).

Ejemplo 2.7. R" es un espacio vectorial sobre el cuerpo R. o

4Esta es esencialmente la definicion original de espacio vectorial dada por Stefan Banach en su libro:
Theorie des opérations linéaires, Monografie Matematyczne 1, Warszawa, 1932. En vez de las condiciones
(©) y (d), Banach puso: “x +y = x + z implica y = z” y de ah{ dedujo la existencia tinica del vector nulo 0.
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Ejemplo 2.8. Mds generalmente, para cualquier cuerpo F y cualquier n € N, F* denotara
la totalidad de las “n-tuplas” x = (x1,x2,...,%,) con cada x; € [F. Al definir sumas y
multiplos de n-tuplas “entrada por entrada”:

(%1, s xn) + (Y15 s Yn) == (X1 4+ Y1y o, Xn + Yn), c(x1,...,xn) == (cx1,...,cxp),

se ve que [ es un espacio vectorial sobre [.
Fijese que F! = F. Tampoco se excluye el caso trivial n = 0. Si se denota por 0 la
“tupla vacia” (), se obtiene [’ = {0} con las operaciones triviales0+0 :=0yc0 :=0. ¢

Ejemplo 2.9. El espacio vectorial FS,sobre el cuerpo [F», es el espacio de los bytes u octetos
usados en informadtica; los escalares en [, son los bits. A cada octeto le corresponde un
numero entero entre 0 y 255; pero la operacién de suma en [Fg difiere de la suma
de enteros. Por ejemplo, dadas las representaciones binarias 114 < (01110010) y
213+ (11010101), se ve que

(01110010)+(11010101)=(10100111) & 167 € N,

pero 114+ 213 # 167 en N. Y

Ejemplo 2.10. La totalidad de polinomios con coeficientes reales es un espacio vectorial
(sobre R) comunmente denotado por R[t]: el simbolo ¢ es la incégnita y un elemento
tipico de R [¢] es de la forma

n

p(t):a0+a1t+a2t2+-~-+ant concada ar €R, a, #0.

El nimero natural n es el grado del polinomio p(t). La suma de polinomios y la multipli-
cacion de polinomios por escalares se efecttia en la forma usual. o

Ejemplo 2.11. La totalidad de funciones continuas f: [a,b] — R definidas en un intervalo
acotado [a,b] C R es un espacio vectorial (sobre R) cominmente denotado por C|a, b].
Las operaciones de suma y multiplicacién escalar se definen “punto por punto”, es decir:

f+g9@) :=f()+g(),  cf(t) =cf(1),

si f,g € Cla,b], c € R. (Fijese que las funciones f + g y cf son también continuas.) ¢

Ejemplo 2.12. Es til recordar que el conjunto de un solo elemento {0} es un espacio
vectorial sobre cualquier cuerpo [F: ese elemento es necesariamente el cero, asi que las
operaciones algebraicas son simplemente: 0 +0 =0;y c0 =0 parac € F. o
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Definicién 2.13. Sea V un espacio vectorial sobre [F. Un subespacio de V es una parte
W C V tal que W es también un espacio vectorial sobre [, con las mismas operaciones de
suma y multiplicacion escalar. Dicho de otro modo, W es un subespaciode Vsi W C V
ysiparax,y € W, c € F, se verificanx+y e W,cx € W.

Se usard la notacion W < V para significar que W es un subespacio de V. o

Por ejemplo, siF =R,V =R|[t],ysin €N, sea R,[¢] la colecciéon de polinomios de
grado no mayor que n. (Los polinomios constantes ag se consideran de grado 0). Como
las sumas y los multiplos de polinomios en R,[¢] son también de grado menor que n, es
decir, pertenecen a R,[t], se ve que R,[t] es subespacio de R[¢].

Otro ejemplo de subespacio es>

Cla,b] :={f: [ab] » R : f/(x) existe paraa < x < b },

el cual es un subespacio de C[a, b], porque cualquier funcién diferenciable en [a, b] es
también continua.

2.2. Independencia lineal

Definicién 2.14. Sea V un espacio vectorial sobre [F. Una expresion del tipo

aixi+asxs + -+ amXm, (2.2)
donde a; € F, x, € V parak = 1,2,...,m, representa un vector en V y se llama una
combinacion lineal de los vectores x1, .. ., x,;, con coeficientes a1, .. ., a,,. La combina-
cion lineal se dice “trivial” si todos los coeficientes son cero (a; =as =--- = a, = 0), en
cuyo caso la combinacion (2.2) vale 0.

Se dice que un conjunto de m vectores {x1,...,x,} C V eslinealmente dependiente

si hay un juego de coeficientes ay, . . ., an,, no todos cero, tal que
aixi +asxs+ -+ apx, =0. (2.3)
En cambio, si los tinicos coeficientes que hacen cumplir (2.3) sona; =az =--- = a, =0,
se dice que el conjunto de vectores {x1, ..., Xx,} es linealmente independiente. O
Se dice que los vectores x1, ..., x,, son linealmente dependientes [0 independientes]

si el conjunto de ellos es, linealmente dependiente [0 independiente], respectivamente.

SLas derivadas en los extremos del intervalo [a, b] son unilaterales: f’(a) := limpo(f(a+h) — f(a))/h

y f(b) = limp o (f (b = h) = f(b))/h.
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Un conjunto cualquiera X C V se llama linealmente independiente si cada parte finita
de X es linealmente independiente. Dicho de otro modo, X es linealmente independiente
si la ecuacion (2.3) admite solamente la solucién trivial a; = a3 = - -+ = a,, = 0 toda vez
que x1,...,X,m € X.

Es oportuno notar que el conjunto® de un solo vector {x;} es linealmente indepen-
diente si y solo si x; # 0; y que {0} es linealmente dependiente. Ademas, cualquier
coleccién de vectores es linealmente dependiente si uno de sus miembros es igual a 0
(tome la coeficiente correspondiente igual a 1 y los demds coeficientes 0). Para pre-
venir situaciones especiales, se declara (como un convenio) que el conjunto vacio () es
linealmente independiente.

Lema 2.15. Una coleccion de vectores es linealmente dependiente si y solo si al menos uno
de ellos puede expresarse como una combinacion lineal de los demds.

Demostracion. Sea {x1,...,xn} una coleccién de vectores en V. Si es linealmente depen-
diente, la ecuacién (2.3) posee una solucién con coeficientes as, ..., a,, no todos cero.
Después de permutar el orden de los vectores si fuera necesario, se puede suponer que
a1 # 0. Pero entonces es posible resolver (2.3) para xi:

az as am
X1 =——Xog— —X3— "~ —Xp,
a a a
lo cual expresa x; como combinacién lineal de x, x3, ..., x;.
Por otro lado, si x1 = baoxy + - - - + b, xp,, entonces —x1 + boxy + - -+ + byxy, = 0. Esto
es, la ecuacion (2.3) se cumple con a; = —1, de modo que no todos los coeficientes son
ceros. Por lo tanto, {x1,...,x,} es linealmente dependiente. O

Corolario 2.16. Dos vectores son linealmente dependientes si y solo si son proporcionales.

Demostracion. Si x,y € V son linealmente dependientes, entonces x = ay para algun
a € F, o bien y = bx para algtin b € F; en ambos casos, x, y son proporcionales, es decir,
uno de ellos es un multiplo del otro. O

Ejemplo 2.17. En el espacio vectorial [, se usan las abreviaturas
e; :=(1,0,0,...,0), ey:=(0,1,0,...,0), ..., e,:=(0,0,...,0,1).

En general, e; denotard el vector cuyo k-ésima coordenada es 1 y cuyas demds coorde-
nadas son 0. Notese que

aie1 +ages + -+ aze, = (ay, az, ..., a)
y que esta combinacion lineal vale 0 solo si cada a; = 0. Luego el conjunto {e,...,e,}
es linealmente independiente. o

%Un conjunto con un solo miembro se llama un singulete.
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Ejemplo 2.18. En C[-u, ], las funciones sent y cost son linealmente independientes.
Para ver eso, supdngase que aj, as € R cumplen

a;sent+azcost =0 paratodot € [—r,x].

Al sustituir t = 0, se obtiene a; = 0; al poner ¢t = 7, se obtiene a; = 0. Luego la ecuacion
se cumple para todo t solo si a; = ay = 0. o
Ejemplo 2.19. En R[t], los monomios 1,t,t%,...,t™ son linealmente independientes.

Porque si ag, a1, . . ., a,, son tales que
p(t) = ag +art + ast* + - - - + apt™ = 0,

(el cero de R[t] es el polinomio constante de valor 0), entonces los coeficientes a; son

todos 0. ¢
Definiciéon 2.20. Sea {x1,...,x,} una coleccién de vectores en V. El subespacio ge-
nerado por {x1,...,x,} es el menor subespacio W de V que contiene cada uno de los

vectores xy. Es evidente que W ademds contiene todas las combinaciones lineales posibles
de la forma (2.2); y que las sumas y los multiplos de estas combinaciones son también
de la forma (2.2). Se deduce que W es la totalidad de estas combinaciones lineales; y se
escribe

W =|lin{xy,...,xm) ={a1x1+ - +auxm:ay,...,ay € F} (2.4)

para denotar este subespacio generado por e conjunto {xi,...,Xxn}.

Si X es una parte (posiblemente infinita) de V, el subespacio lin(X) generado por X
es el menor subespacio de V que contiene X. Entonces lin(X) es la totalidad de las
combinaciones lineales (finitas) de los vectores en X. O

En R3, el subespacio generado por e; = (1,0,0) y e2 = (0,1,0) es lin{e;, es) =
{ (a1,a2,0) : a1, ay € R }. El vector e3 no pertenece a ese subespacio.

2.3. Bases y dimension de un espacio vectorial

Definicion 2.21. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Una base de V es una
parte X C V tal que:

(@) X genera V, esto es, lin(X) =V;
(b) X es linealmente independiente. O

Ejemplo 2.22. La base estandar de " es el conjunto {eq, ..., e,} (Ejemplo 2.17). O
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Ejemplo 2.23. El conjunto {(1,0,-1), (=1,2,-1), (1,1,1)} es una base de R3. O

Ejemplo 2.24. El conjunto de monomios {1,t,t% ...,t"} es una base para el espacio
vectorial R,[t] de los polinomios reales de grado no mayor que n. Ya se ha observado
(Ejemplo 2.19) que este conjunto es linealmente independiente; también genera R, [¢]
porque las combinaciones de estos monomios son precisamente todos los polinomios
cuyo grado no excede n; o sea, lin{1, ¢, t2,...,t") = R,[t]. O

Ejemplo 2.25. El conjunto infinito de monomios {1, t, 2t .} es una base para
el espacio vectorial R[t] de todos los polinomios reales. Cualquier polinomio es (por
definicién) una combinacion lineal de algunos de estos monomios; y este conjunto es
linealmente independiente, pues las combinaciones lineales no triviales de monomios
son polinomios no nulos. Este ejemplo evidencia que una base puede ser infinito. O

» La Proposicidn siguiente dice que una base de un espacio vectorial es un conjunto
linealmente independiente maximal.

Proposicion 2.26. Sea {x1,...,x,} una base para un espacio vectorial V sobre [, y sean
Yi,...,Ym € V. Si m > n, entonces yi, . . ., Y, son linealmente dependientes.

Demostracion. Supdngase, por el contrario, que m > ny que vy, ..., Y, son linealmente
independientes. Entonces ningun y; es 0, y hay coeficientes ay,...,a, € [F, no todos
cero, tales que

Y1 =aixy +azxy+---+anxy.

Se puede suponer que a; # 0. (Si fuere necesario, primero se permuta x; con algun xi
tal que a; # 0.) Luego se despeja x; asi:

1 as an
X1=—Yyi——Xa2— "= —Xp.
ax ax a
Asi, lin{yy, x2, x3, ..., x,) contiene x; y también xs, ..., x,: como incluye la base dada,
este subespacio es todo: lin(yy, xo, x3,...,x,) = V.
En consecuencia, hay coeficientes a), a, . .., a, € [, no todos cero, tales que

’ 4 ’
Y2 = a Y1 tadyXg + -0+ a,Xy.

Como y1, y» son linealmente independientes (por hipdtesis), los coeficientes a’z, e ay
no son todos cero. Después de permutar (si fuere necesario) los elementos de la lista
{x2,...,xn}, se puede suponer que a, # 0. Luego

/ 4 ’

1 a ds an
X2=Z Y- S Y1 - X3 T X

a, a, a, a
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Por lo tanto, lin{y, yo, x3, . . ., X,) contiene x» y x1, y ademas contiene los otros vectores
de la base original, asi que lin{y1, y2, x3,...,x,) = V.

Al repetir este argumento r veces,” se obtiene lin(y, ..., Y, Xr4+1,...,X,) = V. Por lo
tanto, hay coeficientes b4, ..., by, ¢;+1, . . ., C, tales que

Yrs1 = b1yy + - + by, + Crp1 X1 + -0+ CpX.

Los ¢p41,...,Cy, DO son todos cero, ya que yi,...,Y,4+1 Serian entonces linealmente de-
pendientes. Después de permutar x,.1, ..., X, si fuere necesario, se puede suponer que
¢r4+1 # 0. Entonces

1 bl br Cr+2 Cn
Xr+1 = Yr+1 — Yy — - — r = Xr42 — 00— Xn.

r+1 Cr+1 Cr+1 Cr+1 Cr+1
Por lo tanto, lin(ys, . . ., Yr+1, Xr42, - . ., X) = V. Después de n repeticiones del argumento,
se concluye que lin(ys,...,y,) = V.

Pero entonces hay coeficientes d, . . ., d, € [F tales que
Yne1 = diyr +doyo + - - - + dpyy,

lo cual contradice la supuesta independencia lineal de y, . . ., y,,. En sintesis: sim > n+1,
no es posible que y, .. .,y,, sean linealmente independientes. O
Corolario 2.27. Si {x1,...,x,} ¥ {y1,...,ym} son dos bases para un espacio vectorial V,

entonces m = n.

Demostracién. Como {xy,...,x,} esunabasey{y,...,yn} es linealmente independien-
te, la Proposicion 2.26 garantiza que m < n. Como {y1, ...,y } esunabasey {xi,..., x,}
es linealmente independiente, se deduce del mismo modo que n < m. O

Definicion 2.28. Si un espacio vectorial V sobre [ posee una base finita, todas las bases
tienen el mismo numero (finito) de elementos, por el Corolario 2.27. Este numero n es la
dimension de V. En simbolos, dimV = n o a veces dimg V = n. Ademas, se dice que V
es finitodimensional.

Por el contrario, si una (y por ende toda) base de un espacio vectorial W es infinito,
se dice que W es infinitodimensional y se escribe dim W = co. o

En particular, vale dim [ = n, ya que " posee la base estandar {ey,...,e,}.

En el caso del espacio vectorial trivial {0} (cualquier que sea [), la Unica parte
linealmente independiente de {0} es el vacio (), y el menor subespacio que contiene ()
es {0}. Luego 0 es una base de V y esta base contiene 0 elementos: asi que dim{0} = 0.

7Esta prueba es un ejemplo de un argumento “por induccién”. Sin embargo, no hace falta apelar al
principio de induccién porque el nimero de iteraciones es finito.
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» Para poder construir bases, no basta con saber que existen; se debe tener algtin proce-
dimiento de busqueda. La Proposicion siguiente afirma que siempre es posible completar
una base parcial.

Proposicion 2.29. Sea V un espacio vectorial finitodimensional y sea {xi,...,Xm} un
conjunto linealmente independiente de vectores en V. Entonces, bien {x1, ..., Xy} ya es una
base para V, o bien hay otros vectores Xm1, . . ., X tal que {x1,...,x,} sea una base de V.

Demostracion. Sea n = dimV. Como {x1,...,x,} es linealmente independiente, vale
m < n por la Proposicién 2.26. Si lin{(xy, ..., x,) # V, hay un vector no nulo x,,.; € V
tal que xp41 € lin{xy, ..., xp). Por el Lema 2.15, se ve que {x1, ..., X,+1} es linealmente
independiente.

Al repetir este argumento r veces, se obtiene una coleccién linealmente independiente
de (m+r) vectores {x1, ..., X+ €nV, toda vez que m+r < n. Tales repeticiones deben
terminar cuando lin{xy, ..., Xu+r) = V; en ese momento, {x1, ..., Xnr} €sunabasede V,
y por el Corolario 2.27, resulta que m + r = n. O

Corolario 2.30. Si W es un subespacio de V, entonces dim W < dim V.

Demostracion. Si m = dim W, entonces W posee una base {x1,...,xn,}, la cual es un
conjunto linealmente independiente en el espacio vectorial V. Por la Proposicién 2.29
anterior, se puede completar una base de V, al agregar algunos otros vectores X1, . - ., X
a{xy,...,xn}. LuegodimV =n > m. O

Definicién 2.31. Un isomorfismo lineal entre dos espacios vectoriales V y W sobre un
cuerpo [ es una biyeccion T: V — W tal que

T(x+y)=T(x)+T(y), T(cx)=cT(x) paratodo x,yeV,cel.

Si hay un isomorfismo lineal entre V'y W, dicese que V y W son (linealmente) isomorfos.
Resulta que si {x1,...,x,} es una base de V, entonces {T(x1), T(x2),...,T(x,)} es
una base de W. Luego V y W son isomorfos solo si tienen la misma dimensién. o

Proposicion 2.32. Sea V un espacio vectorial sobre F con dimgV = n. Entonces V es
isomorfo a F".

Demostracion. Sea {x1,...,x,} una base de V. Si x € V, entonces

X =a1x] +dsxs+ -+ apx, (2.5)

y los coeficientes ay, ..., a, € [F son tnicos (véase el Ejercicio 2.16). Definase T: V — "
por T(x) := (a1, ay,...,an). Es facil comprobar que T es biyectiva y preserva sumas y
multiplos escalares. Por lo tanto, T es el isomorfismo lineal deseado. O
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La Proposicidn 2.32 justifica a posteriori el énfasis que se puso sobre el ejemplo R”
en el Capitulo 1: ahora se sabe que R" es, hasta isomorfismo, el tinico espacio vectorial
real de dimensién n. Sin embargo, es conveniente mantener el punto de vista abstracto
sobre espacios vectoriales que se ha desarrollado en las dltimas secciones, para resaltar
las propiedades estructurales de los espacios vectoriales, en vez de enfocar los detalles de
cdlculos numéricos con coordenadas.

2.4. Ejercicios sobre espacios vectoriales

Ejercicio 2.1. Sim € N con m > 2, el conjunto de residuos bajo division por m es
{0,1,2,...,m — 1}. Se designa un conjunto finito con m elementos asi:8

Fp, = {O,T,Z...,m— 1}.

Las operaciones aritméticas en [, son los residuos de suma y multiplicacion de enteros:

a+b=¢  (a+b=cmédm
— _—¢ enly, si , en Z;
a-b=d a-b=dmédm

o lo que es lo mismo, si m divide (a+b) —cy (a-b) —d.
Por ejemplo, enF; valen3+6 =2y 3-6=4.

(a) Demostrar que [Fs es un cuerpo; pero que [Fg no es un cuerpo.
(b) ¢Para cudles m € N es [, un cuerpo?

Ejercicio 2.2. Si X es un conjunto cualquiera, P(X) denota la totalidad de las partes®
de X. Se define como sigue la “suma” de A € X y B € X y la “multiplicacién escalar”
de A por elementos de [F;:

A#B:=(AUB)\ (ANB), 0-A=0, 1-A=A,
Demostrar que P(X), con estas operaciones, es un espacio vectorial sobre el cuerpo [F;.
Ejercicio 2.3. Demostrar directamente que los cuatro vectores e R3:
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)

son linealmente dependientes en R3, pero que cualquier tres de ellos son linealmente
independientes.

8Se denota ‘a = b méd m’ si y solo si (a — b) es un multiplo entero de m. Esta es una relacién de
equivalencia sobre Z. Sus clases de equivalencia son los elementos de [, al identificar la clase de r con
ri={gm+r:qeZ}.

9Lamentablemente, hay quienes dicen “subconjunto” en vez de parte; hasta el DRAE lo tolera. El
conjunto A # B a veces se llama la diferencia simétrica de A y B.
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Ejercicio 2.4. Demostrar que los tres vectores
(1,1,0), (1,1,1), (0,1,-1)

son linealmente independientes en R3. Expresar los vectores e, e2, e3 de la base estandar
como combinaciones lineales de esos vectores.

Ejercicio 2.5. Demostrar que los tres polinomios de segundo grado en R|[¢]:
t(t-1), 1-¢% Lt(t+1)

son linealmente independientes en R [¢]. Expresar los monomios 1, t, t* como combina-
ciones lineales de ellos.

Ejercicio 2.6. Expresar los vectores (1,1,0), (1,0,1),(1,1,1) en R3 como combinaciones
lineales de los tres vectores {(1,1,2), (2,2,1), (1,2,2)}.

Ejercicio 2.7. Sir,s,t,u € R son niumeros distintos, demostrar que
(1,1,1,1), (r,s, t,u), (rz, s 12, uz), (r3, $3 u?’)

son vectores linealmente independientes en R*.
[ Indicacién: un polinomio ctibico no nulo, p(t) = ag + ait + azt? + ast®, no puede
tener mas de tres raices distintas. ||

Ejercicio 2.8. Determinar si los triples de vectores en R>:
A=4{(21,3), (1,0,2), (1,2,0)} y B={(1,2,3),(1,1,0), (1,0,1)}

son conjuntos linealmente independientes, o no.
Ejercicio 2.9. {Cuales de los siguientes conjuntos forman subespacios de R3?

@ {(x1,x2,x3) € R 12 = %1 +x3 };

() {(1,x2,1) eR3:x3 e RY;

© {(x1,x2,x3) € R?: x1 + X2+ x3 = 4};

(D {(x1,x2,x3) € R : x1x3 =0},

Ejercicio 2.10. Sean x, y dos vectores en R". Demostrar que {ze R": z-x=z-y=0}
es un subespacio de R".
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Ejercicio 2.11. (a) Demostrar que los pares de vectores en R3:
A={(2,1,-1),(0,1,1)} y B={(3,1,-2), (-1,3,4)}
generan el mismo subespacio de R3.

(b) Demostrar que los conjuntos de vectores
C={(21-1), (1,1,0)} y D={(3,2,-1), (4,3,-1)(11,8,-3)}
generan el mismo subespacio de R3.

Ejercicio 2.12. Si el conjunto de tres vectores {x, y, z} es linealmente independiente en un
espacio vectorial V, demostrar que el conjunto {x+y, y+z, z+x} es también linealmente
independiente en V.

Fjercicio 2.13. Escoger dos bases diferentes de R* de entre los vectores:
(1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,1,1).
¢Cudntas bases de R* pueden formarse con cuaternas de estos vectores?

Ejercicio 2.14. Sea V el conjunto de vectores (x1, xo, X3, x4) € R* tales que

2x1 —3x9 — x3+x4 =0,

X1 — Xo+2x3—x4=0.
Demostrar que V es un subespacio de R* y encontrar una base para V.
Ejercicio 2.15. Sean x, y dos vectores en R3.
(@) Demostrar que x Xy = 0 siy solo si el conjunto {x, y} es linealmente dependiente.
(b) Comprobar que x X y es ortogonal al subespacio lin{x,y).
(c) Concluir que {x,y, x X y} es una base de R3 siy solo si x x y # 0.

Ejercicio 2.16. Sea {x1,...,x,} un conjunto de n elementos de un espacio vectorial V.
Demostrar que {x1,...,x,} es una base de V si y solo si cada vector x € V puede
expresarse como una combinacién lineal (2.5) de ellos de manera tnica.

En otras palabras: si x = a1x1 + agxa + -+ ayx, ySiy = byxy + boxo + -+ + byxy,
mostrar que x =y siysolosia; =bjparaj=12,...,n.

Ejercicio 2.17. Sea R, [t] el subespacio de R[¢] que consta de polinomios de grado no
mayor que n. Demostrar que {1, (t — 1), (t — 1)2,..., (t — 1)*} es una base para R,[t].
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Ejercicio 2.18. Sean M, N dos subespacios de un espacio vectorial finitodimensional V.
Demostrar que su interseccion M N N ysusuma M+ N :={x+y:x € M, y € N } son
también subespacios de V. Verificar la férmula:

dim(M + N) =dimM + dim N — dim(M N N).

[ Indicacién: escoger una base para M N N y completarla de dos maneras para formar
bases de M y de N. Verificar que la unién de estas dos bases es una base para M + N. |

Ejercicio 2.19. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo F. Se define su
suma directa V & W como el producto cartesiano de V y W, dotado de las siguientes
operaciones de suma y multiplicacién escalar:

(xy)+(x,y) = (x+x,y+y), c(x,y) := (cx, cy),

para x,x’ € V; y,y € W; ¢ € F. Verificar que estas reglas cumplen las propiedades
(@)—(h) de la Definicién 2.6. Ademads, si V y W son finitodimensionales, demostrar que
dim(Ve W) =dimV + dim W.

Ejercicio 2.20. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea W < V un subespacio. Otro
subespacio U < V se llama un suplemento para W si:

UNnwW={0} vy U+W=V.

Verificar que T: U @ W — V dado por T(u, w) := u + w es una biyeccion lineal. Si V es
finitodimensional, demostrar que cada subespacio de V posee un suplemento (aunque
en general este suplemento no es unico). [ Indicacién: complecién de bases. |

Ejercicio 2.21. Sean M, N las partes de R* dadas por

M::{(Bs,s,s—t,t)€R4:s,teIR},

N = { (x1,x2,x3,x4) € R* : 2x1 +4x4, =0}
Demostrar que M y N son subespacios de R* y que R* = M + N.
Ejercicio 2.22. Sean V, W las partes de " dadas por

Vi={xeF:x1+ ---+x,=0},
Wi={xeF:xy=---=x,}.

Demostrar que V y W son subespaciosde F* yque F* =V & W.
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3 Matrices y ecuaciones lineales

Les régles de calcul algébrique de Heisenberg lui ont été
imposées par les résultats expérimentaux de la spectro-
scopie. Mais Heisenberg n’a pas compris tout de suite que
Ualgébre avec laquelle il travaillait était déja connue des
mathématiciens et s’appelait Ualgébre des matrices.

— Alain Connes'

La practica del dlgebra lineal se reduce al cdlculo de matrices. Una matriz es un arreglo
rectangular de escalares, cuyas filas o columnas pueden considerarse como vectores
segun los requerimientos del caso. Las matrices aparecen comtinmente como juegos de
coeficientes de sistemas de ecuaciones de primer grado. En este capitulo se utiliza el
lenguaje de matrices en la resolucién de esos sistemas de ecuaciones; se deja para el
capitulo siguiente su interpretacion como transformaciones entre espacios vectoriales.

3.1. El dlgebra de matrices

Definicién 3.1. Una matriz m X n con entradas en un cuerpo [F es un arreglo rectangular
de elementos de [, que contiene m filas y n columnas. El escalar a;; que corresponde a
la fila i y a la columna j de una matriz A se llama la entrada (i, j) de A. Se escribe

al 42 - Qin

a1 4z -+ Qzp
A=

Am1 dAm2 " Qmn

Para abreviar, a veces se escribe A = [a;;], dejando implicito que los indices recorren los
rangosi=1,2,....myj=12...,n.

La totalidad de matrices m X n con entradas en [ se escribe My,x,(F) — o algunas
veces ™" Este es un espacio vectorial sobre [F de dimensién mn, donde la sumas y los
multiplos escalares se definen entrada por entrada, es decir:

[ai;] + [bij] = [aij + by, claij] = [ca;;].

El cero de este espacio vectorial es la matriz O, cuyas entradas son todas O.
Si m = n, se dice que un elemento de M, (F) := M,x,(F) es una matriz cuadrada. ¢

'En su libro Géometrie non commutative, InterEditions, Paris, 1990.
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Definicion 3.2. La transpuesta A®* de una matriz A € M;,x,(F) es una matriz n X m,
cuya entrada (i, j) es la entrada (j, i) de A. En simbolos, A* = [a;;]. Mas explicitamente,

ailr 4a1 - Aami

aiz dz2 - AdAm2
A® =

Alp A42n - Amn

Una matriz cuadrada A € M, (F) se llama simétrica si A® = A, es decir, si aj; = a;; para
todoi,j=1,2,...,n. o

Definicién 3.3. Una matriz cuadrada A € M,(F) se llama triangular inferior si a;; = 0
para i < j; otra matriz cuadrada B se llama triangular superior si b;; = 0 para i > j;
una tercera matriz cuadrada D se llama diagonal si d;; = 0 para i # j. Explicitamente:

agz 0 --- O bi1 bz -+ by da O --- O
S I A B B AR D R P
a1 Ay A 0 0 --- by, 0 0 - dy,

Se consideran las columnas de una matriz A € My,x,(F) como vectores en " (esto
es conveniente para la manipulacidon de sistemas de ecuaciones lineales). Una columna
tipica de A es

Dicho de otro modo, se identifican las matrices m X 1 con vectores; y en ese sentido se
habla de vectores de columna.
Entonces se puede escribir una matriz m X n como “una fila de n columnas”:

A=laiay - a,]. (3.1

De igual manera, se puede considerar las filas de A como vectores en . Una fila
tipica de A es
@ =lan ap - i
Para no entorpecer demasiado la notacién, se usara la notacién (xi, x2, ..., X,) € F™
para referirse bien a un vector de fila 1 X m o bien a un vector de columna m X 1, segin
los requerimientos del caso.



MA-360: Algebra Lineal I 3.1. El dlgebra de matrices

» Una operacion algebraica importantisima es el producto de matrices. El producto de
dos matrices Ay B es una nueva matriz AB cuya entrada tipica es el producto escalar de
una fila de A por una columna de B. Para que esto pueda realizarse, es necesario que las
filas de A y las columnas de B tengan el mismo numero de entradas cada uno. En otras
palabras, si A € Mpxn(F) y B € My, (F), el producto AB existe solo sin = g.

Definicién 3.4. Sea A una matriz m X n y B una matriz n X r, ambos con entradas
en el cuerpo F. El producto de las matrices A y B es la matriz m X r denotado AB,
cuya entrada (i, j) es el producto escalar de la fila i de A con la columna j de B, para
i=12...m;j=12...,r.

Al escribir C = AB, se obtiene la formula:

n
Cij = a; . bj = Z aikbkj. (3.2)
k=1
Por ejemplo:
2 0 -1 1 ; _13 1 -2
031—20_2:8—3. o
10 2 3 1 9 -2 -1

Proposicion 3.5. Sean Ay D matrices m X n, By E matrices n X r, C una matriz r X s, con
entradas en el cuerpo . Se verifican las siguientes reglas algebraicas:

@) A(BC) = (AB)C,
(b) (A+D)B=AB+DB y A(B+E) = AB + AF,
() (AB)* = B*A*.

Demostracion. Ad (a): Seve que BC es una matriz nXsy que AB es una matriz mxr, asi
que los productos A(BC) y (AB)C existen y ambos son matrices m X s. Sii=1,2,...,m;

j=1,2,...,s, las entradas (i, j) de estas matrices son:
n r r n

> an( Y twan) v (Y antu
k=1 =1 I=1 k=1

respectivamente; y ellas son evidentemente iguales, al reordenar estas sumas finitas.
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Ad (b): De igual modo, la reglas de distributividad se reduce a las igualdades:

n

Z(aik +dix)byj = Z aikbyj + dig by,
k=1

k=1
n n
Z aik(bkj + ekj) = Z aikbij + aje;.
k:]. k:]_

Ad (c): Como B* esr xny A" esnx m, entonces (AB)* y B*A* son matrices r X m;
sus entradas (i, j) son iguales, pues por la férmula (3.2) estas son:

n

n
Z ajibii = Z biaj. |

k:l k=1

Es fundamental notar que el producto de matrices no es conmutativo. Es decir, en
general AB # BA (aunque puede haber igualdad en casos particulares). Por ejemplo,

R O A R R R P

Esto indica que el dlgebra de matrices requiere cierto cuidado en su manejo.

» Ahora considérese las matrices cuadradas de un tamafio fijo, n X n por ejemplo. Si
A, B € M,(F), su producto AB esta en M,([F) también. Se busca una matriz identidad
1, € M,(F) tal que

Al,=A=1,A paratodo A € M,(F).

Al escribir 1, := [§;;], esta ecuacién se traduce en

n

n
Z aik5kj =dajj = Z 5ikakj
k=1

k=1

lo cual significa que

1 sii=j,
oij = { T (3.3)
0 sii#j.
Entonces la identidad 1, es la matriz diagonal con cada entrada diagonal igual a 1:
01 ---0
1, = T |- (3.4)
00 --- 1

(A veces se abrevia 1, en el simbolo 1 simplemente, cuando n es fijo. Algunos autores
escriben I, 6 I en vez de 1,,.)
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La notacién §;; en (3.3), que asigna 1 a dos indices iguales y 0 a dos indices desiguales,
fue introducido por Leopold Kronecker (en 1868), y se llama la “delta de Kronecker”. Una
alternativa, propuesta por Kenneth Iverson en 1962, es [[i = j]|. Si R(x) es una relacién
légica que depende de un pardmetro x, la notacién [R(x)]| denota la siguiente funcién
booleana:

[R(x)] = {1, s% R(x) es CIERTO;
0, siR(x) es FALSO.
Asi, la “funcién indicatriz” de un conjunto A se escribe como 14(x) := [[x € A], y la
funcién de signo sobre R, que vale 1, 0 6 —1 cuando ¢ es respectivamente positivo, cero
0 negativo, se escribe asi: signo(t) := [t > 0] — [+ < O].

Definicion 3.6. Una matriz cuadrada A € M,(F) se dice invertible o no singular si hay
una matriz B € M, (F) tal que AB = 1, = BA. Si A es invertible, la matriz B es Unica y se
llama la matriz inversa de A, cominmente denotada AL o

La unicidad de la inversa B (si existe) se ve del siguiente modo: si AB; = 1, = BaA,
entonces B; = 1,B1 = (BzA)Bl = Bz(ABl) = By1, = Bs.

Ejemplo 3.7. En M, ([F) — cualquiera que sea el cuerpo [ — se verifica la igualdad:
a bl |d -b| _ |ad-bc 0
c dl|-c al| 0 ad — bc
Siad — bc # 0 en T, se obtiene

A:[a bl = | A7! ! [d _b]. (3.5)
c d

2

:ad—bc —Cc a

¢ a ] seria tal que AC = 0s;

entonces no podria haber una matriz B con BA = 1,, ya que se cumpliria las igualdades
C =1,C = (BA)C = B(AC) = B03 =05, de donde a =b =c =d =0y por ende A = 05,
lo cual implicaria 1, = BA = 05, que es falso.2 Se concluye que A es invertible si y solo si
ad —bc # 0. O

Por el contrario, si fuera ad — bc = 0, la matriz C = l

Como el producto de matrices no es conmutativo, vale la pena notar que

(AB)"! =B7tA7L. (3.6)

?Aqui el simbolo 0, (més adelante 0) denota la matriz nula, cuyas entradas son todas iguales a 0.
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Basta notar que

(BlAHYAB=B1(A'A)B=B"1'1,B=B"'B=1, vy
AB(B Ay =ABB HA I =A1,A =441 =1,
porque el inverso de AB es tnico cuando existe. La relacién (3.6) también dice que si

Al y B! existen, entonces el inverso de AB también existe, debido al cdlculo anterior.
Moraleja: el producto de dos matrices invertibles es también invertible.

3.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Considérese ahora un sistema de ecuaciones lineales en tres variables xi, xs, x3:

x1+3x9— x3=1
3x1+4xy —4x3 =7
3x1 + 6x2 + 2x3 = —3. (3.7a)

Para resolverlo, se procede sistematicamente del siguiente modo. Se elimina x; de las
ecuaciones segunda y tercera, al restar de estas ecuaciones 3 veces la primera:

x1+3xy— x3=1
—SXZ - X3 = 4
—3x9 + 5x3 = —6.

Esto es posible, ya que el coeficiente de x; (en este ejemplo igual a 1) no es cero; este
coeficiente se llama el pivote de esta transformacion del sistema.

Ahora se elimina x, de la tercera ecuacion, al restar de esta ecuacion % veces la
segunda; aqui el “pivote” es el coeficiente no cero (—5) de x3:
x1+3xy—x3=1
—SX2 — X3 = 4
28 2
Py =-%. (3.7b)
Ya es posible despejar x3 = —% /28 = —32_ Al sustituir esto en la segunda ecuacién
de (3.7b), se obtiene —5x5 + % =4, de donde x5 = —%. Al sustituir los valores obtenidos

de x3 y x9 en la primera ecuacién de (3.7b), se obtiene x; — % + % =1, de donde x; = 1.

La solucién (tnica) del sistema (3.7a) es entonces:
1

x1=1 x2=-3 X3=-

N

El método de solucidn consiste de dos fases:
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(1) eliminacion consecutiva de variables repetidas hasta llegar a un sistema “triangular”
como (3.7b);

(11) despeje de las variables por sustitucion regresiva, es decir, sustitucién consecutiva
en el orden inverso.

El método que combina estos dos ingredientes se denomina eliminaciéon gaussiana. (En
honor a Gauss, quien fue el primero3 en usar el método en forma sistematica.)

» Es importante notar que los sistemas (3.7a) y (3.7b) son equivalentes, en el sentido
de poseer el mismo conjunto de soluciones. Esto se ve al notar que los pasos dados para
transformar (3.7a) en (3.7b) no pueden afectar los valores de las incognitas x1, xa, x3.
Para concretar esta afirmacion, se observa que hay tres tipos de “operaciones elementales”
sobre sistemas de ecuaciones que no cambian sus conjuntos de soluciones.

Definicion 3.8. Cualquiera de las siguientes transformaciones de un sistema de ecuacio-
nes recibe el nombre de operaciéon elemental:

(@) E; & Ei: intercambiar dos ecuaciones de la lista;
(b) E; — cE;: multiplicar una ecuacion por un escalar ¢ # 0;

(c) E; — E; — c Eg : sustraer de una ecuacién un multiplo de cualquier otra. o

Tres aplicaciones de la operacion (c) bastan para transformar (3.7a) en (3.7b).

El nexo entre sistemas de ecuaciones lineales y matrices queda evidente cuando
se observa que el lado izquierdo de (3.7a) puede considerarse como un producto de
matrices. En efecto, se puede escribir (3.7a) en la forma

1 3 1| |x1 1
3 4 4| [x2f=1|7

36 2| |[x3 -3
Al nombrar esta matriz y estos dos vectores asi:
13 -1 x1 1
A=13 4 -4|, x = |x2|, b=|(7],
36 2 X3 -3

la ecuacién (3.7a) se escribe brevemente como

3Desde luego, hubieron precursores mas antiguos. Alrededor del segundo siglo a.C., salié un libro
chino de autores desconocidos llamado modernamente Nueve capitulos del arte matemdtico, cuyo octavo
capitulo Fang cheng (“arreglos rectangulares”) es una coleccién de problemas resueltos de ecuaciones
lineales, empleando el método de reducciéon que aqui se describe.
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En los procedimientos de resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales, no hace falta
escribir los nombres x1, x3, x3 de las variables, ya que cada uno de estos nombres puede
sustituirse por la columna respectiva de la matriz de coeficientes A. En efecto, otra manera
de reinterpretar (3.7a) es la siguiente:

1 3 -1 1
X1 3 + ) 41 + X3 41 =71,
3 6 2 -3
o bien, en notacién vectorial:
X141 + X2as + X343 = b. (3.9)

La ecuacién (3.9) es simple pero fundamental. Expresa que un sistema de ecuaciones
lineales no es mas que una descripcién de un vector dado b como una combinacion lineal
de otros vectores dados a;, y que los coeficientes desconocidos de esa combinacion lineal
corresponden a la solucion - si existe — del sistema de ecuaciones.

En segundo término, pone de manifiesto que una solucion del sistema de ecuaciones
existe siy solo si el vector dado b pertenece al subespacio generado por las columnas de la
matriz A de coeficientes.

» El sistema (3.7) es un ejemplo de una cuadro mds general, simbolizado por la ecua-
cién matricial (3.8), que postulo un juego de m ecuaciones lineales en n variables, con
coeficientes en un cuerpo [ cualquiera. Asi,conb € F", x € F' y A € My,x,([F), se escribe
el sistema general de ecuaciones lineales asi:

ajlxi +aipxXe + -+ aipXxXy = b1
as1X1 + asXxs + -+ dopXy = bz

Am1X1 + AmaXo + - + AmpXn = by, (3.10a)

lo cual se resume en el formato de (3.8):

Ax=bh, (3.10b)

y su version vectorial se escribe como sigue:

x1a1 + x9as + - - -+ x,a, = b. (3.100)

Se requiere, entonces, un procedimiento sistemadtico de resolver este sistema (3.10),
toda vez que el sistema admite soluciones — y si es posible, una solucién tnica.
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3.3. El algoritmo de eliminacion gaussiana

Para resolver sistemas de ecuaciones mds dgilmente, conviene adoptar una notacioén
matricial que permite suprimir una mencion explicita de los nombres de las incdgnitas
x = (x1,x2,...,Xp). Si A es la matriz m X n de coeficientes de un sistema de m ecuaciones
para n incognitas, y si b es un vector en R™ que representa el lado derecho del sistema
de ecuaciones (3.8), se escribe [A | b] para denotar la matriz m X (n+ 1) cuyas columnas
son ay, ..., a, b. Esta matriz es la matriz aumentada del sistema de ecuaciones (3.10).

Por ejemplo, la matriz aumentada del sistema (3.7a) es

1 3 -1]1
[AlB]=3 4 —4|7
36 2|3

Con esta notacidn, las transformaciones que convierten (3.7a) en (3.7b) se expresan asi:

13 -1]1 1 3 -1]|1 1 3 -1]1
34 -4|7|+— 1[0 -5 -1|4|+— |0 =5 -1 4 [. (3.11)
36 2 |-3 0 -3 5 |-6 0 0 ®|-%

» Hay tres tipos de “operaciones de fila elementales” sobre matrices aumentadas que
corresponden a las transformaciones permitidas de sistemas de ecuaciones.

Definicién 3.9. Una operacion de fila elemental sobre una matriz es cualquier una de
las siguientes tres operaciones:

(@) F; & Fi: intercambiar dos filas;
(b) F; v c F;: multiplicar una fila por un escalar ¢ # 0;
() F; — F; — c Fy : sustraer de una fila un multiplo de cualquier otra fila.

Dos matrices aumentadas son equivalentes por operaciones de fila si se transforma
una en la otra mediante una cadena finita de operaciones de fila elementales. Por su
interpretacidén como coeficientes de sistemas de ecuaciones lineales, resulta entonces que
si [A | b] es equivalente a [A’ | b’] por operaciones de fila, entonces Ax = b si y solo
si A’x = b’. En otras palabras, los sistemas de ecuaciones asociados tienen las mismas
soluciones x = (x1, x2,...,x,) € ™. O

La clave para entender el proceso de solucién en términos del dlgebra de matrices es
el resultado siguiente.

Proposicion 3.10. Cualquier operacion de fila elemental sobre una matriz B € M,x,(F) se
efectiia por premultiplicacion B — AB por una matriz cuadrada invertible A € M,,([F).
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Demostracion. Ad (a): Para intercambiar las filas F; y F, sea Py € M, (F) la matriz con
entradas pix = pr; = 1, pjj = 1 si j # i, j # k y las demds entradas 0:

1 k i m
1 - 0 -+ 0 --- 011
0 0 1 0| k
Py = : (3.12a)
0 1 0 0 i
0 - 0 - 0 --- 11 m

Ad (b): Para multiplicar la fila F; por una constante ¢ # 0, sea M;(c) € M, (F) la
matriz diagonal con entradas m;; = ¢, m;; = 1 si j # i y las demas entradas 0:

1 2 i m
1 0 --- 0 --- 011
O1 --- 0 --- 0/ 2
M;(c) = (:) (‘) A c (:) | (3.12b)
l
(000 - 0 -+ 1] m

Ad (c): Para sustraer de la fila F; unas c veces la fila Fy, sea Ryt (¢) € M,,([F) la matriz
con entradas rj, = —c, rj; = 1 para todo j y las demds entradas 0:

1 k i m
1 -~ 0 -+ 0 --- 01711
0 1 0 0] k
Rir(c) := : Dol : sik <. (3.120)
0 —c 1 01 i
o - 0 - 0 - 11 m

La operacién de fila F; — F; — ¢ F; se ejecuta con el producto B — Rj (c) B.
Todas estas matrices son invertibles: por cdlculo directo, se obtiene

Pl =Py, M) =Mi(1/c),  Ri(c)™ = Ru(—c). (3.13)

1

asi que sus matrices inversas son otras matrices de los mismos tipos. Las operaciones de
fila elementales (3.12) se deshacen con otras operaciones de fila elementales (3.13). m|
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Ejemplo 3.11. Las operaciones de fila sobre la matriz aumentada del despliegue (3.11)
son Fy — Fy — 3F; y F3 — F3 — 3F; (para cambiar la primera matriz aumentada en la
segunda), seguidas por F3 — F3 — %Fz. En simbolos:4

[A|b] - Rs2(2) Rs1(3) Ra1(3) [A | b] =: [V | c],

donde
1 3 -1 1
[V]e]=10 -5 -1 4
0 o |2
es la matriz aumentada asociada al sistema equivalente (3.7b).
Como la inversion de matrices revierte el orden de productos, segin la férmula (3.6),

se obtiene

[A|b] = (Rsa(2) Rs1(3) Rt (3)) [V | €]

= Ro1(=3) R31(=3) R2(=3) [V | c] =t L[V | ],
donde esta L es la matriz triangular inferior:
1 0 Of(1 0 Of|1 0 O 1 00
L=Ry1(-3)Rs1(-3)Rs2(-2)=1{3 1 0|0 1 0|0 1 O[=(3 1 0.
00 1[[3 01|02 1] [3 21

Es muy importante notar que (dejando de lado por ahora la dltimas columnas b y ¢) el
resultado de este cdlculo es una factorizacion de la matriz A como un producto matricial
A =LV, donde Ly V son matrices triangulares:

13 -1] [10o0]ft 3 -1
3 4 -4/=|3 1 0ffl0 -5 -1]. 0
36 2| |32 1o 0o &

En el Ejemplo 3.11, las entradas de la matriz L debajo la diagonal son justamente los
multiplos ¢ de filas que fueron escogidos en el proceso de eliminacion del sistema de
ecuaciones original. Este fendmeno se presenta toda vez que se ejecuta una eliminacién
con operaciones de fila de tipo (c) solamente. Entonces, si se guarda cuenta de estos mul-
tiplos en su orden consecutivo, la matriz triangular inferior L aparece sin mayor necesidad
de calcularla como producto de matrices.

4Cuando se aplican varias premultiplicaciones a una matriz B, el orden de los factores se escribe
de derecha a izquierda, porque tres premultiplicaciones consecutivas por A;, As, As, aplicadas a una
matriz B, produce: As(Az(A1 B))) = A3AzA;B.
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La segunda matriz V de la factorizacion LV es la matriz de coeficientes del sistema
“triangular” (3.7b) que resulta de la fase de eliminacién. En resumen, el proceso de
eliminacién gaussiana no sélo resuelve el sistema de ecuaciones lineales (3.10), sino que
ademas proporciona una factorizacion, A = LV, como producto de una matriz triangular
inferior y una matriz triangular superior.

» La matriz L es una matriz triangular de un tipo especial: tiene solamente entradas 1
en la diagonal (la palabra unipotente se aplica a este caso). La matriz triangular superior
V generalmente no es unipotente. Sin embargo, si ninguna de sus entradas diagonales
es 0, se puede multiplicar cada fila F; de V por el reciproco de su entrada diagonal v;;,
premultiplicando por matrices M;(1/v;;) de tipo (3.12b). La matriz V se puede restaurar
con las matrices inversas M;(v;;), cuyo producto es una matriz diagonal D, con las mismas
entradas diagonales: d;; = v;;. Por ejemplo:

1 3 -1 1 0 Ol 3 -1
Vv=|0 -5 -1|=[0 -5 0||0 1 1 |=DU,
28 28
o 0 %] Jlo o oo 1
que conduce a la triple factorizacion
A=LDU

producto de: una matriz triangular inferior unipotente L, una matriz diagonal D y una
matriz triangular superior unipotente U.

Para obtener esta “factorizacion LDU” en casos mas generales, solo hace falta tener
un criterio que garantiza que ningun elemento diagonal de D serd 0. La Proposicién 3.12,
mads abajo, explica cudndo eso sera factible.

» Volviendo al sistema de ecuaciones lineales (3.10a):

ajixy +apxy+---+agx, = bl
as1X1 + asgXo + -+ -+ dopXy = bz
Am1X1 + AmoXo + -+ - + AmnXn = by,

el primer paso en su resolucién es el de eliminar la variable x; de la segunda ecuaciéon
y las siguientes, al restarles multiplos apropiados de la primera ecuacién. Eso sélo serda
factible si a;; # 0. Si se nombran las ecuaciones Eq, Eo, ..., E,,, se debe sustituir cada
ecuaciéon E;, para i = 2,...,m, por la combinacion E; — (a;1/a11) E1, siempre si a;; # 0.

En seguida, se elimina x; de la tercera ecuacién y las siguientes, al restar de ellas
ciertos multiplos de la segunda; y asi sucesivamente. En el k-ésimo paso, serd posible
continuar si el coeficiente actual de x; no es 0.
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Para simplificar un poco, considérese el caso m = n (igual numero de ecuaciones y
variables) y supdngase — por ahora — que todos los coeficientes iniciales obtenidos no son
ceros. Al final de la eliminacidn, se obtendrd un sistema triangular de ecuaciones:

ailxi t+aigxs + - +aigpxy = b1

ag)xz +e 4 aéi)xn = b;z)

o =

(2) E:(f),. - E,(ln) tendran coeficientes iniciales no ceros:

tal que las nuevas ecuaciones E1, E;™,

a1 # 0, aézz) # 0, ag) #0,..., afl':l) # 0.

De inmediato, se puede despejar la dltima variable: x, = b'" / alm.

La penultima ecuacion se resuelve en seguida, al sustituir en ella este valor de x,,
para luego obtener x,_;. Continuando asi para atrds, se despejan consecutivamente las
variables x,, x,-1, ..., X2, X1 por sustitucion regresiva. De este modo se obtendrd una
solucion unica del sistema original.

Con eso se llega al problema tedrico: si en el transcurso de la eliminacién, alguno de
los coeficientes a'*) es 0, el algoritmo se detiene abruptamente, sin éxito. En tal caso, es

kk
de esperar que el sistema de ecuaciones lineales (3.10) no tenga solucién unica.

» En términos de la matriz aumentada, sucede lo siguiente.

Proposicion 3.12. Sea A una matriz cuadrada n X n sobre F y sea b € [". El algoritmo
de eliminacion gaussiana simple transforma la matriz aumentada [A | b] por medio de
operaciones de fila de tipo (c) solamente, al efectuar transformaciones:

A:A(l) |_>A(2) [N |_)A(n).

En el k-ésimo paso, el pivote es el elemento diagonal a](cll? de A®); para cada i > k, se resta

(af,f)/ a,(cll?) veces la fila Fy de la fila F;, resultando aflfﬂ)
solucion unica para el sistema de ecuaciones Ax = b siy solo si ninguno de los pivotes a
es cero.

= 0. Este algoritmo produce una
(k)
kk

Demostracion. Si algin a](!]i) = 0, es claro que el algoritmo se detiene en el paso numero k,

ya que para seguir habria que dividir por cero.

Siningun a,," resulta ser cero, se puede proseguir el algoritmo hasta el n-ésimo paso.
Ahora (para efectos de induccién) se puede suponer que las columnas 1,2,...,k — 1
tienen ceros debajo de la diagonal; luego estas columnas no cambian en el paso k, y las
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filask+1,. .., n se transforman de modo que los elementos subdiagonales de la columna k

se vuelven ceros: )

2D . g _ ik _ g

ik %k H) %k ~
A
Por induccién, después de (n — 1) pasos, la matriz V := A™ es una matriz triangular
superior, con elementos diagonales no ceros.

De hecho, los elementos diagonales de V son alV, q? (m)

11> @595+ - -»ann » ya que cada paso
del algoritmo no cambia ni la fila del pivote al(!,? ni las filas anteriores. Por hipdtesis,
estos elementos diagonales no son ceros; luego (al dividir cada fila de V por el elemento
diagonal correspondiente) se puede factorizar V. = DU, donde D es diagonal y U es
triangular superior unipotente. En efecto, las entradas diagonales de D son los pivotes

](cll? y D es invertible.

Sea L™! el producto de las matrices R,-k(agliC ) / a,(;c)) de operaciones de fila, multiplicados
en orden (de derecha a izquierda); entonces se ve que L™'A =V, asique A= LV = LDU.
Por eso, la ecuaciéon Ax = b se descompone en tres ecuaciones consecutivas:

dkk=a

Lec = b, Dy =c, Ux =uy.
Entonces la ecuaciéon Ax = b se resuelve en tres etapas:
o El algoritmo de eliminacién convierte [A | b] en L™1[A | b] = [V | c].

¢ Las divisiones de filas por las entradas de D (los pivotes) convierte la matriz [V | c]
en D[V | ¢] = [U | y].

¢ Yla ecuacion Ux = y se resuelve de manera tnica por sustitucion regresiva, ya que
cada elemento diagonal de U es 1. O

Fijese bien que los pivotes a,(cll? se calculan durante el algoritmo, y no se dispone

(todavia) de un criterio para decidir de antemano si alguno de ellos sera cero. El algoritmo
puede entonces “fallar”: es necesario incorporar alguna modificacion para prevenir la
posibilidad de que aparezca un pivote igual a cero.>

» La discusion anterior puede resumirse en un algoritmo de eliminacién gaussiana
“simple”. Este algoritmo es incompleto pues no contempla pivotes nulos.

El algoritmo que sigue, y otros que vendran posteriormente, estan formulados con un
pseudo-cédigo de tipo genérico. [ No seria dificil traducirlos a un lenguaje estructurado
como PascatL 6 C. ]| Cualquier ( frase entre corchetes angulares ) representa un bloque o

5En la préctica, el algoritmo de eliminacién simple falla cuando encuentra un pivote muy pequefio,
esto es, de valor absoluto inferior al error de redondeo aceptable.
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médulo incompleto, cuya definicién puede ser incorporado posteriormente. Las { frases
entre llaves } son comentarios laterales.®

Algoritmo 3.1 (Eliminacién Gaussiana Simple). Sean A € M,(F), b € F". El algoritmo
de eliminacién gaussiana “simple” transforma la matriz aumentada [A | b] por medio de
operaciones de fila de tipo (c) solamente, en el supuesto de que eso sea factible; luego,
mediante sustitucidn regresiva, resuelve el sistema de ecuaciones subyacente.

Como entrada, el algoritmo pide una matriz [a; --- a,] y un vector a,+; = b, bajo el
formato de una matrizaumentada, es decir, una matriz n X (n + 1). Como salida, da un
vector x € [F* que representa la solucién del sistema de ecuaciones Ax = b.

( Algoritmo de eliminacién gaussiana simple ) =
(Declarar los tipos: matrizaumentada, vectorn) {se pone a;p41 := b; }
procedure ElimGauss(A: matrizaumentada; X: vectorn)
( Declarar las variables locales: i, j,k: 1..n+ 1; C: matrizaumentada )
( Declarar otras variables locales ) { (pendiente) }
begin { ElimGauss }
for k < 1ton—1do {pivotaren la fila k }
if A[k, k] =0 then ( Trocar filas) { (pendiente) }
else for i «— k+ 1 tondo {limpiarlafilai}
Ali, k] « Cli, k] < Ali, k]/A[k, k];
for j «— k+1ton+1do {limpiarla columna j de esa fila }
Ali, jl < Ali, j1 - Cli, k] = Alk, j1;
endfor { j }
endfor {i}
endif
endfor {k: la eliminacién estd completa }
if A[n, n] = 0 then ( Interrumpir proceso ) {la eliminacién no es simple }
else for i «— n downto 1 do {sustitucion regresiva }
X[i] « Ali,n+1]/Ali,i]; {x; :=b;/a; para empezar }
for j «<— ndownto i + 1 do
X[i]  X[i] - Ali j1 * XUVALL ;- {x52= (b= Xy aep) fau }
endfor { j }
endfor {i: la sustitucion regresiva estd completa }
endif
end; {ElimGauss }

®Los algoritmos en estos apuntes son esquematicos, ya que asumen el uso de aritmética exacta; para la
resolucién practica de sistemas de ecuaciones, es preferible usar software profesional que toma en cuenta
errores de redondeo, condicién de las matrices, estabilidad numérica y otras dificultades del mundo real.
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3.4. Eliminacion gaussiana con pivoteo parcial

Si en el proceso de eliminacién gaussiana, aparece un pivote a](cll? = 0, el algoritmo
antes expuesto deja de ser util. Hay otro recurso para ese caso, el cual es el intercambio
de filas. Se busca entre las filas k + 1, .. ., n para encontrar una fila r con aﬁi) # 0 (debajo
(k)
kk

de la entrada nula q,,” en la misma columna); luego se intercambian las filas k y r, de

modo que el nuevo pivote es el elemento no cero aillz). (En la préactica, es mas eficiente
dar a cada fila una “etiqueta” e intercambiar las etiquetas de las filas k y r que hacer un
intercambio directo de los elementos de esas filas; pero aqui se omiten tales detalles de
eficiencia de programacién.)

[ Para célculos numéricos, es preferible intercambiar la fila k con otra si algllz) es muy
pequefio, aunque no fuese cero: cuando se encuentran pivotes muy pequefios, se dice que
la matriz original A estd “mal colocada”; resulta que los errores de redondeo se propagan
rdpidamente en matrices mal colocadas debido a la divisién por pivotes pequefios. No
es apropiado entrar en detalle aqui; basta recordar que es deseable que los pivotes sean
los més grandes posibles (en valor absoluto) y cuando es necesario cambiar uno, se debe

elegir el sustituto mas grande. Luego, si a,(cll? = 0, se busca la fila r > k tal que el valor

absoluto |a££)| sea el mayor posible. |
Si ag:) = 0 para todo i > k, cualquier intercambio de las filas k, k + 1,...,n dejard un
cero en la entrada diagonal (k, k), y el algoritmo falla sin remedio. En ese caso, no sera
posible determinar el valor de la incégnita xi, lo cual nos conduce a dos posibilidades:
bien el sistema de ecuaciones (3.8) es inconsistente, es decir, no posee solucién alguna,
o bien posee un juego de soluciones en donde el valor de x; queda “libre”. De estas

consideraciones, se obtiene la siguiente conclusién.

Escolio 3.13. Sea A una matriz cuadrada n X n sobre Fy sea b € [F". Para las soluciones
del sistema de ecuaciones (3.8), se admiten tres posibilidades:

(@) hay una solucion unica x € F"; o bien
(b) no hay solucién alguna; o bien
(¢) hay infinitas soluciones en [F". =]

Ejemplo 3.14. Considérese el sistema de ecuaciones lineales:

x9+x3=1 01 1]1
X1 +x3=1 cuya matriz aumentadaes [A|b]=]|1 0 1 |1
X1+ X =1 1 1 0|1
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Al inicio, hay una entrada O en la posicién (1,1) de A. Por lo tanto, se empieza con
un intercambio de las filas F; y F,. El desarrollo apropiado es entonces:

01 1(1 1 0 1)1 1 0 1 |1 10 11
Fl(—)Fz F32 F3:

1 01|yf——J01 1|1{—Jj01 1 (1|]— |0 1 1 |1
110]1 1101 "™ o1 -1]o]®*™ oo —2]-1
en donde se destacan los pivotes con un color rojo. Por sustitucién regresiva se obtiene
x;;z%, luegoxzz%,yﬁnalmente x1:%. O

Ejemplo 3.15. Por otro lado, con el sistema

x1+3x+2x3=4 1 3 214
2x1 + 6x2 + 5x3 =2 cuya matriz aumentadaes [A|b] =12 6 5 |2], (3.14)
3x1+9%9+8x3=0 3 9 8|0
se obtiene:
1324F.1324F.1324 F_1324
2 6 52| —=>1l00 1|-6]—>00 1|-6|——s1]0 0 1/|-6].
3 98lol™* |39 8lo| " Joo 2|-12]™** o0 o0]o0

En el tercer paso, hay una entrada 0 en la posicion (2,2) y otro en la posicién (3, 2), asi
que no hay solucion tnica al sistema (3.14); el algoritmo de eliminacién gaussiana simple
se detiene, sin éxito. La tercera transformacién indica como seguir: se ignora la segunda
columna y se pasa directamente a la tercera (siempre en la segunda fila), obteniendo un
nuevo pivote 1 en la posicion (2, 3). Al pivotar alli, se obtiene la tltima matriz aumentada,
que corresponde al sistema de ecuaciones:

X1+3X‘2+2x5>=4, X3:—6, 0=0,
el cual se reduce al par de ecuaciones:
x3 = —6, x1 + 3xy = 16. (3.15)

El proceso de eliminacion (y sustitucién regresiva) conduce a la conclusion de que el
sistema (3.14) es consistente y tiene varias soluciones. Ademas, proporciona una descrip-
cién mas explicita (3.15) de la naturaleza de esas soluciones.

Por otro lado, si la tercera ecuacion de (3.14) se modifica a

3x1+9x9 +8x3 =7,

por ejemplo, el proceso eliminatoria da lo siguiente.
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1324 . [132]4] . [132]4] . [132]4
2 6 5|2 —=2-00 1|-6]—s]0 0 1|-6]—>1]0 0 1]|-6/,
3 9 8|7 2% |3 9 8 B3R g 0 20=5] #2210 0 0| 7

y la dltima fila corresponde a la ecuacién Ox3 = 7, que es inconsistente. La sefial de
esa inconsistencia es una fila donde todas las entradas son cero menos la tultima (que
corresponde al lado derecho de la ecuacion). o

A la luz de los ejemplos anteriores, es necesario modificar el Algoritmo 3.1 para
incorporar el intercambio de filas en caso de necesidad; esta modificacion se llama pivoteo
parcial.” Solo hace falta precisar la definicién del bloque ( Trocar filas ) del Algoritmo 3.1
anterior. Se debe agregar otras variables locales ji,r,s,t al procedimiento ‘ElimGauss’,
modificando asi las declaraciones iniciales.

Algoritmo 3.2 (Eliminacién Gaussiana con Pivoteo Parcial). Sean A € M,(F), b € [F".
La eliminacién gaussiana con pivoteo parcial transforma la matriz aumentada [A | b]
mediante operaciones de fila de los tipos (c) y (a) y coloca la matriz aumentada en forma
triangular. Si se obtiene suficientes pivotes no ceros, se puede proseguir con la fase de
sustitucidon regresiva. En caso contrario, es necesario modificar o desechar la fase de
sustitucion regresiva del Algoritmo 3.1.

(Declarar otras variables locales ) =
( Declarar las variables locales: ji,r,s: 1..n+ 1; t: real)
(Trocar filas) =
( Definir una subrutina Swap(Y, Z: real) que intercambia Y < Z) { (ejercicio) }
begin { TrocarFilas }
r «— k; t « 0; {inicializacion }
for s «— k+ 1 to ndo {buscar la fila s con mayor |ag| }
if abs(A[s,k]) > t thenr « s;
t < abs(Al[s,k]) {t:= max;|ag]|}
endif
endfor {s: la busqueda del pivote ha terminado }
if r = k then ( Abandonar trueque al no encontrar un pivote no cero )
else for j; < 1ton+1do
Swap(Alk, j1], Alr, j1]);
endfor { ji: las filas k y r han sido intercambiadas }
endif
end; { TrocarFilas }

7Hay una variante mas complicada que incorpora también intercambios de columnas, bajo el nombre
de pivoteo completo: no es relevante para esta discusion.
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3.5. Inversion de matrices

Si en el proceso de eliminacién gaussiana, aparece un pivote 0 que no se puede
recuperar con intercambio de filas, entonces la ecuacién Ax = b no tiene una Unica
solucién. En cambio, si después de algunos pivoteos parciales se logra obtener n pivotes
no ceros — el ultimo sera an',? — se calcula en seguida una solucién tnica por sustitucion

regresiva. Ahora bien, una solucién formal de Ax = b es la férmula:
x=A""b. (3.16)

El lado derecho de (3.16) tiene sentido en la medida en que el lado izquierdo existe y es
univocamente determinado por b. Conviene expresar esta conclusién en forma explicita,
como sigue.

Escolio 3.16. Una matriz cuadrada A € M,([F) es invertible si y sélo si la ecuacion Ax = b
tiene solucion tnica para cualquier b € ", siy solo si A produce n pivotes no ceros. B

Fijese que la existencia de n pivotes no ceros en la eliminacién de [A | b] no depende
de la dltima columna b de esta matriz aumentada.

» Resulta que se puede modificar el método de eliminacién gaussiana para calcular
la matriz inversa A~!, cuando esta inversa existe. Es cuestién de abandonar la fase de
sustitucién regresiva. En su lugar, se convierte la matriz triangular A" — el resultado
de la primera fase — en una matriz diagonal al pivotar sucesivamente sobre afl',?, cee
ag) (en el orden inverso) para obtener ceros encima de la diagonal. Finalmente se
debe dividir cada fila por su entrada diagonal (no cero), obteniendo como resultado
la transformacién [A | b] — [1, | x]. Este es el método de Gauss y Jordan, menos
eficiente que la sustitucién regresiva pero tedricamente equivalente a ella. Como todas
las operaciones de fila se obtienen por premultiplicacién de A por unas r matrices de
tipo (3.12), se obtiene un par de ecuaciones:

M, - MpyMA =1, M, --- MoM;b = x, (3.17)

de donde se concluye que
AV =M, - MyM;.

Este esquema se convierte en un algoritmo eficiente para inversiéon matricial, al sus-
tituir el vector de columna b en (3.17) por la matriz identidad 1,,. Se generaliza la idea
de matriz aumentada para incluir “matrices de dos bloques” [A | B] toda vez que Ay B
tengan el mismo numero de filas. Entonces el algoritmo de eliminacién gaussiana (con
pivoteo parcial) se adapta facilmente para producir:

[A]1,] — [1, | A7

cuando A~! existe; y para sefialar la falta de inverso cuando A~! no existe.
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Ejemplo 3.17. Un ejemplo servird para ilustrar el procedimiento:

2 111 0O 21 1|1 0O
[A|13]=]|4 1 0]/0 1 O|— |0 -1 —2|-2 1 0
-2 2 1|0 0 1 0 3 2 ]1 01
2 1 1|1 00 2 1 0 |-3 2 2
— [0 -1 -2 (-2 1 0[]0 -1 0 |3 -3 -2
0 0 -4|-5 31 0O 0 4|-5 3 1
I 11 17 11 1
O B | Y S T i
> 0 —1 O 5 -3 T3 > O 1 O —55 53 21 :[13|A ]
0 0 -4|-5 3 1 0012 -2 -1
Se concluye que
2 1 1 -1 1 1 1
. 8 8 8
-1 _ -1 1 1
At=l4 10 =|-1 1 1 0
5 3 _1
-2 2 1 i "1 7%
3.6. Ejercicios sobre matrices y ecuaciones lineales
Ejercicio 3.1. Sean A, B, C las tres matrices:
1 -1 O
3 -1
2 -1 01 2 0 -1
A.—(1)_21, B'_lB 0 1 2]’ €= o 2 1]
-1 0 2
Calcular los productos® de matrices AB, BC, (AB)C y A(BC).
Ejercicio 3.2. Verificar que AB = 0 pero que BA # 0 en M3(R), para:
1 -1 1 1 2 3
A=|-3 2 -1{, B:=12 4 6
-2 1 0 1 2 3
Ejercicio 3.3. Sean C, D y E las matrices:
1 -3 2 1 4 10 21 -1 -2
c=12 1 -3}, D=2 1 1 1}, E=13 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 -1 0
Verificar que CD = CE en M3x4(R), aunque D # E.

8Los ultimos dos productos deben ser iguales.

3-20



MA-360: Algebra Lineal I 3.6. Ejercicios sobre matrices y ecuaciones lineales

Ejercicio 3.4. Para esta matriz A € M3(R),

0 1 0
A=|0 0 1],
4 -6 -4

calcular el polinomio matricial A +4A% + 6A + 4 15.

Ejercicio 3.5. Verificar que A* = 15 en M3(R), donde

L[4 7 -4
AI:§1 4 8
8§ -4 1

Ejercicio 3.6. Calcular (por induccién sobre n € N) las potencias A", B", C" de las
siguientes matrices (donde a € R es un ntimero real cualquiera):

a l O
A::[g 611] B:=0 a 1[, c::[(l) ‘11]
0 0 «a

cosf —senf

senfd cosf ] en MZ(R). Demostrar que

Ejercicio 3.7. Sea A := [
o |cos20 —sen20 3 |cos30 —sen30
"~ |sen20 cos20 |’ " |sen36 cos36

y determinar A" (por induccién) para todo n € N.

b

dl € M,(R) tales que:

Ejercicio 3.8. Hallar todas las matrices A := lccl
10 00
2 _ . 2 _
(a) A _[O 1], (b)y A _[O Ol.

Ejercicio 3.9. Hallar todas las matrices B € M3(R) tales que AB = BA,si A :=

SO OoON
oN -
W = O

Ejercicio 3.10. Demostrar que A(x)A(y) = A(x + y) para todo x,y € R, donde

1 x %xz
A(x):=10 1 «x
0 0 1
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Ejercicio 3.11. Calcular la matriz inversa del producto de matrices:

1 0 0|1 0 Off1 OO
0 1 Off0 1 O||-a 1 Of.
0 —c 1||(-b O 1{|0 O 1

[ Indicacién: usar la férmula (ABC)™! = C™1B71A7L.]

b
Ejercicio 3.12. Demostrar que la totalidad de matrices en M,(R) de la forma [_ab al

forman un cuerpo. [ Indicacién: sélo hace falta probar conmutatividad y la existencia de
inversos de elementos no ceros. ||

Ejercicio 3.13. Sea E;; € M,(F) la matriz n X n cuya entrada (i, j) es 1 y cuyas demads
entradas son 0. Verificar que el conjunto { E;; : i, j = 1,2,...,n} es una base del espacio
vectorial M, (F) (sobre el cuerpo F). Concluir que dim M, (F) = n?.

Ejercicio 3.14. Una matriz cuadrada A € M, (F) es antisimétrica si A* = —A. Comprobar
que las matrices antisimétricas forman un subespacio vectorial de M, ([F); encontrar una
base de este subespacio. ¢Cudl es su dimension?

Ejercicio 3.15. Resolver el sistema de ecuaciones:

X1+ X2 + X3 +X4=0
X1+x2+x3—x4=4
X1+ X9 — X3 +X4=—4

X1 —Xg+X3+X4 = 2
por el método de eliminacién gaussiana.
Ejercicio 3.16. Resolver el sistema de ecuaciones:

2x1 — 3x9 + 2x3 + S5x4 = 3
X1 —Xo+x3+2x4=1
3x1+2x9+2x3+x4=0
X1 +x2—SX3—x4:O
por el método de eliminacién gaussiana.
Ejercicio 3.17. La ecuacién general de un circulo en el plano R? es:
x2+y2+2Gx+2Fy+C=0.
Encontrar la ecuacién del circulo que pasa por los tres puntos (1,1), (2,-1) y (2, 3).

[ Indicacién: obtener un sistema de tres ecuaciones para los coeficientes G, F, C. |
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Ejercicio 3.18. Resolver el sistema de ecuaciones:

X1 — 2x9 +x3 —4x4 +x5 = 14
2x1 +2x9 —x3+x4+3x5=0
—x1+ X3+ 2x3 — x4+ 2x5 =8

3x1 — X9+ 2x3+2x4 —2x5=5
X1+BX2+ZX3+2)C4—33C5 =-7

por el método de eliminacién gaussiana.
Ejercicio 3.19. Resolver el sistema de ecuaciones:

x1+x9+x3=0
2
—4

3x1 + 3x9 + 4x3

X1+ 2x9 + x3
por el método de eliminacién gaussiana con pivoteo parcial.

Ejercicio 3.20. En este sistema de ecuaciones, k € R es un parametro real:

kx1+ X9+ x3=1
X1+ka+ x3 =1
X1+ xo+kx3=1

Determinar los valores de k para los cuales el sistema: (a) no tiene solucién; o (b) tiene
una infinitud de soluciones. Encontrar la solucién tinica para los otros valores de k.

Ejercicio 3.21. (a) Resolver el sistema de ecuaciones Ax = b, donde

S O =N
O = N =
= N = O
N = O O

por el método de eliminacién gaussiana. Usar los resultados del cdlculo para escribir
explicitamente las matrices L, D, U de la factorizacién A = LDU.

(b) Sib’:=[27 12 11]%, usar la factorizacién de la parte (a) para resolver el sistema
Ax’ = b’, con la misma matriz de coeficientes A.
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Ejercicio 3.22. Encontrar los inversos de las siguientes matrices:

cosf —senf 111 110
A::[sene cosel; B:=(0 1 1f; C=10 11
0 01 0 01
Ejercicio 3.23. Encontrar los inversos de las matrices:

135 12 1 i _01 (1) _21

A:=1(3 5 1}; B:=11 1 0]; C:=
531 2 0 -1 0 -121
-2 1 3 0

sin usar métodos de eliminacién. [ Indicacién: si x = [x; x2 x3 x4]* es un vector de
columna, calcular Ax y obtener por inspeccion la matriz B tal que B(Ax) = x. ||

Fjercicio 3.25. Si A € M,(F) es invertible, demostrar que (A*)~! = (A71)®.
[ Esta es la llamada matriz contragrediente de A, a veces denotada por A" . |
Concluir que A™! es una matriz simétrica si A es simétrica.

Ejercicio 3.26. Demostrar que

1 1

1 0 o] 1 0 O 1 0 o] 1 0 O
—ax; 1 O =lax; 1 O pero —as 1 0 #laxzn 1 O0f.
—das3l 01 asl 01 —dad3] —dasg 1 a31 dads2 1

Ejercicio 3.27. Sea A una matriz triangular superior con ceros en la diagonal:

0 app -+ ai
a=|0 e
0O 0 --- 0

(Es decir, a;; = O para i > j.) Demostrar que A" = 0. Concluir que 1, + A es invertible,
con

(In+A) =1, -A+A%2 ... 4 (-] 1AL

1 a b
Usar esta relacion para calcular el inverso de la matriz |0 1 cf.

0 01
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Ejercicio 3.28. Si A € M,,(F) y D € M,(F) son invertibles y si B € M;;x,(F), definase
una matriz cuadrada (m + n) X (m + n) por

A B
0 D

b

|

donde 0 es la matriz nula en M, (F). Mostrar que M~! existe y estd dada por:

A"l —A-1BD!
-1 _
M ‘[0 D1 l

Ejercicio 3.29. Demostrar que

cos@ —senf cos¢p —sen¢ " [ cos@ send —cos(0—¢p+1¢) —sen(0—¢+1)

senf cos sen¢ <cos¢p | |—-senf cosf sen(0—-¢+1y) —cos(d—¢+v)
0 0 cosy —seny| | O 0 cosy sen
0 0 senyy cosy 0 0 —seny cos ¥/

[ Indicacién: usar el Ejercicio 3.28 anterior. ||
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4 Aplicaciones lineales y matrices

E la storia della Matematica ci avverte che tutti i concetti
fondamentali, venuti ad allargare le idee dominanti nei
vari campi di essa, sono stati introdotti nella scienza in
un modo analogo, trovando solo pit tardi la loro piena
ed esatta giustificazione.

— Federigo Enriques®

El producto de una matriz fija A por un vector de columna cualquiera, x — Ax,
preserva sumas y multiplos de vectores: A(x +y) = Ax + Ay, también A(cx) = c(Ax); se
dice que esta operacion es lineal. La aplicacidén x — Ax entonces respeta la estructura
vectorial del espacio de las columnas. En este capitulo, se adopta este punto de vista
sobre las matrices; en lugar de mirarlas como arreglos rectangulares de entradas sujeto
a ciertas reglas de combinacién, se las considera como aplicaciones que llevan unos
vectores en otros de manera lineal.

4.1. Aplicaciones lineales

Definicion 4.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Se dice que una
funciéon T: V. — W es una aplicacion lineal (més precisamente, una aplicacion F-lineal,
si es necesario identificar el cuerpo F de escalares) si T tiene estas dos propiedades:

@ T(x+y)=T(x)+T(y), paratodo x,y € V;
(b) T(cx) =cT(x), paratodox € Vycadac e F.

La totalidad de las aplicaciones lineales T: V — W se denota por £L(V,W).
Si V = W, también se dice que T es un operador lineal sobre V y se escribe £(V)

como sinénimo de £(V,V). O

Ejemplo 4.2. Obsérvese que cualquier aplicacion lineal T: V. — W lleva el origen de V
en el origen de W:
T(0)=T(0x)=0T(x) =0.

Dendtese por O la aplicacion lineal nula de V en W definida por 0(x) := 0 para todo
xeV. o

Ejemplo 4.3. Dendtese por 1y: V. — V el operador identidad sobre V definida por
1ly(x) := x para todo x € V. (A veces se escribe 1 simplemente, en vez de 1y.) o

'En su libro Lezioni di Geometria proiettiva, Zanichelli, Bologna, 1904.

4-1



MA-360: Algebra Lineal I 4.1. Aplicaciones lineales

Ejemplo 4.4. Dada una matriz A € M,,,«,([F), definase una aplicacién lineal T4 : F* — F™
por

Ta(x) := Ax | paratodo x € " (4.1)

La linealidad de T4 sigue directamente de las dos propiedades A(x +y) = Ax + Ay
y A(cx) = c(Ax) del producto de matrices y vectores. O

Ejemplo 4.5. Sobre el espacio vectorial de polinomios reales V = R[t], se definen dos
operadores lineales de interés. Dado un polinomio p = p(t), se define su derivada Dp(t)
y su primitiva Tp(t) por las formulas:

D(ag+ ait + - - + ant™) 1= aj + 2ast + - - - + na,t" ",

T(ap + at+ -+ ayt") := aot + %altz +o 4+ ——apt

n+1
n+1 :

Es facil verificar que D: R[t] — R[t] y T: R[t] — R[t] son aplicaciones lineales.>2
También es evidente que D(Tp)(t) = p(t) para todo polinomio p(t). O

Lema 4.6. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Entonces L(V,W) es
también un espacio vectorial sobre [F.

Demostracion. En £L(V, W) se definen las operaciones de suma y multiplicacién escalar
(de funciones) por:

T+S:x— T(x)+S(x), T : x> cT(x).

Six,y € Vysia, b €T, se verifican las propiedades de linealidad:

(T+S)(ax+by) =T(ax+by) +S(ax+by) =aT(x)+bT(yy) +aS(x)+bS(yy)
=a(T +S)(x)+b(T +S)(y),
(cT)(ax+by) =cT(ax+by) =caT(x)+cbT(y) =a(cT)(x)+b(cT)(y). O

» La propiedad clave de las aplicaciones lineales es ésta: una aplicacion lineal queda
determinada por sus valores sobre los elementos de una base de su dominio.

Proposicion 4.7. Sean V y W espacios vectoriales sobre [F; y sea {x1, ..., x,} una base de V.
Si z1,...,z, son nvectores cualesquiera en W (no necesariamente distintos), hay una tnica
aplicacion lineal T € £L(V, W) tal que:

T(xx) =2z para k=1,2,...,n.

’En la teoria de integracién, una primitiva de una funcién integrable f(t) es otra funcién F(t) cuya
derivada es f(¢). No hay unicidad, porque se puede afiadir una “constante de integracién” ¢ € R, de
modo que F(t) + c es otra primitiva. Pero en el contexto actual la linealidad de T exige que el coeficiente
“constante” de Tp(t) es O: la primitiva Tp(¢) es Unica.
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Demostracion. Para que T sea lineal, es obligatorio definir T: V — W por
T(a1x1 + asxo + -+ anxn) ‘=aj1zy +dagzzy+ -+ apz,.

Como cada vector x € V puede expresarse de manera tinica como combinacién lineal de
los vectores x1, ..., x, de la base (Ejercicio 2.16), T esta bien definida por esta férmula.

Para ver la unicidad de T, supdéngase que S € L(V,W) satisface S(x;) = z, para
cada k. Entonces la linealidad de S muestra que

S(x) =S(a1x1 + agxs + -+ + apxy) = a15(x1) + asS(x2) + - - - + a,S(xy)
=a1z1 +aszo + -+ ayzy, = T(x)

paratodox € V,asique S=T. O

Cada matriz A € My,x,(F) define una aplicacién lineal T,: " — [F™. Es importante
notar que toda aplicacion lineal T € L£(V,W) es de esta forma — es decir, que puede
hallarse una matriz A tal que T = Ty4. Sin embargo, para poder comprobar esa afirmacién
es necesario identificar V con F" y W con " de modo explicito. Estas identificaciones
se logran al elegir dos bases, una para V y la otra para W. Por lo tanto, la matriz A que
asociada a T no es tinica, sino que depende de las bases elegidas.

Proposicion 4.8. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre [F, con n = dimV, m = dim W.
Tomese una base {x1,...,x,} de V y otra base {y1, .. .,yn} de W. Entonces hay una tinica
matriz A € Mpyxn(F) tal que

X=cXx1+- - +cpxy
T(x)=biy1+---+bnynm

Demostracion. Por la Proposicidn 2.32, se sabe que la aplicacion x — ¢ es un isomorfismo
lineal de V en . Definase la matriz A como sigue: para cada j = 1,2,...,n, se puede
expandir T(x;) en términos de la base de W como

= b=Ac.

m

T(x]') =: Z aij Yy;. (4-2)

i=1

Entonces, por la linealidad de T,

szyz T(x) = (chxj) ZH:CJ T(x,)—z Zauyz Zzaucjyu

Jj=1 Jj=1 j=1 i=1 j=1

y la unicidad de los coeficientes con respecto a la base {y;,...,y,} de W implica
n
b; = Zaijcj parai=1,2,...,m; estoes, b=Ac.
j=1
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Por otro lado, al tomar ¢ = e;, un elemento de la base estdndar de ", b es el
vector (en ") de coeficientes de T'(x;) respecto de la base {y1,...,yn}, y la ecuacién
b = Ae; dice que }”"; a;jy; = T(x;). De nuevo, la unicidad de coeficientes para la base
{y1,...,yn} muestra que las entradas a;; de A estdn determinadas por T. O

Definicion 4.9. SiT € L(V,W), ysi {x1,...,x,} ¥ {y1,...,Yynm} son bases de V.y W
respectivamente, la matriz A € M,x,([F) determinado por (4.2) se llama la matriz de T
con respecto a estas bases. O

Corolario 4.10. Vale dim £(V, W) = (dim W)(dim V).

Demostracion. Es cuestiéon de observar que T +— A es un isomorfismo lineal entre los
espacios vectoriales £L(V, W) y My,«,(F), ya que dim M,,,x,(F) = mn = (dim W)(dim V).
La ecuacién (4.2) afirma que T — A es uno-a-uno, y el Ejemplo 4.4 anterior afirma que
es sobreyectivo. La linealidad de esta correspondencia es facil de comprobar. Como un
isomorfismo lineal de espacios vectoriales no es mas que una biyeccién lineal (por la
Definiciéon 2.28), se obtiene que £L(V, W) y M,,x,(F) son isomorfos y por ende tienen la
misma dimensidn. O

Proposicion 4.11. Sean V, W y Z tres espacios vectoriales sobre [, con bases respectivas
{x1,.. ;%0 {yrs - s Ymt ¥y {z1,...,2,}. SiT € L(V, W), S € L(W, Z), su composicion
es la aplicacién lineal ST € L(V,Z) dada por

ST(x) := S(T(x)).

Si A € Myym(F), B € My (F) son las matrices respectivas de S y de T respecto de las bases
dadas, entonces la matriz de ST es el producto matricial AB.

Demostracion. La linealidad de ST es evidente de:
ST(x+y) =S(T(x+y)) =S(T(x) +T(y)) = S(T(x)) + S(T(y)) = ST(x) + ST (y),
ST(cx) =S(T(cex)) =S(cT(x)) =cS(T(x)) =cST(x),

usando la linealidad de Sy de T.
Coldquese C := AB € M,x,(F). Para j =1,2,...,n se calcula con la férmula (4.2):

ST(x)) = S(T(x;)) = s(z biy yk) =) biy S(yi)
k=1

k=1
m r r m r
= Z bkj Z ajk zi = Z Z aikbkj Z = Z Cij zi,
k=1 i=1 i=1 k=1 i=1
asi que C = [c;;] es la matriz de ST. O
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[ La composicién de funciones se denota usualmente con un circulo: S o T. Cuando
se componen aplicaciones lineales, se suele omitir el circulo y escribir simplemente ST. |
Para ilustrar la composicién de T y S, se usan los diagramas:

Ta

1% sy W s 7 B, =4

ST TaTp=Tas

recordando que una composicion se lee “de derecha a izquierda”.

» Se ve entonces que las reglas algebraicas para matrices (resumidas en la Proposi-
cién 3.5) son un simple reflejo de las reglas algebraicas para funciones de unos conjunto
en otros. Falta solamente dar la version abstracta de la transpuesta de una matriz; asi,
es necesario definir la transpuesta de una aplicacion lineal, de modo que sea compatible
con la regla de célculo matricial: (AB)* = B*A®.

Sin embargo, no es obvio cémo revertir la flecha V. — W sin apelar a cdlculos con
coeficientes en [. Para ello, se introducen otros dos espacios vectoriales V* y W*, que
se denombran espacios duales de V 'y W, de modo que la transpuesta de una aplicacién
lineal R: V — W es una aplicacidn lineal R*: W* — V*. El paso de V a V* es un ejemplo
de dualidad, un concepto fundamental del dlgebra lineal.

Definicion 4.12. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F. Una
forma lineal sobre V es una aplicacion lineal f: V — F. El espacio dual de V es el
espacio vectorial V* de todas estas formas lineales:

V' = L(V,F).
Si {x1,...,x,} es una base de V, se define la base dual {fi,..., f,} de V* por
fi(c1x1 +caxo + -+ -+ cpxy) 1=k (4.32)

para k = 1,2,...,n. En palabras: f; selecciona el coeficiente del vector bésico xi el
desarrollo (que es tinico) de un vector de V en términos de esta base. Se verifica facilmente
que f es lineal, y como tal queda determinada por sus valores en la base de V:

1, sik=j,
) = .3b
fie(x;) 0. sik#j (4.3b)

Mas brevemente, fi(x;) = [k = j] = &;. 0

En primer lugar, se debe comprobar que esta “base dual” merece su nombre, debido
al lema siguiente.
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Lema 4.13. El conjunto de formas lineales { f1, . . ., f, } sobre V definido por las formulas (4.3)
es una base del espacio vectorial V*.

Demostracién. Para ver que {fi,..., f;} es linealmente independiente, supéngase que
arfi +---+anf, = 0 en V*, para algunos coeficientes ay, ..., a, € F. El lado izquierdo es
una forma lineal; al evaluarla en el vector basico x; de V, se obtiene

(a1fi+--+anfu)(xj) = a1 fi(x)) +- -+ ay fu(x)) = a;j fi(xj) = aj,

asi que a; = 0 para cada j € {1,...,n}. Esto establece la independencia lineal.

Para ver que {fi,..., f,} genera V*, sea g € V* una forma lineal cualquiera. Sea
br := g(xx) para k = 1,...,n. Afirmacién: g = b1fi +--- + b,f, en V*. Para comprobar
esta formula, evaluamos el lado derecho sobre cada vector bésico x; de V. Se ve que

(b1fi+---+bafa)(x)) = by fi(x)) + -+ by fo(x)) = b; fij(x)) = bj = g(x;).

De la Proposicion 4.7, que muestra que una forma lineal en V* = £(V, F) queda determi-
nada por sus valores en una base de V, se deduce que by fi +- - -+ b, f, = g. Esto confirma

que {f1,..., fn} genera V*. O

Corolario 4.14. Si la dimension n de V sobre [ es finita, entonces dimV* =n=dimV. &g

La matriz de la forma lineal f;, con respecto a la base {xi,...,x,} de V y de la
base {1} de espacio unidimensional [, es una matriz 1 X n, esto es, un vector de fila.
Al comparar la férmula general (4.2) para una matriz con la férmula particular (4.3b)
para fi, se ve que esta matriz es el vector de fila:

e, =[00---1---0]=(e)"

Definicidn 4.15. Sean V, W dos espacios vectoriales. Si R € £L(V, W), su transpuesta es
la aplicacién lineal R*: W* — V* dada por

R*(g9) :=goR | paratodo g€ W™ (4.4)

En otras palabras, si g € W*, x € V, vale R*(g)(x) := g(R(x)). o

Proposicidn 4.16. Sea R € L(V, W), y sean {x1,...,xn}, {y1,...,Ym} bases respectivas de
VyW.Sean {fi,..., fu} ¥ {91,--.,9gm} las bases duales correspondientes de V* y de W*. Si
C € Mpxn(F) es la matriz de R respecto de las bases {x1,...,x,} ¥ {y1,...,Yym}, entonces
la matriz de R* respecto de las bases duales {g1,...,gm} Y {f1,..., fa} es la transpuesta
matricial C* € Myxm(F).
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Demostracién. Sea D la matriz deseada de R*, determinada por la férmula
n
R*(gi) =t ) duifi
k=1

el cual es un caso particular de la prescripcidon (4.2). Al aplicar ambos lados de esta
ecuacion (que son elementos de V*) al vector bésico x; € V, se obtiene

dji = Zldki [j=kl= ;dkiﬁc(xj)
= -

= R*(g:) (%)) = gi(R(x;)) = gi(z Crj yr)

r=1
m m
= Zcrjgi(yr) = Z Crj [[i = r]] = Cij,
r=1 r=1
paracada j=1,...,nycadai=1,..., m. Esto muestra que D = C*. O

Obsérvese que la relacién (SR)* = R*S*, para R € L(V,W)y S € L(W,Z), es una
consecuencia inmediata de (4.4), porque si h € Z*, resulta que

RES*(h) = RE(S®(h)) = R*(hoS) =hoSoR =hoSR = (SR)*(h).

4.2. Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Si S: V — W es una aplicacién lineal, hay dos espacios vectoriales naturalmente

asociados con S: su nticleo, que es un subespacio de V, y su imagen, que es un subespacio
de W.

Definicion 4.17. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre [F, y sea S € L(V,W).
El nucleo ker S y la imagen im S de S son los subespacios definidos por:

kerS:={xeV:5(x)=0}<V; (4.5)
imS:=S(V)={S(x) :xeV}<W. (4.6)

La dimensiones de estos subespacios son la nulidad n(S) y el rango r(S), definidos
respectivamente por:

n(S) :=dim(kerS) | y | r(S) :=dim(imS).

Obsérvese que n(S) < dimV y que r(S) < dim W. O
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Proposicion 4.18. Sea S € L(V, W), entonces
(@) S es uno-a-uno siy solo si ker S = {0}, si y solo si n(S) = 0.
(b) S es sobreyectivo si y solo si im S = W, si y solo si r(S) = dim W,

Demostracion. La parte (b) es evidente, de las definiciones de imagen y rango de S.
Para la parte (a), obsérvese que

Sesuno-a-uno siysolosi S(x)=S(y) = x=y
siysolosi S(x)-S(y)=0 = x-y=0
siysolosi S(x-y)=0 = x-y=0
siysolosi S(z) =0 = z=0
siysolosi zekerS = z=0
siysolosi kerS = {0}. O

» La dualidad de espacios vectoriales permite asociar otros dos espacios vectoriales a
una aplicacién lineal, que son el ntcleo y la imagen de la aplicacion transpuesta. Antes
de examinar este segundo par de espacios, es necesario tomar cuenta de una correspon-
dencia natural entre los subespacios de V y los subespacios de V*. Recuérdese que la
notacion M < V dice que M es un subespacio de V (Definicion 2.13).

Definicidn 4.19. Si V es un espacio vectorial sobre [y si V* es su espacio vectorial dual,
sea M < V un subespacio de V. El anulador de M es el subespacio M+ < V* dado por

M* :={feV*: f(x)=0paratodo x € M}. (4.7a)

En cambio, si N < V* es un subespacio de V*, el anulador de N es el subespacio *N < V
dado por
N:={xeV:f(x)=0paratodo f € N }. (4.7b)

Obsérvese que V*+ = {0} y que {0}+ = V*, o

*

Proposicion 4.20. Sea V un espacio vectorial con dimV = n; sean M < Vy N < V*.
Entonces dim(M*) = n — dim M y ademds dim(*N) = n — dim N.

Demostracion. Sea k := dim M y sea {x1, ..., xx} una base de M. Por la Proposicion 2.29,
hay vectores xy41, ..., x, € V\ M tales que {x1,...,x,} esunabasede V. Sea {fi,..., fn}
la base de V* que es dual a ésta, dada por (4.3).

Sii > k pero j < k, es claro que fi(x;) = 0, asi que fi(x) = 0 para todo x € M, por la
linealidad de f;. Esto dice que f; € M+ para i > k; o sea, que lin{fiy1,..., fn) < M*.
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Por otro lado, si f € M+, entonces f € V*, asi que f = b1 fi + - - - + b, f, para algunos
coeficientes b;. Si j < k, se obtiene

bj = ;bi[[i =jl = ;biﬁ(x» = f(x;) =0

por ser xj € M. Entonces f = by fir1 + - -+ bufn € lin{fis1, .. ., fn). Se ha mostrado que
M* =1lin{fi41, - - ., fu). Se sigue que dim(M*) = n — k.

Un argumento similar permite concluir que dim(*N) = n—dim N. Sir := dim N, sea
{91, ...,9,} una base de N; hay formas lineales g,.1,...,9, € V* tales que {g1,...,9n}
es una base de V*. Hay vectores linealmente independientes yi,...,y, € V tales que
{91,...,9,} es la base dual a la base {y,...,y,} de V — véase el Ejercicio 4.8. Con
el razonamiento del parrafo anterior, se deduce que *N = lin{(y,41,...,yn), asi que
dim(*N)=n-r. m]

Corolario 4.21. Vale *(M™*) = M (subespacios de V); y (*N)* = N (subespacios de V*).

Demostracién. Las definiciones (4.7) indican que M < *(M*) y N < (+N)*. Al contar
dimensiones, se obtiene dim(*(M*)) = n —dim(M*) = n—-(n—k) = k = dimM y
dim((*N)*) = n — dim(+*N) = dim N. Por lo tanto, *(M*) = My (+N)* = N. m|

SiS e L(V,W), se dispone ahora de 8 espacios vectoriales asociados con S: para em-
pezar, su nticleo ker S < V, suimagenim S < W, el nticleo de su transpuesta ker S* < W*
y la imagen de su transpuesta im S* < V*. También, en principio, se cuenta con los res-
pectivos anuladores: (ker $)* < V*, (imS)* < W*, *(ker S*) < W y +(im S*) < V.

Afortunadamente, de estos 8 sélo hay 4 espacios distintos, por el resultado siguiente.

Proposicion 4.22. Sean V, W dos espacios vectoriales y sea S € L(V, W). Entonces:

(imS)*t =kerS* | y | (kerS)* =imS". (4.8)

Ademds vale + (im S*) = kerS y +(ker S*) =im S.

Demostracion. Sean g € W*, x € V. Entonces:
g€ (imS)* siysolosi ¢(S(x))=0paratodox eV
siysolosi S*(g) =goS=0enV*
siysolosi g € kerS®;
x € *(imS*) siysolosi S*(g)(x) =0 paratodog e W*
siysolosi ¢(S(x)) =0 paratodoge W*
siysolosi S(x)=0enW

siysolosi x € kerS.
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Las otras dos igualdades son consecuencias de estos dos y del Corolario 4.21:
(kerS)* = (*(imS*))* =imS* y *(kerS*) =*((imS)*) =im§. i
En consecuencia, las dimensiones n(S), r(S), n(S*) y r(S*) obedecen dos relaciones.

Corolario 4.23. Vale n(S*) = dimW - r(S); y ademds r(S*) = dimV — n(S).

Demostracion. Al combinar las Proposiciones 4.20 y 4.22, resultan:

n(S*) = dim(ker S*) = dim((im S)*) = dim W — dim(im S) = dim W - r(S),
r(S*) = dim(im S*) = dim((ker §)*) = dim V — dim(ker S) = dim V — n(S). o

» El siguiente resultado es “el teorema fundamental del algebra lineal”. Establece dos
cosas: (a) que los rangos de una aplicacién lineal y de su transpuesta son iguales; (b) que
el rango y la nulidad de las aplicaciones en £(V, W) son complementarios, en el sentido
de que su suma es siempre la dimensidn del dominio V.

Teorema 4.24 (Teorema de Rango y Nulidad). Para cualquier S € £(V, W), valen:

(@ |rS)=r(s| 'y (b) |r(S)+n(S)=dimV.

Demostracién. Como r(S*) = dimV — n(S) por el Corolario 4.23, las relaciones (a) y (b)
son equivalentes. Basta demostrar la relacion (b).

Sea k := n(S) y sea {x1,...,xr} una base de ker S. Esta se puede completar a una
base {x1,...,x,} de V, por la Proposicién 2.29. Si x € V, resulta x = ay1x7 + - - - + dyX,
para algunos coeficientes aq, ..., a, € F. Entonces

n n n
S(x) = S(Z ajxj) = ZajS(xj) = Z ajS(x;).
J=1 J=1 J=k+1

Esto dice que {S(xt41),...,S(x,)} genera im S = S(V), un subespacio de W.
Por otro lado, si cy1 S(xg41) +- - - +¢n S(x,) =0, asi que S(cpy1 Xps1+- - +Cnxp) =0,
se deduce que cx4q1 Xk41 + -+ - + cn X, € ker S. Por lo tanto, hay escalares by,...,b € F
tales que
Chl Xkg1 + -+ CnXp =b1x1 + -+ + brxy.

La independencia lineal de {x1, ..., x,} implica que esto solo es posible si cada b; = 0y
cada c¢; = 0. Se ha mostrado que {S(x+1),...,5(x,)} es linealmente independiente.
Luego, {S(xt41),...,S(x,)} es una base de im S;y r(S) =n—-k=dimV —n(S). O

4-10



MA-360: Algebra Lineal I 4.3. Forma escalonada de una matriz

4.3. Forma escalonada de una matriz

Es oportuno volver ahora al contexto de los sistemas de ecuaciones lineales. Témese
unamatriz A € My,«,(F),yseaTy: F* — [F™laaplicacién lineal definido por T4 (x) := Ax.
Nétese que A es la matriz de T4, con respecto a las bases estdndares de " y ™. Las
ecuaciones (3.8) y (3.9), generalizadas al caso de n variables x = (x1, X2, . . ., X;), asumen
el formato:

Ax = x1a1 + x0a3 + - - - + x,Qy; (4.9a)

esto dice que la imagen de T4 es el subespacio de F" generado por las columnas de la
matriz A. En otras palabras,

imTy ={Ax:x € F'} =lin{ayq, ..., a,). (4.9b)

En general, las columnas de A no tienen que ser linealmente independientes. De hecho,
son independientes si y solo si forman una base de im Ty, si y solo si n = r(Ty).

Definicidn 4.25. Se definen el rango y la nulidad de una matriz A € M,,«,(F) como el
rango y la nulidad (respectivamente) de la aplicacién lineal T : x — Ax. Esto es,

w =r(Ty) =dim{Ax e F" : x e "},
&:z n(Ty) =dim{x e F": Ax=0}.

Se debe notar que r(A) < my n(A) < nporque imTy < F"yker T, < F". ¢

En vista de (4.9), r(A) es el nimero mdximo de columnas linealmente independientes
de entre todas las columnas de A. Ahora el Teorema 4.24, junto con la Proposicién 4.16,
dice que r(A%) = r(A). Como las columnas de A® no son otra cosa que las filas de A
escritas verticalmente, el rango de A es también el niimero mdximo de filas linealmente
independientes de entre todas las filas de A.

Escolio 4.26. El rango de una matriz m X n no excede el niimero de sus columnas ni el
numero de sus filas:
r(A) < min{m, n}. B

» Considérese ahora sistemas de ecuaciones lineales Ax = b de tipo (3.8) donde la
matriz de coeficientes A € M,,x,(F) no necesariamente es cuadrada. El lado derecho es
un vector b € F", y se busca una solucién x € .

Dicese que el sistema es homogéneo si b = 0.

Un sistema homogéneo Ax = 0 tiene al menos una solucién, el vector nulo x = 0.
Decir que x es una solucion es afirmar que x € ker T4. En otras palabras, las soluciones del
sistema homogéneo Ax = 0 forman un subespacio vectorial de ", el cual es precisamente
el nicleo de T4; y su dimensién es n(A). Eso es el contenido del resultado siguiente.
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Proposicion 4.27. Si A € My, (F), el conjunto de soluciones del sistema homogéneo de
ecuaciones lineales Ax = 0 es un subespacio de ", con dimension n(A). Hay una solucion
tinica (que necesariamente es: x = 0) si y solo si n(A) = 0, siy solo si r(A) = n.

Demostracion. Hay solucion dnica de Ax = 0 si y solo si x = 0 es la tnica solucién, si y
solo si ker Ty = {0}, siy solo si n(A) = 0; por el Teorema 4.24 (de rango y nulidad), esto
es equivalente a que r(A) = dim " = n. O

Obsérvese que r(A) < ny ademds r(A) = r(A®*) < m; luego, si m < n, el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene infinitas soluciones; mas precisamente, tiene un subespacio de
soluciones cuya dimensién es > (n — m).

» Las sistemas rectangulares de ecuaciones se resuelven por una variante de la elimina-
cién gaussiana, cuyo objetivo es el de reducir la matriz aumentada [A | b] a una forma
especial en donde se percibe mds facilmente las dimensiones del espacio de columnas
y del espacio de soluciones. Se trata de una forma mds general del procedimiento de
Gauss y Jordan: este proceso transforma una matriz rectangular A € M,x,(F) — o even-
tualmente [A | b] € Mpyy(s+1)(F) — por operaciones de fila solamente, en un formato
especial, llamada si forma escalonada.

Definicidn 4.28. Una matriz A € M,,x,([F) esta en forma escalonada si satisface los tres
requisitos que siguen.3

(@) Ciertas columnas, llamadas columnas basicas y numeradas ji, jo, . . ., jk, SOn pre-
cisamente los vectores eq, . .., e, de la base estandar de ™.

(b) Las columnas bdésicas aparecen en el orden usual: j; < jo < -++ < jg.

(¢ - Sij<ji,esa;=0;
— 8i j < j < jr+1, los dltimos (m — r) elementos de a; son ceros; y

- si j > ji, los dltimos (m — k) elementos de a; son ceros. O

Ejemplo 4.29. La siguiente matriz esta en forma escalonada:

A=

o O O
S O
S onN
S = O
o Ul =
S N

Aquim =3,n=6,k =2,con j; =2y jo = 4; las columnas a; = e; y a4 = e son basicas.
La ultima fila consta de ceros. De hecho, es una consecuencia de la Definicién 4.28 que
las ultimas (m — k) filas son filas de ceros, si k < m. O

3Algunos libros, como el de Horn y Johnson o el de los Katznelson, usan el término mds preciso: forma
escalonada reducida por filas, con una definicién equivalente a esta Definicion 4.28.
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Proposicion 4.30. Si A € Mp,x,(F) es una matriz en forma escalonada con k columnas
bdsicas, entonces im Ty = lin{eq, ..., er) y por ende r(A) = k.

Demostraciéon. Como las ultimas filas a;< L .,a,, son vectores nulos, es claro que todas
las columnas de A estan en el subespacio lin{eq, . .., ex) < F™. Pero ademas las columnas
bésicasson {aj,,...,a; } = {e1,...,ex}, que son linealmente independientes por ser parte
de la base estandar de [F"'. Entonces este conjunto es una base del espacio de columnas

lin{ay, ..., a,). Al recordar, segun (4.9), que lin{ay, ..., a,) = im Ty, se deduce que
imTy =lin{ay, ..., a,) =lin{a;,,...,a;) =linfes, ..., e).

De ahi, es evidente que r(A) = dim(im Ty) = k. O

» Cabe recordar (Definicién 3.9) que dos matrices A y B del mismo tamafio m X n son

equivalentes por operaciones de fila si se transforma A en B (o bien B en A) mediante una
o mas operaciones de fila elementales.*

Proposicion 4.31. Si A, B € My,x,([F) son dos matrices equivalentes por operaciones de fila,
entonces r(A) = r(B).

Demostracion. Esta equivalencia tiene lugar si y solo si hay matrices invertibles Ly, ..., L,
en My, ([F), donde cada L; es de uno de los tres tipos (3.12), tales que A = L, ---LyL1B.
El producto de matrices L := L, ---LyL1 en My (F) tiene inverso L' = L{'Ly*--- L™

Nétese que A = LBy que B = L™'A. Entonces
imTy={Ax:xeF'}={LBx:xeF'} =T, ({Bx:x € F'}) = T, (im Tp),

y de igual modo im Ty = T;-1(im T4). Ahora Ty : x — Lx es una biyeccion lineal, con
inverso T;1: y — L™y, asi que los espacios vectoriales im T4 y im Tg son isomorfos. Por
lo tanto, sus dimensiones son iguales: r(A) = r(B). O

Es mds o menos evidente que cualquier operacion de fila (exceptuando la identidad)
cambia una matriz en forma escalonada en otra matriz que ya no es de forma escalonada.
Luego cualquier matriz A € M,,x,(F) es equivalente por operaciones de fila a no mas
de una matriz en forma escalonada. Por otra parte, el procedimiento de Gauss y Jordan
proporciona un algoritmo para convertir A, mediante operaciones de fila, en una matriz
en forma escalonada. [ Dicho de otra manera: las operaciones de fila reparten My, (IF)
en clases de equivalencia; y cada clase contiene exactamente una forma escalonada. |
(Obsérvese que una matriz n X n es invertible si y solo si es equivalente a la matriz
identidad 1,,.)

4En el contexto de la Definiciéon 3.9, se consideraron matrices aumentadas; pero la definicion es

aplicable a cualquier par de matrices del mismo tamafio. Alternativamente, se puede notar que cualquier
matriz es una matriz aumentada, si se destaca su dltima columna como una columna especial.
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Algoritmo 4.1 (Conversién a Forma Escalonada). Sea A € M,,x,(F). El algoritmo de
conversion a forma escalonada transforma la matriz A por medio de operaciones de fila.

( Algoritmo de conversién a forma escalonada ) =
( Declarar el tipo: matriz = array|mmzx, Nmax] of real )
procedure Echelon(A: matriz)
( Declarar las variables locales: i, h,r: 1.. mpsx;S j,k: 1.. Nmax )
( Definir una subrutina Swap(Y, Z: real) que intercambia Y con Z )
begin { Echelon }
for i =1 to m do {pivotear en la fila i }
h « i; {inicializacion }
for j =1 to ndo {limpiar las columnasde 1a j}
if A[i,j] =0repeath «— h+1
until (A[h, j] # 0) or (h = m);
if (A[h,j] # 0) for k < jtondo
Swap(Ali, k], A[h, k]);
endfor {k}
endif {las filas i, h han sido intercambiadas }
endif
if A[i,j] # 0 for k « jtondo
Ali k] « Ali, k]/A[L, j];
endfor; {k: se ha dividido la fila i por a;; }
for k «— jtondo
forr —1toi—1do
Alr, k] « A[r, k] — Alr, j] = Ali, k];
endfor; {r}
forr —i+1tomdo
Alr, k] « Alr, k] = Alr, j] = Ali, k];
endfor; {r}
endfor {k: el pivoteo en a;; estd completo }
endif
endfor {j:sia;j=---=apy; =0, se avanza una columna }
{ si no, la columna j ya es bdsica }
endfor {i:la matriz A ya estd en forma escalonada }
end; {Echelon }

La conversién de matrices a forma escalonada ahora permite hacer un anélisis com-
pleto de las posibilidades de resolver sistemas de ecuaciones lineales en general. Ya es
posible abordar sistemas Ax = b con m ecuaciones y n variables, aun cuando m # n.
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Proposicion 4.32. Si A € Myx,(F), b € F", entonces el sistema de ecuaciones lineales
Ax = b posee al menos una solucién x € F" si y solo si r([A | b]) = r(A).

Esta solucién es tnica si y solo si r([A | b]) = r(A) = n.

En cambio, si r([A | b]) = r(A) < n, el conjunto de soluciones {x € " : Ax = b}
toma la forma { xo +z : z € ker Ty } donde x¢ es alguna solucién particular de Ax = b;
y ker Ty < " es un subespacio de dimension (n — k).

Demostracion. Apliquese el Algoritmo 4.1 de conversién a forma escalonada a la matriz
aumentada [A | b]; dendtese por [A’ | b’] la matriz en forma escalonada resultante.
Como la conversion se efecttia por premultiplicacion por una matriz invertible M € M, (F)
que es un producto de matrices de los tipos (3.12), es claro que:

Ax=b & MAx=Mb < A'x=D.

Fijese que la matriz A’ es un bloque m x n de la matriz aumentada [A’ | b’], y que estd
en forma escalonada (ya que el Algoritmo 4.1 se aplica de igual manera a la matriz A, al
omitir la dltima columna b de la matriz aumentada). Dendtese los rangos por k :=r(A)
y I := r([A | b]). Entonces, por la Proposicion 4.31, la matriz A’ tiene k filas no nulas y
la matriz aumentada [A’ | b’] tiene [ filas no nulas. Se ve que | = k o bien [ = k + 1.
Quedan tres posibilidades por considerar.

o Sil=k+1, entonces la fila nimero k + 1 de [A’ | b’] es de la forma [0 | 1]. En
efecto, durante la aplicacion del algoritmo el cajon izquierdo se reduce a A, ya en
forma escalonada, mientras en la ultima columna habréd una entrada no cero b,
con r > k. Por un intercambio de filas Fi,; <> F, (si fuera necesario), se puede
asegurar que b;( i * Q; luego, con ur.la operaciéon Fryq — (1/ b;<+1) .F‘k.'.]_, se pu.ede

obtener b; , = 1; y finalmente, al pivotear en esa entrada se convierte la tltima

columna en una columna bésica: b’ = ey, sin afectar el cajon izquierdo A’.

Ahora bien, la fila [0 | 1] representa la ecuacién inconsistente 0 - x = 1, y de ahi se

ve que el sistema A’x = b’ no posee solucion alguna.

o Si k =1=n, entonces n = r(A) = r(A*) < m: el nimero n de las variables x; es
menor o igual al nimero m de las ecuaciones. Todas las n columnas de la matriz A’
son bdsicas y aparecen en su orden usual, y la matriz aumentada tiene el formato:

1, |c
AI bl — n ,
(A 1T =| 0 o
donde b’ = [c¢1 -+ ¢, O --- 0O]*. Las dltimas (m — n) filas nulas representan
ecuaciones tautoldgicas 0 - x = 0, y las primeras n filas representan las ecuaciones
desacopladas x; = ¢;, parai = 1,2,...,n. Es evidente que esta solucién es tinica,
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y ademads estd dada por las primeras n entradas de la ultima columna b’ del
resultante del Algoritmo 4.1.

¢ Sil = k < n, se puede hacer un reordenamiento de columnas de A’, de tal manera que

las columnas bdsicas pasan a la izquierda (en su orden usual). Esto es equivalente
a permutar el orden de las incégnitas x1, ..., X,, sin afectar la validez del sistema
de ecuaciones. || Se debe notar que esta “operacién de columnas” no forma parte
del Algoritmo 4.1 que emplea operaciones de filas solamente, y se aplica a la
matriz aumentada posteriormente. || La forma final de la matriz aumentada tiene
el formato:

c

o)

donde b’ = [c1 -+ ¢, O --- 0]* y B es alguna matriz k X (n — k). Las (m — k) filas
finales representan tautologias O - x = 0, y las primeras k filas representan las

1 B

[A"| b] — o 0

ecuaciones:

Xi=¢Ci — bi)k+1Xk+1 — = binxn para i=12,.. .,k.
Los valores de las “dltimas” variables (en el nuevo orden) xi,1,...,Xx, pueden
asignarse arbitrariamente y entonces las “primeras” variables xi,...,x; quedan
determinadas. Ahora xo := [c; -+ ¢ O --- 0]* € " es la solucién particular
obtenida al colocar xt,1 = - - - = x,, := 0, mientras la solucién general es x = xy + z,
donde z € lin{ey;1,...,e,) < F.

En el tercer caso, si x es una solucién cualquiera de la ecuaciéon Ax = b, el vector
Z := x — xo cumple
Az =Ax—-Axo=b—-b =0,

asi que z € ker T4. La dimension de ker Ty es n(A) = n—r(A) = n — k, por el teorema de
rango y nulidad. O

4.4. Cambios de Base

Cada aplicacién lineal T: V — W tiene una matriz A respecto de un par de bases
dadas para V y W. Si se escoge un par de bases diferentes para V y W, se obtendrd otra
matriz B que representa T con respecto a las bases nuevas. Es imprescindible determinar
la relacién entre esas dos matrices A y B. Esto es el asunto de cambio de base (o “cambio
de bases”, si se prefiere).

Es util etiquetar las bases con una letra especifica: B = {x1,...,x,} denotara una
base de V; C = {y, ...,yn} denotard una base de W, sidimV =ny dim W = m.
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Ahora sean B := {x1,...,x,} y B’ := {x],...,x;} dos bases para V. A su vez,
sean C := {y1,...,yn} y €' = {y’l, ..., Y} dos bases para W. La aplicacién identidad
1ly: V — V tiene, por (4.2), una matriz P € M,([F) con respecto a estas dos bases de V;
ademads, 1y : W — W tiene una matriz Q € M,,(F) con respecto a las dos bases dadas
de W. Explicitamente:

n m
x, =1y (x}) =: ijs xi |y |yi=1lw(y) = Z 9ri Y, (4.10)
j=1 r=1

observando que estas férmulas propician cambios B +— B’y €’ — C.

Las matrices P y Q se llaman matrices de cambio de base.

Fijese que P # 1, si B # B’ (bases de V diferentes) y que Q # 1,, si C # €’ (bases
de W diferentes).

Como las dos aplicaciones 1y y 1y son biyecciones lineales, estas matrices cuadradas
P y Q son invertibles, y sus inversos efecttian los cambios de base en el sentido contrario.

Lema 4.33. Si A es la matriz de una aplicacion lineal T: V. — W con respecto a las bases B
de Vy Cde W; ysi B es la matriz de T con respecto a las bases B’ de V' y €’ de W, entonces
B = QAP.

Demostracion. A partir de la férmula (4.2) para la matriz A y las férmulas (4.10), se
obtiene por un cdlculo directo:

n

T(x{) = T(Z Pjs xj) =D i) = ) pis ) ayys
=1 =1 1

j=1 = = i=

- ijs : aij Z qri y; = Z(Z Z qri aijpjs)y;

m
=1 =1 =1 r=1 \i=1 j=1

en el cual la suma doble entre paréntesis al lado derecho debe ser la entrada b, de la
matriz que expresa T con respecto a las bases B’ y €":

m
T(x;) = Z bys y;
r=1
De ahi se obtiene que las entradas de B son:
m
b,s = Z qri Gij Pjs -

El lado derecho es la entrada (r, s) del producto de matrices QAP. O

S

-
Il

—_
-
Il

—_
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Definicién 4.34. Dos matrices A,B € M,x,(F) son equivalentes si hay dos matrices
invertibles P € M,(F) y Q € M,,(F) tales que B = QAP. O

Antes de seguir, obsérvese que esta si es una relacién de equivalencia:
¢ Reflexividad: vale A=1,,A1,.
o Simetria: si B = QAP, entonces A = Q~'BP!.

o Transitividad: si B= QAP y si C = Q’BP’, entonces C = (Q’Q)A(PP’). Las matrices
Q’Q y PP’ son invertibles, con (Q’Q)~! = Q710! y (PP")~! = P~lp~L.

Proposicion 4.35. Si la matriz A € Mpyx,(F) tiene rango k, hay matrices invertibles
Q € M, (F) y P € M,(F) tales que

1k ol

QAP = [O 0 (4.11)

en donde cada 0O es un bloque rectangular de entradas nulas.

Demostracion. Se puede llevar A en una forma escalonada A’ con k = r(A) columnas
basicas, al aplicarla el Algoritmo 4.1. En este proceso se ejecuta un numero finito de
operaciones de fila: por eso, A — A’ es equivalente a premultiplicar A por una matriz
invertible Q € M,,(F), de modo que A’ = QA.

Ahora, nétese que la postmultiplicacion por una matriz n X n de tipo (3.12a) hace
un intercambio de dos columnas; la aplicacién de varios intercambios de ese tipo puede
efectuar la permutacién de las columnas de la matriz original,5 para llevar las columnas
basicas de A’ a la izquierda. Esto es equivalente a postmultiplicacion A’ por una matriz
invertible P; € M, ([F) para asi convertir A en la forma

1 F]

A+ QAP = A'P; = [0 0

donde F es un bloque de tamafio k X (n — k).
A esta nueva matriz se le puede aplicar “operaciones de columna”; pero es igual de
facil aplicar operaciones de fila a su transpuesta:

arot = |t ol

en donde F* es un bloque (n — k) X k. Ahora es claro que (si F # 0) se puede aplicar
eliminacién gaussiana simple a esta ultima matriz, convirtiéndola en el formato (4.11).

5Cualquier permutacién de la lista (1,2,. .., n) es un producto de varias transposiciones i <> j.
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Como se trata de una matriz n X m, esto requiere premultiplicar por una matriz
invertible P, € M, (F). Esto es, se ejecuta la operacién (QAP;)* + Py(QAP;)*:

1 O

Py(QAPy)* = [0 0

] (una matriz n X m).

Finalmente, se transpone la matriz de nuevo, para regresar a matrices m X n. Ahora
sea P = Png € M, (F) (invertible); entonces se obtiene lo deseado:

QAP = QAP Pt = (Py(QAP))Y)" = llok gl .

Corolario 4.36. Dos matrices A, B € My,x,, () son equivalentes siy solo si r(A) = r(B).

Demostracion. Una o mas operaciones de fila no cambian el rango de A: si Q es invertible,
Tp: F™ — ™ es una biyeccién lineal y dim T (W) = dim W para un subespacio W < F™;
al tomar W = im T4, se obtiene

F(QA) = F(TQA) = r(TQTA) = dim TQ(im TA)) = dlm(lm TA) = F(A)

[ Alternativamente, se puede aprovechar el Ejercicio 4.15: r(QA) < r(A); y a la vez,
r(A) = r(Q71(QA)) < r(QA), asi que r(QA) = r(A). |
De igual manera, si P € M,(F) es invertible, se obtiene r(AP) = r(A). Por lo tanto, si
B = QAP, entonces
r(B) = r(QAP) = r(AP) = r(A).

A la inversa, si se sabe que r(A) = r(B) = k, entonces hay cuatro matrices invertibles
Q1,02 € My(F) y P1, P2 € My(F) tales que

1 O
01AP; = [0 0] = Q2BP;
por la Proposicion 4.35 anterior, y eso dice que A y B son equivalentes. O

4.5. Matrices semejantes

Los cambios de base de mayor interés ocurren cuando W =V y se toman las mismas

bases en el dominio y el codominio, esto es, y; = x; yy, = x, para j,r = 1,...,n. Una
mirada a las férmulas (4.10) hace patente que en este caso Q = P~ en M, (F).
SiT: V — V es un operador lineal sobre V, y si B = {x1,...,x,} es una base de V,

se dice que A € M, (F) es la matriz de T con respecto a la base B si se cumple (4.2) con
y;=x;para j=1,...,n.
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Definicién 4.37. Dos matrices cuadradas A, B € M, () son semejantes si hay una matriz
invertible P € M, (F) tal que B = P_'AP. ¢

Si A y B representan una aplicaciéon lineal T: V. — V con respecto a dos bases B
y € de V, entonces A y B son semejantes. (Este es un caso particular del Lema 4.33.)
Inversamente, si A y B son semejantes mediante la relacién B = P~'AP, y si se define un
cambio de base en V por (4.10), entonces B es la matriz de Ty respecto de la nueva base.
La semejanza de matrices cuadradas es otra relacion de equivalencia:

o Reflexividad: vale A = (1,)'A1,.

o Simetria: si B= P"1AP, entonces A = PBP~1L.

o Transitividad: si B = P"YAP y si C = R™'BR, entonces C = (PR)"!A(PR), puesto
que (PR)"! =R7'pL.

» Es claro que dos matrices semejantes son equivalentes, y por lo tanto tienen el mismo
rango; pero la coincidencia de rangos no es suficiente para que dos matrices cuadradas
sean semejantes. Cabe preguntar si es posible confeccionar una forma candnica de una
matriz de modo que dos matrices son semejantes si y solo si pueden ser transformadas,
mediante operaciones de la forma A — M~'AM, ala misma forma canénica. La respuesta
es afirmativa pero sorprendentemente sutil, y no se ofrecera una respuesta completa en
este curso. Sin embargo, mds adelante en el capitulo 6, se asociard un par de numeros
tr Ay det A a cada matriz cuadrada A de modo que tr A = tr By det A = det B toda vez
que A y B sean semejantes.

4.6. Ejercicios sobre aplicaciones lineales

En estos ejercicios, V y W son espacios vectoriales sobre un cuerpo F con dimV = n
ydim W =m; T y S son aplicaciones lineales en £(V, W).

Ejercicio 4.1. ¢Cudles de las siguientes aplicaciones T: R? — R? son lineales?

@) T(x,y) :==(-y,x) T(x,y):=(-y,x) (rotacién contrario a reloj por un dngulo
recto);

(b) T(x,y) :=(—x,y) (reflexiéon en el eje y);
©) T(x,y):=(y,x) (reflexion en la diagonal y = x);
(d) T(x,y):=(3x,3y) (dilatacién por un factor 3);

@ T(x,y):=2x—y,y+3x);
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) T(x,y) :=(2x+1,2y—1).

Ejercicio 4.2. Sin € N, R,[t] denota el espacio vectorial de polinomios reales de grado
no mayor que n.

(@) SeaD: Rs3[t] — Ry[t] laaplicacién lineal de derivacién (Ejemplo 4.5). Determinar
la matriz de D con respecto a las bases:

B:={1,t53} deRs[t]; v C:={1,t*} deRy[t].

(b) Determinar la matriz de la misma aplicacién lineal D con respecto a las otras bases
B’ de R3[t] y €’ de R, [¢] dadas por

B o={P+ L2+, -2 -1} y € :={it(t+1),1-33t(t- 1)}

Fjercicio 4.3. Si T: R® — R* es una aplicacién lineal tal que

T(-1,2,1) = (-4,-3,1,3),
T(-2,0,3) = (1,-8,-5,3),
T(4, ]-, _2) = (03 8; _13 _1)9

determinar el vector T(4, 1, —3) en R*.
Ejercicio 4.4. Si T: R® — R3 es una aplicacién lineal tal que

T(1,0,1) =(2,3,-1),
T(1,-1,1) =(3,0,-2),
T(1,2,-1)=(-2,7,-1),

determinar T'(e1), T(e2) y T(e3).
Ejercicio 4.5. Sean fi, f5, f3 tres formas lineales sobre R* dadas por:

f1(x) = 5x1 — 2x2 + 9x3,
fo(x) = —x1 + x2 + 3x3,

f3(x) = x1 — axy + 2axs,

donde a € R. Hallar el valor de a tal que fi, 2 y f3 sean linealmente dependientes, y
determinar unas constantes ci, ¢, ¢ (no todas cero) tales que c1 f1 + cofo + c3fs = 0.
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Ejercicio 4.6. La base estdndar del espacio vectorial My ([F) es {E11, E12, E21, E22} donde

1 0 01 0O0 00
Eq11 = [O O]’ Eqp = [O Ol, Eoq = [1 Ol, Eos = [0 1]~

b

. a
SlM—[C d

] € My([F), se definen tres aplicaciones Ly, Ry, S: Mo (F) — My (F) por:

Ly(A) := MA, Ry (A) = AM, S(A) := A",

Demostrar que Ly, Ry y S son operadores lineales sobre Ms([F); y calcular sus matrices
con respecto a la base dada. [ Indicacién: estas son matrices 4 X 4. |

Ejercicio 4.7. Sean cg,cy,...,c, nimeros reales distintos. Se definen los polinomios
interpolativos de Lagrange { 7x(t) : k =0,1,...,n} en R,[¢] por

(t—co) - (t—cr1)(t —cps1) -+ (t —cn)
(ck —co) -+ (cx = ck—1)(ck = Cpa1) = (ck =€)

m(t) =

(@) Verificar que 7 (c;) = [j = k].¢
(b) Deducir que {ng, 1, ..., 1, } es una base para R,[¢t].

(c) Demostrar que la base dual del espacio dual R, [t]* es el conjunto de las evaluaciones
fit Ry[t] — R definidas por fj(p(t)) := p(c;), para j=0,1,...,n.

Ejercicio 4.8. Sea V un espacio vectorial sobre F con dim V' = n y sea V* su espacio dual.
Sea {x1,...,x,} una base de V y sea {f1,..., f»} la base dual de V*, dada por (4.3).

(@) Si{g1,...,9n} esotra base de V*, mostrar que hay matrices A, C € M,(F) tales que
gr =2 airfi ¥ fi = 251 Csigs para cada i,r = 1,...,n. Deducir que Ay C son
invertibles, con C = A™1.

(b) Si{yi,...,y,} son vectores en V, expresadas en términos de la base {x1,...,x,}
por ys = Z;’zl bjsx;, calcular los valores g,(ys) en términos de las matrices A, B, C.

(c) Obtener una matriz B = [bj;] tal que estos vectores y, cumplan g,(ys) = [r = s]

paratodor,s=1,...,n.
(d) Demostrar que los vectores {yi, ..., y,} obtenidos en (c) son linealmente indepen-
dientes y por ende forman una base de V, cuyo base dual de V* es {g1,...,9.}-

®Esto es: m(ck) = 1 para cada k; y mi(c;) = 0'si j # k.
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Ejercicio 4.9. Encontrar la aplicacién lineal T: R? — R? determinada por:
T(1,1)=(3,3) y kerT={(x1,x) € R®:x; +2x,=0}.

Ejercicio 4.10. Encontrar los subespacios ker S e im S y sus respectivas dimensiones n(S)
y r(S), si la matriz de S: R3 — R3 con respecto a la base estdndar {e;, s, e3} de R3 es:

A=

W N =
AN
O O W

Ejercicio 4.11. Sea S: V — W una aplicacién lineal.

(@) Sixy,...,xx €V son vectores tales que {S(x1),...,S(xx)} es linealmente indepen-
diente en W, comprobar que {x1,..., x;} es linealmente independiente en V.

(b) Si{y1,y2...,y,} es linealmente independiente en V y si ker S = {0}, demostrar
que {S(y1),S(y2),...,S(y,)} es linealmente independiente en W.

Ejercicio 4.12. Encontrar la dimensién y una base para los cuatro espacios ker Ty, im Ty,
ker(T4)* e im(T4)®, en los dos casos siguientes:

0100 1 201
A=10 0 1 Of; A=101 1 0
0 00O 1 2 01

Ejercicio 4.13. Sea S: V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de la
misma dimensioén finita: dimV = dim W = n. Demostrar que S es inyectiva si y solo si
S es sobreyectiva. [ Indicacién: usar el teorema de rango y nulidad. ||

Ejercicio 4.14. Si T € £L(V,W) donde V, W son espacios vectoriales finitodimensionales
con dim V > dim W, demostrar que T no puede ser inyectivo.

SeaT: Cla,b] — C[a,b] dado por (Tf)(t) := /atf(s) ds. Demostrar que T es lineal
e inyectiva, pero no sobreyectiva. Concluir que C[a, b] es infinitodimensional sobre R.

Ejercicio 4.15. SiT: V — Wy S: W — Z son aplicaciones lineales, demostrar estas
relaciones entre nucleos e imagenes:”

ker(S*),

>
: t
<imT".

VAN

ker(ST)
)

kerT,  ker((ST)%)
im(ST )

im S, im((ST)*

Concluir que r(ST) < r(S) y que r(ST) < r(T).

7Si M, N son espacios vectoriales, la notaciéon M > N es sinénimo de N < M.
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Ejercicio 4.16. Convertir cada uno de estas matrices a la forma escalonada equivalente:

2 -1 3 1 1
-1 0 -2 1 -3
1 2 -1 -4 3
3 2 -2 -3 -1

1 2 0 2 1
A=|-1 -2 1 1 0|; B=
1 2 -3 -7 =2

Ejercicio 4.17. Demostrar que r(A) = 2, donde

1 2 -1 3
A=|3 4 0 -1}f.
-1 0 -2 7

Expresar la tercera y cuarta columnas como combinaciones lineales de las primeras dos
columnas.

Ejercicio 4.18. Hallar los valores de x tales que r(A) = 3, donde

4 4 -3 1
11 -120
A= x 2 2 2
9 9 x 3

Ejercicio 4.19. Calcular r(A), encontrar una base para el espacio de soluciones de Ax =0
y describir el conjunto de soluciones de Ax = b, donde

1 -1 2 0 3 |-1
o 2 1 3 1 |-4
[A1b] = -11 5 1 0 |3
-1 0 1 -1 -2|4

Ejercicio 4.20. Determinar todas las soluciones del sistema de ecuaciones:

2x1 —3x9+x3+x4="7
3x1 — 2x9 + 2x3 — ZX4 =5
6x1 + X9 + 5x3 — 11x4 = —-1.

Ejercicio 4.21. Determinar todas las soluciones del sistema de ecuaciones:

x1—3x9+x3—x4=-8
2x1 —Xo + 2x3 +3x4 = —1
7x1 — 11x9 + 7x3 + 3x4 = —10.
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Ejercicio 4.22. Encontrar una base para el espacio de soluciones de este sistema homo-
géneo:

x1—2x9 —3x3+x4+x5=0
—4x1 — 2x9 — 5x3+5x4 —x5=0
X1+ X2 —x4+2x5=0
—2x9 —4x3+ 2x4 +3x5 =0

—3x1 + x9 + 2x3 —x5=0.
Ejercicio 4.23. Encontrar el valor de a que hace posible resolver el sistema

X1 —2x9+x3—3x4=a
2x1 +X2+X3—2X4=2
7x1 — 4x3 + 5x3 — 13x4 = 8.

Describir el conjunto de soluciones para este valor de a.

Ejercicio 4.24. Demostrar que tres puntos distintos (x1,41), (x2,y2), (x3,y3) en R? son
colineales si y solo si la siguiente matriz M tiene rango 2:

Ejercicio 4.25. Hallar la forma escalonada A’ de la matriz

1 -1 1 1 1

1 -1 2 3 1
A= 2 -2 1 0 2f°

1 1 -1 -3 3

1, O
Aplicar operaciones elementales de columna a la matriz A" para reducirla a [ Ok O]'
Ahora, ¢cudl es el rango r(A) de la matriz original?

Ejercicio 4.26. Dada la matriz

A=

W N =
W N =
[0 "N G

hallar una matriz B € R* con r(B) = 2 tal que AB = 0. [[ Indicacién: las columnas de B
seran soluciones de la ecuacién Ax = 0. |
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Ejercicio 4.27. Si A € Myx,(F) tiene rango r(A) = k, demostrar que A es una suma de
unas k matrices de rango 1. [ Indicacién: usar la Proposicién 4.35. ||

Ejercicio 4.28. Sea V un espacio vectorial sobre [F con dimV = 2 y sea la matriz

4
3 4
del operador lineal T: V' — V con respecto a una base {x1,x2} de V. Si y; := x1 — xo,
Yo = 2x7 + 3xo, comprobar que {y;,y>} es otra base de V y encontrar la matriz de T

con respecto a esta nueva base.

Ejercicio 4.29. La férmula (4.2) para una matriz de una aplicacién lineal y las férmulas
de cambio de base (4.10) asumen que las bases tales como B = {x1,...,x,} estdn dadas
en orden: se considera B como una lista ordenada de vectores.® Si se define x] := xo,
xé =X, ¥ x;. = xj para j = 3,...,n, ¢cudl es la matriz P de (4.10) correspondiente?
Expresar las entradas b, de la matriz B = P~'AP en términos de las entradas a; j de A.

Ejercicio 4.30. Determinar si las siguientes matrices A y B son semejantes o no:

111 1 00
A:=10 2 1] y B:=|0 2 0f.
0 0 3 0 0 3

Ejercicio 4.31. Si A y B son matrices n X n semejantes, escrito A ~ B, determinar (con
justificaciones) si los pares de matrices que siguen son semejantes o0 no:

(a) ¢Es cierto que A2 ~ B2?
(b) ¢Es cierto que A™! ~ B71?
() ¢Es cierto que (A3 +7A%2 -2A+31,) ~ (B*+7B>-2B+31,)?

Fjercicio 4.32. Sea T: R3 — R3 el operador lineal cuya matriz con respecto a la base
estandar B = {e1, ez, e3} es

A=

S OoOnN
A~ WO
o A~ O

Sea B’ := {x], x}, x;} la base de R?3 dada por

0 1 0
’ ’ ’
xl = _2 5 X2 = O 3 x3 = 1 .
1 0 2
8Algunos escriben B = (x3, ..., x,) para denotar esta base como una lista ordenada.
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(a) Encontrar las matrices Py P~! que expresan los elementos de B’ en términos de
los elementos de la base B, y viceversa.

(b) Hallar la matriz de T con respecto a las base B’.
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5 Espacios vectoriales euclidianos

Cuando una linea recta erguida sobre una linea recta
hace dngulos adyacentes iguales entre si, cada uno de los
dngulos iguales es recto y la linea recta parada se llama
perpendicular a la subyacente.

— Euclides de Alejandria*

Hasta ahora se ha estudiado los aspectos de espacios vectoriales y sus aplicaciones
lineales que se manifiestan con un cuerpo arbitrario [ de escalares: independencia lineal,
bases, matrices con respecto a un par de bases, equivalencia y semejanza de matrices.
Pero hay otro elemento estructural del espacio R", visto en el capitulo 1, que no se ha
generalizado aun: el producto escalar de un par de vectores.

Es usual emplear esta nocién solo si el cuerpo de escalares [F es R, el de numeros reales,
o bien C, el de nimeros complejos. En este capitulo se tomard F = R ¢ C. Inicialmente
se introducira los productos escalares en el caso F = R, y después se abordard la variante
en donde [ = C.

5.1. Productos escalares reales

En esta seccidon, V y W denotardn espacios vectoriales sobre R (espacios vectoriales
reales, espacios R-vectoriales).

Definicién 5.1. Un producto escalar (real) en V es una funcién que a cada par de
vectores x,y € V asocia un numero real (x,y) € R tal que:

@) (x,y) =(y,x) paratodo x,y € V;
(b) (x,y+2z)=(x,y)+ (x,2z) paratodo x,y,z € V;
©) (x,cy) = (cx,y) =c(x,y) paratodo x,y € V, ¢ € R;
(d) (x,x) > 0, con igualdad solosix =0en V.
Provisto de un producto escalar real, V se llama un espacio euclidiano. o
Noétese que (a) y (b) implican también que (x + z,y) = (x,y) + (z,y) six,y,z € V.

Ejemplo 5.2. Si V = R", el producto punto de dos vectores (de columna) es:

(x,y) =x -y =x1y1 +X2Y2 + - -+ + XpYp. (5.1)

La Proposicién 1.3 dice que este es un producto escalar sobre R”. o

'Su tratado geométrico Elementos empieza con 23 definiciones, entre ellas esta, de dangulo recto.
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Ejemplo 5.3. SiV = C|[a, b] es el espacio de funciones continuas f: [a,b] — R, definase

b
f9) = / f(t)g(t)dt.

Es facil verificar que esta formula define un producto escalar sobre C|aq, b]. o

Ejemplo 5.4. La traza de una matriz cuadrada C € M,(R) es la suma de sus elementos

diagonales:
n

tr(C) =cC11tCpt -ty = Z Ckk - (5.2)
k=1

La receta
n

m
(A, B) = t].’(AtB) = Z a,’jbij
i=1 j

[y

define un producto escalar sobre el espacio vectorial M,,x,(R): si A y B son matrices
m X n, entonces A*B es una matriz n X n. Obsérvese que

m n
(AA)y=) > al>0,

i=1 j=1
con igualdad solo si cada a;; = 0, solo si A = 0 en Mpxn(R). O

En el Capitulo 1 las propiedades del producto escalar x - y en R"” fueron deducidas
como consecuencias de las relaciones algebraicas expuestas en la Proposicién 1.3 y no
con cdlculos que dependian de la forma especifica (5.1) del producto punto. Entonces, las
conclusiones de la seccién 1.1 en torno al producto escalar siguen vdlidas para cualquier
otro producto escalar que cumple la Definicién 5.1, con s6lo reemplazar x - y por (x,y)
en cada caso: se define la norma de un vector, el dngulo entre dos vectores no nulos, la
distancia entre dos vectores, la proyeccion de un vector a lo largo de otro; y la desigualdad
de Cauchy sigue valida.

Proposicion 5.5. Si V es un espacio vectorial euclidiano, se define la norma (o longitud)
de un vector x € V por ||x|| := /{x, x), empleando la férmula (1.3).
La norma ast definida verifica la desigualdad de Schwarz:

[, 9| < x|l llyll | paratodo x,y€V, (5.3)

con igualdad si y solo si x,y son proporcionales.
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Demostracion. La desigualdad (5.3) (con igualdad) es obvio si x =0 o y = 0. Supdngase
entonces que x # 0, y # 0.

Al igual que en la demostracién de la Proposicién 1.5, definase f(t) := ||x +ty||? para
t € R. Se obtiene

f(t) ={x+ty,x+ty)
= (x,x) + 2t(x,y) +t*(y,y) porque (y,x)=(x,y) € R,
lyll® 2 + 2(x, y) t + || x||*

=: at® + bt +c.

Esta funcién cuadratica tiene a > 0 y cumple f(t) > O para todo t € R. Entonces su
discriminante cumple b% — 4ac < 0, esto es,

4x,y)” — 4llxlI*llylI* < 0,

esto es, {(x,y)? < ||x|?|ly||*>. Tomando raices cuadradas (positivas), se obtiene la des-
igualdad (5.3), con igualdad solo si b — 4ac = 0y f(t) = 0 para un solo valor t = t.

Pero entonces f(tp) = ||x + toy||? = 0, de dénde x + toy = 0, 0 sea x = —toy; esto dice
que x, y son proporcionales. O
Ejemplo 5.6 (Schwarz). Las sucesiones reales x = (xo, X1, X2,...,Xk,...), tales que la
serie 3} x,% converge, conforman un espacio vectorial £2(R). Definase

(%Y} = ) Xk
k=0

Resulta que esta serie converge para todo par de sucesiones x,y € 2(R) y verifica la
desigualdad (5.3). O

Definicion 5.7. Sea V un espacio vectorial euclidiano. Se define la distancia entre dos
vectores x,y € V por

d(x,y) =[x -yl
Se define el angulo 0 € [0, 7] entre dos vectores no nulos x,y € V por la férmula (1.5):
cosf := M . O
[l llyll
Escolio 5.8. La norma en un espacio euclidiano tiene la siguientes propiedades:
@) |lax|| = |a|||x|| (homogeneidad positiva),
(D) llx+yl|l < ||x|| + llyll (desigualdad triangular),
©) |lx|]| =0, con igualdad solo si x = 0. B

La demostracion es idéntica a la de la Proposicién 1.6.
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5.2. Bases ortonormales

Como el producto escalar permite definir (el coseno de) un angulo entre dos vecto-
res no nulos en un espacio vectorial real, es legitimo considerar que dos vectores son
ortogonales cuando ese coseno es 0.

Definicion 5.9. Se dice que dos vectores x,y € V son ortogonales si (x,y) = 0. (En
particular, ese es el caso si x =0 o y = 0.) Se escribe x L y para significar que x, y son
ortogonales.

Los vectores no nulos xi, ..., x, € V forman un conjunto ortogonal en V si x; L x;
parai # j. o

Lema 5.10. Un conjunto ortogonal de vectores en V es linealmente independiente.

Demostracion. Sea {x1,...,x,} C V un conjunto ortogonal de vectores no nulos. Témese
c1,...,cm € R tales que ¢1x1 + - - - + cyxy, = 0. Para cada indice j = 1,...,m, se ve que

0 =(x;,0) = (xj,c1x1 + -+ + CuXm) = (X, €jX;) = ¢j ||xj||2,
y luego ¢; = 0 porque |[|x;|| > 0. Asi, {x1,...,x,} eslinealmente independienteen V. O

Definicién 5.11. Si M C V (no necesariamente subespacio), se define su complemento
ortogonal M+ C V por:

M* :={yeV:(yx)=0, paratodo x € M }. (5.4)

Nétese que M* es un subespacio de V porque, siy,z € M+, c € R, y si x € M, entonces

(y+z,x) =(y,x)+(z,x) =0+ 0 =0,
(ey,x) = c(y,x) =¢c(0) =0,
asi que y +z € M+, cy € M. o
Como (x,y) = (y, x), es facil ver que M C (M*)* =: M+,

Definicién 5.12. Una juego de vectores {e1,...,e,} C V es una familia ortonormal si

(@ (ej,ex) =0 cuando j # k (ortogonalidad);

(b) (er,er) =1paratodok =1,2,...,m (normalizacion).
Una base ortonormal de V es una base € = {eq,...,e,} de V que cumple (a) y (b).

[ Es usual listar los vectores de la base ortonormal € en un determinado orden. | ¢
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Dicho con otras palabras: {es, ..., ey} es una familia ortonormal en V sie; L e para
j # k v |lex|| = 1 para todo k. Las propiedades (a) y (b) de la Definicién 5.12 pueden
resumirse en la frase: (e;, ex) = [j = k].

Una familia ortonormal es linealmente independiente, por el Lema 5.10. Entonces es
una base ortonormal de V si y solo si m = dimV (esto es, m = n).

» Si & = {e1,...,e,} es una base ortonormal de V, sean x = 2?21 xjej, Y = Xi_1 Ykek
las expansiones de dos vectores x,y € V en esa base. Entonces

n

(x,y) = <Z X; ej:iyk, ek> = ii(xj ej, Yk ex)
k=1

j=1 Jj=1 k=1

n n n
= Z Z Xjyk (€)> ex) = Z XkYk = X1Y1 + X2Y2 + - -+ + XnYn,
J=1 k=1 k=1

porque los términos de la doble suma con j # k se anulan. Luego se recupera la forma
explicita (5.1) — de producto punto” — para el producto escalar al usar estas coordenadas
con respecto a una base ortonormal.

Definicion 5.13. Sea V un espacio vectorial euclidiano de dimensién finita n. A partir
de una base ortonormal & = {ey,...,e,} de V, se puede identificar el espacio vectorial
dual V* con el espacio vectorial original V. Definase un juego de formas lineales F :=

{fi,.-., fu} € V* por

fr(x) := (e, x) | para k=1,...,n. (5.5)

Six = Z;’l::[ xjej, entonces fi(x) = xi. Esto dice que J es la base dual en V* de la base €
de V.
Ahora sea J: V — V™ la aplicacion lineal definido por

J(y) = J(Zi_, yeer) = Xpoq Yefe- (5.6a)

Como J estd determinada por sus valores sobre una base de V, es suficiente notar que
Jer = fr parak =1,2,...,n. Fijese que:

J@) () = > wi filx) = ) yexic = (g, %), (5.6b)
k=1 k=1
asi que J(y) es simplemente la forma lineal x — (y, x) € R. o

Este resultado aclara que J tiene una descripcion que no depende de la base ortonormal
de V. Dicho de otro modo: se puede identificar V* con V de manera “candnica”, en la
presencia de un producto escalar.
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Lema 5.14. Bajo la identificacion (5.6) de V con V*, el complemento ortogonal M+ de un
subespacio M C V coincide con el anulador M+ < V* de la Definicion 4.19.

En consecuencia, el espacio euclidiano V es la suma directa de M y su complemento
ortogonal: M & M* =V.

Demostracion. Es simplemente cuestion de notar que, si M <V,

J(y) € M* (anulador) &< J(y)(x) =0 paratodox € M
— (y,x)=0 para todo x € M
& y € M* (complemento ortogonal).

Se sabe, por la Proposicién 4.20, que dim(M+) = dim V — dim M.

Si x € M N M*, entonces {x,x) = 0, asi que x = 0; esto es, M N M+ = {0}. La
suma de subespacios M + M+ < V entonces es directa; se escribe M & M~. Por conteo de
dimensiones (Ejercicio 2.19) se obtiene

dim(M & M*) = dim M + dim M+ = dim V,
y se concluye que M & M+ = V. m|

» La definicién de la transpuesta de una aplicacién lineal S: V — W se simplifica, en
el caso de espacios euclidianos, al usar esta identificacion entre V y V* y también entre
W y W*. Para evitar ambigiiedades, conviene denotar esa segunda identificacién por
J: W — W*. Esto es,

J(z) i x> {(z,x)y yademds J'(y):yr— (yw)w

six,z € Vysiy,w € W. Ahora se puede identificar S*: W* — V* con JISt . w -V,
y se calcula:

JIS T (y), x)v = ST () (x) = J'(y)(S(x)) = (y, S(x))w - (5.72)

De ahora en adelante se escribird simplemente S* en vez de J~1S*J’, como aplicacién
lineal de W en V. La ecuacién anterior, para x € V, y € W, se simplifica en:

($*(y). x) = (y,5(x)). (5.7b)

Esta expresién (5.7b) es la tinica formula necesaria para hacer célculos con transpues-
tas de aplicaciones lineales entre espacios euclidianos: una aplicacion lineal se traslada de
un lado a otro de un producto escalar real al poner su transpuesta al otro lado.

5-6



MA-360: Algebra Lineal I 5.2. Bases ortonormales

» En el caso de aplicaciones matriciales T4: R" — R™, hay otra simplificacién. Como
de costumbre, x € R" denota un vector de columna. Se escribird (como ya se ha hecho
algunas veces) x* para denotar el vector de fila asociado a un elemento del espacio
vectorial dual. El producto escalar se convierte en x*y = x - y. La simetria del producto
escalar indica que o
xy=x-y=y-x=y'x.

Si A es la matriz m X n de la aplicacién lineal S: V — W (con respecto a determinadas
bases), la receta (5.7b) es entonces equivalente a la férmula matricial:

x"Aty = (A'y)*x = y*Ax. (5.7¢)
[ Se obtiene el mismo resultado al transponer y*Ax, considerada como matriz 1 X 1. ||

» Para comprobar la existencia de una base ortonormal para un espacio vectorial eucli-
diano, hay un algoritmo que la construye a partir de otra base cualquiera. Esa construccion
es un proceso iterativo que toma cada vector de la base original y lo proyecta sobre una
recta que es ortogonal a cada uno de los vectores anteriores. Este proceso se conoce como
el Algoritmo de Gram y Schmidt.>2

Proposicion 5.15. Sea V un espacio euclidiano de dimensién n > 0, y sea B = {x1,...,x,}
una base de V. Definase los vectores ey, ...,e, € V como sigue:
e1 == x1/||x1]l;

Yo = x3 — (e1, x2) €1, ex == y2/lly2ll;

Y3 := x3 — (e1, x3) e1 — (€2, X3) €3, e3 :=y3/|lysll;

Yi = X — (e1, xi) e1 — (e, xx) ez — -+ — (er_1, Xk) €1, ek = yi/|lykll

Yn ‘= X — <e1a xn> €1 — <e2’ xn> € — = <ek—1, xn> €n-1, e, = yn/”yn” (58)
Entonces {e1, ..., e} es una base ortonormal del subespacio lin{xy, ..., x;) de V, para cada
k=1,2,...,n; en particular, € := {e1, ..., e,} es una base ortonormal de V.

Demostracion. Se procede por induccién sobre k. En el paso inicial, k = 1, se debe
observar que x; # O (por la independencia lineal de B), asi que ||x1]| # 0. Ahora
e; es un multiplo de x; tal que ||e1]|| = 1, y por eso {e1} es una base ortonormal de
lin(x;) ={cx;:ceR}.

*El proceso aparece por primera vez en un libro de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités (Paris,
1816); una versién modificada fue dada por el danés Jgrgen Pedersen Gram en 1883. La versién moderna
del algoritmo se debe a Erhard Schmidt, un estudiante de Hilbert, en un trabajo del afio 1907.
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Supdngase entonces que e, . . ., ex_1 han sido elegidos por el procedimiento indicado,
y que forman una base ortonormal de lin{x1, ..., x;_1). Para que ey, ..., e, sea una base
ortonormal de lin{x;, ..., x), basta comprobar que e, L e; para j < k y que |[ex|| = 1.
Ahora si j < k, entonces

k-1 k-1
<ej: Yi) = <ej, Xk — Z<ei> Xi) ei> = <ej: Xi) — Z(ei,xk> (ej, e;)

= (ej, xx) — (ej, xx) =0,

ya que (e, e;) = [ j = i]. En consecuencia, cualquier multiplo de y; es también ortogonal
a e; cuando j < k. Basta entonces comprobar que y; # 0, para que se pueda dividir por
el numero positivo ||y || y asi definir e, como un multiplo de y; que cumple |lex|| = 1.

Ahora, si fuera y; = 0, x; seria una combinacién lineal de ey, ..., ex_; tal como se
ve en el despliegue (5.8); y estos vectores e; son a su vez combinaciones lineales de
x1,...,Xk_1. Pero en tal caso los vectores x1, . . ., x serian linealmente dependientes (por
el Lema 2.15), lo cual es falso pues por hipdtesis {x1,...,x,} es una base de V.

Se deduce que y; # 0. Luego e esta bien definida; vale ||ex|| = 1; y ex es ortogonal
alin{ey,...,ex_1). O

Ejemplo 5.16. En el espacio vectorial R3[¢] de polinomios reales de grado < 3, el cual es
un subespacio de C[—1, 1] (los polinomios son funciones continuas sobre este intervalo
real), se puede usar el producto escalar del Ejemplo 5.3:

1
@4w:/;mnﬂnm.

El juego de monomios {1, ¢, 2 t3} es una base de R3[t] — véase el Ejemplo 2.19 — y el
algoritmo de Gram y Schmidt lo transforma en una base ortonormal {po, p1, p2, p3} de
R3[t], en donde cada pi(t) es un polinomio de grado k. En efecto:

1
1
P == [ vde=2 =VE ol =
. Pt =5
En seguida se calcula:
1

1 [t 1
ql(t)::t—(po,t>p0:t——/ —dt:t——/ tdt=t-0=t.
— V2 J-1 V2 2J4
7 . a _ . .7 .
[ Nétese que la integral /_ ,9(t) dt = 0si g() es una funcion impar. || Ahora

' ! 2 t 3
||CI1||2=/ tzdt:Z/O tzdt:§ asique p1(t) = ——==4/=t.

1 V2/3 2

[ Nétese que la integral f_c; h(t)dt =2 foa h(t) dt si h(t) es una funcién par. |
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El siguiente paso pide

1
q2(t) := 1% — (po, t*)po — (p1, t*)p1 = t* — 5/ 2dt— > / 13 dt
1

De ahi,

1 1
bt = [ -4z [ -3 an =2l - o) -

2 2 BN O
laall = 54/ Pz(t)—z\/;%(t)—z\/;@t D.

Finalmente, se calcula

y por ende

q3(t) := 12 = {po, 2)po — {p1, 2)p1 — (P2, *) p2

1t 3 ! 5 1
=t3——/ t3dt——t/ t4dt——(3t2—1)/ (3t° — t3) dt
2/, 2"/, 8 .

1 3
:t3—0—3t/ trdr—-0=¢1>-=¢t.
0 5

Luego

1 1
2
R I Y

N N NN (PRI NEACRER)

Es costumbre eliminar los radicales en los polinomios finales, al tomar los multiplos

P (#) := y2/(2k + 1) pr(t). Entonces

Po(t) =1, Pi(t)=t, Py(t)=2(3t>-1), Ps(t) = 2(5 - 3t).

y por ende

Fijese que estos polinomios de Legendre son alternadamente funciones pares e impares
de la variable ¢t € [-1,1]. o

La Proposicién 5.15 produce la base ortonormal deseada mediante el algoritmo itera-
tivo ilustrado en (5.8), que se detalla a continuacién.
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Algoritmo 5.1 (Ortogonalizaciéon de Gram y Schmidt). Sea {x,..., x,} una base de R".
Se construye {ey,...,e,} de la manera indicada en la Proposicién 5.15. Se organiza la
base dada en una matriz con columnas x1, ..., x,; el algoritmo produce la matriz cuyas
columnas son ey, ..., e,.

( Ortogonalizar la base dada ) =
( Declarar el tipo: matriznporn )
procedure GramSchmidt(A : matriznporn)
(Declarar las variables locales: i, j,k: 1..n; r,t: real )
begin { GramSchmidt }
for k < 1 to n do {cambiar la columna x; a ey }
for j < 1to k —1do {restar su componente e; de xj }
t « 0; {inicializacién }
fori < 1tondo {calcular {e;, xi) }
t—t+A[ij] *Ali k]
endfor; {i}
fori — 1tondo
Ali, k] « Ali, k] —t = A[i, j];
endfor; {i}
endfor { j: se ha terminado y; «— xi }
r « 0; {inicializacién }
for i < 1tondo {calcular ||yx|®}
r—r+Ali k[ 2;
endfor; {i}
r e sqre(r); {r=Illyll }
if r < 0 then (Interrumpir) { las columnas de A eran dependientes }
else fori «— 1 ton do
Ali, k] « A[i, k]/r
endfor {i: se ha terminado ey «— yi }
endif
endfor {k: las columnas de A ya son ortonormales }
end; { GramSchmidt}

Al combinar la Proposicidén 5.15 con la Proposicién 2.29, también es posible completar
una base ortonormal parcial.

Corolario 5.17. Una base ortonormal {eq, ..., ey} para un subespacio W < V puede ser
completado para obtener asi una base ortonormal de V.

5-10



MA-360: Algebra Lineal I 5.3. Productos escalares complejos

Demostracion. Los vectores ey, . . ., e, son linealmente independientes y generan el subes-
pacio W. Entonces, por la Proposicion 2.29, se puede hallar otros vectores x,,11,...,Xx, € V
talesque {e1, ..., €m, Xm+1, ..., X, Seauna base de V (de tipo ordinario, no necesariamen-
te ortonormal). Ahora apliquese el algoritmo de Gram y Schmidt a esta base: los primeros
m vectores no sufren cambio alguno y el resultado es una base ortonormal {es,...,e,}
de V cuyos primeros m elementos son los vectores originales e, .. ., ep,. O

5.3. Productos escalares complejos

El segundo tipo de producto escalar que merece consideracién se define sobre un
espacio vectorial complejo. Se presentan muchas similitudes con el caso real, pero también
algunas diferencias, debido a la presencia de conjugados complejos de escalares en C.

En esta seccion, se denotard un numero complejo tipico por @ = s + it € C, donde
s,t € R, e i> = —1. Su conjugado complejo es @ := s — it € C. Se debe recordar que

aa=(s—it)(s+it) =s>+1t* >0,
con igualdad si y solo sis =t = 0, esto es, @ = 0 en C. El nimero real no negativo
la| := Vaa = Vs2 + t2

es el valor absoluto (o el mddulo)3 de a.
También en esta secciéon, V' y W denotaran espacios vectoriales sobre C (espacios
vectoriales complejos, espacios C-vectoriales) de dimension finita.

Definicién 5.18. Un producto escalar (complejo) en V es una funcién que a cada par
de vectores z,w € V asocia un nimero complejo (z,w) € C tal que:

@ (z,w) = W para todo z,w € V;

(b) (z,w+v) = (z,w) + (z,0) para todo z,w,v € V;

©) (z,aw) = a(z,w), pero (@ z,w) = @ (z,w) paratodo z,w € V, o € C;
(d) (z,z) > 0, con igualdad solosiz=0en V.

Provisto de un producto escalar complejo, V se llama un espacio hilbertiano.* o

3Sit = 0, entonces a = s es real; su valor absoluto es |a| = |s| = Vs2. De este modo las dos definiciones
de valor absoluto (en R y en C) son compatibles.

4Un espacio C-vectorial infinitodimensional V provisto de un producto escalar se suele llamar espa-
cio prehilbertiano; solo si V cumple un quinto requisito de “completitud”, recibe el nombre de espacio
hilbertiano, o espacio de Hilbert. (Un espacio finitodimensional es automaticamente completo.)
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Las propiedades (b) y (c) dicen que (z,w) es C-lineal en la segunda variable w, pero
sOlo es semilineal en la primera variable z. Una aplicacién T: V. — W entre espacios
vectoriales complejos se llama semilineal (o antilineal) si

T(ax+py) = aT(x)+ BT (y)

parax,y € V, a, f € C. Una funcién escalar de dos variables vectoriales que obedece las
propiedades (b) y (c) se llama una forma sesquilineal> sobre V.

Ejemplo 5.19. Si V = C", el producto escalar de dos vectores (de columna) es

(zWw)=Z -wW=ZW = Ziwi + Zowa + - - + Z,wp,. (5.9)

Nétese que (z,z) = |z1]% + - - - + |z,]? > 0, con igualdad solo si cada z; = 0 en C, solo si

z=0en C". ¢

[ Algunos autores emplean una variante de la condicién (c) arriba, en donde (—, —) es
lineal en la primera variable y semilineal en la segunda. Esa variante no es recomendable
a la hora de calcular con matrices: en la férmula (5.9) es el vector de fila z* que recibe la
conjugacion compleja; la férmula debe ser lineal en el vector de columna w. ||

Ejemplo 5.20. Sea V := C([a, b]; C) es el espacio de funciones continuas f: [a,b] — C,
el cual es un espacio vectorial complejo (infinitodimensional). Definase

b_
(fo9) = / (1) g(t) dt.

No es dificil verificar que esta férmula cumple los requisitos de la Definicién 5.18. o

Definicién 5.21. Si A = [a;;] es una matriz compleja m X n, su matriz conjugada es
A= [a ], otra matriz m X n formada al tomar el conjugado de cada uno de sus entradas.

La transpuesta A® = [a;;] es una matriz compleja nxm, ya definida. Al combinar estas
dos modificaciones, se obtiene su matriz adjunta A* := [a;;]. N6tese que A* (también
llamado conjugado hermitico o conjugado hermitiano de A) es una matriz compleja n X m.
Obviamente, A* = At = (A)*.

Se dice que una matriz cuadrada A € M,(C) es hermitica si A* = A. (Las matrices
hermiticas juegan un papel andlogo al de las matrices simétricas en el caso real.) o

Se ve que A — A es un operador semilineal sobre My,x,(C); y es facil verificar que
A — A* es una aplicacion semilineal de My,x,(C) en M,x,,(C). La primera transformacion
conserva el orden de multiplicacion, pero la segunda lo revierte:

AB=AB, mientras (AB)* = B*A".

«

>El prefijo sesqui- significa “5 veces” (del latin).

5-12



MA-360: Algebra Lineal I 5.3. Productos escalares complejos

Ejemplo 5.22. Si A = [a;5], B = [fij] en Mpyx,(C), la receta
m n

<A, B> = tl’(A*B) = Z Z &ijﬂij
i=1 j=1

define un producto escalar complejo sobre M,,»,(C): fijese que A*B es una matriz com-
pleja n X n. Ademas

m n
(A A) = Z |oij|* > 0,
i=1 j=1
con igualdad solo si cada a;; = 0 en C, solo si A = 0 en M,;x,(C). O
» La norma de un vector z € V se define por ||z|| := y/{z, z) (igual que en el caso real).

La desigualdad de Schwarz (5.3) también se verifica en el caso complejo, pero la prueba
requiere una modificacion.

Antes de examinar esa modificacién, obsérvese que un numero complejo de valor
absoluto 1, & = s+it con s+t = 1, se puede escribir como a = cos @ + i sen § para cierto
angulo 6. Ademas, la formula de de Moivre:

(cos@ +isenf)" = cos(nf) +isen(nf) paratodo ne ”Z

permite escribir e := cos @ +isen 6, para que (e¥)" = . [ Esta es una extensién
formal de la ley de exponentes para potencias reales a exponentes imaginarios. |

Si @ # 0 en C, se define r := |a| > 0; con esto, a/r tiene valor absoluto 1, pues
|a/r| = |a|/|r| = r/r = 1. Entonces se puede escribir®

a=r(cosf+isend) =re'.

Esta es la llamada forma polar del nimero complejo «.

Proposicion 5.23. Si V es un espacio vectorial hilbertiano, su norma ||z|| := +/{z, z) verifica
la desigualdad de Schwarz (5.3):

|(z,w>| < ||z|| |lw|| paratodo zw €V,
con igualdad si y solo si z,w son proporcionales.

Demostracion. Se verifica esta relacién con igualdad si z = 0 o si w = 0; supdngase,
entonces, que z #0yw #0enV.

6Si a = 0, la forma polar a = r e? también es vélida con r = 0 y @ arbitraria.
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Caso 1: Si (z,w) € R, la prueba de la Proposicién 5.5 sigue valida. Para t € R,
f(t) := ||z + tw|> > 0 es una funcién cuadrética f(t) = at> +bt+ccona > 0Oy
con a, b, c € R. Entonces el discriminante cumple b? —4ac # 0y se deduce la desigualdad
de Schwarz como antes.

Caso 2: Si(z,w) ¢ R, se puede escribir este nimero complejo en forma polar, al poner
(z,w) =: re!? conr > 0, § € R. Definase v := e"%w € V, y fijese que

(z,0) = (z,e w) = eV (z,w) = e P (re) = r e R.

Ahora se obtiene |(z, v>| < |lz|| ||z|| por el Caso 1.
Las normas de v y w son iguales, porque?”

o] = (v,0) = (¢ w, e w) = e (w, w) = |lw||>.
Entonces, al ser |e?| = 1, se obtiene
(z.w)| = [(z, €°0)| = | (z,0)| = |(z.0)| < llzl lo]l = I|z]] [Iwll.
En el caso de igualdad, los tres vectores z, v, w son proporcionales. m|

» Como (z,w) es complejo, no es apropiado hablar de un angulo entre dos vectores; aun
asi, se dice que dos vectores z,w € V son ortogonales si (z,w) = 0.

Se define el complemento ortogonal M+ de un subespacio M < V por la misma
formula (5.4) del caso real:

Mt :={weV:{(wz)=0, paratodoz € M}.
La Definicion 5.12 de base ortonormal {e,...,e,} de V se aplica sin cambio en el caso
complejo.

» La desigualdad de Schwarz no es la tnica relacién importante entre el producto
escalar y la norma. Resulta que se puede recuperar el producto escalar a partir de la
norma, mediante la siguiente féormula de polarizacion.

Lema 5.24. Si V es un espacio hilbertiano, la norma determina el producto escalar por esta
formula:
4w, z) = |lz+w|® = llz-w|*+illz+iw|* —illz - iw]|> (5.10)

(No es necesario verificar que el lado derecho cumple las propiedades de la Definicién 5.18.)

0

7El conjugado complejo de e = cos @ — isen 6 es e*'? = cos O + isen 6.
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Demostracion. De la definicion de la norma, se obtiene
lzxw|? = (z+xw,z+w) = ||z]|* £ (z,w) £ (W, 2) + |jw|>.
Por lo tanto,
lz +w|* = |z = w||* = 2(z,w) + 2(w, 2).
De manera similar, se ve que
llz £ iw||? = (z + iw, z + iw) = ||z||* £ i(z,w) F i(w,2) + |w]|%,
y de ahi se obtiene
illz+iw|]? — i||z — iw||* = —2(z,w) + 2(w, z).

La férmula (5.10) sigue directamente. m]

» Elalgoritmo de Gram y Schmidt (y la Proposicién 5.15) se pueden aplicar sin cambio en
el casos de espacios vectoriales complejos con productos escalares (espacios hilbertianos).
Sélo es necesario aclarar que en la férmula (5.8), los coeficientes (e, xx) que alli aparecen
en la expansion del vector yx no deben cambiarse por (xy, e;), debido a la asimetria del
producto escalar complejo.

» Una diferencia significativa entre los dos casos emerge cuando se considera el espacio
dual de un espacio hilbertiano. Se procede en paralelo con la Definicién 5.13. Si V es un

espacio hilbertiano de dimension finita n, con una base ortonormal £ = {es,...,e,}, la
férmula (5.5) define un juego de formas lineales ¥ := {f1, ..., fu} € V* por
fi(x) :=(ex,x) para k=1,...,n. (5.5")

Este conjunto J es la base dual a &, del espacio vectorial complejo, puesto que fi(e;) =0
sij#ky fi(ex) = 1.

Definicién 5.25. Cuando V es un espacio hilbertiano con una base ortonormal & =

{e1,...,e,}, se define una aplicacion semilineal J: V — V* por la correspondencia
J(ex) := fi. Concretamente,
](y) = ](Zzzl ykek) = Zzzl gkﬁc (5.6a")

De esta manera, se obtiene
J@) () = > G folx) = ) Gexic = (g, %) (5.6b")
k=1 k=1

Al comparar estas férmulas con las de (5.6), se observa que cada J(y) € V* es la forma
lineal x — (y, x), al igual que antes (pero ahora con valores en C). O
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En la Definicién 5.25, se puede notar que la semilinealidad de J es necesario (y su-
ficiente) para obtener el mismo resultado final. También, se nota que ese resultado
J(y): x — (y,x) no depende de cudl base ortonormal € de V se usa para definir la J.

» La semilinealidad de J también modifica el tratamiento de la transpuesta de una
aplicacion lineal: la férmula (5.7b) ya no es aplicable en el caso complejo. En su lugar, se
debe introducir otro concepto, el de una aplicacién lineal adjunta.

Definicién 5.26. Sea S: V — W una aplicacion lineal entre dos espacios hilbertianos V
y W. En este caso, la Definicién 5.25 determina dos aplicaciones semilineales J: V — V*
yJ': W — W*, definidas por:

J@) :x-(zxyv vy J(y:y- yww
six,z € Vysiyw e W. Ahora se define una aplicacién lineal S*: W — V por
w5V
S* = Jisty, esto es, ]/l Tj—l
we Sy
Esta es la aplicacion adjunta de S: V — W. Se calcula, por analogia con (5.7a):
7S (), xhv = ST () (x) = T () (S(x)) = (g, S(x))w (5.11)

En este caso, esto se simplifica en la férmula clave:

(S*(y),x) =(y,S(x)) | paratodo xe€V,yeW. (5.11b)

En resumen: una aplicacion lineal se traslada de un lado a otro de un producto escalar
complejo al poner su adjunta al otro lado. O

Al tomar el conjugado complejo de ambos lados de (5.11b), se obtiene una férmula
equivalente: (S(x),y) = (x,5"(y)). De ahi se deduce que la transformacién (semilineal)
S — S* es involutivo: es decir, que (S*)* = S.

La transformacion S +— S* también revierte el orden de composicién de aplicaciones.
Si R: W — Z es otra aplicacién lineal entre espacios hilbertianos, es inmediato que

((RS)"(2),x) = (2,RS(x)) = (R'(2),5(x)) = (S"(R*(2)), x)
parax € V,ze€ Z,asique (RS)*=S*'R*: Z —> V.

» En el caso de aplicaciones matriciales T4: C" — C™, se puede comprobar que la
matriz de (T4)* — con respecto a las bases ortonormales estandares de C" y C™ — no es
otra cosa que la matriz adjunta A* de A.
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5.4. Matrices ortogonales y positivas

En esta seccion se consideran algunas clases de matrices cuadradas, con entradas
reales o complejos, que son especialmente compatibles con los productos escalares usuales
en R" 6 C". Es prudente empezar con el caso real.

Definicidn 5.27. Se dice que una matriz cuadrada A € M,(R) es una matriz ortogonal
si sus columnas forman una base ortonormal de R”". O

Proposicion 5.28. Una matriz A € M,(R) es ortogonal si y solo si A*A = 1,,.

Demostracion. El producto escalar usual de R" es el producto punto: (a,b) =a-b € R.
Como la transpuesta de la columna a; de una matriz A es la fila nimero i de A*, la
entrada (i, j) del producto A*A es a} a; = a; - a;.

Por definicién, A es ortogonal siy solo sia; -a; = 0 parai # j; a;-a; = |laj||*> = 1
para j = 1,...,n. Esto es equivalente a la afirmacién que las matrices A*A y 1, tienen las
mismas entradas, o sea, son iguales: A*A = 1,,. O

El rango de una matriz ortogonal A € M,(R) es r(A) = n, porque sus n columnas
son, en particular, linealmente independientes. Como n(A) +r(A) = n por el teorema de
rango y nulidad, su nulidad es n(A) = 0. Entonces la aplicacién lineal T, es biyectiva y (lo
que es lo mismo) la matriz A es invertible. Por lo tanto, el resultado de la Proposicién 5.28
puede ser reformulado de esta manera:

Aesortogonal &= A*A=1, & A l1=A' & AA*=1,. (5.12)

Notese una consecuencia: la matriz A* es también ortogonal.

» Como las columnas x1, .. ., x, de una matriz invertible X son linealmente independien-
tes, el algoritmo de Gram y Schmidt las convierte en las columnas e, ..., e, de alguna
matriz ortogonal Q. Si se escribe el k-ésimo paso del algoritmo — del despliegue (5.8) —
como sigue:

xr = (e1, xi) e1 + (ez, xi) ex + - - - + (ex—_1, xi) ex—1 + ||yl ex,

se nota que la columna x; es una combinacién lineal de las primeras k columnas de Q.
Sea R € M, (R) la matriz triangular superior que recoge estos coeficientes:

ek = |lyell > 0, rik :==(ej,xk) =ej-xx para j<k,

se puede ver que X = QR. En otras palabras, el algoritmo de Gram y Schmidt efectiia una
factorizacion matricial de una matriz invertible en el producto de una matriz ortogonal y
una matriz triangular superior (también invertible).
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» En el caso complejo, hay un concepto muy similar, donde el papel de la matriz trans-
puesta A® es tomado por la matriz adjunta.

Definicidn 5.29. Se dice que una matriz cuadrada U € M,(C) es una matriz unitaria
si sus columnas forman una base ortonormal de C". o

Proposicion 5.30. Una matriz U € M,(C) es unitaria si y solo si U*U = 1,.

Demostracion. El producto escalar usual de C" es (u,v) = u-v € C. Como la transpuesta
conjugada de la columna u; de una matriz U es la fila numero i de U*, la entrada (i, j)
del producto U*U es it} u; = ; - u;.

Por definicién, U es unitaria si y solo si &; - u; = 0 para i # j; it; - u; = ||u;]|*> = 1
para j = 1,...,n. Esto es equivalente a la afirmacién que las matrices U*U y 1, tienen
las mismas entradas, o sea, son iguales: U*U = 1,,. O

Una matriz unitaria U € M,(C) tiene rango r(U) = n y nulidad n(U) = 0, al igual
que las matrices ortogonales n X n. Por lo tanto, la matriz U es invertible. Se obtiene asi
un resultado similar a (5.12) para matrices unitarias:

U es unitaria < U'U=1, < U '=U" < UU*=1,. (5.13)

En consecuencia, la matriz U* es también unitaria.

» Volviendo al caso real, sea A € My,x,(R) una matriz rectangular cualquiera. Entonces
A* € Mpym(R) y A*A es una matriz cuadrada n X n (no necesariamente igual a 1,,). Pero
al menos A*A es una matriz simétrica:

(A*A)" = ATA' = AA,

Proposicién 5.31. Si A € My,x,(R), las matrices A y A*A tienen el mismo rango: vale
r(A*A) =r(A).

Demostracidn. Si x € R", entonces Ax =0 = A®Ax = 0 obviamente. Pero ademads,

A'Ax =0 = x"A*Ax =0
— (Ax)*Ax =0 = ||Ax||?’=0 = Ax=0.
De ahi se ve que Ax = 0 si y solo si A*Ax = 0. En otras palabras, se ha mostrado que

ker Ty = ker Tyt 4. Luego n(A) = n(A*A).
Por el teorema de rango y nulidad, r(A*A) = n — n(A*A) = n — n(A) = r(A). m|

En consecuencia, A*A es invertible cuando el rango de A es n.
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Corolario 5.32. Si A € Mpx,(R), las matrices A y AA® tienen el mismo rango: vale
r(AA%) = r(A).

Demostracién. Se puede aplicar la Proposicién 5.31 anterior a la matriz A* en vez de A.
Esto muestra que r(AA*®) = r(A"). Pero se sabe que r(A*) = r(A), también por el teorema
de rango y nulidad (Teorema 4.24). m]

Definicién 5.33. Una matriz simétrica A = A®* € M,(R) se llama una matriz positiva
(semidefinida) si se cumple

(x,Ax) >0 paratodo x € R" (5.14)

o bien, lo que es lo mismo: x*Ax > 0 para todo x € R".
Si esta desigualdad es estricta para vectores no nulos: (x, Ax) > 0 para x # 0, se dice
que A es definida positiva. O

[ Fijese que la matriz nula O es positiva (semidefinida), segin esta definicién. ¢Por
qué no usar el término matriz no negativa en vez de “positiva”? Desafortunadamente,
ese término ya estd reservada para un concepto diferente: A es no negativa si todas sus
entradas cumplen g;; > 0. |

Ejemplo 5.34. Si A = B*B para alguna matriz B € M,(R), entonces A es una matriz
positiva. En efecto,

x*Ax = x*B*Bx = (Bx)*Bx = ||Bx||* > 0. (5.15)
Del mismo modo, cada matriz de la forma A = C C* es positiva: tomese B := C*. o

Los valores (x, Ax) = x*Ax de una matriz simétrica real tienen un interés propio,
como ejemplifica el lema siguiente.

Lema 5.35. Una matriz simétrica real A = A* € M,,(R) es nula (esto es, A = 0) siy solo si
(x,Ax) = 0 para todo x € R".

Demostracion. Es obvio que (x, 0x) = 0 para todo x € R".
Supdngase, entonces, que A = A* € M,(R) cumple (x, Ax) = 0 para todo x. Si x, y
son dos vectores en R", resulta que
(y, Ax) + (x, Ay) = ((x +y), A(x +y)) — (x, Ax) — (y, Ay) = 0.
Como A es simétrico, se obtiene
(y, Ax) + (x, Ay) = (y, Ax) + (Ay, x) = (y, Ax) + (y, A*x) = 2(y, Ax),

y se deduce que (y, Ax) = 0 para todo x,y € R".
En particular, témese y := Ax. Entonces ||Ax||?> = (Ax, Ax) = 0, asi que Ax = 0 para
todo x € R", lo cual implica A = 0. O
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Proposicion 5.36. Una matriz cuadrada A € M,(R) es definida positiva si y solo si es
positiva e invertible.

Demostracién. Si A es definida positiva: x®*Ax > 0 para todo x # 0 en R", entonces
Ax=0 = x'Ax=0 = x=0,
asi que ker Ty = {0} y n(A) = dimker Ty = 0. Como r(A) = n — n(A) = n por el teorema
de rango y nulidad, se sigue que A es invertible.
Inversamente, si A es positiva e invertible, x*Ax > 0 (al menos) para x € R". Definase
una funcién (-, —)) de dos vectores en R" por:

{x,y) := x"Ay. (5.16)

Esta funcién cumple la Definicién 5.1 de un producto escalar real, con excepcién parcial
de la propiedad (d):

(y.x) = y"Ax = x"Ay = x"Ay = (x y)),
(x.y+2) =x"Aly +2) = x" Ay + x" Az = {(x,y)) + {x, 2)),
(x, cy) = x"A(cy) = cx"Ay = ¢ {x,y)),
(ex,y) = (cx)* Ay = cx* Ay = ¢ (x,y)),
{x,x) = x*Ax > 0.

Esto es suficiente para verificar la desigualdad de Schwarz (5.3), en la forma:

[(xy)[° < €x.x) (yy) para xyeR"

omitiendo el caso de igualdad (por ahora). Basta con repetir la demostracién de (5.3),
tomando f(t) := (x + ty, x + ty)). Dicho de otra manera:

(xtAy)2 < (x*Ax)(y*Ay) paratodo x,ye R”"

Si ahora x*Ax = 0 para algtin x particular, el lado derecho vale 0, y por lo tanto
(x, Ay) = x*Ay = 0 para todo y € R". Como A es invertible, se puede tomar y := A 1x,
en cuyo caso ||x||?> = (x,x) = 0y por ende x = 0.

En resumen, x*Ax = 0 implica x = 0, y se concluye que A es definida positiva. O

Observacion. Al final de la demostraciéon anterior, se comprobd que (x,x)) > 0 con
igualdad siy solo si x = 0. Entonces, si A es una matriz definida positiva, la férmula (5.16)
define un nuevo producto escalar real sobre R".
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Proposicion 5.37. Una matriz cuadrada A € M,(R) es definida positiva si y solo si es
simétrica y los pivotes en la eliminacion gaussiana simple son todos positivos:

(k)>0 para k=1,2,.

Demostracién. Sea A = A* € M,(R) una matriz simétrica e invertible. Si la eliminacién
gaussiana simple es aplicable a esta matriz, producira pivotes no ceros a( ) # 0, y dara
lugar a una factorizaciéon A = LDU, en donde D es una matriz diagonal y Ly U son
triangulares unipotentes; ésta descomposicién es dnica.®

Ademds, como A es simétrica, se ve que A = A* = U*DL*. Esta es una segunda
factorizacién de tipo LDU de A, con el mismo factor diagonal D; como U*® es triangular
inferior unipotente y L* es triangular superior unipotente, la unicidad de la factorizacién
muestra que U = L* (y L = U* también, desde luego). Esto dice que A = LDL".

Caso 1 Supdngase primero que A es definida positiva.
La eliminacién gaussiana es simple cuando ningun pivote a;
proceso. Para k = 1, se sabe que

agll) =dad1] = <61,A61> > 0.

(k ) se anula durante el

(Aqui {ey,...,e,} esla base estandar de R".)
Para k > 1, el pivote a](ck) es el elemento (k, k) de una matriz LyA, donde Ly es el
producto de varias matrices de tipo R;;(c), véase la férmula (3.12¢). La La premultiplicacién
A +— LA coloca ceros debajo de la diagonal en las primeras (k — 1) columnas de A.
Como A es simétrica, la posmultiplicacion LyA +— LkAL,E ejecuta las operaciones de
columna analogas a esas operaciones de fila. El resultado es la matriz A% := LkALt que

también es simétrica, y tiene ceros a la derecha de la diagonal en sus aneras s primeras (k — 1)
filas. (Estas operaciones de fila no cambian los elementos diagonales a;; 7 ya calculados,

para j =1,...,k, porque en cada operacion individual su efecto es aﬁ.j.) — a%.) + 0.
(k )

Siendo asi la situacion, el siguiente pivote a,," es el elemento (k, k) de la matriz

simétrica AX), dada por:
a,i’,? = (e, AP er) = (ex, Lk ALY e) = (L ey, AL ex) > 0, (5.17)

puesto que A es definida positiva. En otras palabras, a,(!]? = (xy, Axy), donde el vector
X = L,t er no es 0 porque (LZ e, er) = {(er, L er) = 1. (La matriz triangular L; tiene
entradas 1 en su diagonal.)

8Se puede suponer que A es invertible, porque: (a) si A es definida positiva, entonces A~! existe, por
la Proposicion 5.36; y (b) si se obtiene A = LDU por eliminacién gaussiana simple, la matriz diagonal D
es invertible, al igual que L y U; y su producto A = LDU es también invertible.
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(k)

Antes de pivotear en a,, la matriz A¥) tiene el siguiente aspecto:

kk
(a7 O ... 0 0 ... O]
(2)
0 a2 ... 0 0..0
A(k):LkAL;E= 0O 0 ... a](cll? * ..k
0 0 * % *
0 0 * % *

donde cada = representa una entrada desconocida.
Después del ultimo pasos, se llega a una matriz diagonal:

D := LAL} = diag[ai1,al?, ..., al0].

Al poner L := L1, también triangular inferior, se ha obtenido la factorizacién A = LDL*
por eliminacién simple, sin necesidad de hacer intercambios de filas. Entonces la férmula
(5.17) es valida para cada k = 1,. .., n; es decir, todos los pivotes son positivos.

Caso 2 Ahora supdngase, por el contrario, que se obtiene la factorizacién A = LDL®
por eliminacién gaussiana simple, donde la matriz diagonal D = diag[di1,d22, .. ., dun]
cumple di; > 0 para cada k; se debe comprobar que A es definida positiva.

Ahora se ve que D = D'/2D1/2) donde se define la “raiz cuadrada positiva” de D

como:
D'? .= diag[Vd11, .. s Vdnn].

En tal caso se puede expresar la matriz A como
A=LDL*=LDY?DY?L* =CC*, alponer C:=LDY?

Por el Ejemplo 5.34, se sabe que C C* es una matriz positiva. Como A es también invertible,
la Proposicién 5.36 muestra que A es definida positiva. O

Definicién 5.38. Sea A € M,(R) una matriz definida positiva y sea A = LDL* su
factorizacién por eliminacién gaussiana; sea C := LD'/2, la cual es una matriz triangular
inferior; entonces A = C C* se llama la factorizacion de Cholesky de A. ¢

Observacion. En el Ejemplo 5.34, se observé que cualquier matriz cuadrada real de la
forma A = B*B, para alguna matriz B, es positiva. La Proposicién 5.37 dice que si A es
definida positiva, el resultado inverso es valido: se obtiene A = B*B al tomar B := C*, una
matriz triangular superior. Esto resulta ser cierto también para matrices semidefinidas
positivas, aunque se requiere otro tipo de demostracion.
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Algoritmo 5.2 (Factorizacién de Cholesky). Sea A = A* € M,(R) una matriz simétrica.
Si A es definida positiva, se reemplaza A por la matriz triangular inferior C tal que
A = CC%; si A no es positiva, aparece un ntimero negativo en la diagonal de D y el
algoritmo termina prematuramente. Se usa la simetria de A para trabajar con el tridngulo
inferior de A solamente.

( Calcular el factor izquierdo de Cholesky ) =
(Declarar el tipo: matriznporn )
procedure Cholesky(A: matriznporn)
( Declarar las variables locales: i, j, k, : 1..n; t: real; C: matriznporn )
begin { Cholesky }
for k « 1 to ndo {calcular la fila k de C }
for j « 1to k — 1 do {calcular los elementos no diagonales de C }
Clk, jI « Alk, j1/CLJj, jl;
fori«— 1toj—1do
Clk, jl < Clk, jl = Clj,i] = Clk,i]/CLJ, jl;
endfor; {i}
Alk, j] « Clk, jl;
endfor; {j}
t « Alk, k]; {inicializacion }
for j « 1tok —1do {calcular dit }
t — t—Clk,jI 2;
endfor; {j}
if t < 0 then (Interrumpir proceso )
else A[k, k] < Clk.k] < sqrt(t); {cu := \Jaw = Z] ¢ )
endif
for j «— k+1tondo
Alk, j] « 0; {borrar el tridngulo superior de A }
endfor; {;}
endfor; {k: A ha sido reemplazado por C }
end; {Cholesky }

Observacion. En el caso complejo, se define matrices positivas (semidefinidas o definidas)
de manera andloga. Una matriz cuadrada A € M,,(C) es una matriz positiva (semidefinida)
si se cumple esta variante de (5.14): (x, Ax) > 0 para todo x € C". Si (x, Ax) > 0 para
x # 0, se dice que A es definida positiva.

Resulta que cada matriz positiva es hermitica: A* = A. Cada matriz de la forma B*B,
con B € M, (C), es positiva. Y sucede que cualquier matriz positiva es de esa forma.
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5.5. Ejercicios sobre espacios vectoriales euclidianos

Ejercicio 5.1. Usar la desigualdad de Schwarz en R" para comprobar que la media
aritmética de n numeros positivos es menor o igual que su media cuadrdtica; esto es, que

<

ay+as+---+ay \/a%+a§+---+a§

n n

paratodoa € R"*talque a; > 0,ay >0, ..., a, > 0. Verificar que hay igualdad si y solo
si los a; son todos iguales.

Ejercicio 5.2. Encontrar el complemento ortogonal M* del subespacio M := lin{x, y)
de R3, generado por

x:= |1}, Y=

W N =

[ Indicacién: sea A € May3(R) la matriz con filas x*, y*; resolver la ecuacién Az = 0. |

Ejercicio 5.3. Sea W := lin(x, y, z) el subespacio de R* generado por los vectores

1 2 4
12 |1 12
x NE y: 1| 2—3.

4 1 1

Encontrar un vector w € W tal que (w,x) = (w,y) = 0.

Ejercicio 5.4. En el espacio vectorial R[¢] de polinomios reales, considérese la férmula:

_ [T r)g)
(p(t) | q(1)) = PR dx.

(@) Transformar el lado derecho a una integral /0” algo(0) df mediante la sustitucién
x =cos 0.

(b) Comprobar que este (— | —) es un producto escalar sobre R[#] (que no coincide con
la receta del Ejemplo 5.3).

(c) El polinomio de Chebyshev de grado n € N es aquél polinomio T,(¢) que cumple
Tn(cos@) = cosnf, para 0<0 <.
Comprobar que To(t) = 1; Ty (t) = t; To(t) = 2t> — 1; T3(t) = 4¢3 - 3t.

(d) Demostrar que estos polinomios son ortogonales respecto de este producto escalar.
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Ejercicio 5.5. Hallar una base ortonormal para el subespacio M = lin{x1, xo, x3) < R*

S1

w o W o
NN = W

[1] [ 2] [0 ] [ 2]
0 -1 1 1
x1 :=|0]{, xo:=10/{, x3:=|0/{, xq4:=|1]{.
0 -1 -1 -1
1) | 1) | O -1

Ejercicio 5.7. Obtener una base ortonormal para el subespacio M < R* formado por los
vectores x = (x1, X2, X3, X4) que satisfacen las ecuaciones:

3x1 —4x9 +x3 — 2x4 =0,
—3x1 +4x3 — 3x3 +x4 = 0.

Ejercicio 5.8. Usar el algoritmo de Gram y Schmidt para comprobar que los tres vectores

1 1 5
X1 = 2 X9 = -1 X3 1= 4
30’ -2\’ 6
4 -3 6

son linealmente independientes en R*.

Ejercicio 5.9. El hiperplano H := { (x,y,z, w) € R* : x+y+z+w = 0} tiene dimensién 3.
Encontrar (a) una base vectorial de H; y en seguida: (b) una base ortonormal de H.

Ejercicio 5.10. Sea V un espacio vectorial euclidiano (sobre R) o bien hilbertiano (so-
bre C), con dimV = n. Sea {ey, ..., e,} una base ortonormal de V.

(@) Six €V, verificar la expansion:

n
x = Z(q,x) ej.
Jj=1

(b) Demostrar la igualdad de Parseval, vdlida para todo x € V:

n
Il = > [¢ej 0]
j=1
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Ejercicio 5.11. Encontrar una tercera columna de modo que esta matriz A sea ortogonal:

1 1
V3 oV2
1
1 _ 1
V3 V2

Ejercicio 5.12. Decidir (con un razonamiento) si la siguiente matriz es ortogonal o no:

1 1 1 1]
2 2 2 2
11 _1 _1
2 2 2 2
A= 1 _1 _1 1
2 2 2 2
1.1 1 _1
| 2 2 2 2 |

Ejercicio 5.13. Sia = senfsen ¢, b = sen 6 cos ¢, ¢c = cos f sen ¢, d = cos 0 cos ¢, mostrar
que la siguiente matriz es ortogonal:

a b d -c
b —a ¢ d
A= c d -b a
d —¢c —a -b

Ejercicio 5.14. (a) Si Ay B son matrices ortogonales n X n, demostrar que el producto
AB es también una matriz ortogonal.

(b) Demostrar que una matriz A es ortogonal si y solo si |Ax|| = ||x|| para todo x € R".

Ejercicio 5.15. Demostrar que una matriz A € My(R) es ortogonal si y solo si hay un
angulo 6 tal que

cosf —senf
senf cosf

senf —cos@

] o bien A:[cose sen@].

[ Indicacién: a? + b? = 1 si y solo si hay un dngulo 6 con a = cos 0, b = sen 0. |

Ejercicio 5.16. (a) Six,y € R"conx # 0,y # 0, demostrar que x y* es una matriz nxn
de rango uno: r(xy*) = 1.

(b) Sea x € R" tal que ||x|| = 1. La matriz de Householder determinado por x es
H:=1, - 2xx* € M,(R). Demostrar que H es simétrica y ortogonal; y que H? = 1.

[ Indicacién: nétese que ||x||? = (x,x) = x*x. |
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Ejercicio 5.17. Una matriz A € M,(R) se llama no negativa si a;; > 0 para todo i, j.

Sean
2 3 2 -1
e s 7

Demostrar que A es no negativa pero que no es positiva, mientras que B es definida
positiva sin ser no negativa. [ Indicacién: para determinar que B es definida positiva,
usar eliminacién gaussiana para determinar su factorizacién LDL®. ]|

una matriz simétrica en My(R). Demostrar direc-

Ejercicio 5.18. (a) Sea A := [Z

tamente que es posible factorizar A = LDL*, con L triangular inferior unipotente y
D diagonal invertible, siy solo sia # 0y ¢ # b?/a.

(b) Concluir que A es definida positiva siy solosia > 0, ¢ > 0y ac — b? > 0.
Ejercicio 5.19. Obtener la factorizacién de Cholesky A = CC* de la matriz definida
positiva

4 12
A= [12 45] '

Usarla para mostrar que

xPAx = (2x1 4+ 6x2)% + (3x2)% si x= lxll e R2.
X2

Ejercicio 5.20. Determinar si cada una de estas matrices simétricas,

111 111 9 -6 2
A=1(1 1 1{f, B:=|1 2 2}, C:=|-6 8 -4},
111 1 2 3 2 -4 4

es (a) positiva; y (b) definida positiva.
Ejercicio 5.21. Un polinomio cuadratico en n variables x = (x1, ..., x,) tiene la forma

P(x) = %xtAx+xtb +¢, donde A€ M,(R), beR" ceR.

Supodngase que A es definida positiva y x es la solucién (inica) de la ecuacion Ax = —b.
(@) Demostrar que P(y) — P(x) = %(y - x)*A(y — x) paratodoy € R".

(b) Concluir que el polinomio P alcanza un tnico minimo absoluto en x = —A~!b,
y que su valor minimo es ¢ — %btA_lb.

(c) Calcular el valor minimo de la funcién

P(x1,x2) := %(x% + 2x1%x9 + 2x§) — X1 + X9.
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6 Trazasy determinantes

Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas
quantitates, quae simplicem gradum non egrediuntur, pro
aequatione prodeunte primo sumendae sunt omnes combi-
nationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens
uniuscunque aequationis; secundo eae combinationes oppo-
sita habent signa, si in eodem prodeuntis aequationis latere
ponantur, quae habent tot coefficentes communes, quot sunt
unitates in numero quantitatum tollendarum unitate minu-
to; caeterae habent eadem signa.

— Gottfried Wilhelm Leibniz'

6.1. Trazay determinante de una matriz cuadrada

Este capitulo versa sobre dos funciones escalares de una matriz cuadrada, que resultan
ser invariantes bajo la relacién de semejanza y en consecuencia son propiedades de
operadores lineales. El primero de ellas, la traza, es una funcién lineal; el otro — el
determinante — es mas bien una funcidén polinomial de las entradas matriciales. Esa
segunda funcidn recibe su nombre porque determina si una matriz es invertible o no.

Los escalares se toman de cualquier cuerpo [, no solamente de R o C.

» En el Ejemplo 5.4 se introdujo la traza de una matriz real. Conviene repetir ese
concepto ahora en un definiciéon formal, aplicable a cuerpos de escalares cualesquiera.

Definicion 6.1. La traza de una matriz cuadrada C € M, ([F) es la suma de sus elementos
diagonales:

n

trC := 011+022+-~-+Cnn=ZCkk€[F. (6.1)
k=1

Esta férmula es idéntica a (5.2), ya visto. O
La propiedad ciclica de la traza se expresa en el siguiente lema y su corolario.

Lema 6.2. Dadas dos matrices rectangulares A € Myxn(F) ¥y B € Myxm(F), resulta que

tr(AB) = tr(BA). (6.2a)

'En una carta del 28 de abril de 1693, dirigida a Guillaume, Marquis de 'Hopital.
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Demostracion. Las dos matrices AB y BA son cuadradas, aunque no necesariamente de
la misma especie: AB € M,,(F) mientras BA € M, (). Sin embargo, sus trazas coinciden:

tr(AB) = iia”bﬁ - Zn:ibﬁa,-j = tr(BA). 0

i=1 j=1 j=1 i=1
Corolario 6.3. Para tres matrices A € Myx,(F), B € Myx,(F), C € Myxm(F), vale
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB). (6.2b)

Demostracion. Obsérvese que las dimensiones de los espacios de matrices del enunciado
son tales que los tres productos de matrices ABC, BCA y CAB existen y dan lugar a
matrices cuadradas de lados m, n, r, respectivamente. Si se aplica el Lema 6.2 a las
parejas: Ay BC; By CA (o también C y AB), entonces (6.2b) sigue de (6.2a). De modo
alternativo, nétese que las tres trazas en cuestion son iguales a la suma triple siguiente:

tr(ABC) = Zm: Zn: zrl aijbjkcki

i=1 j=1 k=1
de donde (6.2b) también es evidente. m]
Proposicion 6.4. Si A, B € M,(F) son matrices semejantes, entonces tr A = tr B.

Demostracion. Se debe recordar (Definicion 4.37) que A y B son semejantes si y solo si
hay una matriz invertible P € M,(F) tal que B = P~'AP. Entonces, invocando (6.2b),

tr B = tr(P"1AP) = tr(APP™}) = tr A. O

» Sea T: V — V un operador lineal sobre un espacio vectorial V, de dimensién n
sobre [F. Si B = {x1,...,x,} es una base de V, sea A € M, ([F) la matriz de T con respecto
a la base B dada por la férmula (4.2). (Véase la discusién al inicio de la subseccién 4.5.)
Se puede definir la traza del operador lineal T por: trT :=tr A.

Esta traza tr T estd bien definida, por lo siguiente: si B’ = {x],...,x;} es otra base
de V, con matriz de cambio de base P dada por x| = Z;’zl pjs x;j segun (4.10), ya se
sabe que la matriz de T con respecto a la nueva base B’ es B := P 'AP. Ahora la
Proposicién 6.4 dice que tr T = tr B también.

En resumen: la traza de un operador lineal es la traza de su matriz con respecto a
cualquier base de V, puesto que esas trazas son todas iguales.

Observacion. Es facil ver que la traza A — tr A € [ es una forma lineal sobre M, ([F). De
igual manera, T + tr T € [F es una forma lineal sobre £ (V).
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» La otra funcién de importancia sobre M,(A) — el determinante — no es lineal. Para
definirla, conviene comenzar con matrices 2 X 2 o 3 X 3.

Definicion 6.5. Sea A := la Zl una matriz en My ([F); su determinante es el escalar
det A € [ definido por

b
det A = a :=ad — bc. (6.3)
c d B
(Se escribe el determinante con barras verticales en vez de corchetes). o

Por el Ejemplo 3.7, se ve que A € M, ([F) es invertible si y solo si det A # 0, en cuyo
caso el inverso esta dado por (3.5):
1 d -b
CdetA|-c al’

A_lz[a b]_l 1 ld b
Definicién 6.6. Si A € M3([F), se define det A por una expansion en la primera fila:

c dl " ad—bel|l-c a

ail di2 a3

az1 4z
det A :=l|aa1 aso as3| :=ag

az1 a2
asiy dasz

3 + a3
asi

as1 das2 dass

= a11a22d03 + A12A230G31 + A13a21432 — 411423432 — d12d21433 — A13Ad22a31. (6.4)
En este caso, det A es un polinomio homogéneo de grado 3 en las entradas de A. o

La férmula (6.4) para un determinante 3 X 3 sugiere una receta eficiente de célculo
manual. Se escribe una copia de las primeras dos columnas de A a la derecha de la
matriz; luego se calculan seis productos de elementos en las “subdiagonales” de este
arreglo 3 x 5, sumando los tres productos en subdiagonales que bajan hacia la derecha,
y restando los tres productos en subdiagonales que suben hacia la derecha. En simbolos:

NN N
a1l 4di2 413 | 411 di2
det A= | ap1 app a3 | an Az (6.5)
as1 az2 4z | az1 Az
A
-3 1 2
Ejemplo 6.7. Hallar el determinante 3 X 3 de la matriz -1 3 —4]|.
1 -2 5

Hay tres maneras de efectuar el calculo de este determinante.
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(@) Por expansion en la primera fila (6.4):

-3 1 2

3 -4 -1 -4 -1 3
13 al==alS A e
1 -2 s -2 5 1 5 1 -2

=-3(15-8) — 1(-5+4) +2(2 - 3)
=-21+1-2=-22.

(b) También se puede hacer una expansion en la primera columna:

-3 1 2

3 -4 1 2 1 2
13 el el Bl 2
1 -9 5 2 2 5 3 -4

=-3(15-8)+1(5+4)+1(-4-6)
=-214+9-10=-22.

(c) El método de los productos en subdiagonales produce lo siguiente:

NN N
-3 1 2 -3 1 2 |-3 1
-1 3 —4|{= -1 3 —-4|-1 1
1 -2 5 1 -2 5|1 -1
A

=(-45-4+4)-(6-24-5)
= —45 — (-23) = —22.
Los resultados de los tres computos coinciden. o

Desafortunadamente, la receta (6.5) no se generaliza a matrices n X n con n > 3.
La definicién general del determinante es inductiva. Para enunciarlo, se requiere la
terminologia siguiente.

Definicién 6.8. Sea A € M, (F) una matriz nxn. Sea A;; (con A maytscula) la submatriz
de A que se obtiene al borrar la fila a; y la columna c;ile A.

Cada A;j es una matriz (n — 1) X (n — 1). Sea M;; := det A;;; este escalar M;; € F se
llama el menor de la matriz A correspondiente a la entrada a;;. o

Obsérvese que la ecuacion (6.4) se escribe en esta notacion asi:

det A = a;1M11 — a1oMio + a13Mis. (6.4")
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El determinante de una matriz 1 X 1 es simplemente det [a;1] := a11. Supdngase
entonces que se dispone de un procedimiento para calcular determinantes de matrices
(n—1) X (n—1). La férmula anterior puede generalizarse como sigue.

Definicion 6.9. Sea A € M,([F); se define det A por una expansion en la primera fila a’,

det A := annMi1 —aioMqig +-- - + (—1)1+"a1nM1n

n
= Z(—l)Hjalelj, (6.6a)
=

o bien por expansion en cualquier otra fila a;:
det A = (-1)"anMy + (-1)™*2apMig + - - - + (=1)™*"a;, My
= Zn:(—l)”j aijMij, (6.6b)
j=1
o bien por expansién en cualquier columna a;:

det A= (—1)1+ja1jM1j + (—1)2+ja2jM2j + -+ (—1)"+jaannj

n
= Z(—l)HjaijMij- (6.6¢)
i=1
En seguida, se comprobard que todas estas expresiones coinciden. O

Para verificar la igualdad de las tres expresiones (6.6), se abordard en seguida otra
expresion para el determinante que resulta ser igual a cada una de ellas.

Proposicion 6.10. Sea A € M,([F); entonces det A, definido por ejemplo por (6.6a), es
igual a

det A = Z(—l)"aljlazjz © dnjys (6.7)

donde la sumatoria recorre todas las n! permutaciones o = (jq,..., jn) de (1,2,...,n) y el
signo (—1)? = 1 es +1 6 —1 segtin la permutacion o sea par o impar.
Ademds, las tres expresiones (6.6) son iguales a (6.7) y por ende son iguales entre si.

Demostracion. Una permutacion o de (1,2,...,n) se llama par si es el producto de un
numero par de transposiciones i <> j; y o se llama impar en el caso contrario. Si o es el
producto de k transposiciones, entonces (—1)? := (—1)* por definicién.
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Segun la formula (6.6a), vale det A := Z;.ll:l(—l)Hjlalleljl. A su vez, cada menor
M;j = det Aqj, es una suma analoga de términos con #*apj, multiplicado por unos
menores correspondientes de la submatriz Ay, .

Al repetir este argumento (n — 1) veces, det A queda expresado como la suma de
los productos que aparecen al lado derecho de (6.7), en donde cada producto contiene
un factor tomado de cada fila y de columnas distintas. Hay n términos en (6.6a), (n — 1)
términos en la expansién correspondiente a cada menor M), etc., para un total de
n(n—1)(n—2)---3-2 = n! términos en la expansién final. La suma de estos productos
recorre todas las permutaciones posibles de (1,2,...,n).

Quedan por determinarse los signos en (6.7). En primer lugar, (—1)*/! es el signo de
la transposicién 1 < j;. Por induccién sobre n, se puede verificar que el producto de los
diversos +1 que aparecen en la expansion iterativa de (6.6a) es efectivamente +1 si y
solo si (ji, ..., jn) €S una permutacion par de (1,2,...,n).

El mismo argumento es aplicable al usar cualquiera de las recetas (6.6b) é (6.6c¢).
En esos casos, la fila o columna de expansion se puede elegir arbitrariamente en cada
iteracion de la expansion. A lo sumo, podria ocurrir que el resultado final difiere del
lado derecho de (6.7) por un multiplo global por (+1), que seria independiente de la
matriz A. Un célculo explicito muestra que todas las recetas en (6.6) dan det 1, = +1,
asi que el desarrollo (6.7) es correcto en todos los casos. m|

Para calcular un determinante nXn con n > 3, es impensable usar (6.7) directamente,
ya que habria que calcular n! productos de n términos cada uno y luego sumarlos. Una
mejor alternativa es usar uno de los desarrollos (6.6); como todas dan el mismo resultado,
es posible, en cada paso de la expansion, escoger la fila o columna de preferencia para la
expansién siguiente. Obsérvese que el signo (—1)"*/ se calcula por inspeccién de un
“tablero de damas”:

+ - + - +
+ - + — + (6.8)
+ - + - +

y que el signo de cada posicién diagonal (j, j) es positivo: (=1)/7 = (=1)% = +1.

Ejemplo 6.11. Calcular el determinante:

21 1 O
0 -3 1 2
0 -1 3 -4
3 1 -2 5

por expansiones en filas o columnas.
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En cada paso que sigue, se indica la fila o columna de expansién por un juego de
signos (apropiados!) en la parte superior izquierda de cada una de sus entradas.

@2 1 1 0

- +®_3 1 2 "1 O1 W0
:O Sl 2l olor 3 Z4-sles 1 2
0 -1 3 -4 ® 1 -2 5 -1 3 -4
©3 1 -2 5

3 -4 1 2 1 2
:2(—3)‘_2 5‘+2(+1)'_2 5‘+2(+1)'3 _4‘

1 2 -3 2
senft 2[osenl 2

=-6(15-8)+2(5+4) +2(-4 - 6) —3(-4 - 6) +3(12+2)
= —42+18 — 20 + 30 + 42 = 28,

En detalle: la primera columna de la matriz original tiene dos ceros; al expandir alli,
hay dos términos menos en el paso siguiente. La submatriz A;; no contiene ceros, y se
puede expandir en cualquier fila o columna; se usa la primera columna. La submatriz A4;
contiene un cero en la posicién (1, 3), lo cual sugiere una expansion en la primera fila o
la tercera columna; se usa la primera fila. Al llegar a menores 2 X 2, las determinantes
se calculan por inspeccion. O

6.2. Propiedades de determinantes

Proposicion 6.12. Sean A, B € M, (F) dos matrices cuadradas. Entonces

det (AB) = (det A)(det B). (6.9)

Demostracion. Sea C := AB. Por la férmula (6.7), det C es igual a una suma de productos
*1j,C2j, * * * Cnj,- Cada cj, es, a su vez, una suma de términos chzl agi by j,, de tal
manera que

det (AB) = Z(—1)0a1i1a2i2 s am‘nbhh bi2j2 s binjn' (6.10)

Esta suma extiende sobre todas las permutaciones ¢ = (ji,...,Jj,) de (1,2,...,n) y
sobre todas las posibilidades para iy, ..., i,. Ahora, si dos de los i, son iguales, la suma
2.6 (=1)%bj j,biyj, - - - by, j, se anula por cancelacién de términos, asi que aparecen en (6.10)
solamente los términos en donde 7 = (iy, ..., iy) es una permutacion de (1,2,...,n).

Sea p = (ry,...,r,) la permutaciéon de (1,2, ...,n) que transforma cada indice iy en
el ji correspondiente. Entonces la permutacion o es la composicién de las dos permuta-
ciones 7y p, en cuyo caso vale (-1)7 = (-1)7(-1)".
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Esto implica que la expresion (6.10) se simplifica en:

det (AB) = (Z(_]‘)Tali1a2i2 NN anin) (Z(_l)pblrlbzrz . bnrn = (det A)(det B) O

T p

Proposicion 6.13. Sea A € M,([F). El determinante de A se transforma bajo operaciones
elementales de fila como sigue:

(@) al intercambiar dos filas de A, det A cambia de signo;
(b) al multiplicar una fila de A por ¢ # 0, se multiplica det A también por c;
(c) al sustraer de una fila de A un miiltiplo de otra fila, det A permanece igual.

Demostracion. En vista de la Proposicion 6.12, y habida cuenta de que las operaciones
elementales de fila son ejecutadas por premultiplicacion por matrices de uno de los tres
tipos (3.12), es suficiente mostrar que:

det Py = -1, det M;(c) =c, det Rir(c) =1,

donde Py, M;(c) y Rir(c) son las matrices de las ecuaciones (3.12).

Al expandir en una fila i de A que tenga 1 en la diagonal y O en las demds entradas,
la férmula (6.6b) muestra que det A = (—1)**'1 M;; = M;;, es decir, pueden eliminarse la
fila i y la columna i de A sin cambiar el determinante.

En Py, M;j(¢) y Rix(c), se eliminan asi todas las filas salvo las filas F; y Fg, y las
columnas correspondientes. (Para M;(c), se puede tomar k # i cualquiera). Luego la
expansion (6.6b) reduce el cdlculo de estos determinantes al caso 2 X 2 y se obtiene:

det Py = '(1) é — -1, det My(c) = ‘é ‘c) —c det Ry(c) = ‘_10 ‘; 1. 0o
Proposicion 6.14. Sean A € M, (F) una matriz cuadrada. Entonces
det A® = det A.
Demostracién. La férmula (6.7), aplicada a la matriz A*, da
det A* = Z (-1)%aj1aj,2 - - Qjn;
€Sy
Sea 7 = (p1,...,pn) 1= 0! la permutacién reciproca que lleva cada ji en k. Si o es el

producto de m transposiciones, x es el producto de las mismas m transposiciones en el
orden inverso: por lo tanto (—1)" = (-1)°. Luego,

det At = Z (_1)ﬂa1p1a2p2 . e anpn = det A. O

TES,
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Proposicion 6.15. Si A € M,(F) es triangular, su determinante es el producto de los
elementos diagonales: det A = aj1az; - - - ann. En particular; esto dice que det 1, = 1.

Demostracion. Por la Proposicién 6.14 anterior, se puede suponer que A es una matriz
triangular inferior. La expansién (6.6a) en la primera fila da det A = a;; My;. Ahora
la submatriz Aj; (al borrar la primera fila y la primera columna de A) es también
triangular inferior, y su determinante es M1 = asa Mi212, asi que det A = ajjaze Mi212,
donde M;3 15 es el menor correspondiente (obtenido al borrar las primeras dos filas y las
primeras dos columnas de A). Al repetir este argumento (n — 2) veces, se obtiene

an-1n-1 0

det A = ai1dz2 - - Ap-2n-2 = da11dz2 - - - dnn- o

ann-1 Ann

Lema 6.16. Vale det A = 0 si una fila o una columna de A es 0; o si dos filas de A son
iguales; o bien si dos columnas de A son iguales.

Demostracion. Siuna fila o columna de A tiene todas sus entradas igual a 0, la expansién
en esa fila o columna produce 0.

Si dos filas de A son iguales, el intercambio de esas dos filas no modifica A, ni cambia
det A. Pero la Proposicion 6.13(a) dice que det A — —det A; luego, det A = 0.

Si dos columnas de A son iguales, entonces dos filas de A* son iguales y por lo tanto
det A =det A* = 0. i

Proposicion 6.17. det A = 0 siy solo si A es singular (es decir;, no invertible).

Demostracion. Si A es invertible, entonces 1 = det 1, = det (AA™!) = (det A)(det A7),
asi que det A no puede ser 0.

Por otro lado, si A es singular, el método de eliminacién gaussiana con pivoteo parcial
fallara al encontrar un pivote cero que no se puede remediar por trueque de filas.

Sea A’ la matriz obtenida por los pasos del algoritmo antes de aparecer el pivote cero,
que son operaciones elementales de fila de tipos (a) y (c); vale det A" = +det A por la
Proposicién 6.13.

Ahora A’ es de la forma

s u X
0 Y|’
donde U’ es triangular superior y sus elementos diagonales son los pivotes iniciales
aii, aézz), .. .,a](cl,?; 0 es un bloque rectangular de ceros; y la primera columna de la sub-

matriz Y’ es también una columna de ceros (= det Y’ = 0). Al expandir det A’ en la
primera columna k veces, se obtiene

det A’ = anMii=---=an aézz) <. al(c]lcc) det Y = 0,

y por lo tanto det A = 0 también. O
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Muchas veces, es recomendable calcular determinantes por eliminacion gaussiana,
como sigue. La Proposicion 6.17 anterior muestra que det A = 0 si y solo si el algoritmo
de eliminacién gaussiana con pivoteo parcial (el Algoritmo 3.2) encuentra un pivote O
que no es posible evitar por intercambio de filas.2 En el caso de obtener n pivotes no
ceros (siendo A una matriz n X n), cada intercambio de filas contribuye un cambio de
signo al cémputo del determinante.

Si en el transcurso del algoritmo se debe hacer r intercambios de filas, mediante
las matrices P; k,, Pi,k, -- -, Pik,, habrd un factor (-1)" = +1 en el cdlculo final del
determinante. Sea P := P, i, --- Pk, el producto de esas matrices en el orden inverso.
Resulta que la matriz PA admite eliminacién gaussiana simple. || Dicho de otro modo:
se podria regresar al inicio y ejecutar todos los intercambios de filas necesarios, y luego
continuar la eliminacién con operaciones de tipo (c) solamente. || Se obtiene asi una
factorizacion matricial PA = LV tal que

(-1)" det A = (det P)(det A) = det (PA) =det(LV) = (det L)(det V) =det V,

pues det L = 1 por la Proposicién 6.15, siendo L una matriz triangular unipotente. Ahora
V es una matriz triangular (superior), cuyos elementos diagonales son los pivotes a1,
a;zz)’ e aﬁ[,? obtenidos con el algoritmo; y su producto es det V.

Se puede resumir esta discusién en la siguiente Proposicion.

Proposicion 6.18. Apliquese el algoritmo de eliminacion gaussiana con pivoteo parcial a la

matriz cuadrada A € My, (F). Entonces det A = 0 si y solo si es img)osible hallar n pivotes
o . 2

no ceros. En cambio, si se logra encontrar n pivotes no ceros aii, al?, .. s af,',?, entonces

227"
det A=(-1)"an a;zz) e aﬁ,’fl), (6.11)
donde r es el niimero de intercambios de filas efectuados. B

» El determinante de una matriz rectangular no se define; sin embargo, los determi-
nantes si dan informacién acerca de una matriz rectangular, al considerar la colecciéon
de sus submatrices cuadradas.

Proposicion 6.19. Sea A € My,x,(F) una matriz rectangular. Su rango r(A) es el mayor
entero k tal que A posee una submatriz B de tamafio k X k tal que det B # 0.

Demostracion. Sir(A) = k, hay unas k columnas linealmente independientes en A (por
ejemplo, aquellas que se convierten en columnas bésicas al aplicar el Algoritmo 4.1 de
forma escalonada). Sea C la submatriz m X k de A obtenida por borrar sus otras columnas.

% Si se usa este algoritmo como subrutina para calculo de determinantes, hay que detenerlo en ese
momento y devolver un resultado cero al programa principal.
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Ahora r(C*) = r(C) = k; luego C tiene unas k filas linealmente independientes
(apliquese el Algoritmo 4.1 a C*). Sea B la submatriz k X k de C (y por ende de A) que se
obtiene al borrar las otras filas de C. Como r(B) = r(C) = k, esta matriz B es invertible y
asi det B # 0.

Si k < min{m, n}, cualquier submatriz M de tamafio (k + 1) X (k + 1) también tiene
rango no mayor que k, porque de otro modo las columnas correspondientes de A serian
linealmente independientes.® En consecuencia, esa submatriz M es no invertible y tiene
determinante 0. O

La Proposicién 6.19 proporciona un mecanismo alternativo al Algoritmo 4.1 para
calcular el rango de una matriz; a veces es til para averiguar el rango de matrices
pequefias por inspeccion.

6.3. Laregla de Cramer

Los determinantes se pueden emplear también para resolver sistemas de ecuaciones
lineales por férmulas explicitas — como una alternativa al procedimiento paso por paso de
la eliminacién gaussiana. En el caso de sistemas 3 X 3, esa regla explicita fue propuesta
por Gabriel Cramer en 1750. En la practica, su uso resulta ineficiente para sistemas con
mas de tres variables, pero tiene cierta importancia tedrica. Muestra, por ejemplo, que
la solucién de un sistema de ecuaciones con coeficientes enteros es un vector de nimeros
racionales, cuyo denominador comun es un divisor del determinante de la matriz de
coeficientes del sistema.

Definicién 6.20. Sea A una matriz cuadrada en M, (F). El cofactor de la entrada a;; de A
es (—1)”ij,-, donde M;j; := det (A};) es el menor de A que corresponde a la entrada aj;.
La matriz adj A cuya entrada (i, j) es este cofactor se llama la matriz adjugada de A.
Para formar esta matriz adjugada,* entonces, se debe:

(1) reemplazar cada elemento a;; de A por el menor M;; correspondiente;

(11) multiplicar cada entrada por el signo (—1)*/ = +1 que corresponde a su lugar en
el tablero de damas (6.8);

(1m1) tomar la transpuesta de la matriz resultante. 0

3Si una de estas k + 1 columnas de A fuera una combinacién lineal de los demds, por ejemplo si fuera
a1 = c1ag + -+ - + cxayg, esta relacién también seguiria valida para las columnas de la submatriz M, al
borrar las filas que sobran.

4Algunos autores llaman matriz adjunta a esta matriz de cofactores adj A. Sin embargo, cuando [F = C,
ese término estd reservado para el conjugado hermitico A*, ya visto. La palabra adjugada es una mezcla
inelegante de “adjunta” y “conjugada” — y no se encuentra en el Diccionario de la Real Academia Espafiola.
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Ejemplo 6.21. En el caso 2 X 2, ya se ha visto la matriz adjugada en Ejemplo 3.7:

adj [‘CI Z] - —dc ab] '
Los tres pasos de la Definicién 6.20 se ejecutan asi:
il il A <>
c d b a -b a —-c a
Proposicion 6.22. Sea A € M,(F). Entonces
A(adjA) = (adjA) A = (det A) 1,,. (6.12)

Demostracion. Para efectos de esta prueba, conviene abreviar B := adj A; se requiere
verificar que AB = BA = (det A) 1,,.

Con esta notacién, las férmulas (6.6b) y (6.6¢) que calculan det A por expansion en
la fila a; [respectivamente, en la columna a;] de la matriz A se escriben asi:

n

det A = Z aijbj,- = Z bﬁa,-j . (6.13)
i=1

j=1

La primera sumatoria es el producto punto de la fila a; de A por la columna b; de B.
La segunda sumatoria es el producto punto de la fila b;. de B por la columna a; de A.
Es decir, las sumatorias corresponden a la entrada diagonal (i,i) de AB y a la entrada
diagonal (j,j) de BA, respectivamente. En breve, esta formula (6.13) dice que cada
entrada diagonal de AB o de BA es igual a det A.

Sii # k, la entrada (k, i) de AB es igual a

n n

a;< . bi = Z akjbﬁ = Z(—l)”jaijij, (6.14)

J=1 J=1

y esta es, nuevamente por (6.6b), el determinante de la matriz A’ obtenida de A al
reemplazar su fila a] por su fila a;. Pero entonces A’ posee dos filas iguales, asi que
det A’ =0, por el Lema 6.16.

Por lo tanto, la sumatoria (6.14) vale O cuando i # k. De igual modo, se ve que si
j # 1, la entrada (j,1) de BA es b;. -a; = 0 por la misma razon.

En resumen, las matrices AB y BA son matrices diagonales con entradas diagonales
todas iguales a det A; y eso dice que AB = BA = (det A) 1,,. O

La férmula (6.12) proporciona un método de calcular el inverso de una matriz no sin-
gular A (al ser det A # 0, por la Proposicién 6.17).
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Corolario 6.23. Si A € M,(F) con det A # 0O, entonces A es invertible, con
1

ATl =
det A

Como la ejecucion de este proceso de inversion requiere el cdlculo de un determinante
n x n'y unos n? determinantes (n — 1) X (n — 1) — todos los menores de A — resulta poco
eficiente para n > 3. En el caso 2 X 2, la férmula (6.15) se reduce a (3.5), ya visto:

a b
c d

» La férmula explicita para la solucién tinica de un sistema de n ecuaciones lineales para
n variables — en el caso en que haya solucién tnica — el la siguiente regla de Cramer.

adj A. (6.15)

-1 1

:ad—bc

d —bl.

—C da

Proposicion 6.24 (Regla de Cramer). Sean A € M,(F), b € F". Para cada j = 1,...,n,
dendtese por B; := [ay---aj_1baj;1---a,] la matriz obtenida de A al reemplazar su
columna a; por b. Entonces el sistema de ecuaciones Ax = b tiene solucidn tinica x € F" si
y solo si det A # 0, en cuyo caso:

_ det B]
X = det A

para j=1,2,...,n. (6.16)

Demostracion. Es oportuno recordar que Ax = b tiene solucidn unica si y solo si la
ecuacion Ax = 0 tiene solucién Unica, si y solo si ker Ty = {0}, si y solo si n(A) =0, siy
solo si r(A) = n, si y solo si A es invertible, si y solo si det A # 0. Cuando det A # 0, la
solucién tinica deseada es x = A™'h.

Sisidet A # 0, la férmula (6.12) implica que

(det A)x = (adjA) Ax = (adjA) b.
La entrada j de este vector de columna es
(det A) x; = (fila #j de adjA)b = Z(—nfﬂ‘Mij b; = det B;
i=1

donde la tltima igualdad viene de expandir det B; en la columna #j de Bj, la cual es b.
La férmula (6.16) sigue enseguida al dividir ambos lados de esta ecuacién por det A. O

Ejemplo 6.25. La regla de Cramer resuelve 2 ecuaciones lineales en 2 variables, asi:

axy +bxy =p _ pd—bq _aq—pc
{cx1+dx2:q} — = ad—bc’ 2T ad—bc’
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6.4. Epilogo: Autovalores y autovectores

Definicién 6.26. Sea V un espacio vectorial sobre Fysea T: V — V un operador lineal.
Un autovalor (o valor propio) de T es un escalar A € [ tal que la siguiente ecuacién tenga
una solucién no nula:

T(x)=Ax | con x#0. (6.17a)

Un vector no nulo x € V, x # 0, que cumple (6.17a) se llama un autovector (o vector
propio) de T asociado al autovalor A.
Si A € M, (F) es una matriz cuadrada, un autovalor de A es un escalar A € [ tal que

Ax =Ax | paraalgin x #O0en[F". (6.17b)

Un vector x € !, x # 0, tal que Ax = A x es un autovector de A asociado al autovalor A.
En otras palabras, los autovalores y autovectores de A son los del operador Ty. O

Una matriz A € M,(F) tiene a lo sumo n autovalores distintos. Para ver eso, notese
que A es un autovalor de A si y solo si hay x # 0 con (11, —A)x =0, si y solo si
ker(A1, — Ty) # {0}, siy solo si®

det(A1,—-A)=0. (6.18)

Al calcular el determinante det (A 1, — A) por la férmula de Leibniz (6.7), se obtiene una
suma de términos de la forma:

(A—a11)(A—ag) - (A — apy) + (términos de grado menor que n en A).

Definicién 6.27. Si A € M,(F) es una matriz cuadrada, su polinomio caracteristico es
el polinomio p4(t) de grado n con coeficientes en [, definido por

pa(t) :=det(t1, — A) =t" + (términos de grado menor que n). (6.19)

Las raices de este polinomio, los A € [F tales que pa(4) = 0, son los autovalores de A. ¢

Este polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices t = A € F. En el caso especial de
que F = C, el llamada teorema fundamental del dlgebra asegura que la ecuacién p(t) = 0
tiene exactamente n raices complejas (no necesariamente distintas). De ahi se deduce
que una matriz compleja A € M,(C) tiene n autovalores, aunque algunos de ellos pueden
coincidir. (Estos se llaman “autovalores repetidos”.)

5Algunos autores prefieren manejar la ecuacién det (A — A1,) = 0. Como este determinante es
(-1)"det (A1, — A), las dos ecuaciones son equivalentes.
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Ejemplo 6.28. Para obtener los autovalores de la matriz
-5 3
S

t+5 -3
6 t-—-4

se resuelve la ecuacion

det(t1y—A) =

0,

es decir,
t?+t-2=0, obien (t—1)(t+2) =0,

cuyas raices son
A=1, -2,
Para encontrar los autovectores correspondientes, hay que resolver los dos sistemas de
ecuaciones homogéneas: (1, — A)x =0, y también (-21, — A)y =0,
6X1—3XZ:O 3y1—3y2:0
6x1—3x2:0’ 6y1—6y2=0.
En ambos casos hay una ecuacién redundante. Las soluciones son:

=4 —b con belF
x = 0l y—b, a, ;

Fijese que un multiplo no cero de un autovector es otro autovector del mismo autovalor,
pues Ax = Ax implica que A(cx) = c¢(Ax) = c¢(Ax) = A(cx). O

Lema 6.29. Los autovalores de una matriz triangular A € M, (F) son sus elementos diago-
nales: A = ay1,as, . .., Apn.

Demostracién. Se puede suponer que A es triangular superior, porque det A* = det Ay
alavez det(11, — A*) = det(t1, — A): las matrices A y A® tienen el mismo polinomio
caracteristico (y por ende tienen los mismos autovalores).

Este polinomio caracteristico es

t—ay1 —aip2 ... —aip
0 t—agy ... —asy

pa(t) =det(tl,—A)=| . : y .| =@ —an)(t —az2) - (t - am)
0 0 ... t—apy,

porque la matriz t 1,—A también es triangular superior. (Se ha usado la Proposicién 6.15.)
En este caso el polinomio p,(t) es un producto de factores de primer grado, y sus raices
son los A € {a11,a22, ..., ann}- O
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Lema 6.30. Dos matrices semejantes A, B tienen el mismo determinante: det B = det A.

Demostracion. Las matrices A,B € M,(F) son semejantes si y solo si hay una matriz
invertible P € M,(F) tal que B = P"1AP. Como (det P~')(det P) = det (P"'P) = det 1, =
1, se ve que det P~! = 1/(det P). Entonces

det B = det (P1AP) = (det P71)(det A)(det P) = det A. O

Después de la Proposicién 6.4 (dos matrices semejantes tiene la misma traza), se
definié la traza de un operador lineal T: V — V como la traza de su matriz respecto de
cualquier base de V. Del mismo modo, se puede definir el determinante de un operador
lineal como det T := det A, donde A es la matriz de T respecto de una base de V. El
Lema 6.30 anterior dice que un cambio de base no modifica ese determinante.

Ejemplo 6.31. En el Ejemplo 6.28, se obtuvieron los autovalores y autovectores para una
matriz 2 X 2 (real):

A=
-6 4 2 1

o 2t o=
fiene autovectores x = s, Y= s

que corresponden con los autovalores A1 = 1y Ay = —2, respectivamente. Estos autovecto-
res son linealmente independientes (pues no son proporcionales) y forman las columnas
de una matriz invertible:

11 . _1 -1 1
P—[Z 1], con inverso P —[2 _1].

Bajo el cambio de base de R?, de la base estdndar € = {ey, e2} a esta base de autovectores
B = {x,y}, se transforma A — B = P"1AP, as:

-1 1]|-5 3|1 1 -1 11 1 1 0

—1 _ _ _

et it e

Esto dice que la matriz original A es diagonalizable, esto es, semejante a una matriz

diagonal. Mas aun, esta matriz diagonal tiene los mismos autovalores que A (consecuencia
del Lema 6.30) como sus entradas diagonales (consecuencia del Lema 6.29). O

Para “diagonalizar” una matriz n X n, entonces, seria suficiente encontrar n auto-
vectores linealmente independientes. Desafortunadamente, eso no siempre es posible:
unas matrices son diagonalizables pero otras no. (Hallar criterios que garantizan que
una matriz sea diagonalizable, y decidir qué hacer en el caso contrario, seran temas del
curso siguiente.)
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Ejemplo 6.32. Esta matriz real J € My(R) no tiene autovalores reales:

0 1
J= :
-1 0
En efecto, su polinomio caracteristico es

|t T _ 2
py(t) ._‘1 t‘—t +1.

Este polinomio es irreducible en R, [¢], pues no tiene raices reales.
En cambio, la ecuacién cuadratica t> + 1 = 0, esto es, t* = —1, si tiene soluciones
complejas, que son t =i y t = —i. De este modo:

pr(t) =t>+1=(t—i)(t+1i)

si se factoriza en factores de primer grado con coeficientes complejas — esta es una
instancia del teorema fundamental del dlgebra. Los autovalores complejas de J, entonces,
son {i, —i}.

Se pueden encontrar los autovectores correspondientes en C? por el mismo método
del Ejemplo 6.28. Como i2 = -1, (—i)? = -1, y también i(—i) = —i® = +1, se verifican
estos dos célculos:

R ] W e e e

De ahi se ve que [}] y [_11] son autovectores respectivos para i, —i (necesariamente en C2
pero no en R2, aunque la matriz original J es real).

En este caso también se puede notar que los dos autovectores encontrados no son
proporcionales. Por eso son columnas de una matriz invertible P € M,(C):

1 |-i - i [—i — 1 _
bt , coninverso P l=-——|"" L I e e F 1
1l 2i [—i 1 21-i 1 % i

Por lo tanto,

Nl

p-7p : —5“0 1“1 1]:[5 %“1 1]2[1' ol
1 5 _ . _' 3 1 . _. _
3 % 1 0 |i —i _% S| i i 0 —i
y se concluye que J es diagonalizable en My (C) pero no en My(R). O

6-17



MA-360: Algebra Lineal I 6.5. Ejercicios sobre trazas y determinantes

6.5. Ejercicios sobre trazas y determinantes
Ejercicio 6.1. Sea { E;; : i, j = 1,2,...,n} la base de M,(F) definida en el Ejercicio 3.13.
(@) Comprobar que trE;; =1sii=j;yquetrE;; =0sii# j.
(b) Sir: M,(F) — [ es una forma lineal tal que
7(AB) = 7(BA) paratodo A,B € M,(F),
demostrar que existe ¢ € [ tal que 7(A) = ¢ tr A para toda A € M,([F).
Ejercicio 6.2. Demostrar que no hay dos matrices A, B € M, (F) tales que AB—-BA =1,.

Ejercicio 6.3. Calcular los determinantes:

1 11 111 9 -6 2
(a): 1 1 1f, (b)y: 1 2 2f, (c): |-6 8 -4
111 1 2 3 2 -4 4
Ejercicio 6.4. Calcular los determinantes:
3 -1 2 0 7 -3 4 2
0O 1 0 -1 5 2 3 -2
@: 1y o1 3 ®i g 5 5 3
-1 -2 1 O -5 4 -2 5

Ejercicio 6.5. Verificar la relacién:

= x(x? — 4)(x? - 16).

O O O b~ ¥
SO O WK =
O N =X NO
= X W o o
X O OO

Ejercicio 6.6. Calcular el determinante

1 x+2 (x+2)2
1 x+3 (x+3)2
1 x+4 (x+4)?

y comprobar que su valor no depende de x. ({Habra alguna manera de mostrar que este
determinante no depende de x, sin evaluarlo explicitamente?
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Ejercicio 6.7. Verificar que

22 (x+1)? (x+2)?

y* (y+1)? (y+2)° =4(x-y(x-2)(y-2).
22 (z+1)? (z+2)?

Ejercicio 6.8. Verificar, por eliminacién gaussiana, que

1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1|°7160
1 -1 1 -1 1 1
1 -1 -1 1 1 -1
Ejercicio 6.9. Verificar, por eliminacién gaussiana, que
1 x x2 %3
1 2 3
Lo L L= G- G- w -2y - Wz -w).
1 w w2 w

(Este es un determinante de Vandermonde.)

Ejercicio 6.10. Si A € M,(F), B € Myxn(F), C € My (F) vy D € M, (F), demostrar que

A B A

det [0 D c

= det [ gl = (det A)(det D),

si en ambos casos 0 representa un rectangulo de ceros.
Ejercicio 6.11. Sea U € M,(F) la matriz tal que u;; = 1 para todo (i, j). Demostrar que:
det(U-1,)=(-1)"Y(n-1), det(U+1,) =n+1.

Ejercicio 6.12. Sea {xi,...,x,} un conjunto de vectores en el espacio vectorial R".
Su determinante de Gram es

X1 X X1+ X X1 X
x2 . xl x2 . x2 ) x2 . xm

det Z := ) ) ) ) ,
xm . x]_ xm . x2 PR xm . xm

el determinante de la matriz Z € M, (R) cuya entrada (i, j) es z;; := x; - x;. Demostrar
que este determinante es O si y solo si {x1,...,x,} es linealmente dependiente, y es
positivo cuando {x1,...,xn,} es linealmente independiente.

[ Indicacién: encontrar una matriz X tal que Z = X*X. |
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Ejercicio 6.13. Obtener el rango de esta matriz A, de dos maneras:

3 5 14
Ax=12 -1 1 1],
5 4 2 5

(@) por cdlculo de menores; (b) por cambio a forma escalonada.

Ejercicio 6.14. Calcular la matriz adjugada (adjA) y la matriz inversa A~!, para

1 -1 2
A=(0 2 3.
-2 3 1

Ejercicio 6.15. Resolver estos sistemas de ecuaciones por la regla de Cramer:

3X1—4X2=1 4y1—3y2=8
5x1 4+ 7x9 =29 y 5y1 + 4y2 =41 .
Ejercicio 6.16. Resolver este sistema de ecuaciones por la regla de Cramer:

x1+4x9— x3=1
x1+ x93+ x3=0
2x1 +3x3=0.

Ejercicio 6.17. Demostrar que el circulo en R? que pasa por tres puntos (x1,y1), (x2, y2),
(x3,y3) tiene ecuacion:

1 x y x*+y?
1 x1 1 xf + y%
2, 2/ =0.
1 x2 y2 x5+y5
1 x3 ys x% + y%

[ Indicacién: comprobar primero que la ecuacion representa un circulo, y luego que pasa
por los tres puntos dados. |

Ejercicio 6.18. (a) Si A € M,(F) con n > 2, demostrar que

det (adj A) = (det A)" L,

(b) Concluir que adj(adjA) = (det A)*2A, sin> 3.
[ Indicacién: considerar el producto de tres matrices: A (adj A) adj(adjA).
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Ejercicio 6.19. Si A € M, ([F) es una matriz (i) diagonal; (ii) triangular; o (iii) simétrica,
demostrar que adj A es, respectivamente: (i) diagonal; (ii) triangular; (iii) simétrica.
(Por eso, si una matriz invertible es triangular, su inverso es también triangular.)

Ejercicio 6.20. Demostrar (por eliminacién gaussiana) que la matriz®

(b 0 -1 0 0 0 O 1]

O b 0 -1 0 0 -10

-1 0 ¢ O O -1 0 O

0O -1 0 ¢ 1 0 0 O
A=10 0 0 1 b 0 1 0 (6.20)

O 0 -1 0 0 b O 1

0O -1 0 01 O ¢ O

1 0 0 0 0 1 0 cf

es definida positiva si y solo si: b > 0, ¢ > 0, bc > 4.

Ejercicio 6.21. Si J = {j1,...,jk} € {1,2,...,n}, el menor principal de una matriz

A € M, (F) es el determinante de una submatriz A; formada al borrar las filas y también
las columnas cuyos indices no estdn en J. (La diagonal de la submatriz A 7 es una parte de
la diagonal de A). Por ejemplo, si n = 3, los menores principales de A son: a1, as2, ass,
(a11a22 — a12a21), (a11a33 — a13a31), (a22a33 — azzasz), det A. Los menores principales
delanteros son a;1, det Ao, det Ajas, ..., det A, formados por borrar las iltimas (n—k)
filas y columnas de A; para n = 3, éstas son aj1, (a11d22 — a12d21), det A.

Es sabido? que una matriz simétrica real A € M,(R) es positiva si y solo si cada
det Ay > 0; y que A es definida positiva si y solo si todos sus menores principales
delanteros son > 0.

Usar este criterio (en vez de eliminacién gaussiana) para demostrar que la matriz del
Ejercicio 6.20 anterior es definida positiva si y solo si: b > 0, ¢ > 0, bc > 4.

Ejercicio 6.22. Calcular los tres autovalores de la matriz

1 -1 O
A=|-1 2 -1
0 -1 1

Ejercicio 6.23. Calcular los tres autovalores distintos A1, A2, A3 de la matriz

3 2 2
A:=12 2 0f.
2 0 4

SReferencia: Ileana Castillo, Productos cudnticos en espacios de funciones analiticas, tesis de licenciatura,
UCR, 1988.
"Referencia: véase el libro de Gantmacher, § X.4; o el de Horn y Johnson, Teorema 7.2.5.
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Resolver las ecuaciones (4;13 — A)x; = 0 para j = 1, 2, 3; estos autovectores {x1, x2, x3}
de A son columnas de una matriz invertible P := [x; x2 x3]. Verificar que la matriz
P~AP es diagonal y que sus entradas diagonales son los autovalores de A.

Ejercicio 6.24. Si A es un autovalor de una matriz A € M,(F), comprobar que A* es
autovalor de la matriz A.
Si ademds A es invertible, mostrar que 1/ es un autovalor de A~!.

Ejercicio 6.25. Calcular los polinomios caracteristicos y determinar los autovalores de
las matrices

senha cosha

cosf —senf
senf cosf

cosha senh al

donde -7 <0 <7, y aeR.
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