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Resumen

Investigamos dos modificaciones del producto cudntico o torcido de funciones sobre el
espacio de fases, y proporcionamos una coleccién de férmulas ttiles en el cdlculo con estos
productos. La primera modificacion es la introduccién de un pardmetro a > 0; el producto
ordinario de funciones se recupera en el limite “cuasicldsico” a — 0. La segunda alternativa
es la transferencia del producto torcido al espacio de Bargmann de funciones analiticas: aqui se
puede definir el producto torcido en términos de un nicleo integral en el espacio de Bargmann.

Abstract

We explore two modifications of the quantum mechanical or twisted product of functions
on phase space, and we give a collection or formulas which are useful for calculating with these
products. The first modification is the introduction of a parameter a > 0; the ordinary product of
functions is recovered in the “quasiclassical” limit @ — 0. The second alternative is the transfer
of the twisted product to Bargmann’s space of analytic functions: here the twisted product can
be defined purely in terms of an integral kernel on Bargmann’s space.

1. Introduccion

En afios recientes, ha habido un interés creciente en el uso de métodos para resolver problemas
de la fisica y quimica cudnticas, que hacen uso de las llamadas funciones de Wigner [1,2]. Estas
son funciones definidas en el espacio de fases del sistema bajo consideracion, como se suele usar
en la mecénica cudntica. En el enfoque clésico, los “observables” del sistema forman un algebra
de dichas funciones, donde la operacién multiplicativa es el producto puntual fg(u) := f(u) g(u)
— aqui u representa un punto en el espacio de las fases. Al pasar a sistemas cudnticos, el principio
de incertidumbre prohibe el conocimiento simultdneo y exacto de la posicién ¢ y el momento p
de una particula y entonces la localizacion en un punto u = (g, p) del espacio de las fases pierde
relevancia: es necesario reemplazar el producto puntual por algiin otro producto y trabajar con una
coleccién de funciones que forma un dlgebra bajo este nuevo producto.

El espacio de fases mds simple es el espacio R?: escribimos u = (¢, p) con g € RV, p € RV,
Siv=(q,p’) € R2N  escribimos

N

wv = qq' +pp' = ) qid} + pip) (1)
i=1



para denotar el producto escalar (simétrico) en R*". El espacio de fases tiene un producto anti-
simétrico o “simpléctico” dado por

N
wivi=qp’ - pg' =) qip} - pid}. ()
i=1

0 1
-1 0f)
Ahora, un producto de funciones sobre R2N debe seruna operacion bilineal, asociativa, invariante
bajo traslaciones u +— u—v, y compatible con la estructura simpléctica J. Resulta que hay solamente
dos opciones [3]: el producto puntual ordinario y el producto dado por un nticleo integral

Se puede considerar J como la matriz

fxg(u) ::/ fu+s)g(u+t)L(s,t)dsdt,

donde el niicleo L es la forma L(s,t) = b elestt para algunas constantes b, c. Tomaremos b = ¢ = 1.

Usando (2), se ve que uJu =0y vJu = —uJv, asi que (v —u)J(w —u) = uJv + vJw + wlu: luego
fxgu) = //f(u +5)g(u+t)e™ dsdt

:/ f(v)g(w) ei(u]v+v]w+w]u) dv dw. (3)

Para verificar la asociatividad de f X g, es necesario cambiar el orden de integracion. Para no
tener que justificar tales cambios explicitamente, debemos escoger f, g en espacios de funciones
“bien portadas”, como el espacio de funciones declinantes S([R{zN ) de Schwartz. Frecuentemente,
es posible extender los resultados de diversos cdlculos a espacios de funciones (y de distribuciones)
més grandes, usando la dualidad entre S(R?V) y el espacio de distribuciones temperadas 8’ (R>V):
véase [4] por ejemplo. Por lo tanto, en lo que sigue haremos muchos célculos “formales”, cuya
justificacion detallada puede efectuarse por los métodos usuales de la teoria de distribuciones.

2. Definiciones basicas

En RV, integramos con respecto a tres medidas: (i) la de Lebesgue, d*Nu = dVgdVp;
(i) du := 2rx) N dVqdVp;y (ii) d'u := (47)NdVq d"p = 27V du. Con estas normalizaciones,
obtenemos / exp(—u?/2) du = 1, donde u* = uu como en (1), y en consecuencia

/ exp(—cu?/2 +ut) du = ¢ exp(1?/2c) 1)
para ¢ > 0, t € R?V (inclusive para r € C*"), donde todas las integrales con respecto a du 0 d’u se

extienden sobre todo R?V. Para verificar esta férmula, se usa la sustitucién v := /¢ (u — t/c), con
du = ¢V dv. En particular, obtenemos

/ exp(—u/2 +ut) du = exp(t*/2), (5)

/ exp(—u’ + \/Eut) du = 47N exp(*/2). (6)



Sea § = 8(R?") el espacio de funciones f: R?¥ — C que son infinitamente derivables y tales
que u" D™ f (u) se anula en el infinito para todo n, m multiindices. Sin = (ny,ny, ..., nyyN) se escribe

n _ 2N nj 7
w" =[1;Z,u;’ . Para f, g € 8, definase

(frg) = / Fu) g(u) du,
(Flg) = / () g(u) du =27 / £ () o) du,

También escribimos f*(u) := f(u) (donde Z denota el conjugado complejo de z € C), asi que
(f1g) =2"N{(f* g). La funcion gaussiana fy € $ se define por

fo(u) := 2V exp(-u?/2) = 2" exp(=(g* + p*)/2),

y se ve que (fo | fo) = 1.
L? = L*(R?") consta de funciones f: R*¥ — C tales que

112 = (f 1 f) = / P du

sea finita. Tenemos 8 ¢ L?,y 8 es denso en L. Cada forma lineal y continua sobre L2 es de la forma
g+ (f|g)con f e L% SiT es una forma lineal y continua sobre $ (en la topologia usual de ),
escribimos (T, g) := T(g). Estas T forman el espacio de distribuciones temperadas 8’ = 8’ (R?*"),
conScL?>cé§.

Se definen tres transformadas de Fourier: la “ordinaria”, que es 3 : & — 8,y dos “simplécticas”
F,F:8—8, por

Fo(w = [ g™ d,
Fg(u) = / g(1) e dt,
Fg(u) = / g(t)e ™ dr. 7)
Como ut = tu, uJt = —tJu, se ve que Fg(u) = Fg(—u) = Fg(Ju). La férmula de inversién es
g(t) = / Fe(u) e™ du = / Fg(v)e™" dv = F?g(1)
asi que F Z=F g id. Ademas,
f.0) = [[ 10 gwdrau= [[ g e 1) dudi = (1. Fe)

yluego (Ff|g)=(f|Fg), (Ff|g) = (f|Fg).Luego F y F se extienden a L como operadores
autoadjuntos y unitarios sobre L>.



El producto torcido f x g de f, g € § se define por la formula (3). Ademds se puede definir una
convolucion torcida f o g de f,g € § por

fogu) = / Flu—1)g(t) e dr. ®)

(La convolucién “ordinaria” de f, g € S es dada por f * g(u) := f fu—1)g(t)dt.)
La conexion entre estas operaciones es dada por las férmulas importantes:

fog=Ffxg=fxFg,  fxg=Ffog=/foFg. )

. . =2 . .
Estas dos ecuaciones son equivalentes ya que F> = F~ = id. Para verificar la segunda, observamos
que

rx g = [ 0700 0 dy gy
= / Ff(u—w)gw)e ™" dw=Ffogu)
= [[ rw-nem et et v ar
- / fu—1)Fg(t)e ™" dt = foFg(u).

Ademds tenemos F(f X g) = FfoFg, F(fog) = Ff x Fg e identidades andlogas para Fy F,
debido a (7). La primera viene de

F(rx@w = [ fxgt)e av
= // fv+5)gv+1) I dg dr dy
— ﬂ f(X)g(y) ei((u—s)Jx+sz+sJu) dx dy ds

= / Ff(u—s)Fg(s)e™Sds=FfoFgu).
La asociatividad de la convolucién torcida viene del calculo

((fog) o h)(u) = / i1 5) g(s) h(r) e D99 gy gy
= // Fu—=v)g(v—1)h(t) e "D gr gy = (f o (g o h))(u).

y la asociatividad del producto torcido resulta al aplicar la transformacién F a ambos lados de la
ecuacion (Ffo Fg)oFh=Ff o (FgoFh).
También tenemos

(f % 8)"(u) = / £+ s) g (ut 1) e ds di
://g*(u+t)f*(u+s) ¢S drds = g* x f*(u),

asi que S es una *-dlgebra bajo el producto torcido.
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Como Fg(0) = fg(t) dty fog(0) = /f(—t) g(t) dt, obtenemos
/fxg(u) du = F(f x g)(0) = f x Fg(0) = f o FFg(0)
- / (1) g(~t)di = / £ ) g(u) du,
o bien

/fxg(u)du=<f,g>- (10)

Si integramos las identidades (f X g) X h= f X (gx h) y hx (f x g) = (h X f) X g y usamos
(f,g) ={g, f), obtenemos

(fxg hy=(f,gxh)=(ghx[f). (11)

La identidad (11) nos permite extender el producto torcido por dualidad, pues demuestra que
las siguientes definiciones son consistentes: si T € &’; f,h € §,sedefinen T X fy f XT en & por:

(T X f,h) =T, f X h), (f XT,h) =(T,h X f). (12)

La funcién constante 1 queda en 8 pero no en §; también, la distribucién ¢ definida por
(0, f) := f(0) estaen &. Valen

Ixf=fx1l=f, Sx f=Ff, fx6=Ff (13)

para f € 8; las primeras dos son inmediatas pues (10) se puede escribir como (1, f X g) = (f, g),
y las otras son consecuencias de (9) y (12). Vemos que 1 es una identidad tanto para el producto
torcido como para el producto puntual.

Para extender la convolucién torcida, escribimos f(u) := f(—u). Como FFg = FFg = §, las
identidades (9) muestran que

(fog,h)=(f,goh)=(ghof) (14)
lo cual permite definir f o7, T ¢ f paraT € &', f € 8 por
(To f,h) :=(T, foh), (foT,h) :=(T,hof).
Se extienden las transformaciones de Fourier a 8" por
(TT.f)=(T.5f),  (FT.[)=(T.Ff),  (FT.f):=(T.Ff).
Aplicando la identidad F 1 = Fl=F1=6a(1 3) se recibe
Sof=fod=f, lof=Ff, fol=Ff,

tomando en cuenta la extension de (9).
Si queremos extender (12) al producto de dos distribuciones por

(T xS,h) =(T,S X h), (RXT,h)y:=(T,h XR), (15)



es necesario tomar

SeMy:={Se8 :Sxhe8paratodoh € 8},
ReMgr:={Re8 :hxReS8paratodoh € §}.

Obsérvese que S € My si y solo si S* € Mg, donde el conjugado complejo S* se define por
(8%, ) = (S, f*). Luego M := My N Mg es una *-dlgebra asociativa de distribuciones, como
se puede verificar. De (13) se ve que 1,06 € M y es posible mostrar que M contiene todos los
polinomios sobre R2VN: véase [4]. Tenemos S ¢ M c §’. La convolucién torcida también se puede
extender a M, y (9) sigue siendo vdlido con uno de f, g reemplazado poruna7 € & o bien con f, g
reemplazadas por R € My 6 S € Mg respectivamente. Usando esta extension de (9), se ve que las
transformaciones de Fourier dejan M invariante.

En [4] se mostré que M contiene &, el espacio de distribuciones de soporte compacto (y por
lo tanto contiene el espacio F (&) de “funciones de espectro compacto”). En [5] se observo que M
también contiene el espacio de funciones O¢ pero no contiene Oys: aqui Oy denota el espacio de
funciones infinitamente derivables f : R?Y — C tales que todas sus derivadas son mayorizadas por
polinomios; O¢ es el subespacio de Oy, en donde el grado del polinomio mayorizante no depende
del orden de la derivada.

3. El producto torcido modificado

Después de ese breve repaso de las propiedades del producto torcido usual, veremos un par de
enfoques alternativos. La primera modificacion es solamente un cambio de escala. Sea a un niimero
real positivo; si f : R? — C es una funcién, su dilatacién L, f por el factor de escala a es

Lof(u) = a=N? f(a_l/zu). (16)

Si g € 8, tenemos

F(Lag)(u) = / Lag(1) e dr = a_N/Z/ g(a_1/2t) eIt gy

:aN/ng(s) eNas gs = aNPFg(a'Pu) = Ly (Fg) (u),

y F(Lag) = Ll/a(Fg) andlogamente. Luego
FL,=Ly,F, FL,=Ly,F. (17)

Definase . _
F,:=L;'FL,, F,:=L,'FL,. (18)

Como v = a~/?u implica d’'u = a" d'v, tenemos (Lqf | Lag) = (f | g) para f,g € L?; luego
L, es unitario sobre L2 y de (18) se ve que F, y F, son también unitarios sobre L.
Ahora definimos las versiones dilatadas del producto torcido y de la convolucion torcida por:

fxag=a NP L (L fx L,'g),
foag=a M L (Laf o Lag). (19)



Sustituyendo (16) en (3) y (8), se obtiene:
[ %ag(u) = / Flu+a V) g(u+a ' Pw) ™™ dv dw
=a™ / fluts)glu+r) e dsde (20)
an g(”) = a_N/ f(u - a_l/zs) g(a_l/zs) e—i auls ds
= / f(u _ t) g(t) e—iaufl dt (21)

El andlogo de la férmula (9) es falso si @ # 1: de hecho, los operadores F, F, cambian X,
en o1/, y viceversa: en efecto,

a8 =a"(Faf o, 8) =a a Fag),
fx N(Fuf 0 8) = a"(f ©a Fag)
fol/a 8= aN(Fl/af Xa g) = aN(f Xa Fl/ag)- (22)
Para ver esto, usamos (9), (18) y (19):
fx1jag=a"PL; (Lof X Lag) = a"* L7 (FLof o Lug)
= a"PL; (LaFof © Lag) = a" (Fuf ©a 8).
forjag=a"PLy(L;' foLy'g) = a"*La(FLyjof X L;'g)
= aN/zLa(LglFl/af X La_]g) = aN(Fl/af Xa g)’

y andlogamente para las otras igualdades en (22).
La asociatividad del producto torcido y de la convolucién torcida se conserva bajo dilatacion.
Por ejemplo, es evidente de (19) que

(fXa8) Xah=a VLy(L, fx L, 'g x L' h) = f X4 (g Xa h).

Luego (11) también es valida con X, en lugar de X ya que las tres expresiones obtenidas son
iguales a /(f X g X h)(u) du. Para extender (14), se usa la ecuaciéon F,g = F,¢ y (22) para obtener

(foaghy=a"(f X1ja Fag, h) = a"(f, Fal X110 h) = {f, & 0a ),

y andlogamente (f o, g, h) = (g, ho, f). Por lo tanto se puede definir T X, f, f Xa T, T o f, f0aT
paraT € &', f € 8, por:

(T'Xq fyh) :=(T, f Xq h), (fXaT,h)y :=(T,hxq [),
(Toq fohy =(T. foah),  (foaT.h):=(T.hoq[). (23)
Se extiende la dilatacién L, a 8’ por
(LaT. f) = (T. L' f). (24)

Combinando (23) y (24), se ve que las definiciones de (19) siguen vdlidas si se reemplaza f,g € &
porT €8, feSs.



De (16) y (24) es inmediato que
Lyl=a™?1,  L,6=ad""7s.
1 y ¢ siguen siendo las identidades para estas operaciones:
IXa f=fxal=f, 60af=Ffoad=Ff,

porque por ejemplo,
(A%, fLohy=(,fXsh)= / fXqg h(u)du ={f,h), paratodo he€S;

(6 00 foh) = (6, oa h) = ( oa h)(0) = / F() h(r) di = (f, ),

para todo A, por (21).
Por otro lado obtenemos

anlZ:a_NFaf, 1<>af::a_NFaf’
fXa6:= a_NFl/af, 0Xq f = a_NFI/af-

Consideramos ahora el limite cuando @ — 0. Para f, g € 8, tenemos f X, g(u) — f(u) g(u),
foag(u) = f=g(u),usando (20)y (21) y el célculo f eV dv dw = / 6(Jw)dw = 1. Con el uso
de seminormas apropiadas sobre 8, es posible mostrar que de hecho f X, g — fg, fo.g8 = f*g
en la topologia usual de 8, cuando a — 0. Luego tomando en cuenta (23) y las identidades

(Tf.hy=(T.fhy,  (Txf.hy=(T.fxh)
paraT €&, f,he 8, sevequeT X, f »>Tf,T<o, f =T = fend cuandoa — O.

Finalmente, escribimos M, := L,(M). Como L,(8) = 8y L,(8") = &, se concluye por (19)
que T X, f € Sparatodo f € Ssiysolosi L,'T € My, yque fx,T € 8 paratodo f € S siy solo
si La‘lT € Mg, asi que

My,={Se8:85%x,f€8, fxX,8 € paratodo f € 8 }.
Como J deja M invariante, se concluye de (17) que
FMa) =Myyq . (25)

Para ver que las *-dlgebras M, son distintas, considérese la funcién T(u) = T(q, p) = €'’ y
sea f(u) := 2N exp(—igp — g> — p?). Este ejemplo se debe a una sugerencia de Peter Wagner [6].
Usando (4), calculamos

T o0 f(u) = / T(u—1) f()e ™ dt [u=(g.p). 1= (r.s) € R]
ZZN// exp(i(q —r)(p = s) —irs = r* =5’ —ia(qs = pr)) dr ds

= 2Nelar // exp(—r2 —ir(l—a)p - s*—is(1+ a)q) dr ds

= exp(igp — }‘(1 —a)’p? - %(1 + a)zqz).



AhoraT o, f = a™NT %, fl/af por (22),y f € & (luego Fl/af e8);peroT o, fe8siy
solo sia # 1. Luego T ¢ M, pero ya veremos que T € M, para todo a # 1. Por lo tanto, si b > 0,
LyT ¢ My, pero LT € M, para a # b, asi que todos los M, son distintos.

La igualdad (25) significa que M es la tnica de las dlgebras M, que es invariante bajo las
transformaciones de Fourier F, F, 7.

Sig e 8, a# 1, calculamos
L.Tog(q,p)=aN"? // NP0 g (7 ) =P g dy

_ 4N iapla // 2 (r.5) eiP(1=1/a) gmislar(a=n[a) 4 gy

= a NI2plar/a / gr,g+(qg—r)/a) err=1/a) gy

=a N2y (g, p(1 - a)/a), con hiq,r):=g(r,q+ (q—r)/a);

donde g +— g2, h — hy denotan la transformacién de Fourier en RY con respecto a la segunda
variable. Sia # 1, L,T o g € Spara g € 8, asi que L,T € My luego T € M.

4. Productos torcidos en el espacio de Bargmann

En [7], Bargmann estudié un espacio de funciones analiticas que forman un espacio de Hilbert,
y una transformacién integral que relaciona este espacio con L?(R"). Como nosotros trabajamos en
el espacio de las fases R?" es necesario considerar un producto tensorial de dos copias del espacio
de Bargmann, y resulta conveniente que las funciones de dos variables (ambas en R") asf obtenidas
sean analiticas en una de las variables pero antianaliticas en la otra.

- =N =N . . .
Tomamos entonces z = (Z1,z2) € C x C" donde C  es el espacio vectorial conjugado de CV.
Siendo w = (W1, w»), escribimos

= (21, %), W =W + 22wa, zJw = 1wy — 20w . (26)

—N . .
En C x CV, usamos la medida gaussiana

du(z) = 72N exp(—zz*) dZ) dzo = 77N exp(=Z1z1 — 2222) d™x1 dVyy dVx2 dVy,
donde Z; = x| — iy, 22 = X2 + iy2; con X, X2, ¥, y2 € RV,

Por & (EN x CN) entendemos el espacio de funciones f: EN x CN — C que son antianaliticas
en zj, analiticas en z», y tales que la integral f | f(2)|?> du(z) sea finita. (Todas las integraciones
con respecto a du(z) extienden sobre todo el espacio EN x CN.) Este es un espacio de Hilbert,

—N
considerado como subespacio cerrado de L>(C x CV, du).
Consideramos el nicleo integral

A(z,u) =2V exp(—%z2 - %uz + \/Ezu) =N exp(—%Zf - %zg - %qz - %pz + \/E(Zlq +Zzp)) (27)

—N . —N . , -
paraz € C X CN, u e R?N_Si f:C X CN = C, h: R?N — C son funciones, este niicleo sirve
para definir dos transformaciones A y V por

Ah(2) = / A h() du, V() = / A1) £(2) duz). (28)



La primera integral converge al menos si & € 8; sea € := A(S). Entonces se puede mostrar que

€ es denso en &F (EN x CM), que la segunda integral en (28) converge si f € &,y que VAh = h,
AVf = f,cuando h € § 6 f € €. Ademds, A y V se extienden a un par de transformaciones

—N
unitarias (reciprocas) entre L>(R*N) y F(C x CV). Los detalles son adaptaciones sencillas de los
argumentos originales de Bargmann [7, 8].

Ahora introducimos una funcidn de tres variables: si a, b, ¢ € EN x CN, se define, usando (26),
K(a,b,c) :=exp(%(ab + bc +ca) + £(aJb + bJc + cJa)). (29)

Esta funcién sirve para definir el producto torcido f x g de dos funciones f, g € € por

78 = [ fla) e Kza ) du(a) du(h), (30)
De ahi obtenemos la relacion con el producto torcido en §:

fxg=ANfxVg).

Para verificar esto, es cuestion de notar que el lado derecho es de la forma (30) con el nicleo
K(z,a*, b*) reemplazado por

/ﬂA(Z, M)A(a*,V)A(b*,W) ei(u]v+v]w+w]u) dw dv d’u,

y un cdlculo largo, empleando (5) y (6), reduce esto a K(z,a*, b*).
Siguiendo [7] notamos que

/ Az, ) A(w*,u) d'u =22V / exp(—%z2 - %w*z —u>+V2u(z + w")) d'u

= exp(—32> — 3w + J(z + w*)?) = exp(zw?), (31)

usando la férmula (6).
El nidcleo K tiene diversas simetrias; entre ellas, mencionamos

K(a,b,c) =K(b,c,a) =K(c,a,b);
K(a,b,c) =K(Ja,Jb,Jc) = K(—a,-b,—c);
K(iJa,iJb,c) = K(a,—b,c) = K(-a, b, —c).

Si ademas introducimos
K(a,b,c) = exp(—%(ab + be +ca) — £(aJb + bJc + cJa)),

se verifica la relacién K (ia, ib,ic) = K(a, b, ¢).
Combinando (28) y (31), vemos que exp(zw™) es un niicleo reproductor para F (EN x CN),
puesto que

/ exp(zw”) £(w) du(w) = AVS(2) = f(2). (32)
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De ahf es facil calcular — como ya se indica en [7] — que
ATFVf(z) = f(-iz).
De hecho, de (7) y (28) se obtiene
AFVf(z) = /// Az, u) e ™ A(w*,v) f(w) du(w) dvd'u
= [ expl-izw) fO0) dutw) = (i)

usando (32), ya que de (5) y (6) obtenemos

// Az, u) e ™ A(w*,v)dvdu

= 4N // exp(=3v7 +v(V2w" —iu) = 3 (&7 +w? +u?) + V2 zu) dv d'u

:4N/%mpkﬂ2+ 2u(z —iw*) = 322 + w*?) d'u
= exp(3(z = iw")? = 322 + 3w™) = exp(~izw).

De igual modo se verifica que

AFVf(z) = f(-iJz), AFVf(z) = f(iJz).

(33)

(34)

Combinando (9) con (34), se ve que el andlogo de la convolucién torcida en el espacio de

Bargmann es semejante a (30), con el nicleo K(z,a*, b*) reemplazado por E(—z, a*,b*):

A(VfoVg)(z) = A(FVf xVg)(z) = (AFVf *xVg)(z)
- // F(=ida) g(b) K (z.a",b") du(a) du(b)

= /] f(c)g(b)K(z,iJc*,b™) du(c) du(b)
- [ 1@ s Ri-zc5) dute) duto).

Como un andlogo de (5) y (6) para el espacio de Bargmann, mencionamos la formula

/ exp(az + bz*) du(z) = .

Para verificarlo, escribimos z = x +iy conx,y € R2N: entonces

/ exp(az + bz") du(z) = 4*V // exp(—x? —y* +x(a+b) +iy(a—b))d'xd'y

=exp($(a+b)* - L(a-b)?) = .
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La involucién natural sobre € es f*(z) := f(z*) (la doble conjugacion). Es facil chequear que
= A(Vf)"), donde (Vf)* es el conjugado complejo (simple) en 8. Como (zJw)* = z*Jw*
de (26), obtenemos K*(a, b, ¢) = K(a*, ¢*, b*) por (29), asi que

(f*8)*(2) =/ [(a") g"(b") K* (2", a", b") du(a) du(b)
= [ ¢ 5 @) KGz.b.0) duh) duata)

- // ¢'(0) (&) K(z.c", ") du(b) dyu(a) = g % f*(2),

como es de esperar.
La forma bilineal canodnica sobre E es

(fog) = / £(2) (") duz).

Es evidente que (f, g) = (g, f), ya que du(z"*) = du(z).
Ademds observamos que

frg) = / exp(A22) (f % 8)(2) duu(). (35)

Antes de comprobar esto, notamos la identidad

/ exp(%z*z) K(z,a,b)du(z) = e®.

En efecto, si escribimos z = x + iy, calculamos:
/ exp(%z*z) K(z,a,b)du(z)
=4V // exp(—zz" + 22*% + Y(za + ab + bz) +i(zJa + aJb + bJz)) dx dy
= 4" exp(%(ab +iaJb)) // exp(—x? — y? + T(x- iv)? + T(x+iy)(a+iJa+b—iJb))dxdy
= 4" exp(X(ab +iaJb)) f/ exp(—sx* —ixy — 3y* + S(x +iy)(a +iJa + b — iJb)) dx dy
= 4" exp(%(ab +iaJb)) / exp(—2y* + L(ab +iaJb)) dy = e“?,
y (35) es obtenido de una aplicacion de (32):
(.0 = [ F@ e dut) = [[ exp(b) £ 8(b) duh) du2)
= f// exp(3w*?) K(w, 2%, b%) £(2) g(b) du(w) du(b) du(z)
= [ exp(iw) (7 % ) () dio).

Usando (31), se ve que (f, g) = (Vf,Vg).
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La asociatividad del producto % ahora implica que

(f % g h) = / exp(L22) (f % g % )(2) du(2) = (. g % ),

y el andlogo de (11) es vdlido en el espacio de Bargmann. Luego se puede extender el producto x
por dualidad, como se hizo en (12) y (15), y asi obtener una *-dlgebra de funciones sesquianaliticas

sobre EN x CV, ya que Bargmann ha mostrado que el dual de € consta de funciones que poseen
analiticidad y que obedecen ciertas condiciones de crecimiento [8].

Por dltimo, identificamos la identidad para el producto *.

Formalmente, A(1)(z) = fA(z, u)d'u = exp(%zz) por (5) y (27); sea E(z) = exp(%z2).
Entonces, si f € &, tenemos

Exf(z) = // exp(3a®) f(w) K(z,a*, w") du(a) du(w)
= // exp($a®) K(a*,w*,z) f(w) du(a) du(w)
. / exp(zw”) f(w) du(w) = f(2),

asique E x f = f, y de modo semejante f x E = f.
Por (33), también obtenemos A(6)(z) = exp(—%zz).

En resumen, las formulas (29) y (30) definen una operacion en el espacio de Bargmann que
puede ser estudiada sin referencia al producto torcido en 8. Es de esperar que este enfoque sea util
para extender los productos torcidos a casos de infinitos grados de libertad, como sefialan Kree y
Raczka [9] y otros.
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