Datos de Investigacion — Estudio procesos de generalizacion en una

situacion de Aprendizaje relativa a la Serie Trigonométrica de Fourier

Descripcion del contenido:

En las paginas siguientes, se presentan los datos y el andlisis de datos para una
situacion de aprendizaje relativa a la serie trigonométrica de Fourier. Donde se analizan las
producciones de los estudiantes como fuente primaria de informacion. La referencia a las

fuentes secundarias se presenta de la siguiente forma:

7/

¢ Protocolos de Observacion: [PO]-1- «texto». El numero indica la tarea a la
que corresponde el protocolo. El «texto» serd la referencia textual a lo que se
indica en el protocolo de observacion respectivo. Si lo que se coloca es un

parafraseo o descripcion no se utilizaran las comillas.

% Videos grupales: [VG]-1-/00:00:01|- «transcripcion textual del video». El
primer nimero indica la tarea correspondiente y lo que estd entre barras
muestra la hora, minuto y segundo del video en el que inicia lo transcrito. Si

lo que se coloca es una descripcion de lo ocurrido no se utilizaran las comillas.

% Videos de equipo: [VE1]-1-/00:00:01]- «transcripcion textual del video». El
primer numero indicard el numero de equipo, el segundo numero indica la
tarea correspondiente y lo que estd entre barras muestra la hora, minuto y
segundo del video en el que inicia lo transcrito. Si lo que se coloca es una

descripcion de lo ocurrido no se utilizaran las comillas.

Para los didlogos se utiliza la misma nomenclatura para indicar video, tarea y tiempo
en que inicia el didlogo e inmediatamente, hacia abajo, la transcripcion del didlogo como se
muestra a continuacion:

[VE1]-1-/00:00:01]
M3: transcripcion textual.

P: transcripcion textual.
HI: transcripcion textual.



Para esto, se utiliza una P como etiqueta para el profesor y las etiquetas asignadas a

cada estudiante previo al inicio del curso.
Proposito del documento:

Poner a disposicion del repositorio los datos primarios utilizados en el analisis de la

investigacion, garantizando la proteccion de la identidad de los participantes.
Tipo de datos:

Respuestas escritas de estudiantes universitarios, organizadas en tablas. Ademas,
estractos de gravaciones de las interacciones durante el trabajo con la situacién de

aprendizaje.
Condiciones de uso:

Los datos han sido anonimizados. Su uso esta limitado a fines académicos y de
investigacion. Para cualquier otro uso, se recomienda contactar con el equipo investigador

correspondiente a través del repositorio Kerwa.
Fecha de publicacion:

Agosto 2020
Identificador del proyecto:

Proyecto de investigacion doctoral aprobado.



Tarea #1. Etapa 1: Identificacion de acciones

Objetivo de la
Tarea:

Parte 1.
Intencion:

Estudiante
Pregunta a

TAREA #1

Caracterizar el comportamiento del sistema de forma cualitativa, lo que permitira una comprension mas profunda del fenomeno y no solo aquello que detectan los sentidos a simple vista.

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fendmeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

La luminosidad es constante en el modelo con
una sola circunferencia, ya que depende
solamente de la distancia del planeta respecto a
la Tierra,

; se tiene un problema
analogo para la explicacion de las estaciones del
aflo.

El movimiento de P alrededor de wuna
circunferencia no explica el movimiento de
retrogradacion debido a que

M3

Las estaciones del aflo se dan por el movimiento
de traslacion de la Tierra, al dejar en el modelo
geocentrico fija la Tierra pues no veian su
comportamiento.

Para la luminosidad de los planetas depende de
cuanta cantidad de luz les llega del Sol pero al
contemplar a la Tierra como el centro y al Sol
como planeta por aparte al no estudiar al
conjunto con el movimiento de traslacion de los
planetas no podian explicar la trayectoria de la
luz.

Ahora bien para el fenémeno de retrogradacion
el suponer el hecho de que se movian en una
trayectoria circular es errdneo pues cada planeta
tiene un distinto comportamiento.

H1

Porque el brillo de un objeto aumenta conforme
se acerca y disminuye conforme se aleja.

Porque si el Sol es quien da calor a la Tierra. El
calor varia de la misma manera que el brillo. Asi
que con una orbita constante del Sol no podrian
producirse los cambios de temperatura
necesarios para producir las estaciones.

. Porlo
que no pueden parar y retroceder.

H3

Debido a que se estd suponiendo la Tierra al
centro de la circunferencia, el hecho de que
cambie la luminosidad de un astro no puede
explicarse pues en este caso se tendria al astro a
la misma distancia siempre , 1o
teniendo sentido entonces que cambie la
intensidad de la luz que se recibe de ahi.

El fendmeno de retrogradacion no podria
explicarse pues el astro siempre se encontraria a
la misma distancia del centro de la circunferencia
si se moviera en un circulo.

Las estaciones del afilo no tienen sentido si
dejamos fija la Tierra como el centro de la
circunferencia, pues debe haber un cambio en su
posicion para explicar dicho
fenémeno.

H4

Si suponemos al punto P como el Sol, éste
siempre se halla a la misma distancia de la Tierra.
Las estaciones del afio se dan cuando la tierra
estd a del Sol. Por lo
tanto falla la nocién de las estaciones en el
modelo con una circunferencia. Hablando de la
retrogradacion, como se cumplen las leyes de la
fisica, el planeta sigue su propia trayectoria
, lo cual impide que el planeta

regrese  sobre su  propia trayectoria.
Analogamente, al estar la tierra a la

del Sol, no hay acercamientos del
mismo, por lo cual no se aprecia un efecto del
aumento de la intensidad luminosa del Sol.

Equipo 3
[VE3]-1-/00:15:16]

M3:
H3:

Ma3:

H3:

M3:

H3:

LY las estaciones del afio?
(Qué? (incomprensible, 8)
(incomprensible, 3)
Ah pues, es que imaginate que tienes
una regla, ;no? Entonces si se mueve, o
sea si la dejas en el (incomprensible, 1,
(puntito aqui?). Tiene sentido si fuera
como un planeta y si tienes un planeta a
una distancia alrededor de una manera,
pero si lo alejas o lo acercas le daria
(X)mas o menos intenso, {no?
A parte se supone que en este tiempo
estudiaban como uno, ;jno? Por uno. Y
aqui también contempl- no
contemplaban la cantidad de los
kilometros o (incomprensible, 2) ;jAy
no? 1;Si?1
Si, creo yo que (incomprensible, 4) esta
de aqui (incomprensible, 2) como
no
tendria sentido si cambia.

Puesta en comiin

[VG]-1-/00:41:46|

H1: Yo podria ((levantando la mano)) con el
primero de luminosidad. {Eh! Bueno

, 0 sea Sl se
acerca mas recibimos mas luz, si se
aleja recibimos menos. Y con la orbita
de una circunferencia es una distancia
constante, es un circulo de radio
constante. Asi que, si el planeta no
cambia su brillo por no cambiar la
distancia, tampoco cambiaria el brillo
que . Asi que, deberia ser
una orbita que si cambie la distancia a
la Tierra, que se acerque y se aleje para
explicar cambios de brillo=

P: Para explicar cambios de brillo ¢quién

quiere opinar sobre el cambio de

luminosidad?

Yo ((levantando la mano)) consideré

que, si por esas mismas razones se

puede explicar con la luminosidad, pero

si consideramos planetas entre el Sol y

la Tierra que estorbaran o hicieran una

especie de sombra.

P: jAja!

HS: Para que la iluminacién del Sol no
llegara 100% a la Tierra, podria haber
cambios en la luminosidad.

P: iAja! {Como con eclipses?

HS: ((Asiente con la cabeza))

HS:

[VG]-1-/00:44:10]

HS: También podria ser como que las
orbitas de los planetas se sincronizan
cierto tiempo con el sol ((explica el
movimiento con sus manos)) y al estar,
pos tomando un cierto tiempo, paralelos
con la, con la, del sol y podria
mantenerse mas tiempo el cambio de
luminosidad, pero solo considerando un
poquito ((se refiere a la duracion del
evento)).

P: iAja! Yo tengo un comentario, pero me

voy a esperar, sobre eso. Porque hoy en

dia sabemos (x)que es, los planetas lo
que hacen es reflejar la luz del Sol,

(verdad? Si. (Y en la época de los

alejandrinos se sabia eso?

iEh:::! Practicamente no, por que como

no es un modelo helicocéntrico cada

planeta tiene su propio brillo, en el
modelo alejandriano.

P: iAja! Entonces eso, como que entonces
no es el Sol el culpable de que cambien
(x)de brillo ;verdad? Tiene que ser el
mismo planeta al que algo le pasa para
que cambie de brillo.

H4:

[VG]-1-/00:45:28|

H1: Bueno, me surgio una idea, una idea, de
una forma de::: pensar mas, seria mas
antigua, mas eh::: mistica. Por ejemplo,

decir que los planetas tienen almas o

voluntades (no? Y que de repente

puedan decir hoy quiero brillas mas o

hoy quiero brillar menos. Y::: igual el

Sol, que yo me imagino que los

alejandrinos si se imaginaban al Sol

como una bola de fuego ;no? Caliente,
que era la que da el calor a la tierra y tal
vez el Sol podia tener (x)una voluntad
de decir eh tal afio voy a calentar mas,
brillar mas.
P: De hecho los dioses estan asociados a
los planetas ¢verdad? Los dioses
griegos, [los alejandrinos].

[Justamente por eso]. Si, (X)y

eso todavia podia ser explicado con una
circunferencia. O sea, eso del brillo y
estaciones, o sea con las voluntades de
los planetas, pero el problema yo creo
que ya es la retrogradacion=
=Perdon, yo creo que ahi te sales un
poquito del marco contextual, porque:::
ta lo tinico que estas analizando (x)son
circunferencias. O sea, igual ponte en el
en los zapatos de un astrofi- astronomo
alejandrino, o sea, también estan como
(x)a este midiendo, estan
experimentando, igual no todo
(incomprensible, 3) de todo esto,
entonces estan a prueba y error. Por
ejemplo, ubicate en un, en un,
astrébnomo frustrado alejandrino que no
puede explicar el modelo (x)de
luminosidad o de estaciones como un
modelo de una, asi que yo discrepo un
poco contigo.
Si, si, por eso dije al final que la
retrogradacion es lo que mata al modelo
de una circunferencia, porque eso de
plano no podria explicarse con ese
modelo ;no? Que el planeta se salga de
su orbita y haga lo que quiera, ya
tendrian que aplicar un modelo
matematico basado en los datos.

Hl1:

H4:

Hl1:

[VG]-1-/00:48:35|

P: Entonces de las estaciones, ya dijeron
algo, pero para que quede asi como tal
vez de este grupo ((sefiala al equipo 3))
alguien, nos dice por qué no, ya lo
mencionaron pero como para que lo
dejemos.

Bueno, el calor también, bueno varia de
la misma forma que el brillo, y si el
calor se lo adjudicamos al sol, o sea un

Hl1:



Parte 1.
Intencion:

Estudiante

Pregunta b

Pregunta c

Intencionalidad

(,Qué hace?

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fenomeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

Los modelos 2, 3, y 4 permiten explicar el cambio
en la luminosidad de los planetas y las estaciones
del afio, ya que la distancia entre P y T varia a lo
largo de la trayectoria, entonces también la
luminosidad.

En los tres modelos se puede ver que la distancia
entre P y T es mayor al radio de la primera
circunferencia en parte de la trayectoria y menor
al radio de la primera circunferencia en el resto de
la trayectoria.

Particularmente, ¢l modelo  con  dos
circunferencias explica de mejor manera el
modelo de las estaciones que conocemos.

El modelo 4 permite explicar el fenomeno de
retrogradacion.

Dado que el vector velocidad es tangente a la
trayectoria, en los modelos 2 y 3, dicho vector se
mueve siempre en sentido horario visto desde T.
En el modelo 4 se puede ver una retroceso al dar
un giro completo y regresar al mismo punto.

M3

El modelo 2 explicaria perfectamente las
estaciones del afio, ya que suponiendo que el
planeta es el Sol, en el punto mas cerca de la
Tierra seria donde mayor calor y luz le da a la
Tierra que seria la estacion del Verano, conforme
se aleja el Sol seria otofio, cuando mas lejos esta
seria invierno y cuando se vuelve a acercar seria
primavera.

El modelo 2,3,4 explican la luminosidad de los
planetas ya que entre mas cerca esten mas

luminosos se ven y mas alejados menos
luminosos se notaran.
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El modelo 4 explica el fenémeno de

retrogradacion ya que es cuando se notaria mas la
presencia de que la trayectoria del planeta se
regresa y vuelve a tomar su trayectoria original.

H1

Los modelos 2, 3 y 4 pueden explicar el cambio
de luminosidad de los planetas. Ya que en todos
ellos varia la distancia a la Tierra (los planetas se
acercan y luego se alejan). Por lo tanto también
varia el brillo de los planetas.

Los modelos 2, 3 y 4 pueden explicar las
estaciones. Ya que si el Sol tiene una oOrbita de
esos tipos, varia la distancia a la Tierra (el Sol se
acerca y luego se aleja). Por lo que también varia
el calor que le da a ella. Y asi podrian explicarse
las estaciones.

Pero nuestras 4 estaciones podrian explicarse muy
bien con el segundo modelo. Ya que en la parte
derecha el Sol tendria un acercamiento maximo
que corresponderia al verano. Arriba al otofio. A
la izquierda con el alejamiento maximo, el
invierno. Y abajo la primavera.

El modelo 4 puede explicar el fenomeno de
retrogradacion. Ya que tiene una parte (la parte
derecha de la imagen) en la que los circulos se
desfasan. Provocando que el planeta gire en
sentido opuesto (horario) al del circulo con centro
en la Tierra.

En las animaciones de los modelos 2 y 3 se
aprecia que los planetas se frenan, pero no se ve
que retrocedan.

H3

Los modelos de 2, 3 y 4 circunferencias son
capaces de explicar el cambio en la luminosidad
de los planetas, dado que su trayectoria no
describe un circulo perfecto alrededor del centro
de la circunferencia, es decir, existen épocas del
aflo en las que los astros se encuentran mas
alejados o menos alejados del centro de la
circunferencia.

Las estaciones del afio pueden explicarse
facilmente usando el modelo de 2 circunferencias,
teniéndose como circunferencia central a la Tierra
y como aquella que gira alrededor de ella al Sol.
Tendria sentido entonces que la parte mas cercana
de la trayectoria del Sol respecto a la Tierra
produciria el verano y la mas lejana el invierno.
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El modelo que explica de manera mas sencilla la
retrogradacion es el de 4 circunferencias, pues la
curva descrita por el cuarto planeta se corta a si
misma en ciertos puntos de la trayectoria (ver
figura).

En los modelos de 2 y 3 circunferencias
podriamos observar un cambio de velocidad
aparente al acercarse los planetas mas lejanos a su
punto mas cercano al centro de la circunferencia
principal.
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H4

Se puede explicar a partir del modelo de 2
circunferencias pues la distancia del punto P a la
tierra deja de ser igual radialmente en todos sus
puntos, esto perimite que haya un acercamiento y
un alejamiento del planeta (puede tratarse del
Sol), claro, el modelo de 4 circunferencias explica
mejor los fendmenos de luminosidad y de cambio
en las estaciones del afio.

Pienso que el modelo que mejor describe el
proceso de retrogradacion es el modelo de 4
circunferencias, pues hay partes de la trayectoria
en las que la trayectoria pasada se cruza con la
trayectoria presente, de hecho, hay dos secciones
de este fendmeno.

Equipo 3

[VE3]-1-/00:16:49|

M3:

H3:

Ma3:
H3:
M3:
H3:

M3:
H3:

M3:

H3:
M3:
H3:

Ma3:

H3:
Ma3:
H3:
M3:

H3:
M3:
H3:
M3:

(Cuales permiten explicar el cambio de
luminosidad y las estaciones del afio?
Pero, imaginate que uno de estos fuera el
Sol, (2) [como que
[Mmm]

suena muy raro, /no?
Si es ra=
=0 sea, imaginate que uno de estos fuera
el Sol y es el que hace que nos de calor o
frio. Yo creo que a lo mej- por muy
antiguo que fuera (incomprensible, 2, ;la
gente?) padecia de frio.
((risas))
Entonces, tienen sentido que si uno de
estos fuera el Sol y si fuera a describir
una trayectoria rara, entonces se aleja y
hace calor y hace frio (incomprensible,
2).
Entonces, esto también se puede explicar
con cualquiera de estos.
Con cualquiera de estos tres.
O en especifico con este, (no?
Con este, ;con este se podrian explicar
las estaciones?
Pues si, porque podrias decir de que aqui
es como el verano donde mas tiene
(incomprensible, 5) y entonces conforme
se va alejando es como el otono, ;jno?,
(incomprensible, 2), el pinche invierno y
te acercas y es primavera, ;/no?
.Y este no lo podria explicar? Igual=
=Tendrias dos veranos, /no?
Tendrias dos veranos.
((risas)) Pues si, (no? Porque mira tienes
dos puntos a la misma distancia
interviniendo. Entonces tendrias dos
veranos. ((risas))
Y este tampoco podria, ni este.
Dos veranos, [dos ver- ((risas))

[Dos veranos y medio].
Tal vez el de la luminosidad podria ser.

[VE3]-1-/00:14:09)

H3:

M3:
H3:

Hé6:

(Cual de estas (incomprensible, 4,
(permite explicar?) el fenémeno de

retrogradacion?

@

>Yo digo que seria el ;jcuatro?<

jAjal, esta, asi como

[(incomprensible, 3)]
[Como que regresa y luego sigue con la
misma.]

Puesta en comiin

cambio de distancia bien podria, o sea si
se disminuye la distancia va a recibir
mas calor la Tierra igual si se aleja va a
recibir menos, y eso podria explicar
estaciones. Por ejemplo, de la segunda
circunferencia ahi podria verse un, en la
parte derecha, por ejemplo que sea
verano que el sol se acerca mas, y luego
seguiria arriba podria ser otofio y la
parte izquierda el invierno y abajo la
primavera. Digo como una idea de
cuatro estaciones podrian  (X)ser
explicadas ahi por la segunda imagen.

[VG]-1-/00:50:24|

P: De los modelos con dos, tres y cuatro
circunferencias, entonces ;cudl permite
explicar el cambio de luminosidad de los
planetas y las estaciones? Entonces
vamos a escuchar de aqui, de este equipo
((senalando al Equipo 2)), alguien que
nos comente.

M1: (De luminosidad?

P: iAja! ;Cual modelo te parece?

Ml: Mmm, yo creo que los tres.

P: Los tres pueden explicar.

Ml: Porque, ya hay variacion en la distancia
entre, eh bueno la 6rbita ya no tiene radio
constante, entonces ya hay variacion
entre la distancia del planeta y la Tierra,
ya.

P: Con eso explicamos cambios de
distancia. ;De acuerdo? ;Todos de
acuerdo? ((Los estudiantes asienten con
la cabeza)) Entonces si, los tres podrian
ser luminosidad. ;De las estaciones?
((M3 levanta la mano, pero H1 toma la
palabra inmediatamente))
Si ponemos ahi en esa orbita el Sol, ya
va a haber partes en las que de mas calor
y otras menos.
P: (Si? ( Todos de acuerdo?
H3: No exactamente, yo creo que, para lo que
estamos acostumbrados nosotros aqui, el
mas sencillo seria el de dos
circunferencias  solamente,  porque
solamente tiene un punto en la orbita
donde estd, digamos, mas cerca. O sea
aquel planeta que rodea a la Tierra que
estd mas cerca a nosotros, entonces
tendria sentido que sélo en esa parte de
la 6rbita hubiera mas calor aqui en la
Tierra y en la parte mas alejada también
tendria sentido decir que es aquella
donde sentimos mas frio. Sin embargo,
las otras dos ((refiriéndose a los modelos
con tres y cuatro -circunferencias))
tienen=

=Dos puntos cercanos.

iAja! Dos puntos cercanos o dos puntos

mas o menos alejados, entonces=

P: =Como que dos veranos /verdad?

Tendria dos veranos.

Eso es un poco extrafio, creo.

HI1:

M3:
H3:

H3:

[VG]-1-/00:52:57|
P: Y en la pregunta c, ya:: dice ;cuales
permiten explicar el fendmeno de
retrogradacion? (3) Entonces ;cual o
cuales?
M2: [EL:: modelo 4] ((varios lo confirman))
H4: [El modelo 4]
P: (El modelo 4? Bueno de este equipo
((refiriéndose al Equipo 3)), ya tu
hablaste ((refiriéndose a H3)), entonces
ehm, “M2” o::: “H6” ((llama a M2 y H6
por su nombre)). Coméntenos, del
modelo todos coincidieron que el 4,
entonces ;en qué parte del trayecto?
Bueno en la parte derecha, porque
bueno, (incomprensible, 1) de hecho
cualquier planeta. Realmente nada mas
se marca el rastro de uno de los puntos
verdes, pero cualquiera de ellos si es
observado desde la Tierra de alguna
manera ((realiza el movimiento de un
bucle con su mano e igual que H4)) se
puede apreciar como hay un aparente
cambio de direccion o de trayectoria.

He:

[VG]-1-00:55:15]|

P: (Cual modelo podria?
M2: El cuatro.
Hé: Bueno, aun asi considero que cualquier

caso, porque en esta parte de aqui
((senalando la parte derecha de Ia
imagen)) en el que hay dos
circunferencias, esa  parte  aun
observandola se podria ver aunque sea
al menos uno, una regresion.
P: (Estan de acuerdo?
No necesariamente, es que del dibujo
pienso que seguramente se podria ver
que el planeta se frena, o sea que va, de
repente va muy lento, se para un instante
y luego ya sigue, pero regresion como
tal, bueno de la figura a mi no me parece
que se, que se vea que se regrese, pero
que si se frene, en el segundo y tercer
modelo.

En los incisos a, b y c, se espera que el estudiante relacione el cambio de luminosidad y las estaciones del afio con la distancia que hay entre T y P, por tanto, el modelo de una circunferencia no permite explicar estos fendmenos ya que esta distancia nunca cambia, no asi en el modelo con 2, 3 y 4 circunferencias en donde la distancia de P a T cambia

durante la trayectoria.

Respecto del fendmeno de retrogradacion, su explicacion estard en los bucles que se generan en el modelo con 4 circunferencias.

Comparar las distancias entre el planeta y la
Tierra.

Comparar la direcci6 del vector velocidad en
cada punto de la trayectoria.

Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Comparar las distancias entre el planeta y la
Tierra.
Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Comparar las distancias entre el planeta y la
Tierra.
Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Comparar las distancias entre el planeta y la
Tierra.
Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Comparar las distancias entre el planeta y la
Tierra.
Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Comparar las distancias entre el planeta y la | Comparar las distancias entre el planeta y la

Tierra.

Observar el movimiento sobre la trayectoria.

Tierra.

Comparar el movimiento del Sol y de otro
planeta alrededor de la Tierra.

Observar el movimiento sobre la trayectoria.



Parte 1.
Intencion:

Estudiante
(Como hace?

Argumentos (A)
y

confrontaciones
(C) presentados.

Parte I1.
Intencion:

Estudiante
Pregunta a

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fenomeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes puntos de la trayectoria, en los
modelos presentados.
Considerando al vector
movimiento en la trayectoria.

velocidad y su

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afio dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido al movimiento del vector velocidad
sobre la trayectoria se puede explicar el
fenomeno de retrogradacion.

Y si aumentamos el niimero de epiciclos?

M3

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considerando la forma de la trayectoria y como
se veria el movimiento posicionado desde la
Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afo dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con el modelo de movimiento planetario
actual, al explicar con base en el movimiento de
traslacion de los planetas alrededor del Sol.

H1

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considerando la forma de la trayectoria y como
se veria el movimiento posicionado desde la
Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afio dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con el modelo de movimiento planetario
actual, para evaluar si sus argumentos son
plausibles.

H3

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considerando la forma de la trayectoria y como
se veria el movimiento posicionado desde la
Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afio dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con el modelo de movimiento planetario
actual, para evaluar si sus argumentos son
plausibles.

H4

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considerando la forma de la trayectoria y como
se veria el movimiento posicionado desde la
Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afio dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con sus nociones fisicas de movimiento,
inercia en particular.

Equipo 3

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considerando la forma de la trayectoria y como
se veria el movimiento posicionado desde la
Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afio dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con su conocimiento actual sobre las
estaciones del afio.

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nociéon de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

En la figura se puede que disminuyen.

El nimero de bucles aumenta, teniendo uno de
mayor tamafio y el resto disminuyendo en
tamano.

Si consideramos un modelo en el que los radios
de las circunferencias agregadas aumenten, se
obtendria un modelo similar, pero la mayoria de
los bucles aumentarian su tamafio teniendo al
final uno pequefio.

Ademas, hay circunferencias donde la Tierra
queda encerrada en dicha circunferencia o incluso
chocan.

—

M3
Solo van disminuyendo los radios.

H1

T, > Ty41 para todo n natural.

Datos curiosos:

Si dos o mas radios fueran iguales, el planeta
eventualmente chocaria con la Tierra.

Si [math]r n para algun n, las oOrbitas girarian
alrededor de la Tierra por dentro de la primera
circunferencia.

H3
Solo se vuelven mas pequefios.

H4

A apreciacion del dibujo, la variacion del radio de | [VE3]-1-|01:01:55|

. . N R
las circunferencias conforme se afiade otra es Pt

original, R.
/ "%
( :
3 N &
N _
\ O~
BN B ) 3
A T W S
- ( \J
b . Eae N =
% ?
¢ ~X g
B e

Equipo 3

Hé: Cada circunferencia es la mitad de la
anterior, tiene un radio de la mitad de la
anterior. (4) Esta circunferencia tiene un
radio de la mitad de esta.

M3: Si, creo que si. Se van haciendo mas
chicos, o sea de mitad.

Hé: [iAjal]

H3: , Sl eso que
dices es cierto seria interesante.
((Empieza a medir sobre la pantalla con
el transportador))

M3: (Y por qué con el transportador si tienes
una regla? ((risas))

H3: Porque estd mas chiquito el
transportador “M3” ((llama a M3 por su
nombre)).

M3: iAy! No lo he detenido, qué tonta.

(16)
No m-, si es cierto.

H3: (En serio?

M3: 1Sit

[VE3]-1-01:03:11|

Hé: Pos no jalo.

H3: (Incomprensible, 1, ;después?) del
tercer circulo ya no jal6 la idea de que
disminuyen a la mitad.

M3: JUju?

H3: Del tercer circulo ya no jalo eso de que
disminuyan a la mitad.

M3: Si:::

H3: (En serio?

M3: Mira aqui son como cuatro y medio=

H3: =Tu tienes unas elipses=

M3: Ah:::, mira y aqui son como dos
veinticinco, y como uno y cacho. Son
casi, si son casi la mitad.

H3: , estos son dos cuatro, dos qué,
dos siete, dos ocho, dos punto ocho jdos
punto ocho! Este si es de uno punto
cuatro, (3) pero este es de
(incomprensible, 2) y este es de seis
milimetros=

M3: =Bueno solo van disminuyendo ;no?
Ya.

Puesta en comiin

Considerando la distancia del planeta a la Tierra
en diferentes porciones de la trayectoria, en los
modelos presentados.

Considera la posibilidad de que la un planeta
debido se cruce en medio de la Tierra y el sol lo
que podria provocar cambios de luminosidad.
Considera la forma de la trayectoria y como se
veria el movimiento posicionado desde la Tierra.

(A) El cambio de luminosidad y las estaciones
del afo dependen de los cambios en la distancia
del planeta a la Tierra.

(A) El cambio de luminosidad se podria deber a
eclipses, planetas que en su trayectoria se
colocan en medio del Sol y la Tierra.

(A) Debido la forma de la cuarta trayectoria se
puede explicar el fenomeno de retrogradacion.
(C) Con su conocimiento actual sobre el
funcionamiento de los eclipses.

(C) Con su conocimiento actual sobre las
estaciones del afio.

Puesta en comun
[VG]-1-02:03:47|

P: (Como cambian los radios de una
circunferencia a otra conforme se van
agregando?

H4: Bueno, tal vez no importe tanto la

expresion, eh, pero, eh, digamos que
decrecian como uno en a la dos n.

P: >0k< (3) Ok, entonces (3) TAjat No
importa tanto la expresion matematica,
pero uno como a la dos n, pero ;cémo
sabes que uno a la dos n?

H4: Fue una suposicion.

P: Una suposicion, un supuesto.

HS: Ver-, bueno, tiene varias
(incomprensible, 1, ;formas?).

P: Ok, ;quién mas?

Heé: Yo llegué a la misma, a la misma
conclusion.

P: Llegaron a la misma conclusion.

Hé: iAja! Pero es que yo::
veces la animacion.

P: LAja?

Heé: Y s

, pues si
pareciera que cada radio es la mitad del
anterior.

P: Ok, ;pareciera que cada radio es la
mitad del anterior?

Hé: Si, la expresion es uno entre dos a la n.

P: Ok, pero eso ¢pareciera? ;Cierto?

He: iAja! ((asiente con la cabeza))

P: Pero, entonces, (x)si tienes que
contestar algo asi como con certeza
(,qué contestarian?

M3: Pues que [se van haciendo mas
pequeios].

H3: [Pos que se hacen mas
pequetios]

HI1: Que disminuyen.

P: Van disminuyendo ;verdad? Eso es
como con certeza, eso. La expresion
quien sabe, porque habria que tener
como mas informacié:::n. Bueno los
compaiieros ((sefialando al equipo 2))
tal vez nos puedan compartir lo que
estaban haciendo, al respecto, porque
ellos si trataron de::: como que medirlo.

H2: Bueno, digamos, los pi- la posicion los

pixeles que habia entre cada, o sea
, pero en
pixeles. Y encontramos que la primera
era la mitad, se aproximaba a la mitad
del primer radio, y la tercera se
aproximaba a la tercera parte del primer
radio, pero la cuarta ya no nos coincidid
que fuera la cuarta parte; o medimos
mal, entonces podria ser uno en- n, o
nosotros, bueno yo también habia visto,
pero nada mas fue asumiendo que fuera
la mitad cada radio, que también era uno
entre dos a la n.
P: Ah ok, pero en lo que coincidian todos
es que disminuyen /verdad? ((los
estudiantes asienten con la cabeza)) En
€so si coinciden todos.
“H1” ((refiriéndose por su nombre)) me
dijo por qué no podian aumentar,
entonces no s¢ si quiera compartirlo con
los compaiieros su analisis de por qué no
se pueden, por qué no pueden aumentar
los radios.
Bueno primero me, eh, en el
caso en que::: dos radios son iguales, ahi
eventualmente se produciria un choque
con la Tierra, porque (x)los circulos eh,
no sé si se alcanza a ver ((mostrando su
hoja de trabajo a los compafieros)).
P: Si quieres lo haces en el, en el pintarron.
Ahi hay plumones
El circulo de la tierra y por aca voy a
poner un circulo del mismo radio. Yo
puedo encontrar un punto sobre esta
circunferencia, en la que este, le voy a
poner r dos ((se refiere al radio de la
segunda circunferencia)), un punto
sobre esta circunferencia en la que diste
r dos de la Tierra, aqui voy a trazar otro
circulo y esta que sea la trayectoria del
planeta y se ve que eventualmente aqui
chocaria con la Tierra, en algiin punto
(no? Podria ser cuando avance mas, por
aca, pero en algin punto chocaria con la
Tierra. Y ahora se me ocurri6 que, pues
algo parecido, esta es la Tierra, con un r
dos menor, que realmente podria ser un
r n-€simo en el caso general, pero que
aqui hubiera un circulo mayor que r tres,
0 sea no pasaria algo tragico pero si
serian Orbitas interiores. Pero serian,
bueno, le darian vuelta a la Tierra por

H1:

HI1:



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta b

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta ¢

Y si aumentamos el niimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nociéon de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

Se busca concluir que los radios de las circunferencias tienden a cero en forma cualitativa, para esto los estudiantes podria usar frases como “disminuyen

los radios de las circunferencias
conforme se van agregando.

los cambios en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera el numero de “curvaturas” que se van
formando al agregar circunferencias y sus
tamafos.

Considera el movimiento al considerar los casos
en que los radios aumenten de tamafio o se
mantengan iguales.

(A) Se aprecia directamente de la figura.

(A) El nimero de bucles aumenta, teniendo uno
de mayor tamaio y el resto disminuyendo en
tamafio.

(A) Si los radios aumentan cambiaria la forma de
la trayectoria que se forma.

La rapidez es mayor al aumentar las
circunferencias.

Ademas de que la trayectoria una
forma definida al aumentar el namero de

circunferencias.

el movimiento de los puntos sobre
cada circunferencia.
los cambios en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera el movimiento del punto sobre
diferentes circunferencias.

Considera la forma de la trayectoria al agregar
circunferencias.

(A) La rapidez es mayor al aumentar las
circunferencias.

que recorre el planeta aumenta al
aumentar el nimero de circunferencias, asi como
también de bucles.

M3

los radios de las circunferencias
conforme se van agregando.

Pues entre mas circunferencias se agreguen mas

rapido va el punto Q.

o

la velocidad del punto Q al agregar cada
vez mas circunferencias.

Considera el movimiento del punto sobre la
trayectoria.

(A) Considera las trayectorias formadas por
diferente nimero de circunferencias.

(C) Estudia el cambio de la rapidez del Planeta,
y no de los puntos sobre cada circunferencia.

Conforme mas circunferencias se agreguen la
parte derecha se vuelve mas curvas cerradas y la
parte izquierda se vuelve mas amplia y rapida.
Ademas la parte derecha la en un tiempo
mas lento que la parte izquierda.

H1

los radios de las circunferencias
conforme se van agregando.

Considera el movimiento al considerar los casos
en que los radios aumenten de tamafio o se
mantengan iguales.

(A) Se aprecia directamente de la figura.

(A) Si los radios se mantienen iguales el planeta,
eventualmente, colisionaria a la Tierra.

(A) Si los radios aumentan la trayectoria del
planeta cruzaria por dentro de la primera
circunferencia.

Conforme se agregan mas circulos los planetas
tienen que recorrer mayor distancia y hacer mas
giros. Asi que un periodo
constante de rotacion. con
mas rapidez conforme se agregan circulos.

la forma que va tomando Ia
trayectoria.
la velocidad del punto Q al agregar cada
vez mas circunferencias.

Considera el movimiento del punto sobre la
trayectoria.

Considera el tiempo que tarda el planeta de
completar la trayectoria (periodo).

(A) Al ser el periodo fijo y aumentar el tamafio
de la trayectoria, debe aumentar la velocidad del
punto Q conforme se agregan mas
circunferencias.

(C) Estudia el cambio de la rapidez del Planeta,
y no de los puntos sobre cada circunferencia.

Los planetas van haciendo mas bucles y
conforme se agregan circulos.

Parece que la trayectoria una elipse con

la Tierra en uno de los focos.

La distancia méaxima es la suma de los radios. Asi

que esta suma debe converger para que la figura

converja.

Se vuelve
puntos de la oOrbita mientras el nimero de
circunferencias aumenta.

H3

EEINT3

, “se hacen mas pequefios”, entre otras.

los radios de las circunferencias
conforme se van agregando.

mas rapido en ciertos

, Recwrnido Lo

Q

NG

la velocidad del punto Q al agregar cada
vez mas circunferencias.
la forma que va tomando la

trayectoria.

Considera el movimiento del punto sobre la
trayectoria.

(A) Considera las trayectorias formadas por
diferente niimero de circunferencias.
(A) Al ser el periodo fijo y aumentar el tamafio

de la trayectoria, debe aumentar la velocidad del
punto Q conforme se agregan mas
circunferencias.

(C) Estudia el cambio de la rapidez del Planeta,
y no de los puntos sobre cada circunferencia.

Se observan deformaciones en la parte mas
cercana al centro de la trayectoria, las cuales
aumentan cada vez mas

circunferencias. Por otra parte, la trayectoria en su
punto mas alejado describe una perturbacion
grande, la cual tiende a aumentar su tamafio

mas circunferencias.

Observe la simetria horizontal de la trayectoria y
la aparente convergencia hacia una trayectoria
muy bien definida.

OLus cs'Cunterenc-as

H4

la medida de los radios.
las medidas de los radios de las
circunferencias.

Establece la primera circunferencia como su
unidad de medida y compara los demas radios
con esta para medirlos.

(A) Se aprecia directamente de la figura.

(C) Con la costumbre escolar de cuantificar el
cambio sin atender lo que cambia y como lo
hace.

Conforme se agrega una circunferencia, la
velocidad recorrida por el punto de la orbita,
aumenta, esto pues la pendientes en la grafica de
los puntos de mayores circunferencias es mayor a
las de menor nimero de circunferencias.

2

A través del estudio del cambio se pretende que los estudiantes infieran que la velocidad de los puntos sobre cada circunferencia sigue aumentando sin cota, para esto podria utilizar frases como “va mas rapido”,
Segtlin la prueba piloto, es posible que para la pregunta b los estudiantes consideren que la grafica se refiere a la trayectoria del planeta al agregar circunferencias, cuando en realidad se refiere al movimiento de cada punto sobre cada circunferencia.

la pendiente de una grafica a otra.
la velocidad del punto Q sobre la 6rbita
recorrida.

Considera el movimiento del punto sobre la
trayectoria.

Considera las pendientes de las rectas en la
grafica suministrada.

(A) A mayor nimero de circunferencia mayor

pendiente.

(C) Estudia el cambio de la rapidez del Planeta,
y no solo de los puntos sobre cada
circunferencia.

Se va haciendo mas uniforme (suavemente

continua) en su parte derecha, pues
pequenos arcos que

modelard una curva suave cuando el nimero de
sea muy grande.

Equipo 3

la medida de los radios.
los radios de las circunferencias.
las medidas de los radios de las
circunferencias.

Considera la figura para estimar que la medida
de los radios va disminuyendo a la mitad.
Utilizan una regla para medir los radios de las
circunferencias.

(A) Se aprecia directamente de la figura.

(A) Se pueden comparar las medidas de los
radios.

(C) Con la costumbre escolar de cuantificar el
cambio sin atender lo que cambia y como lo
hace.

(C) Con la medicion hecha pues no se ajusta a su
hipotesis de que los radios disminuyen a la
mitad.

[VE3]-1-/01:04:00]

Hé: Va aumentando la velocidad ;no?

M3: A no sé, no he vi- no he llegado a esa,
pérame.

(16)

Es que ni sé. La siguiente grafica
muestra la distancia recorrida por el
punto que se mueve sobre las
circunferencias ((leyendo la pregunta))

H3: (Incomprensible, 2) La velocidad esta
aumentando.

M3: Si, es la, la pendiente es la velocidad.

H3: (Entonces?

M3: Entre es mas
grande su velocidad ;jno? (4) Por que
recorre mayor distancia en menos
tiempo (no?

Hé: Exactamente.

[VE3]-1-]02:25:10|- después de la puesta en
comun, H3 elimina una parte de su respuesta
inicial, esta incluia «...aumenta, sin embargo, el
tiempo que tarda un planeta en dar una vuelta
completa permanece constantey

en el mismo tiempo recorre cada vez mas distancia”, entre otras.

la posicion de las rectas respecto del
eje de las ordenadas.

Relaciona la velocidad con la pendiente de la
recta.

(A) Entre mas cerca se encuentre la recta del eje
de las ordenadas mayor es la velocidad.

(A) Se da mayor velocidad al recorrer una mayor
distancia en un menor tiempo.

(C) Estudia el movimiento del Planeta, y no solo
de los puntos sobre cada circunferencia, al
considerar el que el tiempo que tarda en
completar la orbita el planeta permanece
constante.

[VE3]-1-/01:05:54]

Hé: Agregamos dos circunferencias.

M3: Teniamos tres circunferencias.

Hé: (Incomprensible, 1) la trayectoria ,
la trayectoria se va::: jdeteriorando? ;Se
va haciendo discreta, no?

M3: Oye

Heo: No si, , aqui. , ahorita vas a ver.
Esta es un poligono discreto.

M3: Pues porque va mas rapido en ese punto.

[VE3]-1-/01:07:13]

H3: No como una especie de elipse
fea.

M3 ((risas)) Parece un (2) gatito del cielo.

H3: JUn qué?

M3: Un gatito del cielo, una nube pues.

H3: Ah:::

[VE3]-1-/01:07:43]

H3: (Como cambian las trayectorias
mientras se agregan mas?

M3: Que se vuelve mas como chicharron,
wey, la parte derecha.

H3: jAja!

M3: Y lo avienta mas atras.

H3: Y si le pongo todos ((se refiere a todas
las circunferencias que permite el
applet))

M3: Ya se hace como chicharron.

[VE3]-1-02:27:31|- después de la puesta en
comun, H3 le agrega argumentos a su respuesta
inicial a la pregunta, la cual no incluia la frase «y

Puesta en comiin
dentro de la primera circunferencia, si
fueran mayores. Pero el caso feo es que
chocarian con tan solo dos
circunferencias iguales eventualmente
chocaria con la Tierra.

los radios de las circunferencias.
la medida de los radios.
los radios de las circunferencias.

Considera la figura para estimar que la medida
de los radios va disminuyendo a la mitad.
Utilizan una regla para medir los radios de las
circunferencias.

Considera el movimiento al considerar los casos
en que los radios aumenten de tamafio o se
mantengan iguales.

(A) Se aprecia directamente de la figura.

(A) Se pueden comparar las medidas de los
radios.

(A) Si los radios se mantienen iguales el planeta,
eventualmente, colisionaria a la Tierra.

(A) Si los radios aumentan la trayectoria del
planeta cruzaria por dentro de la primera
circunferencia.

(C) Con la costumbre escolar de cuantificar el
cambio sin atender lo que cambia y como lo
hace.

(C) Con la medicion hecha pues no se ajusta a su
hipotesis de que los radios disminuyen a la
mitad.

[VG]-1-/02:03:47|

P: Ok, la siguiente grafica muestra la
distancia recorrida por un punto que se
mueve sobre la circunferencia sexta,
décima, vigésima y trigésima, entonces,
(,como cambia el movimiento de dichos
puntos, (7) de una circunferencia a otra?

H4: Bueno ((H7 levant6 la mano, entonces
H4 le cedio la palabra)).
H7: Pues entre mas aumenten el nimero de

circunferencias, un punto sobre esa
circunferencia va a ser, bueno digamos
un planeta en esa circunferencia se va a
mover a una velocidad mayor que un
planeta en una circunferencia menor.
Porque , por
ejemplo, la amarilla es la es que es del
mayor numero de circunferencias,
entonces quiere decir de la grafica que
recorre mayor, mayores distancias en
menores tiempos y::: por eso sabemos
que es mayor la velocidad comparada
con la anterior.

P: (,Qué mas? ;(x)Quién esta de acuerdo,
no esta de acuerdo? ;Otro argumento?
Pueden estar de acuerdo, pero tener otro
argumento.

H2: Lo mismo, pero nosotros nos fijamos en
la pendiente.

P: . Se fijaron en la pendiente?

M3: Aja ((varios estudiantes asienten con la
cabeza)).

los cambios de la distancia respecto
del tiempo en cada grafica.
la pendiente de una grafica a otra.

Considera la distancia recorrida respecto del
tiempo en cada grafica.

(A) Se da mayor velocidad al recorrer una mayor
distancia en un menor tiempo.

(A) La pendiente de la recta da la misma
informacion sobre el cambio de la velocidad.

[VG]-1-]02:12:23]
P: (Como cambia la trayectoria del planeta
conforme se agregan mds y mas
circunferencias? Ahora si estamos
hablando de la trayectoria del planeta,
entonces qué analizaron de ese. A ver,
quién nos dice qué fue lo que hicieron
para analizar ese.
Nosotros que el punto mas
alejado que estaba, la (incomprensible,
1) de T era la suma de todos, de todas
las otras circunferencias. Entonces entre

tuviera, mas
alejado iba a estar de T, entonces iba a
recorrer una gran distancia en un y
regreso, entre mayor fuera el nimero de
radios iba a ser mas grande, la
trayectoria.
P: (Siempre, siempre iba a ser mas grande
la trayectoria? ;En todo momento?
Bueno, ahi también podriamos
preguntarnos eh::: la relacion entre,
entre los radios. Porque si eh:::

pixeles, si
variara con uno en n no convergeria, o
sea la suma al infinito ser- haria una
distancia maxima infinita.
P: (Si fuera uno en n? ((H1 asiente con la
cabeza)) ;Los radios?

H2:

H1:

HI: Si, en el punto mas alejado, que es la
suma de todos los radios.

P: Ah ok, entonces la suma de todos los
radios seria la que no convergeria, en
ese caso=



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Qué hace?

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta d

Y si aumentamos el niimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nocion de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el niimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

La intencion es que el estudiante identifique el caracter estable del sistema en forma cualitativa, esto a través de frases como “cuando hay muchas circunferencias casi no cambia la forma de la trayectoria conforme se agregan mas”,

M3

H1

Para esto se espera analice el cambio en la forma de la trayectoria conforme se agregan cada vez mas circunferencias.
Se espera que, expresen que “algo extrafio pasaba con la parte izquierda de la trayectoria”, esto es importante, pues no toda la trayectoria es estable.

Comparar la distancia recorrida por el planeta
para las diferentes trayectorias al agregar
circunferencias.

Observar los cambios en la forma de Ia
trayectoria al agregar circunferencias.

Considera los cambios en la distancia recorrida.
Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma, no
en forma global.

(A) La distancia que recorre el planeta aumenta
al aumentar el nimero de circunferencias.

Si, dado que ¢l modelo se plantea para un ciclo
determinado para cada planeta, al aumentar el
numero de circunferencias en el modelo, la
distancia en la trayectoria es mayor, y por lo
tanto, la rapidez con que se mueve tiene que
aumentar para completar la trayectoria durante el
ciclo.

Al aumentar el numero de circunferencias, el
punto se mueve mucho mas rapido, y la
aportacion que realiza a la trayectoria puede ser
despreciable, por lo que, se puede apreciar una
forma casi definida.

Observar los cambios en la forma de Ia
trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar el tiempo transcurrido en recorrer
distintas partes de una misma trayectoria.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma, no
en forma global.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias
las distintas partes de una misma trayectoria se
modifican.

Si, entre mas circunferencias vamos agregando
la forma de la trayectoria no se ve casi afectada
ya que el radio vas disminuyendo tanto de tal
forma que despues se vera que el movimiento del
punto Q es insignificante.

Observar los cambios en la forma de la
trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma y
en forma global.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias
las distintas partes de una misma trayectoria se
modifican.

(A) La forma de la trayectoria se va pareciendo
a una elipse conforme se agregan mas
circunferencias.

Si hay relacién. Ya que de b) se tiene que
mientras mas circulos mas bucles tienen que dar
los planetas. Y de a) se tiene que cada circulo
afladido tiene un radio menor que el anterior, por
lo que su bucle serd de menor longitud que el del
circulo anterior.

H3

Observar los cambios en la forma de Ia
trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma y
en forma global.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias se
observan deformaciones en la aparte cercana al
centro de la trayectoria.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias se
observa una perturbacion grande que aumenta de
tamafio en el punto mas alejado de la trayectoria.
(A) La trayectoria toma una forma simétrica muy
bien definida conforme se agregan mas
circunferencias.

Si, el aumento en la velocidad aparente se
explica por el hecho de que la trayectoria total
del planeta ocurre en el mismo tiempo, sin
depender del numero de circunferencias,
teniendo que recorrer una mayor distancia en un
mismo tiempo (relacion entre a) y b)).

La observacion de una mayor deformacion en la
trayectoria se relaciona con la cantidad de
circulos porque al aumentar las circunferencias
aumenta el namero de deformaciones,
volviéndose éstas mas pequefias y recurrentes en
la trayectoria.

Observemos que la forma de la trayectoria tiende
a algo que nos recuerda a una elipse, conforme
se agreguen mas circunferencias esta forma se
definira cada vez mas, siendo que los puntos
tienden a girar sobre el radio mas rapido y su
radio tiende a ser cada vez mdas pequefio,
concluyendo que su contribucién a la distancia
respecto al centro sera cada vez mas minima.

H4

EEINNT3

Observar los cambios en la forma de la
trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria en forma global.

(A) La trayectoria toma mas uniforme
(suavemente continua) conforme se agregan mas
circunferencias.

Conforme se va agregando otra circunferencia,
la contribucion al giro se desplaza en torno al
centro de masa del planeta, con lo que no se sale
de la forma bien definida que se respondio en el
Inciso c)

Equipo 3
la aparente convergencia hacia una trayectoria
muy bien definida»

tiende a parecerse a una...”.

Observar los cambios en la forma de Ia
trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma y
en forma global.

(A) La trayectoria toma una forma definida
conforme se agregan mas circunferencias.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias
una parte de la trayectoria cambia con cierta
regularidad.

[VE3]-1-/01:26:40)

H3: Al final ;qué contestaron?

M3: Ah:::

Hé: (En cual?

M3: Enlad.

Hé: Yo puse que si, por la conservacion del
momento angular.

M3: Si, yo también, yo puse asi ((risas)).

Heé: (La conservacion del ~momento
angular? Ok:::

M3: T qué le pusiste? TAh caramba? si lo
explicaste bien.

H6: A mi me pareci6 trampa, pero.

H3: iAja! (4) No sé
(7

M3: (Incomprensible, 2)

()

H3: Es que no entiendo muy bien qué esta
pasando. O sea, le agregas un circulo
((realiza un sonido repetitivo al afiadir
circunferencias al applet))

M3: Lo vas a bobiar como hace rato
((risas)).

H3: Si, pero le agregas un circulo, pero al
final de cuentas tarda el mismo tiempo
en dar una trayectoria=

M3: =Si=

H3: =Siempre ;no?

M3: No sé, es que. (13) Pero por las
grafiquitas de aqui no parece que tardan
el mismo tiempo, jmira!

H3: Pero se refiere a distancia.

M3: Con respecto al tiempo=

H3: =Respecto al tiempo.

3)

M3: Mmm:::

H3: Tienes (x)un tiempo aqui, bueno
entonces tiene sentido que hagan- que
no hayan recorrido la misma distancia.
Pero, en general, yo siento que::
aunque agregues mas circulos tardan la
misma cantidad de tiempo en dar la
vuelta. Mira, lo que si es que el punto
parece moverse mas rapido.

M3: Ok:::

[VE3]-1-|02:23:32|- después de la puesta en
comun, M3 cambia su respuesta inicial a la
pregunta. Su respuesta inicial habia sido «Si,
podria tener relacion con la conservacion del
momento angular ya que esto depende del radio
y la velocidad angular del objeto, y aqui se
presentan los mismos parametros solamente se
agrega la manera de la trayectoria del objeto.»

[VE3]-1-|02:25:10]- después de la puesta en
comun, H3 le agrega argumentos a su respuesta
inicial a la pregunta, la cual no incluia el ultimo
parrafo.

Puesta en comun

H1: =En ese caso=

P: =Si fuera uno entre n.

HI1: Si. (3) Si fueran mitades si::, si
convergerian.

P: Uno entre dos a la n.

HI1: iAja! Esa si converge.

HS: Aunque conforme mas circulos se van
agregando tiende a una forma::
(eliptica? Pero es que no sé
(incomprensible, 2) como verlo porque
es mas grande de un lado y mas chico
del otro.

Observar los cambios en la forma de la

trayectoria al agregar circunferencias.
Comparar las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Estimar los radios de las circunferencias.

Considera los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de la misma y
en forma global.

(A) La distancia que recorre el planeta aumenta
al aumentar el numero de circunferencias.

(A) La trayectoria toma una forma definida
conforme se agregan mas circunferencias.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias en
el punto mas alejado de la trayectoria podria
converger o no.

[VG]-1-/02:19:09]
P: Bueno, entonces esa es la pregunta
interesante, eso que acabamos de
responder aca de que va tomando como
una forma definida, en este caso como
un huevo, digamos ;,Como se relaciona
con esas otras dos? Con que los radios
se hacen cada vez mas pequefios y con
que la velocidad de los puntos es cada
vez mayor. A ver.
Puede ser como un fractal de los arcos
que se van haciendo dependiendo de los
radios que se tengan, y esa es la relacion
que puede exis- bueno para ya
establecerlo matematicamente, va a ser
como la ecuacion de un fractal.

P: (Parece como la ecuacion de un fractal?

H4: Eh, bueno yo entien-, bueno yo pensé
que si los radios fueran iguales en todo
momento, que no pudieran
(incomprensible, 1) entonces ni
siquiera tendriamos esa::: esa forma
que nos plantea el modelado,
tendriamos una forma mas educada
(no? Algo mas concéntrico, pero
siempre (incomprensible, 1). Entonces
también tendriamos que la velocidad
del punto mas, mas alejado con radios
mas o menos iguales, en caso de que no
choquen, iria mas lento, (x)el punto
mas alejado. Bueno, es lo que, lo que yo
pude observar.

P: Ok::: Eso fue lo que pudo observar ;qué

mas?

Por la conservacion del momento

angular.

P: (Aja, qué?

Hé: Digamos en los puntos en esta parte ((se
refiere a la parte izquierda de la
trayectoria)) se dan radios mayores y
estos mas cercanos cercana los radios
son menores y ya vimos que en las
circunferencias pues la velocidad al
parecer es mayor, entonces, hay una,
buena la pregunta plantea si hay alguna
relaciéon, entonces yo creo que la
relacion es esa, bueno a parte de otras,
pero seria visualmente la conservacion
del momento angular.

HS:

He:

[VG]-1-/02:21:39)]

P: Pero no me queda claro todavia como
afecta eso el momento angular.
He: Porque se tiene que conservar,

entonces, bueno, bueno es que no sé
como plantearlo mejor, no s¢ coémo
puedo explicarlo. Pero, pues si, a la
pregunta, de que si hay una relacion yo
creo que es el momento angu-, bueno la
conservacion del momento angular.

Es que seria con fuerzas, es decir si es
una fuerza central si, si se conserva,
pero esto son solo trayectorias.

P: (Ustedes qué contestaron, o qué::?

((refiriéndose al Equipo 2))

HI1:

H2: Pues bueno yo iba a argumentar que
entre mayor numero de Orbitas la
trayectoria total recorrida iba a ser
mayor y, pues yo lo relacioné con eso,
pero no (incomprensible, 2)

P: Ahorita estas repensando el=

M2: =Bueno considerando que::: ese

movimiento es para un solo planeta
(incomprensible, 2) la observacion
decia que pues todo ese planeta tenia un
cierto ciclo, un cierto tiempo, y asi
como lo dice “H2” ((se refiere a H2 por
su nombre)) si aumentas el numero de
circunferencias parece que la distancia
es mayor entonces si dejas ese, ese
tiempo fijo por eso también se
determina que tiene que ir mas rapido,
la velocidad tiene que aumentar.

[VG]-1-/02:23:14|

P: Ahorita que dijeron, no es que como
que va tomando ya una forma definida,
se esperaria que esa forma definida sea



Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y

confrontaciones
(C) presentados.

Y si aumentamos el niimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nociéon de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

Se busca confrontar el como cambia la trayectoria del planeta (estabilidad) con lo que provoca el cambio. Sin embargo, determinar como cambia y qué produce el cambio es una tarea cognitivamente muy compleja para los fendmenos de determinacion del estado estacionario (Farfan, 2012; Romero, 2016).

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Se espera que, con ayuda del docente y a partir de las ideas planteadas por los estudiantes, se acerquen a la idea de que al tender los radios de las circunferencias a cero y la velocidad de movimiento del punto al infinito esto provoca que se logre la estabilidad;
es decir, agregar una circunferencia muy pequefia y un punto sobre esta que se mueve muy rapido no provoca cambios significativos en el sistema en general.

lo que se mantiene invariante —el
periodo—, con lo que no —tamafio de la
trayectoria, radios, velocidad de los puntos—.

el aporte que proporciona a la
trayectoria el punto al agregar cada vez mas
circunferencias.

Prestando tencion los cambios en el tamafio de la
trayectoria, los radios y la velocidad de los
puntos respecto del tiempo que tarda el planeta
en completar la trayectoria.

Prestando atencion al aporte del punto al agregar
cada vez mas circunferencias.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias en
el modelo, la distancia en la trayectoria es mayor,
y por lo tanto, la rapidez con que se mueve tiene
que aumentar para completar la trayectoria
durante el ciclo.

(A) Al aumentar el numero de circunferencias el
aporte del punto a la trayectoria es despreciable,
por lo que toma una forma casi definida.

el aporte que proporciona a la
trayectoria el punto al agregar cada vez mas
circunferencias.

Prestando atencion al aporte del punto al agregar
cada vez més circunferencias.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias el
aporte del punto a la trayectoria es insignificante.

Tarea #1. Etapa 2: Identificacion de los invariantes de las acciones

Objetivo de la
Tarea:

Parte 1.
Intencion:

Estudiante
Pregunta a

los efectos sobre la forma de la
trayectoria al aumentar el numero de
circunferencias.

Relacionando la cantidad de bucles con el
tamafio de los radios, sin indicar como es esa
relacion.

(A) Mientras mas circulos mas bucles tienen que
dar los planetas y cada circulo afiadido tiene un
radio menor que el anterior, por lo que su bucle
sera de menor longitud que el del circulo
anterior.

lo que se mantiene invariante —el
periodo—, con lo que no —tamafio de Ia
trayectoria, radios, velocidad de los puntos—.

los efectos sobre la forma de la
trayectoria al aumentar el nimero de
circunferencias.

el aporte que proporciona a la
trayectoria el punto al agregar cada vez mas
circunferencias.

Presta tencion los cambios en el tamafio de la
trayectoria, los radios y la velocidad de los
puntos respecto del tiempo que tarda el planeta
en completar la trayectoria.

Relaciona la cantidad de bucles con el tamafio de
los radios, sin indicar como es esa relacion.
Presta atencion al aporte del punto al agregar
cada vez mas circunferencias.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias, la
distancia en la trayectoria es mayor, y por lo
tanto, la rapidez con que se mueve tiene que
aumentar para completar la trayectoria durante el
ciclo.

(A) Mientras mas circulos mas bucles se dan en
la trayectoria, volviéndose cada vez mas
pequefias y recurrentes.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias el
aporte del punto a la trayectoria es despreciable,
por lo que toma una forma casi definida.

TAREA #1

Caracterizar el comportamiento del sistema de forma cualitativa, lo que permitira una comprension mas profunda del fenomeno y no solo aquello que detectan los sentidos a simple vista.

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fenomeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

La luminosidad es constante en el modelo con
una sola circunferencia, ya que depende
solamente de la distancia del planeta respecto a
la Tierra,

; se tiene un problema
analogo para la explicacion de las estaciones del
afo.

El movimiento de P alrededor de wuna
circunferencia no explica el movimiento de
retrogradacion debido a que

M3

Las estaciones del afio se dan por el movimiento
de traslacion de la Tierra, al dejar en el modelo
geocentrico fija la Tierra pues no veian su
comportamiento.

Para la luminosidad de los planetas depende de
cuanta cantidad de luz les llega del Sol pero al
contemplar a la Tierra como el centro y al Sol
como planeta por aparte al no estudiar al
conjunto con el movimiento de traslacion de los
planetas no podian explicar la trayectoria de la
luz.

Ahora bien para el fenémeno de retrogradacion
el suponer el hecho de que se movian en una
trayectoria circular es erréneo pues cada planeta
tiene un distinto comportamiento.

H1

Porque el brillo de un objeto aumenta conforme
se acerca y disminuye conforme se aleja.

Porque si el Sol es quien da calor a la Tierra. El
calor varia de la misma manera que el brillo. Asi
que con una orbita constante del Sol no podrian
producirse los cambios de temperatura
necesarios para producir las estaciones.

. Porlo
que no pueden parar y retroceder.

H3

Debido a que se esta suponiendo la Tierra al
centro de la circunferencia, el hecho de que
cambie la luminosidad de un astro no puede
explicarse pues en este caso se tendria al astro a
la misma distancia siempre , 10
teniendo sentido entonces que cambie la
intensidad de la luz que se recibe de ahi.

El fenémeno de retrogradacion no podria
explicarse pues el astro siempre se encontraria a
la misma distancia del centro de la circunferencia
si se moviera en un circulo.

Las estaciones del afilo no tienen sentido si
dejamos fija la Tierra como el centro de la
circunferencia, pues debe haber un cambio en su
posicion para explicar dicho
fendmeno.

el aporte que proporciona a la
trayectoria el punto al agregar cada vez mas
circunferencias.

Prestando atencion al aporte del punto al agregar
cada vez mas circunferencias.

(A) Al aumentar el numero de circunferencias el
aporte del punto a la trayectoria es insignificante.

H4

Si suponemos al punto P como el Sol, éste
siempre se halla a la misma distancia de la Tierra.
Las estaciones del afio se dan cuando la tierra
estd a del Sol. Por lo
tanto falla la nocion de las estaciones en el
modelo con una circunferencia. Hablando de la
retrogradacion, como se cumplen las leyes de la
fisica, el planeta sigue su propia trayectoria
, lo cual impide que el planeta

regrese  sobre su  propia  trayectoria.
Analogamente, al estar la tierra a la

del Sol, no hay acercamientos del
mismo, por lo cual no se aprecia un efecto del
aumento de la intensidad luminosa del Sol.

los parametros en una nocién fisica
conocida.

lo que se mantiene invariante —el
periodo—, con lo que no —tamafio de la
trayectoria, radios, velocidad de los puntos—.

Relacionando con la conservacién del momento
angular.

Prestando atencion los cambios en el tamafio de
la trayectoria y la velocidad de los puntos
respecto del tiempo que tarda el planeta en
completar la trayectoria.

(A) La conservacion del momento angular
depende del radio y la velocidad angular del
objeto, y en la situacion se presentan los mismos
parametros y solamente se agrega la manera de
la trayectoria del objeto.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias, la
distancia en la trayectoria es mayor, y por lo
tanto, la rapidez con que se mueve tiene que
aumentar para completar la trayectoria durante el
ciclo.

Equipo 3

[VE3]-1-/00:15:16]

M3: LY las estaciones del afio?

H3: (Qué? (incomprensible, 8)

M3: (incomprensible, 3)

H3: Ah pues, es que imaginate que tienes

una regla, ;no? Entonces si se mueve, 0

sea si la dejas en el (incomprensible, 1,

(puntito aqui?). Tiene sentido si fuera

como un planeta y si tienes un planeta a

una distancia alrededor de una manera,

pero si lo alejas o lo acercas le daria

(X)mas o menos intenso, /no?

A parte se supone que en este tiempo

estudiaban como uno, ;no? Por uno. Y

aqui también contempl- no

contemplaban la cantidad de los

kilometros o (incomprensible, 2) Ay

no? 1;Si?1

Si, creo yo que (incomprensible, 4) esta

de aqui (incomprensible, 2) como
no

Ma3:

H3:

tendria sentido si cambia.

Puesta en comiin

la del planeta ;cierto? ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) ;Por qué no
cambia esa forma después? ;O sea si yo
sigo agregando circunferencias ustedes
creen que esa forma cambie mucho?
(x)Va a converger, como a lo que va a
ser ¢jno? Si pues
cada vez se va haciendo mas chiquito
cada radio (x)que le va agregando
entonces cada vez va contribuyendo
menos al giro, y cada vez gira mas
entorno a su propio centro de masa,
entonces ya no va a girar como que va
a ser como diferencia sino en si mismo,
entonces pues ya no cambia tanto la
forma definida.

H4:

la similitud con wuna nocién
geométrica conocida.

los parametros en una nocion fisica
conocida.

lo que se mantiene invariante —el
periodo—, con lo que no —tamafio de la
trayectoria, radios, velocidad de los puntos—.

el aporte que proporciona a la
trayectoria el punto al agregar cada vez mas
circunferencias.

Relacionando con la nocion de fractal, sin
explicar como es esa relacion.

Relaciona con la conservacion del momento
angular.

Prestando atencion los cambios en el tamafio de
la trayectoria y la velocidad de los puntos
respecto del tiempo que tarda el planeta en
completar la trayectoria.

Prestando atencion al aporte del punto al agregar
cada vez maés circunferencias.

(A) Puede ser como un fractal de los arcos que
se van haciendo dependiendo de los radios que
se tengan, para establecerlo matematicamente,
va a ser como la ecuacion de un fractal.

(A) La conservaciéon del momento angular
depende del radio y la velocidad angular del
objeto, y en la situacion se presentan los mismos
parametros y solamente se agrega la manera de
la trayectoria del objeto.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias, la
distancia en la trayectoria es mayor, y por lo
tanto, la rapidez con que se mueve tiene que
aumentar para completar la trayectoria durante el
ciclo.

(A) Al aumentar el nimero de circunferencias el
aporte del punto a la trayectoria es insignificante.

Puesta en comiin

[VG]-1-/00:41:46)

HI: Yo podria ((levantando la mano)) con el
primero de luminosidad. Eh! Bueno

, 0 sea Sl se
acerca mas recibimos mas luz, si se
aleja recibimos menos. Y con la érbita
de una circunferencia es una distancia
constante, es un circulo de radio
constante. Asi que, si el planeta no
cambia su brillo por no cambiar la
distancia, tampoco cambiaria el brillo
que . Asi que, deberia ser
una oOrbita que si cambie la distancia a
la Tierra, que se acerque y se aleje para
explicar cambios de brillo=

P: Para explicar cambios de brillo ;quién

quiere opinar sobre el cambio de

luminosidad?

Yo ((levantando la mano)) consideré

que, si por esas mismas razones se

puede explicar con la luminosidad, pero

si consideramos planetas entre el Sol y

la Tierra que estorbaran o hicieran una

especie de sombra.

P: iAjal

HS: Para que la iluminacion del Sol no
llegara 100% a la Tierra, podria haber
cambios en la luminosidad.

P: iAja! {Como con eclipses?

HS: ((Asiente con la cabeza))

HS:

[VG]-1-/00:44:10]

HS: También podria ser como que las
orbitas de los planetas se sincronizan
cierto tiempo con el sol ((explica el
movimiento con sus manos)) y al estar,
pos tomando un cierto tiempo, paralelos
con la, con la, del sol y podria
mantenerse mas tiempo el cambio de
luminosidad, pero solo considerando un
poquito ((se refiere a la duracion del
evento)).

P: iAja! Yo tengo un comentario, pero me

voy a esperar, sobre eso. Porque hoy en

dia sabemos (x)que es, los planetas lo
que hacen es reflejar la luz del Sol,

(verdad? Si. ;Y en la época de los

alejandrinos se sabia eso?

iEh:::! Practicamente no, por que como

no es un modelo helicocéntrico cada

planeta tiene su propio brillo, en el
modelo alejandriano.

H4:



Parte 1.
Intencion:

Estudiante

Pregunta b

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fenomeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

Los modelos 2, 3, y 4 permiten explicar el cambio
en la luminosidad de los planetas y las estaciones
del afio, ya que la distancia entre P y T varia a lo
largo de la trayectoria, entonces también la
luminosidad.

En los tres modelos se puede ver que la distancia
entre P y T es mayor al radio de la primera
circunferencia en parte de la trayectoria y menor
al radio de la primera circunferencia en el resto de
la trayectoria.

Particularmente,

M3

El modelo 2 explicaria perfectamente las
estaciones del afio, ya que suponiendo que el
planeta es el Sol, en el punto mas cerca de la
Tierra seria donde mayor calor y luz le da a la
Tierra que seria la estacion del Verano, conforme
se aleja el Sol seria otofio, cuando mas lejos esta
seria invierno y cuando se vuelve a acercar seria
primavera.

El modelo 2,3,4 explican la luminosidad de los
planetas ya que entre mas cerca esten mas

luminosos y mas alejados menos
luminosos
50l
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H1

Los modelos 2, 3 y 4 pueden explicar el cambio
de luminosidad de los planetas. Ya que en todos
ellos (los planetas se
acercan y luego se alejan). Por lo tanto también
varia el brillo de los planetas.

Los modelos 2, 3 y 4 pueden explicar las
estaciones. Ya que si el Sol tiene una oOrbita de
€s0s tipos, (el Sol se
acerca y luego se aleja). Por lo que también varia
el calor que le da a ella. Y asi podrian explicarse
las estaciones.

Pero nuestras 4 estaciones podrian explicarse muy
bien con el segundo modelo. Ya que en la parte
derecha el Sol tendria un acercamiento maximo
que corresponderia al verano. Arriba al otoflo. A
la izquierda con el alejamiento maximo, el
invierno. Y abajo la primavera.

H3

Los modelos de 2, 3 y 4 circunferencias son
capaces de explicar el cambio en la luminosidad
de los planetas, dado que su trayectoria
alrededor del centro
de la circunferencia, es decir, existen épocas del
ano en las que los astros mas
alejados o menos alejados del centro de la
circunferencia.
Las estaciones del afilo pueden explicarse
facilmente usando el modelo de 2 circunferencias,
teniéndose como circunferencia central a la Tierra
y como aquella que gira alrededor de ella al Sol.
Tendria sentido entonces que la parte mas cercana
de la trayectoria del
produciria el verano y la mas lejana el invierno.
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H4

Se puede explicar a partir del modelo de 2
circunferencias pues la distancia del punto P a la
tierra

, esto perimite que haya un acercamiento y
un alejamiento del planeta (puede tratarse del
Sol), claro, el modelo de 4 circunferencias explica
mejor los fendmenos de luminosidad y de cambio
en las estaciones del afio.

Equipo 3

[VE3]-1-/00:16:49|

M3:

H3:

M3:
H3:
M3:
H3:

M3:
H3:

M3:

H3:
M3:
H3:

M3:

H3:
M3:
H3:
M3:

H3:
M3:
H3:
M3:

(Cuales permiten explicar el cambio de
luminosidad y las estaciones del afio?
Pero, imaginate que uno de estos fuera el
Sol, (2) [como que

[Mmm]
suena muy raro, /no?
Si es ra=
=0 sea, imaginate que uno de estos fuera
el Sol y es el que hace que nos de calor o
frio. Yo creo que a lo mej- por muy
antiguo que fuera (incomprensible, 2, ;la
gente?) padecia de frio.
((risas))
Entonces, tienen sentido que si uno de
estos fuera el Sol y si fuera a describir
una trayectoria rara, entonces
hace calor y hace frio (incomprensible,
2).
Entonces, esto también se puede explicar
con cualquiera de estos.
Con cualquiera de estos tres.
O en especifico con este, {no?
Con este, ;con este se podrian explicar
las estaciones?
Pues si, porque podrias decir de que aqui
es como el verano donde mas tiene
(incomprensible, 5) y entonces conforme
se va alejando es como el otono, ;jno?,
(incomprensible, 2), el pinche invierno y
te acercas y es primavera, /no?
.Y este no lo podria explicar? Igual=
=Tendrias dos veranos, ;no?
Tendrias dos veranos.
((risas)) Pues si, /jno?

Entonces tendrias dos
veranos. ((risas))
Y este tampoco podria, ni este.
Dos veranos, [dos ver- ((risas))
[Dos veranos y medio].

Puesta en comiin

P: iAja! Entonces eso, como que entonces
no es el Sol el culpable de que cambien
(x)de brillo ;verdad? Tiene que ser el
mismo planeta al que algo le pasa para
que cambie de brillo.

[VG]-1-/00:45:28|
Hl: Bueno, me surgio una idea, una idea, de
una forma de::: pensar mas, seria mas
antigua, mas eh::: mistica. Por ejemplo,
decir que los planetas tienen almas o
voluntades ;no? Y que de repente
puedan decir hoy quiero brillas mas o
hoy quiero brillar menos. Y::: igual el
Sol, que yo me imagino que los
alejandrinos si se imaginaban al Sol
como una bola de fuego ;no? Caliente,
que era la que da el calor a la tierra y tal
vez el Sol podia tener (x)una voluntad
de decir eh tal afio voy a calentar mas,
brillar mas.
P: De hecho los dioses estan asociados a
los planectas ;verdad? Los dioses
griegos,
[los alejandrinos].
[Justamente por eso]. Si, (X)y eso
todavia podia ser explicado con una
circunferencia. O sea, eso del brillo y
estaciones, o sea con las voluntades de
los planetas, pero el problema yo creo
que ya es la retrogradacion=
=Perdon, yo creo que ahi te sales un
poquito del marco contextual, porque:::
ta lo tinico que estas analizando (x)son
circunferencias. O sea, igual ponte en el
en los zapatos de un astrofi- astronomo
alejandrino, o sea, también estan como
(x)a este midiendo, estan
experimentando, igual no todo
(incomprensible, 3) de todo esto,
entonces estan a prueba y error. Por
ejemplo, ubicate en wun, en un,
astronomo frustrado alejandrino que no
puede explicar el modelo (x)de
luminosidad o de estaciones como un
modelo de una, asi que yo discrepo un
poco contigo.
Si, si, por eso dije al final que la
retrogradacion es lo que mata al modelo
de una circunferencia, porque eso de
plano no podria explicarse con ese
modelo ;no? Que el planeta se salga de
su orbita y haga lo que quiera, ya
tendrian que aplicar un modelo
matematico basado en los datos.

Hl1:

H4:

H1:

[VG]-1-/00:48:35)
P: Entonces de las estaciones, ya dijeron
algo, pero para que quede asi como tal
vez de este grupo ((sefiala al equipo 3))
alguien, nos dice por qué no, ya lo
mencionaron pero como para que lo
dejemos.
Bueno, el calor también, bueno varia de
la misma forma que el brillo, y si el
calor se lo adjudicamos al sol, o sea un
bien podria, o sea si
se disminuye la distancia va a recibir
mas calor la Tierra igual si se aleja va a
recibir menos, y eso podria explicar
estaciones. Por ejemplo, de la segunda
circunferencia ahi podria verse un, en la
parte derecha, por ejemplo que sea
verano que el sol se acerca mas, y luego
seguiria arriba podria ser otofio y la
parte izquierda el invierno y abajo la
primavera. Digo como una idea de
cuatro estaciones podrian  (X)ser
explicadas ahi por la segunda imagen.

Hl1:

[VG]-1-/00:50:24|

P: De los modelos con dos, tres y cuatro
circunferencias, entonces ;cual permite
explicar el cambio de luminosidad de los
planetas y las estaciones? Entonces
vamos a escuchar de aqui, de este equipo
((senalando al Equipo 2)), alguien que
nos comente.

Mi: (De luminosidad?

P: iAja! ;Cual modelo te parece?

Ml: Mmm, yo creo que los tres.

P: Los tres pueden explicar.

MI1: Porque, ya hay variacion en la distancia
entre, eh bueno

, entonces ya hay variacion
entre la distancia del planeta y la Tierra,
ya.

P: Con eso explicamos cambios de

distancia. ;De acuerdo? ;Todos de

acuerdo? ((Los estudiantes asienten con
la cabeza)) Entonces si, los tres podrian
ser luminosidad. ;De las estaciones?

((M3 levanta la mano, pero H1 toma la

palabra inmediatamente))

Si ponemos ahi en esa orbita el Sol, ya

va a haber partes en las que de mas calor

y otras menos.

P: (Si? (Todos de acuerdo?

H3: No exactamente, yo creo que, para lo que
estamos acostumbrados nosotros aqui, el
mas sencillo seria el de dos
circunferencias  solamente,

HI1:

. O sea
aquel planeta que rodea a la Tierra que
estd mas cerca a nosotros, entonces
tendria sentido que sdlo en esa parte de
la 6rbita hubiera mas calor aqui en la
Tierra y en la parte mas alejada también
tendria sentido decir que es aquella
donde sentimos mas frio. Sin embargo,
las otras dos ((refiriéndose a los modelos
con tres y cuatro circunferencias))
tienen=

M3: =Dos puntos cercanos.



Parte 1.
Intencion:

Estudiante

Pregunta c

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
las acciones

Parte I1.
Intencion:
Estudiante
Pregunta a

. Qué permite explicar este modelo?

Comprender por qué el modelo de los alejandrinos permite explicar aquello que el modelo griego no permitia.
Se busca propiciar una comprension profunda del sistema, asi como Fourier conocia el comportamiento del fenomeno de propagacion del calor a través de la empirea antes de proponer su modelo matematico del fenomeno (Farfan y Romero, 2017).

M2

El modelo 4 permite explicar el fenomeno de
retrogradacion.

Dado que el vector velocidad es tangente a la
trayectoria, en los modelos 2 y 3,

En el modelo 4 se puede ver una retroceso al dar
un giro completo y regresar al mismo punto.

M3
El modelo 4 explica el fendomeno de
retrogradacion ya que es cuando mas la

presencia de que la trayectoria del planeta se
regresa y vuelve a tomar su trayectoria original.

ae

H1

El modelo 4 puede explicar el fenomeno de
retrogradacion. Ya que tiene una parte (la parte
derecha de la imagen) en la que los circulos
. Provocando que el planeta

(horario) al del circulo con centro
en la Tierra.
En las animaciones de los modelos 2 y 3 se
aprecia que los planetas se frenan, pero no se ve
que retrocedan.

H3

El modelo que explica de manera mas sencilla la
retrogradacion es el de 4 circunferencias, pues la
curva descrita por el cuarto planeta

en ciertos puntos de la trayectoria (ver
figura).
En los modelos de 2 y 3 circunferencias
podriamos observar un cambio de velocidad
aparente al acercarse los planetas mas lejanos a su
punto mas cercano al centro de la circunferencia
principal.

H4

Pienso que el modelo que mejor describe el
proceso de retrogradacion es el modelo de 4
circunferencias, pues hay partes de la trayectoria
en las que la trayectoria pasada con la
trayectoria presente, de hecho, hay dos secciones
de este fendmeno.

Equipo 3

[VE3]-1-/00:14:09)

H3: (Cual de estas (incomprensible, 4,
(permite explicar?) el fenémeno de
retrogradacion?

@)

M3: >Yo digo que seria el jcuatro?<

H3: iAjal, esta, asi como
[(incomprensible, 3)]

Hé: [Como que regresa y luego sigue con la

misma. |

Puesta en comiin
H3: iAja! Dos puntos cercanos o dos puntos
mas o menos alejados, entonces=
P: =Como que dos veranos ;verdad?
Tendria dos veranos.
H3: Eso es un poco extrafio, creo.
[VG]-1-]00:52:57
P: Y en la pregunta c, ya::: dice ;cudles
permiten explicar el fenomeno de
retrogradacion? (3) Entonces ;cudl o
cuales?
M2: [EL:: modelo 4] ((varios lo confirman))
H4: [El modelo 4]
P: (El modelo 4? Bueno de este equipo
((refiriéndose al Equipo 3)), ya tu
hablaste ((refiriéndose a H3)), entonces
ehm, “M2” o::: “H6” ((llama a M2 y H6
por su nombre)). Coméntenos, del
modelo todos coincidieron que el 4,
entonces (en qué parte del trayecto?
Bueno en la parte derecha, porque
bueno, (incomprensible, 1) de hecho
cualquier planeta. Realmente nada mas
se marca el rastro de uno de los puntos
verdes, pero cualquiera de ellos
de alguna
manera ((realiza el movimiento de un
bucle con su mano e igual que H4)) se
puede apreciar como hay un aparente
cambio de direccion o de trayectoria.

Heo:

[VG]-1-/00:55:15|

P: (Cual modelo podria?

El cuatro.

Bueno, aun asi considero que cualquier
caso, porque en esta parte de aqui
((senalando la parte derecha de Ia
imagen)) en el que hay dos
circunferencias, esa  parte  aun
observandola se podria ver aunque sea
al menos uno, una regresion.

P: (Estan de acuerdo?

No necesariamente, es que del dibujo
pienso que seguramente se podria ver
que el planeta se frena, o sea que va, de
repente va muy lento, se para un instante
y luego ya sigue, pero regresion como
tal, bueno

M2:
Heé6:

que se regrese, pero
que si se frene, en el segundo y tercer
modelo.

En los incisos a, b y ¢, se espera que el estudiante relacione el cambio de luminosidad y las estaciones del afio con la distancia que hay entre T y P, por tanto, el modelo de una circunferencia no permite explicar estos fendmenos ya que esta distancia nunca cambia, no asi en el modelo con 2, 3 y 4 circunferencias en donde la distancia de P a T cambia

durante la trayectoria.

Respecto del fendmeno de retrogradacion, su explicacion estara en los bucles que se generan en el modelo con 4 circunferencias.

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Comparar
El vector velocidad y la trayectoria de planeta.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Comparar
El vector velocidad es tangente a la trayectoria.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: Depende solamente de la distancia del
planeta respecto a la Tierra.

Algebraico: Constante para una circunferencia
de radio r.

Comparar
Verbal: El vector velocidad es tangente a la
trayectoria.

Observar
Verbal: En el modelo 4 se puede ver un retroceso
al dar un giro completo y regresar al mismo
punto.

- Distancia entre la Tierra y el planeta.

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: Suponiendo que el planeta es el Sol, en
el punto mas cerca de la Tierra es el verano,
conforme se aleja el Sol es el otofio, cuando mas
lejos estd es invierno y cuando se vuelve a
acercar es primavera.

Iconico:

~—> ))\ | MoNFEY G

Verbal: Entre mas cerca estén mas luminosos se
ven y entre mas alejados menos luminosos.

Observar
Verbal: Entre mas cerca estén mas luminosos se
ven y entre mas alejados menos luminosos.
Verbal: Se notaria mas la presencia de que la
trayectoria del planeta se regresa y vuelve a
tomar su trayectoria original.
Icoénico:

Ae

- El bucle que realiza el planeta sobre la trayectoria.

.Y si aumentamos el niumero de epiciclos?

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: El brillo de un objeto aumenta conforme
se acerca y disminuye conforme se aleja.
Verbal: si un planeta esta a distancia constante
con la Tierra, entonces su brillo seria constante.
Verbal: En todos ellos varia la distancia a la
Tierra.

Verbal: En la parte derecha el Sol tendria un
acercamiento maximo que corresponderia al
verano. Arriba al otofio. A la izquierda con el
alejamiento maximo, el invierno. Y abajo la
primavera.

Observar
Verbal: Para el modelo 4, en la parte derecha de
la imagen, en la que los circulos se desfasan,
provoca que el planeta gire en sentido opuesto
(horario) al del circulo con centro en la Tierra.

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: Se tendria al astro a la misma distancia
siempre respecto al centro.

Verbal: Dado que su trayectoria no describe un
circulo perfecto alrededor del centro de la
circunferencia.

Iconico:

Verbal: Entre mas cerca estén mas luminosos se
ven y entre mas alejados menos luminosos.

Observar
Verbal: La curva descrita por el cuarto planeta se
corta a si misma en ciertos puntos de la
trayectoria (ver figura).
Iconico:

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: El Sol siempre se halla a la misma
distancia de la Tierra.

Verbal: Las estaciones del afio se dan cuando la
tierra esté a distintas distancias radiales del Sol.
Verbal: pues la distancia del punto P a la tierra
deja de ser igual radialmente en todos sus puntos.

Observar
Verbal: Hay partes de la trayectoria en las que la
trayectoria pasada se cruza con la trayectoria
presente.

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: Siempre esta a la misma distancia.
Verbal: Si uno de estos fuera el Sol y si fuera a
describir una trayectoria rara, entonces se aleja 'y
hace calor y hace frio.

Verbal: Podria decir que aqui es como el verano
y entonces conforme se va alejando es como el
otofo, el invierno, te acercas y es primavera.

Observar
Verbal: Como que regresa y luego sigue con la
misma.

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nocién de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

En la figura se puede que disminuyen.

El nimero de bucles aumenta, teniendo uno de
mayor tamaflo y el resto disminuyendo en
tamarno.

Si consideramos un modelo en el que los radios
de las circunferencias agregadas aumenten, se
obtendria un modelo similar, pero la mayoria de

M3
Solo van disminuyendo los radios.

H1

T, > T'yy4q para todo n natural.

Datos curiosos:

Si dos o mas radios fueran iguales, el planeta
eventualmente chocaria con la Tierra.

Si [math]r n para algun n, las orbitas girarian
alrededor de la Tierra por dentro de la primera
circunferencia.

H3
Solo se vuelven mas pequenos.

H4

A apreciacion del dibujo, la variacion del radio de

las circunferencias conforme se afade otra es zin’
original, R.

Equipo 3
[VE3]-1-01:01:55]

Hé: Cada circunferencia es la mitad de la
anterior, tiene un radio de la mitad de la
anterior. (4) Esta circunferencia tiene un
radio de la mitad de esta.

M3: Si, creo que si. Se van haciendo mas

chicos, o sea de mitad.

La Tierra y el planeta a lo largo de su trayectoria.

Comparar
El Sol y otro planeta.

Observar
El planeta y la trayectoria, vistos desde la Tierra.

Distancia entre la Tierra y el planeta.

Comparar
Las orbitas del Sol y del planeta se sincronizan
durante cierto tiempo.

Observar
El bucle que realiza el planeta sobre la
trayectoria.

Verbal: La luminosidad de un objeto varia con la
distancia.

Algebraico: Si se disminuye la distancia la Tierra
va a recibir mas calor, si se aleja va a recibir
menos.

Verbal: La 6rbita ya no tiene radio constante
Verbal: hay variacion entre la distancia del
planeta y la Tierra.

Verbal: Aquel planeta que rodea a la Tierra que
estd mas cerca de nosotros, entonces tendria
sentido que sélo en esa parte de la orbita hubiera
mas calor aqui en la Tierra y en la parte mas
alejada también tendria sentido decir que es
aquella donde sentimos mas frio.

Comparar
Verbal: Planetas entre el Sol y la Tierra que
estorbaran o hicieran una especie de sombra.

Observar
Verbal: Si es observado desde la Tierra de alguna
manera ((realiza el movimiento de un bucle con
sumano e igual que H4)) se puede apreciar como
hay un aparente cambio de direccion o de
trayectoria.

Puesta en comun
[VG]-1-/02:03:47|

P: (Como cambian los radios de una
circunferencia a otra conforme se van
agregando?

H4: Bueno, tal vez no importe tanto la

expresion, ch, pero, eh, digamos que
decrecian como uno en a la dos n.



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Y si aumentamos el nimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nociéon de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

los bucles aumentarian su tamafio teniendo al
final uno pequefio.

Ademas, hay circunferencias donde la Tierra
queda encerrada en dicha circunferencia o incluso
chocan.

N
g™

Se busca concluir que los radios de las circunferencias tienden a cero en forma cualitativa, para esto los estudiantes podria usar frases como “disminuye

Observar
Los radios de las circunferencias.

Las oscilaciones y cantidad de circunferencias.

Observar

La medida de los radios disminuye.

Aumento del nimero de oscilaciones de menor
tamafio al agregar circunferencias.

Observar
Verbal: En la figura se puede ver que
disminuyen.

M3

Observar
Los radios de las circunferencias.

Observar
La medida de los radios disminuye.

Observar

Verbal: Solo van disminuyendo los radios.

H1

Observar
Los radios de las circunferencias.

Observar
La medida de los radios disminuye.

Observar

Algebraico: 1, > 1,44 para todo n natural.

H3

LRI

n”, “se hacen mas pequefios”, entre otras.

Observar
Los radios de las circunferencias.

Observar
La medida de los radios disminuye.

Observar

Verbal: Solo se vuelven mas pequetios.

H4

Estimar
Los radios de las circunferencias.

Los radios y el radio de la primera
circunferencia.

Estimar
La medida de los radios.

. . , . R
La medida de los radios varia seglin e donde R
es el radio de la primera circunferencia.

Estimar
Verbal: A apreciacion del dibujo la variacion del
radio de las circunferencias.

. R
Algebraico: e
Iconico:

Equipo 3
He: [;Aja!]
H3: , Sl eso que

dices es cierto seria interesante.
((Empieza a medir sobre la pantalla con
el transportador))

M3: (Y por qué con el transportador si tienes
una regla? ((risas))

H3: Porque estd mas chiquito el
transportador “M3” ((llama a M3 por su
nombre)).

M3: iAy! No lo he detenido, qué tonta.

(16)
No m-, si es cierto.

H3: (En serio?

M3: 1Sit

[VE3]-1-/01:03:11]

Hé: Pos no jalo.

H3: (Incomprensible, 1, ;después?) del
tercer circulo ya no jal6 la idea de que
disminuyen a la mitad.

M3: JUju?

H3: Del tercer circulo ya no jalo eso de que
disminuyan a la mitad.

M3: Si:::

H3: (En serio?

M3: Mira aqui son como cuatro y medio=

H3: =Tu tienes unas elipses=

M3: Ah::;, mira y aqui son como dos

veinticinco, y como uno y cacho. Son
casi, si son casi la mitad.

H3: , estos son dos cuatro, dos qué,
dos siete, dos ocho, dos punto ocho jdos
punto ocho! Este si es de uno punto
cuatro, (3) pero este es de
(incomprensible, 2) y este es de seis
milimetros=

M3: =Bueno solo van disminuyendo ;no?
Ya.

Estimar
Los radios de las circunferencias.

Medir
Los radios de las circunferencias.

Observar
Los radios de las circunferencias.

Estimar
La medida de los radios.

Medir
La medida de los radios disminuye.

Observar
La medida de los radios disminuye.

Estimar
Verbal: Cada circunferencia es la mitad de la
anterior, tiene un radio de la mitad de la anterior.

Medir
Numérico: Estos son 2.8, este si es de 1.4 y este
es de 6 milimetros.

Puesta en comun

P: >0k< (3) Ok, entonces (3) TAjat No
importa tanto la expresion matematica,
pero uno como a la dos n, pero ;cémo
sabes que uno a la dos n?

H4: Fue una suposicion.

P: Una suposicion, un supuesto.

HS: Ver-, bueno, tiene varias
(incomprensible, 1, ;formas?).

P: Ok, /quién mas?

Hé: Yo llegué a la misma, a la misma
conclusion.

P: Llegaron a la misma conclusion.

Hé: iAja! Pero es que yo::
veces la animacion.

P: LAja?

Hé6: Y s

, pues si

pareciera que cada radio es la mitad del
anterior.

P: Ok, ;pareciera que cada radio es la
mitad del anterior?

Hé: Si, la expresion es uno entre dos a la n.

P: Ok, pero eso ¢pareciera? ;Cierto?

Hé: iAja! ((asiente con la cabeza))

P: Pero, entonces, (x)si tienes que

contestar algo asi como con certeza
;,qué contestarian?

M3: Pues que [se van haciendo mas
pequenos].

H3: [Pos que se hacen mas
pequetios]

HI1: Que disminuyen.

P: Van disminuyendo ;verdad? Eso es

como con certeza, eso. La expresion
quien sabe, porque habria que tener
como mas informacié::n. Bueno los
compaiieros ((sefialando al equipo 2))
tal vez nos puedan compartir lo que
estaban haciendo, al respecto, porque
ellos si trataron de::: como que medirlo.

H2: Bueno, digamos, los pi- la posicion los
pixeles que habia entre cada, o sea

, pero en
pixeles. Y encontramos que la primera
era la mitad, se aproximaba a la mitad
del primer radio, y la tercera se
aproximaba a la tercera parte del primer
radio, pero la cuarta ya no nos coincidio
que fuera la cuarta parte; o medimos
mal, entonces podria ser uno en- n, o
nosotros, bueno yo también habia visto,
pero nada mas fue asumiendo que fuera
la mitad cada radio, que también era uno
entre dos a la n.

P: Ah ok, pero en lo que coincidian todos
es que disminuyen ¢verdad? ((los
estudiantes asienten con la cabeza)) En
€so si coinciden todos.
“H1” ((refiriéndose por su nombre)) me
dijo por qué no podian aumentar,
entonces no sé si quiera compartirlo con
los compafieros su analisis de por qué no
se pueden, por qué no pueden aumentar
los radios.

H1: Bueno primero me, eh, en el
caso en que::: dos radios son iguales, ahi
eventualmente se produciria un choque
con la Tierra, porque (x)los circulos eh,
no sé si se alcanza a ver ((mostrando su
hoja de trabajo a los compafieros)).

P: Si quieres lo haces en el, en el pintarron.
Ahi hay plumones
HI: El circulo de la tierra y por acé voy a

poner un circulo del mismo radio. Yo
puedo encontrar un punto sobre esta
circunferencia, en la que este, le voy a
poner r dos ((se refiere al radio de la
segunda circunferencia)), un punto
sobre esta circunferencia en la que diste
r dos de la Tierra, aqui voy a trazar otro
circulo y esta que sea la trayectoria del
planeta y se ve que eventualmente aqui
chocaria con la Tierra, en algin punto
(no? Podria ser cuando avance mas, por
aca, pero en algtn punto chocaria con la
Tierra. Y ahora se me ocurri6 que, pues
algo parecido, esta es la Tierra, con un r
dos menor, que realmente podria ser un
r n-ésimo en el caso general, pero que
aqui hubiera un circulo mayor que r tres,
0 sea no pasaria algo tragico pero si
serian Orbitas interiores. Pero serian,
bueno, le darian vuelta a la Tierra por
dentro de la primera circunferencia, si
fueran mayores. Pero el caso feo es que
chocarian con tan solo  dos
circunferencias iguales eventualmente
chocaria con la Tierra.

Observar
Los radios de las circunferencias.

Estimar
Los radios de las circunferencias.

Medir
Los radios de las circunferencias.

Observar
La medida de los radios disminuye.

Estimar
La medida de los radios.

Medir
La medida de los radios disminuye.

Observar
Verbal: Si pareciera que cada radio es la mitad
del anterior.

Estimar
. . 1
Algebraico: Digamos que decrecen como —.
ZTL



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Invariantes de
las acciones

Pregunta b

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
las acciones

Pregunta ¢

Y si aumentamos el nimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nocion de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

Verbal: El nimero de bucles aumenta, teniendo
uno de mayor tamafio y el resto disminuyendo en
tamafo.

- Lamedida de los radios disminuye.

La rapidez es mayor al aumentar las
circunferencias.
Ademas de que la trayectoria una

forma definida al aumentar el numero de
circunferencias.

Observar
Los puntos.

Las trayectorias al agregar circunferencias.

Observar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

La trayectoria va tomando una forma definida.

Observar
Verbal: La rapidez es mayor al aumentar las
circunferencias.

Verbal: La trayectoria parece tomar una forma
definida al aumentar el nGmero de
circunferencias.

M3

Pues entre mas circunferencias se agreguen mas

rapido va el punto Q.

<o

Estimar
El punto Q y la trayectoria.

Estimar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Estimar
Verbal: Pues entre mas circunferencias se
agreguen mas rapido va el punto Q.
Iconico:

- Distancia recorrida en funcion del tiempo.

- A mayor pendiente mayor rapidez.

que recorre el planeta aumenta al | Conforme mas circunferencias se agreguen la
aumentar el numero de circunferencias, asi como | parte derecha se vuelve mas curvas cerradas y la

también de bucles.

parte izquierda se vuelve mas amplia y rapida.
Ademas la parte derecha la en un tiempo
mas lento que la parte izquierda.

H1

Conforme se agregan mas circulos los planetas
tienen que recorrer mayor distancia y hacer mas
giros. Asi que un periodo
constante de rotacion. con
mas rapidez conforme se agregan circulos.

Observar
El punto Q y la trayectoria.

Estimar
El punto Q y la trayectoria.

Observar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Estimar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Observar
Verbal: Conforme se agregan mas circulos los
planetas tienen que recorrer mayor distancia en
un mismo tiempo.

Estimar
Verbal: Tendrian que moverse con mas rapidez
conforme se agregan circulos.

Los planetas van haciendo mas bucles y
conforme se agregan circulos.

Parece que la trayectoria una elipse con

la Tierra en uno de los focos.

La distancia méaxima es la suma de los radios. Asi

que esta suma debe converger para que la figura

converja.

H3

Se vuelve
puntos de la oOrbita mientras el numero de
circunferencias aumenta.

Observar
El punto Q y la trayectoria.

Estimar
El punto Q y la trayectoria.

Observar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Estimar
Distancia recorrida en funcién del tiempo.

Observar
Verbal: Conforme se agregan mas circulos los
planetas tienen que recorrer mayor distancia en
un mismo tiempo.
Iconico:

Q , Recorsido  rapado

Estimar
Verbal: Se vuelve aparentemente mas rapido en
ciertos puntos de la orbita mientras el nimero de
circunferencias aumenta.

Se observan deformaciones en la parte mas
cercana al centro de la trayectoria, las cuales
aumentan cada vez mas

circunferencias. Por otra parte, la trayectoria en su
punto mas alejado describe una perturbacion
grande, la cual tiende a aumentar su tamafio

mas circunferencias.

Observe la simetria horizontal de la trayectoria y
la aparente convergencia hacia una trayectoria
muy bien definida.

OLus cs'Cunterencsas - .
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H4

velocidad recorrida por el punto de la orbita,
aumenta, esto pues la pendientes en la grafica de
los puntos de mayores circunferencias es mayor a
las de menor nimero de circunferencias.

EEINT3

A través del estudio del cambio se pretende que los estudiantes infieran que la velocidad de los puntos sobre cada circunferencia sigue aumentando sin cota, para esto podria utilizar frases como “va mas rapido”,
Segtin la prueba piloto, es posible que para la pregunta b los estudiantes consideren que la grafica se refiere a la trayectoria del planeta al agregar circunferencias, cuando en realidad se refiere al movimiento de cada punto sobre cada circunferencia.

Las pendientes.

Estimar
El punto Q y la trayectoria.

A mayor pendiente mayor rapidez.

Estimar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Verbal: La pendiente en la grafica de los puntos
de mayores circunferencias es mayor a las de
menor numero de circunferencias.

Iconico:

Estimar
Verbal: Conforme se agrega una circunferencia,
la velocidad recorrida por el punto de la 6rbita,
aumenta.

Se va haciendo més uniforme (suavemente

continua) en su parte derecha, pues
pequefios arcos que

modelard una curva suave cuando el nimero de
sea muy grande.

Equipo 3

Observar
Verbal: Solo se vuelven mas pequetios.

mas rapido en ciertos  Conforme se agrega una circunferencia, la | [VE3]-1-|01:04:00|

Hé6: Va aumentando la velocidad ;no?

M3: A no sé, no he vi- no he llegado a esa,
pérame.

(16)

Es que ni sé. La siguiente grafica
muestra la distancia recorrida por el
punto que se mueve sobre las
circunferencias ((leyendo la pregunta))

H3: (Incomprensible, 2) La velocidad estd
aumentando.

M3: Si, es la, la pendiente es la velocidad.

H3: (Entonces?

M3: Entre es mas
grande su velocidad ;no? (4) Por que
recorre mayor distancia en menos
tiempo ;no?

Hé: Exactamente.

[VE3]-1-|02:25:10|- después de la puesta en
comun, H3 elimina una parte de su respuesta
inicial, esta incluia «...aumenta, sin embargo, el
tiempo que tarda un planeta en dar una vuelta
completa permanece constante»

en el mismo tiempo recorre cada vez mas distancia”, entre otras.

Observar
Las graficas.

Observar
Entre mas cercana al eje Y mayor pendiente.
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Observar
Verbal: Entre mas cerca esté del Y es mayor su
velocidad.
Verbal: Por que recorre mayor distancia en
menos tiempo.

[VE3]-1-/01:05:54]

Hé: Agregamos dos circunferencias.

M3: Teniamos tres circunferencias.

Hé: (Incomprensible, 1) la trayectoria ,
la trayectoria se va::: jdeteriorando? ;Se
va haciendo discreta, no?

M3: Oye

He: No si, , aqui. , ahorita vas a ver.
Esta es un poligono discreto.

M3: Pues porque va mas rapido en ese punto.

[VE3]-1-/01:07:13]

H3: No como una especie de elipse
fea.

M3: ((risas)) Parece un (2) gatito del cielo.

H3: JUn qué?

M3: Un gatito del cielo, una nube pues.

H3: Ah:::

[VE3]-1-/01:07:43|

H3: (Coémo cambian las trayectorias
mientras se agregan mas?

M3: Que se vuelve mas como chicharron,
wey, la parte derecha.

H3: jAja!

M3: Y lo avienta mas atrés.

H3: Y si le pongo todos ((se refiere a todas
las circunferencias que permite el
applet))

M3: Ya se hace como chicharrén.

[VE3]-1-]02:27:31]- después de la puesta en
comun, H3 le agrega argumentos a su respuesta
inicial a la pregunta, la cual no incluia la frase «y
la aparente convergencia hacia una trayectoria
muy bien definida»

Puesta en comiin

Algebraico: Asumiendo que fuera la mitad cada

radio, que también era uno entre dos a la n
Medir

Numérico: Encontramos que la primera era la

mitad, se aproximaba a la mitad del primer radio,

y la tercera se aproximaba a la tercera parte del

primer radio, pero la cuarta ya no nos coincidié

que fuera la cuarta parte; o medimos mal.

[VG]-1-/02:03:47|

P: Ok, la siguiente grafica muestra la
distancia recorrida por un punto que se
mueve sobre la circunferencia sexta,
décima, vigésima y trigésima, entonces,
(,como cambia el movimiento de dichos
puntos, (7) de una circunferencia a otra?
Bueno ((H7 levant6 la mano, entonces
H4 le cedio la palabra)).

Pues entre mas aumenten el nimero de
circunferencias, un punto sobre esa
circunferencia va a ser, bueno digamos
un planeta en esa circunferencia se va a
mover a una velocidad mayor que un
planeta en una circunferencia menor.

H4:

H7:

Porque , por
ejemplo, la amarilla es la es que es del
mayor numero de circunferencias,

entonces quiere decir de la grafica que
recorre mayor, mayores distancias en
menores tiempos y::: por eso sabemos
que es mayor la velocidad comparada
con la anterior.

P: (Qué mas? ;(x)Quién esta de acuerdo,
no esta de acuerdo? ;Otro argumento?
Pueden estar de acuerdo, pero tener otro

argumento.
H2:
P: ,Se fijaron en la pendiente?
M3: Aja ((varios estudiantes asienten con la
cabeza)).
Observar

Las graficas.

Las pendientes.

Observar
Distancia recorrida en funcion del tiempo.

A mayor pendiente mayor rapidez.

Observar
Verbal: La grafica recorre mayores distancias en
menores tiempos y por eso sabemos que es
mayor la velocidad comparada con la anterior.

Verbal: Lo mismo, pero nosotros nos fijamos en
la pendiente.

[VG]-1-02:12:23|
P: (Como cambia la trayectoria del planeta
conforme se agregan mds y mas
circunferencias? Ahora si estamos
hablando de la trayectoria del planeta,
entonces qué analizaron de ese. A ver,
quién nos dice qué fue lo que hicieron
para analizar ese.
Nosotros que el punto mas
alejado que estaba, la (incomprensible,
1) de T era la suma de todos, de todas
las otras circunferencias. Entonces entre

tuviera, mas
alejado iba a estar de T, entonces iba a
recorrer una gran distancia en un y
regreso, entre mayor fuera el nimero de
radios iba a ser mas grande, la
trayectoria.
P: (Siempre, siempre iba a ser mas grande
la trayectoria? ;En todo momento?
Bueno, ahi también podriamos
preguntarnos eh::: la relacion entre,
entre los radios. Porque si eh:::

pixeles, si
variara con uno en n no convergeria, o
sea la suma al infinito ser- haria una
distancia maxima infinita.
P: (Si fuera uno en n? ((H1 asiente con la
cabeza)) ;Los radios?

H2:

H1:

HI: Si, en el punto mas alejado, que es la
suma de todos los radios.

P: Ah ok, entonces la suma de todos los
radios seria la que no convergeria, en
ese caso=

H1: =En ese caso=

P: =Si fuera uno entre n.

HI: Si. (3) Si fueran mitades si::, si
convergerian.

P: Uno entre dos a la n.

HI1: iAja! Esa si converge.

HS: Aunque conforme mas circulos

tiende a wuna forma::
(eliptica? Pero es que no sé



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
las acciones

Pregunta d

Y si aumentamos el nimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nocion de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

La intencion es que el estudiante identifique el caracter estable del sistema en forma cualitativa, esto a través de frases como “cuando hay muchas circunferencias casi no cambia la forma de la trayectoria conforme se agregan mas”,

M3

H1

Para esto se espera analice el cambio en la forma de la trayectoria conforme se agregan cada vez mas circunferencias.
Se espera que, expresen que “algo extrafio pasaba con la parte izquierda de la trayectoria”, esto es importante, pues no toda la trayectoria es estable.

Las trayectorias.

Observar
Las trayectorias.

Distancia recorrida sobre la trayectoria.

Observar
La forma de la trayectoria.

Verbal: La distancia que recorre el planeta
aumenta al aumentar el nimero de
circunferencias.

Observar

Verbal: El niimero de oscilaciones aumenta al
aumentar el nimero de circunferencias.

- La forma de la trayectoria.

- La distancia recorrida sobre la trayectoria.

Si, dado que

, al aumentar el
numero de circunferencias en el modelo, la
distancia en la trayectoria es mayor, y por lo
tanto, la rapidez con que se mueve tiene que
aumentar para completar la trayectoria durante el
ciclo.
Al aumentar el nimero de circunferencias, el
punto se mueve mucho mas rapido, y la
aportacion que realiza a la trayectoria puede ser
despreciable, por lo que, se una
forma casi definida.

Observar
Las trayectorias.

Distintas partes de una misma trayectoria.

Observar
La forma de la trayectoria.

Distancia recorrida en funcién del tiempo.

Observar
Verbal: El nimero de oscilaciones aumenta al
aumentar el namero de circunferencias.

Verbal: La parte derecha la recorre en un tiempo
mas lento que la parte izquierda, en una misma
trayectoria.

Si, entre

la forma de la trayectoria no se ve casi afectada
ya que el radio vas disminuyendo tanto de tal
forma que despues que el movimiento del
punto Q es insignificante.

Observar
Las trayectorias.

Comparar
Las trayectorias.

Observar

La forma de la trayectoria.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Observar
Verbal: Los planetas van haciendo mas
oscilaciones y cada vez mas pequefias conforme
se agregan circulos.

Comparar
Verbal: Parece que la trayectoria tiende a una
elipse con la Tierra en uno de los focos.

Si hay relacién. Ya que de b) se tiene que

mas bucles tienen que dar
los planetas. Y de a) se tiene que cada circulo
afladido tiene un radio menor que el anterior, por
lo que su bucle serd de menor longitud que el del
circulo anterior.

H3

Observar
Las trayectorias.

Comparar
Las trayectorias.

Observar

La forma de la trayectoria.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Observar
Verbal: Se observan deformaciones en la parte
mas cercana al centro de la trayectoria, las cuales
aumentan cada vez mas conforme se agregan
mas circunferencias.

Comparar
Verbal: Observe la simetria horizontal de la
trayectoria y la aparente convergencia hacia una
trayectoria muy bien definida.
Iconico:

/\| { ( -
\wihy cartunrereat )

Si, el aumento en la velocidad aparente se
explica por el hecho de que
, sin
depender del numero de circunferencias,
teniendo que recorrer una mayor distancia en un
mismo tiempo (relacion entre a) y b)).
de una mayor deformacion en la
trayectoria se relaciona con la cantidad de
circulos porque al aumentar las circunferencias
aumenta el namero de deformaciones,
volviéndose éstas mas pequeiias y recurrentes en
la trayectoria.
que la forma de la trayectoria tiende
a algo que nos recuerda a una elipse, conforme
se agreguen mas circunferencias esta forma se
definira cada vez mas, siendo que los puntos
tienden a girar sobre el radio mas rapido y su
radio tiende a ser cada vez mas pequefio,
concluyendo que su contribuciéon a la distancia
respecto al centro sera cada vez mas minima.

H4

ERINNT3

Observar
Las trayectorias.

Comparar
Las trayectorias.

Observar

La forma de la trayectoria.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Observar
Verbal: Se va haciendo mas uniforme
(suavemente continua) en su parte derecha.

Comparar
Verbal: Se van agregando cada vez mas
pequeflos arcos que modelard una curva suave
cuando el nimero de circunferencias agregadas
sea muy grande.

Iconico: i
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Conforme se s
la contribucion al giro se desplaza en torno al
centro de masa del planeta, con lo que no se sale
de la forma bien definida que se respondio en el
INciso ¢)

Equipo 3

tiende a parecerse a una...”.

Observar
Las trayectorias.

Comparar
Las trayectorias.

Observar

La forma de la trayectoria.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Observar
Verbal: La trayectoria se va jdeteriorando? ;se
va haciendo discreta?
Verbal: La parte derecha vuelve mas como
chicharron.

Comparar

Verbal: No te parece como una especie de elipse
fea.

[VE3]-1-/01:26:40]

H3: Al final ;qué contestaron?

M3: Ah::

Hé: (En cual?

M3: En lad.

Hé: Yo puse que si, por la conservacion del
momento angular.

M3: Si, yo también, yo puse asi ((risas)).

Heé: (La conservacion del momento
angular? Ok:::

M3: (Tu qué le pusiste? 1Ah caramba? si lo
explicaste bien.

Hé6: A mi me pareci6 trampa, pero.

H3: iAja! (4) No sé
(7

M3: (Incomprensible, 2)

)

H3: Es que no entiendo muy bien qué esta
pasando. O sea, le agregas un circulo
((realiza un sonido repetitivo al afiadir
circunferencias al applet))

M3: Lo vas a bobiar como hace rato
((risas)).

H3: Si, pero le agregas un circulo, pero al
final de cuentas tarda el mismo tiempo
en dar una trayectoria=

M3: =Si=

H3: =Siempre ;no?

M3: No sé, es que. (13) Pero por las
grafiquitas de aqui no parece que tardan
el mismo tiempo, jmira!

H3: Pero se refiere a distancia.

M3: Con respecto al tiempo=

H3: =Respecto al tiempo.

3)

M3: Mmm:::

H3: Tienes (x)un tiempo aqui, bueno
entonces tiene sentido que hagan- que
no hayan recorrido la misma distancia.
Pero, en general, yo siento que:::
aunque agregues mas circulos tardan la
misma cantidad de tiempo en dar la
vuelta. Mira, lo que si es que el punto
parece moverse mas rapido.

M3: Ok:::

[VE3]-1-|02:23:32|- después de la puesta en
comin, M3 cambia su respuesta inicial a la
pregunta. Su respuesta inicial habia sido «Si,
podria tener relacion con la conservacion del
momento angular ya que esto depende del radio
y la velocidad angular del objeto, y
solamente se
agrega la manera de la trayectoria del objeto.»

[VE3]-1-|02:25:10|- después de la puesta en
comun, H3 le agrega argumentos a su respuesta
inicial a la pregunta, la cual no incluia el ultimo
parrafo.

Puesta en comiin
(incomprensible, 2) como verlo porque
es mas grande de un lado y mas chico
del otro.

Observar
Las trayectorias.
Comparar
Las trayectorias.
Estimar

La suma de los radios.

Observar
La distancia recorrida.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Estimar
La convergencia numérica.

Observar
Verbal: Entre mayor nimero de radios mayor
distancia recorrida.

Comparar
Verbal: Conforme mas circulos se
agregando tiende a una forma ;eliptica?

van

Estimar
Numérico: Si estuviéramos midiendo pixeles, si

g 1 .
variara con ; no convergeria, 0 sea la suma al

infinito haria una distancia maxima infinita. Si
fueran mitades si convergerian.

[VG]-1-/02:19:09]
P: Bueno, entonces esa es la pregunta
interesante, eso que acabamos de
responder aca de que va tomando como
una forma definida, en este caso como
un huevo, digamos ;Coémo se relaciona
con esas otras dos? Con que los radios
se hacen cada vez mas pequefos y con
que la velocidad de los puntos es cada
vez mayor. A ver.
Puede ser como un fractal de los arcos
que se van haciendo dependiendo de los
radios que se tengan, y esa es la relacion
que puede exis- bueno para ya
establecerlo matematicamente, va a ser
como la ecuacion de un fractal.

P: (Parece como la ecuacion de un fractal?

H4: Eh, bueno yo entien-, bueno yo pensé
que si los radios fueran iguales en todo
momento, que no pudieran
(incomprensible, 1) entonces ni
siquiera tendriamos esa:: esa forma
que nos plantea el modelado,
tendriamos una forma mas educada
(no? Algo mas concéntrico, pero
siempre (incomprensible, 1). Entonces
también tendriamos que la velocidad
del punto mas, mas alejado con radios
mas o menos iguales, en caso de que no
choquen, iria mas lento, (x)el punto
mas alejado. Bueno, es lo que, lo que yo
pude observar.

P: Ok::: Eso fue lo que pudo observar ;qué

mas?

Por la conservacion del

angular.

P: (Aja, qué?

Heé: Digamos en los puntos en esta parte ((se
refiere a la parte izquierda de la
trayectoria)) se dan radios mayores y
estos mas cercanos cercana los radios
son menores y ya vimos que en las
circunferencias pues la velocidad al
parecer es mayor, entonces, hay una,
buena la pregunta plantea si hay alguna
relacion, entonces yo creo que la
relacion es esa, bueno a parte de otras,
pero seria la conservacion
del momento angular.

HS:

Hé: momento

[VG]-1-/02:21:39)

P: Pero no me queda claro todavia como
afecta eso el momento angular.
He: Porque se tiene que conservar,

entonces, bueno, bueno es que no sé
como plantearlo mejor, no s¢ como
puedo explicarlo. Pero, pues si, a la
pregunta, de que si hay una relacion yo
creo que es el momento angu-, bueno la
conservacion del momento angular.

Es que seria con fuerzas, es decir si es
una fuerza central si, si se conserva,
pero esto son solo trayectorias.

P: (Ustedes qué contestaron, o qué::?

((refiriéndose al Equipo 2))

Hl1:

H2: Pues bueno yo iba a argumentar que
entre mayor numero de Orbitas la
trayectoria total recorrida iba a ser
mayor y, pues yo lo relacioné con eso,
pero no (incomprensible, 2)

P: Ahorita estas repensando el=

M2: =Bueno considerando que:: ese

movimiento es para un solo planeta
(incomprensible, 2)

decia que pues todo ese planeta tenia un
cierto ciclo, un cierto tiempo, y asi
como lo dice “H2” ((se refiere a H2 por
su nombre)) si aumentas el nimero de



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
las acciones

Y si aumentamos el nimero de epiciclos?

Se busca, con apoyo de un applet, vislumbrar la nociéon de estabilidad del sistema, para esto se permite la posibilidad en el applet de aumentar hasta treinta el nimero de circunferencias y asi analizar los cambios que se dan en el comportamiento del sistema.

M2

Se busca confrontar el como cambia la trayectoria del planeta (estabilidad) con lo que provoca el cambio. Sin embargo, determinar como cambia y qué produce el cambio es una tarea cognitivamente muy compleja para los fenomenos de determinacion del estado estacionario (Farfan, 2012; Romero, 2016).

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Se espera que, con ayuda del docente y a partir de las ideas planteadas por los estudiantes, se acerquen a la idea de que al tender los radios de las circunferencias a cero y la velocidad de movimiento del punto al infinito esto provoca que se logre la estabilidad;
es decir, agregar una circunferencia muy pequefia y un punto sobre esta que se mueve muy rapido no provoca cambios significativos en el sistema en general.

El periodo, el tamafio de la trayectoria y la
rapidez.
La trayectoria, los radios y la velocidad.

Dado un periodo fijo, si la trayectoria aumenta
de tamafio también lo debe hacer la velocidad.
Agregar una circunferencia muy pequefia y un
punto sobre esta que se mueve muy rapido no
provoca cambios significativos en la forma de la
trayectoria.

Verbal: Al aumentar el numero de
circunferencias en el modelo, la distancia en la
trayectoria es mayor, y por lo tanto, la rapidez
con que se mueve tiene que aumentar para
completar la trayectoria durante el ciclo.

Verbal: Al aumentar el nGmero de
circunferencias, el punto se mueve mucho mas
rapido, y la aportacion que realiza a la trayectoria
puede ser despreciable, por lo que, se puede
apreciar una forma casi definida.

La trayectoria y los radios.

Agregar una circunferencia muy pequefia no
provoca cambios significativos en la forma de la
trayectoria.

Verbal: Entre mas circunferencias vamos
agregando la forma de la trayectoria no se ve casi
afectada ya que el radio vas disminuyendo tanto
de tal forma que después se vera que el
movimiento del punto Q es insignificante.

Los radios y las oscilaciones.

Mas circunferencias, provoca mas oscilaciones y
como los radios son menores las oscilaciones con
cada vez mas pequeias.

Verbal: Ya que de b) se tiene que mientras mas
circulos mas bucles tienen que dar los planetas.
Y de a) se tiene que cada circulo anadido tiene
un radio menor que el anterior, por lo que su
bucle sera de menor longitud que el del circulo
anterior.

El periodo, el tamafio de la trayectoria y la
rapidez.

Los radios y las oscilaciones.

La trayectoria, los radios y la velocidad.

Dado un periodo fijo, si la trayectoria aumenta
de tamario también lo debe hacer la velocidad.
Mas circunferencias, provoca mas oscilaciones y
como los radios son menores las oscilaciones con
cada vez mas pequeas.

Agregar una circunferencia muy pequefia y un
punto sobre esta que se mueve muy rapido no
provoca cambios significativos en la forma de la
trayectoria.

Verbal: El aumento en la velocidad aparente se
explica por el hecho de que la trayectoria total
del planeta ocurre en el mismo tiempo, sin
depender del ntmero de circunferencias,
teniendo que recorrer una mayor distancia en un
mismo tiempo.

Verbal: Porque al aumentar las circunferencias
aumenta el numero de deformaciones,
volviéndose éstas mas pequefias y recurrentes en
la trayectoria.

Verbal:  Conforme se agreguen mas
circunferencias esta forma se definird cada vez
mas, siendo que los puntos tienden a girar sobre
el radio mas rapido y su radio tiende a ser cada
vez mas pequeiio, concluyendo que su
contribucion a la distancia respecto al centro sera
cada vez mas minima.

- Agregar una circunferencia muy pequefia y un punto sobre esta que se mueve muy rapido no provoca cambios significativos en la forma de la trayectoria.
- Dado un periodo fijo, si la trayectoria aumenta de tamafio también lo debe hacer la velocidad.
- Mas circunferencias, provoca mas oscilaciones y como los radios son menores las oscilaciones con cada vez mas pequerias.

Tarea #2. Etapa 1: Identificacion de acciones

Objetivo de la
Tarea:

Parte 1.

Intencion:
Estudiante
Pregunta a

Comprendiendo el modelo

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

TAREA #2

Significar la convergencia de series trigonométricas mediante la estabilidad de la trayectoria del planeta, caracterizandola mediante el limite de la sucesion de sumas parciales.

La trayectoria, los radios y la velocidad.

Agregar una circunferencia muy pequeflia y un
punto sobre esta que se mueve muy rapido no
provoca cambios significativos en la forma de la
trayectoria.

Verbal: Conforme se va agregando otra
circunferencia, la contribucion al giro se
desplaza en torno al centro de masa del planeta,
con lo que no se sale de la forma bien definida
que se respondi6 en el inciso c).

H1
Meses | OTR | QRP
0 0 0
1 1 3
n n 3n

M2
Meses | OTR (Rad) | QRP (Rad)
0 0 0
1 1 3
2 2 6
3 3 9
n n 3n

M3

Meses | Medidas de | Medidas de
20TR 2QRP
(en radianes) | (en radianes)

0 0 0

1 1 3

2 2 6

3 3 9

t t 3t

H3

Meses | Medida de | Medida de
£20TR 2QRP
(rad) (rad)

0 0 0

1 1 3

2 2 6

3 3 9

t t 3t

H4
Meses | Medida OTR | Medida QRP
0 0 0
1 1 3
2 2 6
t wt wt
rad rad
=1—t =3—t
mes mes
w5 ek F s L0
13 e 4
n; o "t{L\‘”-—’“‘LK“L
.:) 7 ] Cl= e
[’Ttb( Ut - L - 3z Cor®
o =R T
< - \’
= Vo B Y
=V " =7 (? s
(AN gF - B (1~ (o6
Qo =11 (¢ '\' ~‘FT€ L
=180 '{,‘;,{‘»(1——("*0)

Identificar
Los parametros

El periodo, el tamafio de la trayectoria y la
rapidez.

Identificar
Conservacion del momento angular.

Dado un periodo fijo, si la trayectoria aumenta
de tamano también lo debe hacer la velocidad.

Identificar
Verbal: Podria tener relacion con la
conservacion del momento angular ya que esto
depende del radio y la velocidad angular del
objeto, y aqui se presentan los mismos
parametros solamente se agrega la manera de la
trayectoria del objeto.

Verbal: Aunque agregues mas circulos tardan la
misma cantidad de tiempo en dar la vuelta. Mira,
lo que si es que el punto parece moverse mas
rapido.

Equipo 3
[VE3]-2-/00:11:02]
H3: (Cuanto crees que valga ese?

M3: Pues::: jaja!
H3: Asi inicia=

Ma3: Aja, ,y llega mmm en
un mes:::

H3: A un radian por mes, entonces seria uno.

M3: (Cuanto es un radian por mes?

H3: Pues un radian por mes ((risas)).

M3: jAy! si es cierto ((risas)).

H3: El 4ngulo, ;jno?

M3: iAja! Y el de Q?

H3: Y el otro se mueve a tres radianes por
mes.

M3: Entonces serian tres, /no?

H3: jAjal Y asi ya.

M3: Y luego entonces este es dos y este es (6)
[cinco?

H3: (Por qué cinco?

M3: Porque van (incomprensible, 1) ¢no?
Nada mas.

H3: Bueno por el tres radianes. Mira pasan

dos meses entonces cada mes tu::: &ngulo
este son tres radianes veces, dos por tres
son seis radianes ;no?

Puesta en comiin
circunferencias parece que la distancia
es mayor entonces si dejas ese, ese
tiempo fijo por eso también se
determina que tiene que ir mas rapido,
la velocidad tiene que aumentar.

[VG]-1-/02:23:14|

P: Ahorita que dijeron, no es que como
que va tomando ya una forma definida,
se esperaria que esa forma definida sea
la del planeta ;cierto? ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) (Por qué no
cambia esa forma después? ;O sea si yo
sigo agregando circunferencias ustedes
creen que esa forma cambie mucho?

H4: (x)Va a converger, como a lo que va a
ser ;no? Si pues
cada vez se va haciendo mas chiquito
cada radio (x)que le va agregando
entonces cada vez va contribuyendo
menos al giro, y cada vez gira mas
entorno a su propio centro de masa,
entonces ya no va a girar como que va
a ser como diferencia sino en si mismo,
entonces pues ya no cambia tanto la
forma definida.

Identificar
El comportamiento.
Los parametros.

El periodo, el tamafio de la trayectoria y la
rapidez.
La trayectoria, los radios y la velocidad.

Identificar
Fractal.
Conservacion del momento angular.

Dado un periodo fijo, si la trayectoria aumenta
de tamaiio también lo debe hacer la velocidad.
Agregar una circunferencia muy pequefla y un
punto sobre esta que se mueve muy rapido no
provoca cambios significativos en la forma de la
trayectoria.

Identificar
Verbal: Puede ser como un fractal de los arcos
que se van haciendo, dependiendo de los radios
que se tengan.
Verbal: Seria visualmente la conservacion del
momento angular.

Verbal: Si  aumentas el ntmero de
circunferencias parece que la distancia es mayor,
entonces si dejas ese tiempo fijo la velocidad
tiene que aumentar.

Verbal: Va a converger, si le sigue agregando
pues cada vez se va haciendo mas chiquito cada
radio entonces cada vez va contribuyendo menos
al giro, y cada vez gira mas entorno a su propio
centro de masa, entonces ya no va a girar como
que va a ser como diferencia sino en si mismo,
entonces pues ya no cambia tanto la forma
definida.

Puesta en comtin

[VE3]-2-00:56:34|- H3 rellena la tabla en la

pizarra.

H3: Como estamos en el mes cero, tenemos
un tiempo igual a cero, o sea estamos en
la condiciéon inicial, entonces ambos
angulos valdrian cero. Luego como
estamos en el mes uno, el primer angulo
nos dice que avanza o se mueve un
radian cada mes, entonces este va a valer
uno, el otro nos dice que se mueve a una
velocidad de tres radianes cada mes,
entonces seria tres. Bueno aqui ya
podemos continuar con este proceso
seria un dos, aqui seria un seis, tres,
nueve y, en general, ya serian t y tres
veces t.

P: (Si? ;Todos de acuerdo? ;Alguien lo
penso diferente o todos lo pensaron de
esa manera? ((los estudiantes asienten
con la cabeza))

Mes S |
“eses <OTR Qe

vty —

T




Parte 1.
Intencion:
Estudiante
Intencionalidad

Comprendiendo el modelo

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

M2

M3

Se pretende reconocer el comportamiento del movimiento de los puntos sobre cada circunferencia.
Para esta pregunta es probable que la idea de velocidad angular genere dificultades, esto se evidencié en el pilotaje y las diferentes puestas en escena; debido a que la concepcion de radian en si misma provoca dificultades seglin se ha reportado en distintas investigaciones (Akkoc, 2008; Moore, 2009).

H1

H3

H4

Equipo 3

Puesta en comin

(Qué hace?

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Comparar los valores siguientes con el estado
inicial.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Identificar los parametros en una nocion fisica
conocida.

Geometrizar la relacion entre el angulo y la
distancia recorrida.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

Seriar los valores de los angulos en la tabla
suministrada.

(Como hace?

Completando la tabla proporcionada
Considerando que el angulo es el resultado de un
angulo inicial mas el resultado del movimiento
respecto del tiempo.

Completando la tabla proporcionada.

Completando la tabla proporcionada.

Completando la tabla proporcionada.

Completando la tabla proporcionada

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Completando la tabla proporcionada.

Completando la tabla proporcionada.

Argumentos (A)
y confrontaciones

(A) El angulo es la suma de una angulo inicial mas
el cambio del angulo, dicho cambio es Ila

No presenta explicaciones.

No presenta explicaciones.

No presenta explicaciones.

(A) La velocidad es igual a la distancia (angular)
recorrida dividida por el tiempo.

(A) Considerando la velocidad del punto y
haciendo aumentos de uno en uno en el tiempo a

(A) Considerando la velocidad del punto y
haciendo aumentos de uno en uno en el tiempo a

(C) presentados. | velocidad angular por el tiempo. (A) Considerando el sector circular como un partir de cero. partir de cero.
triangulo equilatero y utilizando la ley de
COSenos.
Pregunta b [VE3]-2-00:15:58| [VE3]-2-|01:00:18]- M3 pasa a la pizarra a
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H3: Ya tienes el angulo ese si lo tienes. Y lo
tienes en radianes y ya con obtener (3)
(el radio, no?

M3: Si, pero ya utilizar la distancia de (3) la:::
ecuacion de la distancia entre dos puntos
(3) si tienes las coordenadas, /no?

H3: LY este si lo sabes?

M3: {Qué?

H3: Pues si supieras este entonces ya sabes X.

M3: No, no la sé.

H3: Si, o sea imaginate que esto es R, y te
pregunto que si sabes esto y esto, pero si
sabes esto entonces ya sabes x; y Yy,
porque son las coordenadas del punto R.

M3: (La distancia?

H3: Sabes las coordenadas del punto R

respecto a t que esta=
[VE3]-2-/00:16:38|- M3 interrumpe a H3 y vuelve
a leer en voz alta la pregunta planteada y
contintian dialogando.
[VE3]-2-/00:16:56]

M3: O sea que esto es, el angulo es t, y este
es::: 3t, ;jno? Ah:::

H3: Pero primero hay que encontrar donde
esta este con las puras coordenadas.

M3: En donde estaria (incomprensible, 1,
(R?)

H3: jAja! Con las coordenadas.

[VE3]-2-/00:17:40|

M3: Ah::: tienes el radio, {no?

H3: No.

M3: Si::: el radio de la circunferen=

H3: =Si, si.

M3: Ah::: entonces con eso sale. Mira, lo que
decia Pachequito.

H3: Todo lo haces tridngulos rectangulos.
M3: Ahi estd. A poco no, a poco no lo estas
haciendo triangulos rectangulos.

H3: Si, si estd bien triangulados, bien
triangulados.

[VE3]-2-/00:18:23|

M3: Tienes los radios.

H3: Oye, entonces el tiempo t (2) el tiempo
t, este primero de aqui, bueno si el
tiempo t estd en el lugar de t ;no? Para
el primer circulo y el radio siempre va a
ser %.

M3: jAjal

H3: Entonces ;qué seria aqui este?

Ma3: Seria=

H3: =x; seria [el seno]

M3: [el coseno] si quieres para x;
es el coseno de t.

H3: Si, es cierto.

M3: Es igual a x; sobre %, ({no?

[VE3]-2-/00:28:51]

H3: Ah entonces te digo que podriamos hacer
un origen aqui y luego sacar las
coordenadas aqui.

M3: Respecto a ese origen.

H3: jAja! Y ese seria respecto a x; y a X,.
Entonces lo que tu buscas es esto ;no?

M3: jA:y! A ver.

H3: Lo que se me ocurre es que tienes esto y
si tu buscas estas coordenadas, ;aja?

M3: Uju.

H3: Entonces eso seria lo mismo que la
componente de aqui mas lo de aqui a
aqui, /jno?

M3: Pero es que x, seria la componente de x;
[mas el cachito de este nuevo, ;no?]

H3: [Maés el cachito, exacto]

M3: Ahora si, vamos.

[VE3]-2-100:33:24]

M3: No, pero ya tienes de aqui, /no? x, y y,,
entonces con la de la distancia.

Hé: No, porque aqui tienes esta y este esta
chueco.

M3: No, pero con la distancia entre dos
puntos, ya conoces las coordenadas de
esta y esta esta en el origen.

Hé6: (De T aP?

M3: juja!

Hé6: AhdeTaP.

H3: jAjal y eso ya te lo da para el tiempo t.

Heo: Pues si, si, si.

[VE3]-2-/00:34:33]

H3: Si, tiene sentido porque estas en la norma
comun.

He: Si, si, si.

H3: jAh! tienes razon, entonces seria nada
mas este la norma=

M3: x, al cuadrado menos, mas=

H3: =0 sea la norma de este [vector]

M3: [es mas o

menos, es mas /no?

responder respecto de las coordenadas de R.
Primero dibuja

M3: Bueno, entonces, aqui dice que en un
tiempo ¢, entonces ya sabemos va a ser
un angulo de t y ademas hasta arriba
decia que el radio de:: la primera
circunferencia es 41, 4 sobre 7, entonces
utilizando trigonometria, entonces se
puede calcular el de aqui ((sefiala la
distanciaen el eje X)) y el de aca ((sefala
la distancia en el eje Y)). Entonces
uedaria asi ((escribe en la pizarra

P: iAja! ¢alguna otra idea? jalgin otro
argumento que permita hacer lo mismo?
(7) (O usaron el mismo, exactamente el
mismo argumento?

H1: Yo tengo un comentario.

P: (Aja?

Hl1: (x)Que el angulo ahi si funciona con t
porque la velocidad angular es uno y el
tiempo es t meses, pero en general habria
que poner angulo 8, por ejemplo ;jno? Y
6 seria igual a velocidad angular por el
tiempo.

[VE3]-2-|01:04:18]- H1 pasa a la pizarra a
responder respecto de las coordenadas de P.
Primero escribe:

HI: Si quisiera hacer esto en coordenadas
polares.

P: Juja?

HI: (Incomrpensible, 1) lo pone como

vectores para especificar el punto (x,y) y

en este caso el r n-é€simo seria igual a 47

por uno entre un nimero impar.
P: Juja?
Asinos lo dan al principio, dice que varia
primero 47, y luego 4 entre 37, y 4 entre
57, y en general seria sobre los impares,
empezando desde el uno. Y el, vamos a
ver la féormula, el 6 n-ésimo seria la
velocidad angular n-ésima multiplicado
por el tiempo, y es sustituyendo estos
aqui ((sefiala la primera ecuaciéon que
escribid)), ah bueno, la velocidad
angular es, varia con los impares, en el
primero es uno, sigue tres y asi.
Sustituyendo aqui ((se refiere a la
primera ecuacion que escribio)), puedo
sacar el 4m en::: todos.

P: (Algin otro argumento? El lo hizo con
suma de vectores. ¢Si ven el argumento?
(x)Tengo, no es exactamente una manera
distinta, me voy a aprovechar aqui un
poquito del dibujo de la compafiera.
Entonces, si suponemos que tenemos
otro circulo aqui, para que ya sea el caso
de las dos circunferencias, y un punto P
sobre la circunferencia, entonces
queremos ver sus coordenadas respecto
al centro ;jno? Aqui donde esta la T.

iAja! Entonces yo noté, por ejemplo, que
ya habiamos calculado esto ((se refiere a
las coordenadas de R)), era sencillo, pero
entonces si esto es este::: x; podemos ver
que de aqui ((se refiere a la posicion de
x;)) a::: el lugar donde esta ubicado el
punto del que queremos saber su
distancia, es una pequena distancia x, y
tendriamos que la coordenada respecto al
origen del punto que queremos seria x,
igual a esta primer coordenada que ya




Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta c

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y confrontaciones
(C) presentados.

Parte I1.

Intencion:
Estudiante
Pregunta a

Comprendiendo el modelo

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

M2

Se tienen las coordenadas:

( )= 4(C (lrad t) S (lrad t))
YY1 = 2\ es £ 2% Unes

(x2,¥2)
4 1rad 1rad
=— (Cos ( t) ,Sen ( t))
T mes mes
, o€ t

4 3rad 3rad
+—(Cos( t) S n( ))
T mes

3 mes
(x3,¥3)
4 1rad 1rad
=— (Cos ( t) ,Sen ( t))
T mes mes
4 3rad 3rad
+ — (Cos ( t) ,Sen ( t))
3n mes mes

4 Srad S5rad
= (Cos ( t) ,Sen ( t))
51 mes mes

(o () o (2 m (250)) (o () o () m o 29

M3

H1

dpr(t) =

2

T <C°S(t) + §C05(3f) + gCOS(St)) + (sen(t] e

H3

dr
e e e 1_""3 X=X M(,f, ko
R
Y
Yy W= £V
O
| Pad i
T B da= L Cort flor v 30sp
[ 2y
Moty Llatt v = (act
v _ u /Kot FikCeris LCost )
b=l + 2
° \2 1
A /E e \
- A —Ces / . Jea }')
k= X 3‘—/'“,1\‘,71) SR . e ¢
U y L& xiew1)

Equipo 3

[VE3]-2-/00:40:06|

H3: Aqui va a ser exactamente lo mismo.

M3: Pero con mas términos.

H3: No:::, exactamente lo mismo.
(6)

M3: Solo que aqui van a haber tres.

H3: Si, pero ;cudl va a ser el que sigue?

M3: Cinco.

H3: Coseno de 5t sobre 5.

M3: Si [(incomprensible, 4)]

Hé: [(Incomprensible, 2)]

H3: Ya tienes esto, ahora le tienes que
sumar=

M3: =El otro y la coordenada=

H3: Pero es cinco 7:::

M3: jAjal

H3: Coseno de 57 es lo mismo.

M3: jAjal

H3: Entonces al final de cuentas tu vas a

sacar el cuatro m::: y te va a quedar seno
de cinco veces t.

Puesta en comiin
habiamos calculado mas esta pequefia
distancia.

Entonces si nos fijaramos aqui ((se
refiere al punto R))

, podriamos  hacer
exactamente el mismo proceso que
hicimos aqui ((se refiere al calculo de las
coordenadas de R)) y obtener que la
distancia de este punto a este punto ((se
refiere a la distancia de R a P)), se puede
separar en dos componentes, una vertical
y la otra horizontal, para poder sumarlas,
o sea me refiero a encontrar x y a
encontrar y. Y bueno, como hizo la
compaifiera antes con relaciones
trigonométricas se puede obtener
entonces el valor de x y el valor de y, que
seria este:::

R
/s N&nhﬂ
Xz 2, (34

Y luego vemos que habria que sumar x;
mas x, y; mas y, y nos daria exactamente
el mismo resultado.

4
P: Yenesasxyy 3, qué representa?

M3: El radio de la circunferencia chiquita.

P: El radio de la segunda circunferencia.
(x)Y el 3t que estd dentro de los
argumentos de seno y coseno.

M3: Es el angulo que va.

[VE3]-2-|01:10:22|- H1 indica que para calcular

la distancia se utiliza el teorema de Pitagoras y

que seria lo mismo que calcular la norma del

vector.

No hubo discusion grupal respecto de esta
pregunta.

Se busca construir las primeras tres sumas parciales de dos series trigonométricas, pero con un significado asociado al fendmeno -las coordenadas del planeta- que permite determinar la distancia del planeta a la Tierra. Se espera que los estudiantes recurran a dibujar tridngulos rectdngulos sobre las figuras proporcionadas para identificar las razones
trigonométricas involucradas, aunque para hacer la generalizacion a cualquier valor del tiempo se requiera que la funcion trigonométrica esté construida previamente (Montiel, 2011).

un sistema de referencia adecuado.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
la distancia del planeta a la tierra.

Utiliza coordenadas polares y considera los
puntos como vectores en el plano.

Considerando el caso como una suma de vectores.
Utilizando la formula de norma de un vector.

(A) Los puntos pueden considerarse vectores en
el plano y parametrizarse utilizando coordenadas
polares.

Y si agregamos mas epiciclos?

la posicion del punto sobre la
circunferencia.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
la distancia del planeta a la tierra.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Considerando los cambios en las componentes
del punto que representa al planeta.

Utilizando la férmula de distancia entre dos
puntos.

(A) Considerando el tridangulo rectangulo que se
forma y aplicando razones trigonométricas.

un sistema de referencia adecuado.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
la distancia del planeta a la tierra.

Utiliza coordenadas polares y considera los
puntos como vectores en el plano.

Considerando el caso como una suma de vectores.
Utilizando la féormula de distancia entre dos
puntos.

(A) Los puntos pueden considerarse vectores en
el plano y parametrizarse utilizando coordenadas
polares.

la posicion del punto sobre la
circunferencia.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
la distancia del planeta a la tierra.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Considerando los cambios en las componentes
del punto que representa al planeta.
Utilizando la férmula de distancia entre dos
puntos.

(A) Considerando el tridngulo rectangulo que se
forma y aplicando razones trigonométricas.

un sistema de referencia adecuado.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
la posicién del planeta respecto del
sistema de coordenadas.
la distancia del planeta a la tierra.

Utilizando coordenadas polares y considera los
puntos como vectores en el plano.

Considerando los cambios en las componentes
del punto que representa al planeta.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Utilizando el teorema de Pitagoras.

(A) Los puntos pueden considerarse vectores en
el plano y parametrizarse utilizando coordenadas
polares.

(A) Considerando el tridangulo rectangulo que se
forma.

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

La trayectoria

particular. El nimero de bucles
el nimero de circunferencias.

hasta formar dos lineas paralelas donde la
distancia es minima.
La trayectoria en los laterales se alarga.

M3

una figura | Conforme se le agregan mas circunferencias la
a una recta
y los extremos a circunferencias, ademas el
En la parte central los bucles parecen juntarse mas | tiempo en la parte central es mucho mas tardado

parte central de la trayectoria

que formar que los extremos.

H1
Se una figura parecida a dos lineas
paralelas unidas por arcos.

H3

A medida que se agregan mas circunferencias
podemos una figura
que recuerda a un "huesito", con una linea recta
en la parte central y dos medios circulos en las
partes extremas de la trayectoria que tienden a ser
mas grandes cuando  agregamos  mas
circunferencias.

H4
definida de dos rectas secantes
paralelas horizontales a la circunferencia.

la distancia del planeta a la tierra.
la posicion del punto sobre la
circunferencia.
un sistema de referencia adecuado.
los casos conforme se agregan
circunferencias.

Utilizando la formula de distancia entre dos
puntos.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Utilizando un cambio de sistema coordenadas.
Considerando los cambios en las componentes
del punto que representa al planeta.

(A) Para utilizar la formula de la distancia entre
dos puntos se necesitan las coordenadas.

(A) Considerando el triangulo rectangulo que se
forma y aplicando razones trigonométricas.

(A) Para determinar el cambio se puede
considerar un sistema de coordenadas centrado
en el centro de la circunferencia que se agrega.
(A) La componente siguiente es la componente
anterior mas una diferencia.

Equipo 3
[VE3]-2-|01:18:03|
H3: (Coémo le llamarias tu a la forma?

9
No s€, yo le puse que en la parte central
de la trayectoria ya casi a una
linea recta y en los extremos como
circunferencias, pues ni modo que le
ponga hueso de perro ((risas)).

M3:

la posicion del punto sobre la
circunferencia.
los casos conforme se agregan
circunferencias.
un sistema de referencia adecuado.
la distancia del planeta a la tierra.

Identificando una figura geométrica conocida
sobre la cual trabajar.

Considerando los cambios en las componentes
del punto que representa al planeta.

Utilizando coordenadas polares y considera los
puntos como vectores en el plano.

Utilizando un cambio de coordenadas.
Utilizando la féormula de distancia entre dos
puntos.

(A) Considerando el tridangulo rectangulo que se
forma y aplicando razones trigonométricas.

(A) La componente siguiente es la componente
anterior mas una diferencia.

(A) Para determinar el cambio se puede
considerar un sistema de coordenadas centrado
en el centro de la circunferencia que se agrega.
(A) Los puntos pueden considerarse vectores en
el plano y parametrizarse utilizando coordenadas
polares.

(A) Para utilizar la formula de la distancia entre
dos puntos se necesitan las coordenadas.

Puesta en comun

[VG]-2-/01:58:28|

P: ((Leyendo la pregunta)) ;Como cambia
la trayectoria del planeta conforme se
agregan mas y mas circunferencias?

H4: una forma definida.

P: Entonces, jaja! Supuse que iban a
pregunt- a explicar lo mismo, jverdad?
(A qué se parece esa forma? Si claro,
tiene una forma definida, pero no es la
misma forma de la otra.

H4: Como dos horizontales.

P: Como dos horizonta:::les.
M2: °Curva semiflor®.

(e2))



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y confrontaciones
(C) presentados.

Pregunta b

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

H4

Se tiene como expectativa que el estudiante identifique que la trayectoria del planeta se estabiliza conforme se agregan mas circunferencias. Se espera que la respuesta surja por si sola con base en el trabajo realizado en la Tarea #1.

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

los cambios en la forma de la
trayectoria al agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria para diferentes partes de esta y en
forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma
especifica  conforme se agregan  mas
circunferencias.

(A) Conforme se agregan mas circunferencias las
distintas partes de una misma trayectoria se
modifican.

EL valor de la distancia del planeta P a la Tierra
para los

T 3

wi=

El rango de oscilacion va disminuyendo al

agregar mas circunferencias.

Cuando P estd en los puntos mas alejados, es

decir,en t = w y t = 2m, la distancia al

aumentar el nimero de circunferencias.

valores de t =

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

el tiempo transcurrido en recorrer
distintas partes de una misma trayectoria.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma
especifica  conforme se agregan  mas
circunferencias.

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma
especifica  conforme se agregan mas
circunferencias.

En t=pi/12, 3pi/4 las funciones seno y coseno
extremos ni 0. Pero la distancia

converge.

En t=pi, 4pi las funcion seno

respectivamente. La funcion de distancia se

0y coseno-1, 1

maximiza.
En general, hay 2 maximos y 2 minimos de
distancia segtn el tiempo.

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma
se

especifica  conforme mas

circunferencias.

agregan

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma
especifica  conforme se agregan mas
circunferencias.

t=2mparat = f—z, mientras mas circunferencias
se afladen, la sucesion de puntos P al tiempo t,
forma una espiral calor fijo
(parecido a una serie de Fibonacci)

3 .y
Parat = " la sucesion de puntos vuelve a

de una espiras, pero ahora el punto P,
termina mds cerca de la tierra y se acerca en
menos puntos que en para el tiempo anterior.
Para t = m la sucesion de puntos P
vez mas del punto P, lo mismo para t = 2.
Asi, para cualquier t, mientras mas se alejede t =
m y t=2m, el punto P, mientras mas
circunferencias se agreguen, se acercara al punto

cada

Equipo 3

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma

especifica  conforme se agregan  mas
circunferencias.

[VE3]-2-|01:29:44|

Ma3: (En qué parametro estas?

H3:  Ahes—.

M3: (Incomprensible, 2)

H3: (incomprensible, 2)

M3: Que aumenta como una (2) ¢es

serie de Fibonacci? Porque va asi ((hace

un sonido para explicar la forma)).
[VE3]-2-|01:31:34|
H6: (Ta qué viste de esos?
M3: Pues como va aumentando, pero como
aumenta de distintos lados.
Hé: (x)Quiero encontrar algo analitico aqui,

pero no me da.

[VE3]-2-|01:31:34|- ;refiriéndose a t = y t =
2m?
Mé: jAy! Si es cierto, si oscila, con razén no
estaba loca. En tres cuartos de 7, es que
se me hizo raro que ese no aumentaba
tanto, , y si, solamente
baila.

H3: No es cierto, a ver.

[VE3]-2-|01:34:56]

Hé: (No hay un patron en general ahi?

M3: No.
(6)

H6: Como que va convergiendo a un punto.
(10)
Esta mas que todo, pero va de

manera (2) uniforme.

[VE3]-2-101:37:11]

H3: Y este 2m solo se alarga ;verdad?

M3: iAja! Por la, por la derecha

H3: (Crees que tienda a algin punto en
especifico? Porque, por ejemplo, este,
este que esta aqui ya sabe que esta en la
parte que se hace una linea recta, ;no?
Esa casi no da (incomprensible, 1)
Entonces este de ac4, también tiende
digamos a un punto, pero este de aca
crees que también se acerque a un punto
si agregaras una circunferencia.

No sé, yo creo que, yo siento que ese se
va a seguir

M3:

H3:
Ma3:

(Mmm?

Yo siento que si.

(13)

Huy mira, si esta interesante esto, si es
una serie de Fourier, ;jno?

(Eh?

Las series de=

=Es que es lo que le decia a ¢él, que este
se comporta de otra manera distinta. No
sé si sea, la manera natural.

No, de hecho, si se comporta igual. Has
de cuenta.

No, porque la otra hacia esto ((hace un
sonido para hablar de la forma)).

No fijate, en un instante de t cualquiera
agreguemos dos circunferencias, has de
cuenta que es lo mismo, exactamente
(incomprensible, 1) o tienes tres, tienes
exactamente el mismo, entonces fijate
este es el primer caso en el que
estabamos, este es el caso que
analizamos, /lo recuerdas?

Mmm, ah si tienes razon, si es la misma.

Heé:
M3:
Hé6:
M3:
Hé6:
M3:

Heo:

Ma3:

Puesta en comun

P: Como dos horizontales ;qué mas? ;qué
forma le ven?

Hé: Pos parece una=
P: =;0 le vieron?
He: Especie de mancuerna, como siempre
hay dos circunferencias, bueno a partir
de dos, siempre estdn esas dos
circunferencias ((con sus manos hace
referencia a los extremos de la
trayectoria)) nada mas que parece que
estan agregando mas.

Se estan separando mas ((con sus manos

hace referencia a que los extremos de la

trayectoria se separan))

M3: iAjal

P: Ah ok, si vemos menos, entonces algo

como que se va a ir separando. Vamos a

Ver eso.

Al revés, (X)si ponemos menos entonces

se juntarian.

P: iAja, eso!

(12)

iAja! Puede ser con cuatro, pero salen

como mas pequeias y asi ((con sus

manos hace referencia a que estan los
extremos de la trayectoria juntos))

P: Entonces, otra vez, como que esto y esto
se va separando y aqui en medio qué
pasa, como que se agregan de estos
brinquitos o qué.

H3:

H3:

Heé:

M2: [[Ajal]
H3: [[Ajal], si.
P: (Eso es mas o menos lo que pasa? ((los

alumnos asienten con la cabeza))

las diferencias en la trayectoria al
agregar circunferencias.

Considerando los cambios en la forma de la
trayectoria de forma global.

(A) La trayectoria comienza a tomar una forma

especifica  conforme se agregan mas

circunferencias.

[VG]-2-/02:02:31]

P: (Qué fue lo que hicieron?
©))
(Le movieron acd? ((Los alumnos
responden afirmativamente)) Entonces
por ejemplo para t=% Lqué
respondieron?

H4: Primero tiene como esa (x)de
(x)espiral

P: iAja!

H4: a un valor fijo.

P: Y converge a un valor fijo, aja ;qué mas?

Entonces va tomando como esa forma de

espiral y parece que converge a un valor.

Pues si, como que , {(no?

Oscila entre un valor y siempre va ((con

su mano hace un movimiento con el dedo

que va de un lado a otro))

No:::;, porque ves que se forma una

espiral ((hace el movimiento en espiral

con su mano))

O sea si, pero si lo ves digamos en la

manera lineal como que va oscilando

hasta llegar a un valor.

P: juja! Ok, entonces si, va formar como
una espiral, pero se va moviendo como
alrededor (x)de algliin valor especifico.
((Los estudiantes asienten con la

cabeza)) Ok. (En t =%ﬂ sucede lo

mismo, o? ((Varios estudiantes dicen que
No))

3
(No? Sucede otra cosa, vamos a ver, 2

Heo:

H3:

Heé:

ver, qué pusieron que sucedia antes de
que lo veamos.

M3: Primero aumenta y luego se queda

en un valor.

P: 3% aqui estd, es 2.36 mas o menos, ok
entonces veamos, entonces primero
aumenta, empieza en 1.27.

M3: iAja! Aumenta y ya después va, (x)se
queda oscilando.

H4: Pero eso es lo mismo que la otra, ;no?

H3: Si, si es lo mismo.

Heé: Pero es diferente, a no si.

M3: No, es que se queda como en un
parametro.

P: Como en un pardmetro. Porque esta es
como en uno uno, uno dieciocho,
diecisiete

M3: Y baja y sube, y oscila.

P: Baja y sube. ;Como que si se comporta
similar, no? ((varios estudiantes

responden que si)) Como que oscila
también igual alrededor de algin, de un
valor.

[VG]-2-]02:04:44]

P: (Ent=myt=2m?

M2: Crecen (incomprensible, 1).

M3: Crecen.

H4: Crece ala , los radios.

Hé6: Ah, pero es maximo ¢ verdad?

P: Crecen lo mismo nada mas que una esta
aqui y la otra estd de este otro lado,
(verdad? ;Si? ((H6 asiente con la
cabeza)) (Entonces qué pasa ahi,
entonces con la, con la distancia del
planeta?

M3: Aumenta=

He: =Se va haciendo mas grande.

P: (Siempre aumenta?



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y confrontaciones
(C) presentados.

Pregunta ¢

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

Se pretende propiciar un analisis numérico de la variacion de una suma parcial a otra, se busca que el estudiante se percate que la trayectoria del planeta no es estable para todos los valores del tiempo.

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en el valor numérico de la
distancia al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
oscila cada vez mas cerca de un valor especifico
al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
aumenta conforme se agregan circunferencias.

dpr
n 2 n A '
= (Z 7; Cos((2i — 1)t)) + (Z 7; Sen(( 7
i=1 i=1
Conr; = 21571

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en el valor numérico de la
distancia al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
oscila alrededor de ciertos valores al agregar
circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
aumenta conforme se agregan circunferencias.

los valores del tiempo en los argumentos
de seno y coseno.

Revisando si para dichos valores seno y coseno
alcanzan valores criticos (-1 o 1) o cero.

(A) Si seno y coseno no toman valores criticos
para valores especificos del tiempo, entonces la
distancia converge.

(A) Para un tiempo igual a los multiplos de 7 la
distancia se maximiza.

dpr(t)

- % [Z 20 1— (2 1”)]2 - [Z 21'1— 1

i=12,..,n

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la posicion del punto al
agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta oscila cada vez
mas cerca de un punto especifico al agregar
circunferencias.
(A) Para cierto tiempo, el planeta se aleja del
centro de la circunferencia conforme se agregan
circunferencias.

H4

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la posicion del punto al
agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta oscila cada vez
mas cerca de un punto especifico al agregar
circunferencias.
(A) Para cierto tiempo, el planeta se aleja del
centro de la circunferencia conforme se agregan
circunferencias.

n 2
4 cos(2n — 1)t
"t Z n—1
1
n 272
N zsen(Zn—l)t
- 2Zn—1

1

Equipo 3
Hé: Entonces fijate al agregar cuatro,
tendrias este  (incomprensible, 1,

(radio?) y obviamente converge a algiin
punto.

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la posicion del punto al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en el valor numérico de la
distancia al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta oscila cada vez
mas cerca de un punto especifico al agregar
circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta se aleja del
centro de la circunferencia conforme se agregan
circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
oscila cada vez mas cerca de un valor especifico
al agregar circunferencias.

[VE3]-2-|01:55:57|
H3: Pues si, es lo que se me ocurre. Es

, pero ahora con
esa madre, el valor del radio y el valor de
a velocidad angular. (incomprensible, 2)
La velocidad es angular en términos
generales, ;no?
igjua!
Entonces la imagen respecto de la
horizontal seria esta, seria velocidad por
tiempo.

M3:
H3:

[VE3]-2-101:57:46]

H3: Creo que ya “M3” ((se refiere a M3 por
su nombre)).

A ver.

Sabemos. Tienes aqui el primer punto y
esoes R;.

jUja!

El coseno de la primera velocidad
angular, que ya sabes quién es, igual trae
el seno, ;/no? Aqui también este la
coordenada luego de (incomprensible, 5)
entonces eso, crearia tu primer punto
aqui. Y luego como

M3:
H3:

M3:
H3:

, tienes
que saber el otro radio, tienes que saber
la velocidad angular, pero es el mismo
tiempo, entonces vas a tener que sumar
estos, lo mismo para los n.

Ma3: Entonces nos quedaria la raiz.

Puesta en comun

Hé: jAja! Siempre se va a

P. (Tendra cota? ;Sera acotado o no?

HI: iSi!

H3: Yo creo que si.

HI1: Hay otra serie, para:::;, bueno para

valores finitos, como ahi lo aproxima.
Eh, (x)la serie, cudl era, suma parcial.
P: juja!
La serie trigonométrica, de hecho, esta
(x)no cumple aqui, pero para valores
finitos si converge, se estaria estirando
((explica con el movimiento de sus
manos))
P: Ok, otra vez, la convergencia es algo de
infinitud, ;si?
HI1: iAja! (x)No converge.
P: Entonces=

H3: (Incomprensible, 1)

HI1: La horizontal

H3: iAja!

H1: O sea, la vertical si, pero la horizontal se
va indefinidamente ((explica
con el movimiento de sus manos))

He: Pero es que van decreciendo los radios
cada vez maés, o sea (x)si hay un valor al
que tienen que=

H3: =Pero van a seguir sumando algo.

HI: No, porque ya vieron (x)como definimos
los radios.

He6: Es como la serie zin, 0 sea va creciendo
va sumando algo, pero si hay un valor al
que igual llegas

H1: (x)En la tarea pasada definieron al radio
como, o sea decrecia conforme a los
impares, y

, ni la de todos los naturales, ni
pares ni impares converge.

P: Entonces aqui lo que esta pasando es que
estamos sumando [los radios].

HI1: [Los radios] y el
siguiente  es:::, decrece conforme
impares, {no?.

P: Entonces, como que unos dicen que si'y
otros dicen que no.

H6: Pues yo digo que si converge.

P: Sigues convencido de que si converge.

[VG]-2-/02:07:10|

HO: Si convergeria, porque estaria acotada.

P: (Por qué?

HO: Porque:::, o sea, para valores ya muy
grandes, el radio seria cada vez mas
pequeilo, entonces llegaria a un punto en
el que como que no estaria sumando
nada, entonces, si le sumas algo mas
grande, ya estaria acotada y creceria
siempre, entonces tiene que converger.

P: OK=

H9: =Bueno también dependeria de la
relacion entre los radios, porque=

HI: =Pero hay series decrecientes que no
convergen.

H3: iAja:::!

HI: Como la de los naturales, % no converge.

HO: No, si, méds bien dependeria de la

relacion entre los radios, porque aqui en
este ejercicio no te lo esta especificando,
que es igual al anterior, entonces podria
converger o no converger.

la distancia del planeta a la Tierra al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en la posicion del punto al
agregar circunferencias.

Considera los cambios en el valor numérico de la
distancia al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta oscila cada vez
mas cerca de un punto especifico al agregar
circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el planeta se aleja del
centro de la circunferencia conforme se agregan
circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
oscila cada vez mas cerca de un valor especifico
al agregar circunferencias.

(A) Para cierto tiempo, el valor de la distancia
aumenta conforme se agregan circunferencias.

[VG]-2-/02:09:26|- El estudiante H2 pasa a
resolver en la pizarra. Y escribe lo siguiente:

= LACAE) 4ol

Luego asegura:
[VG]-2-/02:10:04|

H2: Si no sabemos los radios ni su velocidad
angular, .

HI: Dice que retomemos los ejercicios
pasados.

P: iAja! En este si, en este, en este en
particular cémo seria, digamos (la)
formula.

H9: Cuatro entre 2n — 1 ((sigue escribiendo

en la pizarra la formula con ayuda de los
demas estudiantes))

dy)= @'Y@(w\tﬁ ol
= %ﬁ kl:ﬂ'T)TlC 05(@'\4)‘(D%_}‘-]S\" K@M)_t))m

1
[VG]-2-/02:11:35]
P:
M2:

; Qué representarian estos ?
(’Q p n-1)m

Los radios ((junto con M2 la mayoria

indica que los radios))

P: El radio de la circunferencia (3) (Y lo
que esta adentro, el (2n — 1)t?

H3: Pos, el angulo.

P: El angulo que va cambiando, ;verdad?

HI: Velocidad angular.



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y confrontaciones
(C) presentados.

Pregunta d

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)
y
confrontaciones
(C) presentados.
Pregunta e.1

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

Matematizar el fendmeno como una generalizacion de los resultados obtenidos en la Tarea #2 - Parte 1.

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Aplicando la misma estrategia de soluciéon que en
los resultados obtenidos en la Tarea #2 — Parte 1.
Utilizando la féormula de norma de un vector.

(A) Graficamente muestra que extiende los casos
con una, dos y tres circunferencias, para el resto
de los términos.

Su  comportamiento  puede  considerarse
oscilatorio. Alcanza un valor maximo y un valor
minimo.

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

No presenta argumentos.

Se debe conocer el radio de las circunferencias y
su velocidad angular para poder la
distancia del punto P a la Tierra.

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

No presenta argumentos.

Es una funcion en la que los maximos y minimos
se pueden intuir sin mucha dificultad (multiplos
de pi y multiplos de pi medios,
respectivamente). Pero analiticamente es dificil
de demostrar.

Es una funcion periddica.

impares

H3

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Aplicando la misma estrategia de solucion que en
los resultados obtenidos en la Tarea #2 — Parte 1.
Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

(A) Graficamente muestra que extiende los casos
con una, dos y tres circunferencias, para el resto
de los términos.

Es necesario conocer el radio de cada circulo
utilizado en el modelado de la trayectoria, asi
como su velocidad angular para poder

a la que tendera la trayectoria cuando
agreguemos mas circulos, este hecho se sigue de
que estos parametros alteran la forma de la
trayectoria final.
Seria conveniente que tanto los radios como las
velocidades formen una progresion para poder
formar trayectorias interesantes.

H4

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

No presenta argumentos.

Para empezar, siempre ,y este
valor es mas pequefio conforme t se aleje que piy
2pi, pues la parte sinoidal se anula, la parte del
coseno se vuelve 1y solo se suman los términuos
del numerador y P se aleja horizontalmente.

Equipo 3

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Aplicando la misma estrategia de solucioén que en
los resultados obtenidos en la Tarea #2 — Parte L.
Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

(A) Teniendo los datos de radio y velocidad, se
hace lo mismo que cuando se calculd la formula

para una, dos y tres circunferencias.

No hubo interaccion al responder a esta pregunta.

Puesta en comun

P: El 2n — 1 seria la velocidad angular ;Y
el 2n — 1)t?

HI1: El angulo.

P: La medida del angulo en radianes.

la regularidad a partir de los
primeros términos de la suma.

Aplicando la misma estrategia de solucion que en
los resultados obtenidos en la Tarea #2 — Parte 1.
Agregando los términos necesarios a las formulas
construidas en la Tarea #2 — Parte 1.

(A) Teniendo los datos de radio y velocidad, se
hace lo mismo que cuando se calcul6 la formula

para una, dos y tres circunferencias.

[VG]-2-/02:14:19)

P: Bueno entonces esa formula ;Qué
relacion tendria con eso? Digamos, con
la estabilidad y con la, y con eso que
respondieron aqui arriba.

H4: Nada mas que lo describe=

P: =¢Qué puedes decir del comportamiento
de esta formula, a partir de eso que
respondieron ahi en esas preguntas?

HI1: Ah:: Es que la formula 2o la
forma que toma la figura.

P: iUja! (Y respecto de lo que respondieron
arriba de va tomando una forma
definida?

H4: Habria que ver los

. Meter al t en la formula y
averiguar la convergencia.
P: iAja! Por ejemplo, una cosa que podrian

. . V1 , r
decir es, si ponen t = 5 (qué le pasaria

12
a esa formula? ;seria convergente o

divergente?
M2: Convergente.
H3: Convergente.
HI1: (Cual?
P: A esta.
M2: [Converge].
H1: [Convergente].
P: (Siponent = %"?
H3: Converge.
P: También. Donde no tenemos, este, un

acuerdo es en t = m y t = 2m, (cierto?
((H3 asiente con la cabeza))

Este inciso conduce hacia la interpretacion de la matematica involucrada en el fendmeno fisico, relacionar la estabilidad de la trayectoria el planeta con el limite de las sumas parciales involucradas en la formula calculada en el inciso c. Esto es de suma importancia, pues en el trabajo de Fourier siempre hubo un ir y venir entre el fenomeno fisico y la
matematica involucrada, para validar la segunda en la primera (Farfan, 2012; Farfan & Romero, 2017).

la distancia del planeta a la tierra
respecto del tiempo.
valores maximos y minimos.

Considerando el
acotado.

movimiento oscilatorio y

(A) Su comportamiento puede considerarse
oscilatorio. Alcanza un valor maximo y un valor
minimo.

Tiene un en cuando
aumenta el nimero de circunferencias.
En los valores de t = 0, t = 2, cuando

aumenta el nimero de circunferencias.

los parametros necesarios para
matematizar.

Considerando los parametros involucrados en la
formula obtenida en la pregunta anterior.

(A) Conociendo los radios y las velocidades de
los puntos se puede calcular la férmula de la
distancia del planeta a la Tierra.

Se comporta como una seriec de Fourier de
Cosenos, que dependera de la velocidad angular,
ya que un punto maximo un
minimo y vuelve a recuperar un punto maximo
en un determinado.

las caracteristicas de la formula.

Considerando la formula como una funcion.

(A) Es una funcion acotada y perioddica.

Conforme aumenta el ntimero de circulos.

el valor maximo hasta el minimo dentro
del intervalo ((2n—2)m, (2n—1m) y del
minimo al maximo dentro del intervalo ((Zn =
1), 2nm).

los parametros necesarios para
matematizar.

Considerando los parametros involucrados en la
férmula obtenida en la pregunta anterior.

(A) Conociendo los radios y las velocidades de
los puntos se puede determinar la forma de la
trayectoria del planeta.

Como una especie de serie (suma infinita) de
cosenos, esto se deduce de la expresion general
calculada para la distancia de T a P y de la forma
de la suma parcial de abcisas cuando se tiene una
sola circunferencia, la serie se deforma hasta el
punto en que una especie de senal
con forma de V.

las propiedades de la grafica en la
formula.

Considerando la convergencia y la forma de la
trayectoria.

(A) Converge para cada valor de t, este valor es
mas pequeiio conforme t se aleje que 7 y 27,
justo en esos valores P se aleja horizontalmente.

Toma un en npi

[VE3]-2-02:14:20|

M3:  Dice abscisas primero, ;no?

Hé6: Las abscisas convergen a la funcion
periddica, ;no?

M3:  Ah::no sé.

[VE3]-2-02:14:59)

H3: (Seré que esta es una serie de cosenos y
la otra una serie de senos?

M3:  Tendria sentido.

H3: Puramente de senos y una puramente de
cosenos.

M3:  Una serie de (incomprensible, 1) en
cosenos, tendria sentido.

H3: Si, (no? Porque, porque ve lo que
tenemos aqui una suma pura de cosenos
y aca una suma pura de senos.

M3:  1Pues es lo que te dije desde hace rato

[VE3]-2-/02:16:04]

Hé: (A donde converge?

M3: ((risas))

Hé: Diverge, ;no?

M3: Ah, si es cierto. No sé, es que no hemos
visto convergencias asi.

He: (Qué te pasa “M3”? ((se refiere a M3
por su nombre))

H3: Pos ahorita tienes que ver a donde
converge, es como las otras dos, la de
senos se ve muy clarito que (x)a
un valor positivo y al otro se va a otro
valor negativo nada mas.

Hé: Una se va a=

H3: =Ah bueno, pero eso no quiere decir que
converja verdad.

M3:  No::

H3: O sea que se vuelve mas bien como una
funcioén escalonada.

M3:  ;Si::? ((risas))

H3: Pero la serie es diferente, jno?

He: Es que no es una funcion escalonada.

H3: Si, (no? La otra, la del seno.

M3:  Lade los senos.

Hé: No:::, (xX)no es escalonada. Lo que pasa
es que esta cosa esta muy chiquita, pero
aqui tienes el mismo comportamiento.

M3:  Es que parece un seno amortiguado.

las propiedades de la grafica en la
formula.

Considerando la convergencia y la forma de la
trayectoria.
(A) Converge para cada valor de t, sin tener

certeza de lo que sucedeent =yt = 2m.

[VG]-2-]02:16:46|

H7: Pues que es una funcion oscilante y los
maximos y minimos la suma de los
radios.

P: Ok.

H4: Que también un valor constante,
(no? Entre 0 y 7 (x)las sumas de las
coordenadas.

H7: Pero si las abscisas no son coordenadas.

H4: Ah de las abscisas, pues como quiera es
continua, ;no? La grafica que describe.

P: Ok, ¢y en w?

H3: Parece una discontinuidad.

P: (Parece una discontinuidad? ;de qué
tipo?

H4: Una divergencia, jno?

H7: Pero aqui toma el valor de la suma de
los radios, jno? Y no sabemos si
converge o diverge.

P: Aja verdad, estd esa discrepancia.
Entonces, si converge ;qué deberia
pasar ahi?

H4: Convergeria a la suma de los radios.

P: LY sidiverge?

M2: Se va ((mueve sus manos de abajo hacia
arriba para explicar el
comportamiento))

P: Da infinito, ;cierto? Pero la grafica qué
es sugiere ;qué converge o que diverge?

H4: No sé, la grafica me indica que
converge.

M2: Es que ahi nada mas estamos probando,
bueno=

P: Muy poquito ((hace referencia al
numero de circunferencias usadas para
ver la grafica))

M2: Y se va viendo que el minimo va

bajando cada vez mas.

P: Ok, conforme le agrego las::: otro n,
otros n’s, voy a ponerle otros. Ahi en
21, voy a ponerle bastantes ya, los 25. Y
lo que hizo fue bajar mas, ;verdad?
Entonces conforme le agrega el n, dice
“M2” ((se refiere a M2 por su nombre)),
entonces, este, como que se va haciendo
mas hacia abajo siempre. Entonces, si le
ponemos n = 50 probablemente esté
(x)mas abajo, ;verdad? Entonces qué
les dice eso ;que es acotado o no es

acotado?

H1: No parece.

P: Parece que no es acotado, ;verdad?
Entonces ;converge o diverge?

M3: Diverge ((junto con M3 responden

varios estudiantes))

P: Pareciera, ;verdad? Que diverge
entonces. Entones podemos volver a las
preguntas anteriores /qué pasa en t =
1T, con la distancia?



Parte II. (Y si agregamos mas epiciclos?
Intencién: Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun

H1: (Incomprensible, 2, ;Seria evaluando en
la serie?) ((sefala la formula de la
distancia escrita en la pizarra)) Pues el
seno se cancela, en todos los multiplos
de & se hace 0.

P: Se hace 0, jaja!

Hl1: Y el coseno son multiplos impares de
o de —m y eso siempre va a dar, por
ejemplo, el de da —1 con os de —m, ;no?
Digo con los de m da —1 y con los de
—TL.

M2: Lo mismo.

Hl: También, asi que seria la suma de,
bueno mas bien la serie que suma los
inversos de los impares y eso diverge.

Pregunta e.2 Al aumentar el nimero de circunferencias la | Se comporta como una serie de Fourier de Senos, | Conforme aumenta el numero de circulos. La | Como una especie de serie (suma infinita) de | Toma un valor constante en 1 y -1. y se mantiene | [VE3]-2-|02:07:56| [VG]-2-/02:23:48|
suma se acerca a 1 en el rango (0,7), mientras | que dependera de la velocidad angular, ya que | suma de las abscisas se vuelve igual a 1 dentro | senos, esto se sigue de la expresion general | por un intervalo de y -piy pi H3: Entonces tiende a dos rectas ja la | HI: Esa si converge.
que en el rango (7, 27) la suma se acerca a -1. inicia en un punto maximo se mantiene por un | del intervalo ((Zn —2)m, (2n — 1)11) ((2n-2) y | calculada para la distancia de T a P y de la forma funcion escalonada? No, si brinca | P: Esa si converge (en todos .105 puntos?

intervalo de tiempo y después alcanza un minimo | _1 dentro del intervalo ((Zn - D, an[). de la suma parcial de ordenadas cuando se tiene mucho ;no? _ ¢En todo lado, para cualquier valor de
donde de igual manera se mantiene constante y una sola circunferencia la cual es una funcion H6: Yo estoy analizando el coseno. t? . . -
el proceso se repite. Comportandose como un seno, con una cierta amplitud. M3: Aver. o o HI: Bueno, para t igual multiplos de PY
pulso. La serie parace deformarse hasta el punto de H3: No, pero es que si tiende a esa, (no? Si bueno multiplos impares.
. . g da la escalonada. X n X .
formar una funcién pulsante y periddica. M3: {Ash! P: (Soloparat = 5 basa eso? (Solo aqui o
H3: Pero si le agregas mas puntos podriamos aqui? ((sefialando el valor en la grafica))
alinearlo. Mira, es como una recta no, | Hl: Bueno si, (x)es facil demostrar ese, para
pero es que esto no me gusta. otros valores (x)no se cOmo se
M3:  Pero es que salen picos. Mas bien parece demuestra que converge.
un seno, ;no? P: Pero ;qué pueden ver de la grafica?
H3: No, estd raro, porque seno no HI Que si.
(incomprensible, 1, ;tiene picos?) M2: Que converge.
M3:  Pero yo creo que le metieron un::: una = HI: Para intervalos de, si intervalos
funcion exponencial, a lo mejor una abiertos, ;no? Que est¢ dentro del
composicion entre el seno intervalo (0, 7).
(incomprensible, 1) y una funcién expo- | P: Ok.
y una (incomprensible, 1) HI: Y 2m=
H3: (Qué esta pasando? ((risas)) p: =(Abiertos?
M3:  Si, ponle ti que el seno no tenga una =HI: iAja! Intervalos abiertos.
(incomprensible, 1), da positivo de cero = P: Entonces ;qué pasa (x)en m?
a pi y que el (incomprensible, 1) da = H4: Se cancela (incomprensible, 1), porque
negativo de p] a dos pl’ Z)no? [(X)ahi estala discontinuidad].
HI1: [(Cuales son las discontinuidades?] ¢ las
[VE3]-2-/02:22:51| qué, las coordenadas?
H6:  Tendria sentido considerar que esta tiene = P: ¢Tendra? ;Que habia dicho? “H8” ((se
(incomprensible, 1), ;no? refiere a H8 por su nombre)) me habia
H3: Si, si, es una funcidn escalonada, como dicho algo ahi de ;cerca de T qué pasa
se llama ese tipo de funciones. Es que 0 qué parecia que pasaba?
hay un tipo de funcion, ;no? Cuadradas | M2: Las discontinuidades.
0 no sé cOmo= HS: La trayectoria (x)de. Ya se me olvido
H6: = Cual? ((risas))
H3: La que forma esta. HI1: Se hace cero, bueno (x)se ve (x)de la
Heé: LA trozos? funcién y también de la grafica que en
3) 1, la suma de las ordenadas es cero,
H3: iAja! Si. porque solo, bueno estd completamente
M3:  Pero es la funcion de escalon::: estirado en X.
H3: Es que la funcion escalén es cero y luego | P: Ok ¢(qué opinan los demas? (6) “H8”
de repente empieza a valer uno. ((se refiere a H8 por su nombre)) me
M3: iAja! Y luego es discontinua en un habia dicho que cerca de m, cerca, no me
punto, pero la puedes hacer continua sin dijo en m, sino cerca de , parece que
retornos. diverge. ;Vamos a ver qué opinan de
H3: iAja! Es que aqui se ve que es mas o eso? (Si me habias dicho eso verdad
menos algo asi, pero es que no quiero “H8”?
decir que es justamente un escalon, | HS: Si.
porque no parece que valga lo mismo. P: Vamos a poner menos ((se refiere al
M3:  jAja! numero de circunferencias en el applet))
H3: Yo digo que es mas bien como una para ver qué se ve y vamos a quitar la de
especie de pulso o algo asi. las abscisas. Asi se ve con cinco (9).
Heé: O sea, es porque= Entonces veamoslo con seis, voy a
M3:  =Ah::: quizas pulsos. quitar el, a limpiar para que, asi se ve
Hé: (x)Es que realmente te faltan puntos, o con seis(9). Si, ahora con siete (12).
sea por si, es que si, ese si va asi. (Qué les parece que sucede ahi,
H3: Entonces tendria sentido decir que es converge o diverge?
como. HI1: Converge, simplemente que cambia
M3:  Un pulso. muy rapido al otro valor de
He6: Es periddica en esos intervalos. convergencia.
H3: iAja! Porque el pulso si es perio:::dico. | P: (Qué opinan los demds?
Hé: Y tienes puntos de discontinuidad. H7: Que diverge.

P: Que diverge.

H2: Pero es que del movimiento del Planeta
se ve que da cero. (Incomprensible, 1)
es continuo porque da asi como saltitos,
tendria que pasar por cero.

HI1: Si. Bueno, en el tiempo se ve que por
ahi tiene que pasar mas rapido, por eso
se ve la caida abrupta. Pero en la figura
simplemente tendria que pasar por el
cero, porque hay un punto en que los:::
la  cadenita de circulos estd
completamente horizontal, no hay
ningln termino en Y, 0 sea en 1, y en,
aja, todos los multiplos de 7.

Pregunta e.3 En la respuesta (a) menciono que la trayectoria | Que ambas se comportan como funciones | En multiplos de pi las abscisas estan | No cabe duda de que la relacion existente es | Concuerdan con las respuestas en a) y b) No hubo interaccion al responder esta pregunta. | [VG]-2-|02:28:08|- el profesor indica que lo
se vuelve mas alargada en m y en 27, lo cual | periodicas y dependeran de la velocidad angular | completamente estiradas, por lo que ahi son los | aquella que produce el hecho de que las discutido en las dos preguntas anteriores ya
concuerda con ésta grafica donde podemos ver | que tengan y los radios de la circunferencias que | maximos o minimos en los que alterna la | coordenadas del planeta respecto al tiempo estan incluye la respuesta a esta pregunta.
minimo y maximo respectivamente. (Maximos si | se van agregando. funcion. Luego los circulos se enciman sobre las | expresadas como sumas de senos y cosenos,
se toma el cuadrado de las sumas). lineas, por lo que las ordenadas suman casi una | mismos términos que se ven alterados a causa de
La parte de la trayectoria donde los bucles constante. constantes tales como el radio de cada
parecen formar dos lineas paralelas se observa en circunferencia y la velocidad angular de cada una
la ultima grafica donde la suma de las ordenadas de estas, esto produce la forma de la trayectoria
se vuelve constante. y la altera conforme se agregan mas circulos.

Pregunta f Si converge, su comportamiento se aproxima a | La serie de la ordenadas converge y su valor de | | 4 serie de ordenadas ¥ #sen((Zi — 1)t) con | La serie de las ordenadas converge, aseguramos | Parace que converge en intervalos abierto de 0y | [VE3]-2-/02:29:50| [VG]-2-/02:29:32|- El profesor especifica en la

una constante. funcion

escalonada

Converge a una

convergencia es la coordenada "y" de la posicion
del planeta con respecto a la Tierra.

t=pi/2, es igual a
11,1 1.yttt =

T T3ts 5t =Y(-1) 57 =12, La
cual, por la propiedad telescopica tiende a pi/4.
Y con 0=-pi/2 tiende a -pi/4. Por lo que la serie
no converge ya que tiene dos puntos de

acumulacion.

que esta serie converge al valor de la componente
"y" del vector de posicion del planeta respecto a
T.

piy diverge cuando se acerca a los valores de 0
y multiplos de pi

Hé: Segun yo, el valor de convergencia es el
mismo.

H3: Entonces si converge.

He: Si conver- tiene que converger.

M3: ;A qué converge?

Hé: Yo le puse que converge a, bueno le
puse que conociendo mas acerca del
movimiento se puede obtener la serie de
Fourier en cada valor de convergencia y
converge a la funcion.

H3: Converge a la funcion.

Hé6: A una funcién periodica.

H3: Mmm si.

Hé6: Porque lo que tienes al final es una serie
de funciones, tiene que converger a una
funcion.

H3: Ah, si.

Ho: Y esa funcion tiene que ser periodica.
(8)

De hecho, converge uniformemente.

[VE3]-2-02:30:58|

izarra la serie de la que se estd hablando:

HI1: La figura sugiere que a uno.

“4)

P: jUja! ;qué mas? ;converge o diverge?
(quiénes dicen que converge? ((cinco
estudiantes levantan la mano)) ;quién
dice que diverge? ((ninguno levanta la
mano)) ;quién se abstiene de votar?
((risas)) Ok, bueno de converge “H1”
((se refiere a H1 por su nombre)) dice
que a 1 jpero aqui da -1?

Ah bueno, si, entonces depende del
valor (x)de t.

HI:




Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

H3: Esta converge a la funcion pulso, uno,
menos uno.

M3: (Mmm?

H3: Esta converge a esta funcion pulso uno

Y menos uno.

Puesta en comin

P: jAja! Pero yo estoy preguntando de toda
la serie, o sea ahi van incluidos todos los
valores que pueda tomar ¢t.

Hl: Ah bueno de todos=

H4: =Convergeria como al radio de::

HI1: Del todo no converge porque siemre va
a ir, es como una onda cuadrada ;no?
Siempre hace ((realiza un movimiento
con sus manos para explicar))

P: (Entonces? [;converge o]

H4: [Convergeria] como al
radio de la segunda circunferencia.

P: Converge como al radio, pero si
converge al radio, como puede dar,
porque parece que se acerca a -l,
(verdad? Ustedes me lo habian dicho.
Entonces ¢coémo podria converger a -1,
si converge a un radio? ;Converge o
diverge?

H4: Bueno, si lo pone en esos términos,
entonces diverge.

P: Vean que lo Gnico que hago es hacerlos
dudar. ((risas))

H1: Es como la solucién 1, -1, 1, -1, ... esa
no es convergente.

P: jAjal

HI: x) a::: esa funcion a::: digo a
esa sucesion.

P: (Quién esta de acuerdo? ;quién no? (6)
(Estan con crisis existencial?

H2: El factor=

P: =Voy a hacer una aclaracién importante
(cudl es la naturaleza de esto que esta
aqui? Es un ntimero, una matriz, un
polinomio, una funcion jqué es?

H2: Todas son funciones.

P: Funcién, ;verdad? Si, es una funcién. Si
yo sumo funciones /el resultado que a
de ser? ((Una funcién dicen los
estudiantes)) Una funcion, ;si? O eso
me diria el sentido comun, ;verdad? Si
yo sumo funciones mi resultado es una
funcion. Entonces ;una funcion podria
tomar valor de 1 y -1? ((H1 asiente con
la cabeza))

H4: Si, a no, ;como es que dijo?

P: O sea juna funcién podria hacer eso?
H1: Si.

P: (,Cual funcion?

H1: La de escalon.

P: Una de escaldn, ;converge o diverge?
H1: Bueno, es que seria no converge, bueno
H3: Aja, no converge.

H4: Es que divergir es que se va a infinito.

P: Puede ser eso, bueno es que depende de
qué estemos hablando de convergencia,
por ejemplo, ahorita que lo dijiste con
sucesiones, lo dijiste bien, si una
sucesion da -1 y da 1, entonces tiene dos

puntos de acumulacién, entonces
diverge ;verdad? La sucesion.

HI: Bueno, entonces diverger significa no
converger.

P: jAja! Diverger es no converger, no

quiere decir que de infinito, ;si? Por
ejemplo esa sucesion que vaa -1 ya l
esa, este:::, diverge porque tiene dos
puntos de acumulacion hay dos
subsucesiones que convergen a valores
distintos, por ejemplo. Pero ahi estamos
hablando de numero, en cambio aqui
estamos hablando de funciones,
entonces /el resultado de esto puede ser
una funcion o no?

HI: Es una funcion.

P: Por la naturaleza, ;verdad? De los
términos, si yo sumo funciones, como
que es natural que la respuesta sea

funcion.
HI: Si.
P: Entonces ahora otra vez la pregunta

(podria haber una funciéon que haga
esto? Pues si, la funcién escalon
(cierto? ((los estudiantes asienten con la
cabeza)) Entonces ;podria esto
converger a la funcion escalén? ((los
estudiantes asienten con la cabeza)) (Si
o no? ((la mayoria responde que si))

[VG]-2-/02:34:44|- Con la guia de los estudiantes
el profesor escribe en la pizarra el valor de
convergencia.

] s 0<¢teN

F(x):

: 1r<f‘?-7‘
L'I S1

Se espera con los incisos ¢ y f la interpretacion de la matematica involucrada en el fendmeno fisico, relacionar la estabilidad de la trayectoria del planeta con la convergencia de las series involucradas en la formula calculada para la distancia de planeta P a la Tierra. Se espera que se percaten de que la suma parcial de las abscisas no siempre es divergente y
que la suma parcial de las ordenadas es siempre convergente.
En particular para el inciso f, se tiene como hipdtesis que los estudiantes respondan que la serie de las ordenadas diverge, cuando en realidad es convergente. Esto lo sabemos gracias a la prueba piloto y las diferentes puestas en escena, ya que el argumento principal utilizado fue que “la grafica se esta acercando a dos valores 1y -17, lo que da evidencia de
la concepcion de limite funcional como obstaculo para comprender la convergencia de series.
Si bien sabemos que en t=r, la serie converge a cero —de hecho, en todas las discontinuidades considerando a t € R— aquellos estudiantes que vislumbren la convergencia podrian pensar que cerca de ¢ = m —Ilas discontinuidades— la serie de las ordenadas de P es divergente, pues ya esta reportado que los estudiantes consideran convergente solo aquello
que converge uniformemente y lo demas es divergente (Albert, 1996).

valores en los que se alcanzan
maximos y minimos de las sumas parciales.
los valores maximos y minimos de
una suma parcial a otra.
las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

Relacionando las graficas con la trayectoria del
planeta.

valores en los que se alcanzan
maximos y minimos de las sumas parciales.
los valores maximos y minimos de
una suma parcial a otra.
las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

Relacionando las graficas con la trayectoria del
planeta.

valores en los que se alcanzan
maximos y minimos de las sumas parciales.
las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.
en la formula para valores del tiempo
especificos.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

Relacionando las graficas con la trayectoria del
planeta.

Calculando la convergencia de la serie para
valores del tiempo especificos.

las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.

los parametros que afectan la forma
de la trayectoria.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

Considerando los parametros involucrados en la
formula obtenida en la pregunta anterior.

las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

valores en los que se alcanzan
maximos y minimos de las sumas parciales.
las diferencias en las graficas de una
suma parcial a otra.
en la formula para valores del tiempo
especificos.

Considerando los cambios en las graficas en
forma puntual y en forma global.

Relacionando las graficas con la trayectoria del
planeta.

Calculando la convergencia de la serie para
valores del tiempo especificos.



Parte II.

Intencion:
Estudiante

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta g

Pregunta h

Intencionalidad

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

(A) En t=0, t=m y t=2m se alcanzan
maximos y minimos que crecen y decrecen,
respectivamente, al agregar mas circunferencias.
(A) Explicando la forma de la trayectoria con la
forma que toman las graficas.

(A) El comportamiento de la grafica se aproxima
a una constante, por lo que converge.

Converge a una funcion escalonada

Valores de t<0 planetas moviéndose en
sentido horario, lo cual no tiene sentido en el
modelo propuesto.

M3

(A) Se alcanzan maximos y minimos que crecen
y decrecen, respectivamente, al agregar mas
circunferencias.

(A) El valor de convergencia corresponde a la
ordenada del planeta respecto de la Tierra.

Converge al que en la respuesta
anterior, ya que se estaba trabajando con valores
de t positivos.

Si tiene sentido pero ya que al ser
funciones pares e impares lo tnico que provoca
son reflexiones.

H1

(A) Se alcanzan maximos y minimos que crecen
y decrecen, respectivamente, al agregar mas
circunferencias.

(A) Explicando la forma de la trayectoria con la
forma que toman las graficas.

(C) Diverge, pues la serie, para dos valores
distintos del tiempo, converge a valores distintos.

Segun la applet, la suma de ordenadas converge

al. ya que la coordenada y es igual
ay, = %Z P sen((Zi = 1)t) para t=pi/2 y,, =
1,i — oo.

Tiene sentido , ya que equivale
a invertir el sentido de giro. Y ahi s6lo cambiaria
el signo de los términos de la serie, la cual
convergeria a -pi/4. Pero no tiene
sentido el tiempo negativo.

H3

(A) La serie de las abscisas se deforma hasta el
punto en que parece formar una especie de sefial
con forma de V.

(A) La serie de las ordenadas se deforma hasta el
punto de formar una funciéon pulsante y
periddica.

(A) El valor de convergencia corresponde a la
ordenada del planeta respecto de la Tierra.

(A) Las coordenadas del planeta respecto al
tiempo estan expresadas como sumas de senos y
cosenos, mismos términos que se ven alterados a
causa de constantes tales como el radio de cada
circunferencia y la velocidad angular de cada una
de estas, esto produce la forma de la trayectoria

y la altera conforme se agregan mas
circunferencias.
Convergeria valor, dado que hemos

estado trabajando todo el tiempo con t's
positivas.

En caso de t=0 el valor de cada funcion seno sera
cero, provocando asi la convergencia de la serie
a la suma de todos los radios de las
circunferencias.

En efecto, tiene sentido, aunque es probable que
las expresiones la
trayectoria formada, esto dada la simetria de la
misma respecto al eje horizontal, la paridad del
coseno y la no paridad del seno.

H4

(A) La serie de ordenadas toma un valor
constante en 1y -1. Se mantiene por un intervalo
de —mym.

(A) la serie de abscisas parece que converge en
(0,m)

(C) la serie de abscisas toma un valor constante
en nm.

(C) La serie de ordenadas diverge cuando se
acerca a los valores de 0 y multiplos de 7.

converge a una funcion

No tiene sentido considerarlos, porque ni
siquiera un retroceso. En caso de
converger, convergeria al mismo valor en las
ordenadas.

Equipo 3

(A) La serie de ordenadas se va a un valor
positivo y a uno negativo.

(A) La serie de ordenadas es la funcion
escalonada o un pulso.

(C) La serie de ordenadas se acerca a dos valores
distintos, por tanto, diverge.

(C) La funcidn resultante de la serie de ordenadas
tiene picos, pero los senos no tienen picos.

(C) La serie de abscisas diverge, nunca hemos
visto convergencias asi.

[VE3]-2-02:44:08|

H3: No entiendo.

M3:  ;Qué?

H3: Dice, si se cambia en rango de valores
de t para todos aquellos en los que t es
mayor o igual que cero ;cual es el valor
de convergencia de la serie de las
ordenadas del planeta? ;Coémo si se
cambia el valor?

He: Es lo que les dije, o sea que se van a
tomar valores de t positivos.

H3: (Qué solo toma valores positivos?

He: Si, es lo que estas haciendo.

H3: {Como?

Heé: Los valores, estas tomando t, posiciones

de t positivos.

[VE3]-2-/02:48:14]

M3:  Opye y si le cambiamos ahi ;qué pasa?
((se refiere al rango de valores de t dado
en el applet))

Hé: No hay nada. Estas tomando ¢t
(incomprensible, 1).

M3: Y sile pongo.

He: No va a salir nada porque=

M3:  =No::

H3: Algo raro paso ahi.

Hé: Realmente no pasa mucho, porque si=

M3: =;Como no?

Heé: Si la grafica de aqui, la funcidn esa

esto
(incomprensible, 2).
3)
Pero limpia el rastro, ;no?

M3:  Ya me regaid, que exigente pues. Y si
lo quiero mover, no puedo mover los
ejes.

Heé: jAja! simplemente mueves la grafica, la
funcion es, en este caso

, son
senos. Si fueran cosenos, esto
continuaria aqui.

M3: Ok, entonces para valores positivos la
grafica son se-, ah ok a ver.

H3: Ah ya entendi, aqui es como que
(incomprensible, 2) se acota en ciertos
lugares.

M3:  (Eh?

H3: Si es como que la acotas entre ciertos
lugares.

M3: jAja!

[VE3]-2-/02:53:07|

Hé: No pasaria nada porque esta
considerando valores positivos
(incomprensible, 1).

M3:  Pues sim6n no pasa nada.

H3: No sé qué estd pasando.

M3:  Pues es que si mira, porque hemos
trabajado hasta ahorita con t’s positivos,
entonces, entonces no pasa nada sigue
convergiendo.

H3: Si, si es el mismo.

M3:  Si::, es lo mismo que la f, y ya.

[VE3]-2-/02:53:45|
H3: No, pero es que yo creo que si pasa algo
por que vea, aqui te dice que estas
acotando t entre a y b.
jAjal
Entonces=
=Pero, entonces a y b ahi son positivos.
jAja! Pero seria solo en este pedacito.
So6lo convergen mas lentamente, ;no?
Porque cuando varidbamos b te acuerdas
que iba mas lento.
No, es que la t (x)solo son los valores
que tu metes, tu (incomprensible, 1), y
como tal, esa cosa solo tiene senos y
cosenos, funciones pares e impares. Con
t negativo lo Unico que tienes es la
misma grafica en el caso de

, en el caso de cosenos la tienes
completamente reflejada porque es una
funcion par, en caso del seno como es
impar simplemente se voltea asi. Lo
unico que haces es, es (incomprensible,
1), pero sigue siendo periddico, no pasa
mucho. Pero la pregunta que te pre-, en
la siguiente que te pregunta de que si
tiene algun sentido evaluar t’s
[Negativos]
[Negativos], pues tiene sentido, pero
realmente

He:
H3:
H3:
He:
M3:

Heé:

H3:
Heé:

. Bueno yo puse eso.

M3: Tiene sentido.

[VE3]-2-/02:57:47]

H3: Realmente un t negativo seria, seria en
antihorario.

M3: [No:::, horario]

He: [Mas bien seria en sentido horario]

M3:  Antihorario es positivo.

Puesta en comun

(A) La serie de las abscisas alcanza su maximo y
minimo y estos corresponden a la suma de los
radios de las circunferencias.

(A) La serie de las abscisas diverge al evaluar en
t = m, pues corresponde a una serie armonica.
(A) La serie de las ordenadas converge para todo
valor en (0, ) y (1, 2m).

(A) La serie de ordenadas en t = m debe dar cero
por que asi se ve en la trayectoria del planeta.
(C) La serie de las ordenadas diverge en t = m.
(C) La serie de las ordenadas diverge porque se
parece a lasucesion 1, -1, 1, -1, ... y esa diverge.

[VG]-2-/02:36:33|

P: (Qué pasaria si t es mayor que cero,
verdad? (7) (Cual es el valor de
convergencia de la serie de las
ordenadas?

H3: Seria 1.

P: Ahora con t > 0, ahi podian cambiar el

rango, ¢verdad? De t. Qué se yo, le

podemos poner 87, no se va a ver todo,

pero (11). Entonces /converge o

diverge?

€)

Converge a la funcion, definida por

partes.

P: Converge a la funcién definida por
partes. O sea, le harian otra listota aqui
((se refiere a la funcion definida a trozos
de la pregunta anterior)) (x)mas grande,
0 ;qué diriamos?

H3: Si::: ((risas))

P: Es una manera, ;verdad? Podriamos

poner, 1 si t esta entre 2 y 3w, -1 si, y

ahi.

(Incomprensible, 1) ((hablan varios a la

vez, H2 sugiere trabajar con los

intervalos))

Si, podemos poner que t exista, por

ejemplo, en ese seria desde el limite

derecho, multiplo impar de m y al

izquierdo le restamos uno, y el de abajo

seran multiplos pares y al izquierdo le

restamos uno.

P: Ok, uju, es una manera de hacerlo /si?
(S esta clara la idea? ((los estudiantes
asienten con la cabeza))

H2:

HI1:

[VG]-2-/02:40:02]

P: Y qué pasa si t es::: negativo? jtiene
sentido (x)en el problema hablar de
valores de t negativos?

Hé6: [Pues::: si]

M2: [Seria un::] movimiento en

HI1: Si, seria cambiar el de giro.

P: jAja! ;Pero qué es t en el sistema
inicial?

Hé: El tiempo.

P: El tiempo.

H1: Aja, el tiempo.

P: (Tiene sentido hablar de tiempo
negativo?

H3: No ((varios estudiantes mueven su

cabeza para indicar que no))

P: O sea, matematicamente pasan cosas,
(si? O sea, el angulo seria verlo en
sentido antihorario, por eje- eh en
sentido horario, por ejemplo. O sea,
matematicamente pasan cosas,
solamente que digamos que (x)en el
modelo no tiene sentido de hablar de
valores de t negativos, (si?

[VG]-2-/02:43:29)]

P: Bueno, entonces ;qué pasaria con la
convergencia? /sigue siendo
convergente?

H4: Si, solo cambia la paridad de la funcion,
(no?

HI: Se voltea (incomprensible, 1)

P: (Se voltea?

Hl1: Bueno (x)los valores, o sea donde habia

1 ahora seria -1.

P: (Seguros?

HI1: Bueno seria , pero
para el ((con la mano sefala que hacia
la izquierda))

Se pretende provocar que la periodicidad sea un resultado de la serie y no una condicion de la funcion que se esta representando. Pues la serie, como objeto matematico, posee ciertas caracteristicas que no tienen sentido en el fendmeno que se esta modelando. En este caso dicha caracteristica es la condicion de periodicidad, la cual se da en toda la recta real,
pero el fenomeno no tiene sentido al hablar de valores negativos del tiempo. Para concluir con esta tarea, se espera que los estudiantes no sepan escribir en forma analitica una funcion periodica en el inciso h, ya que no es usual hacerlo en la escuela, posiblemente escriban la funcion para un intervalo y escriban con palabras que se repite de manera periodica.



Parte I1.
Intencion:

Estudiante

(,Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2
el tipo de funcién a la que se
converge.
el movimiento del planeta.

Considerando lo realizado en la pregunta
anterior.
Considerando angulos negativos.

(A) Converge a una funcion escalonada.
(A) Considerando el tiempo negativo el planeta
se moveria en sentido horario.

M3
el valor de convergencia dado en la
pregunta anterior.
el movimiento del planeta.

Considerando que se sigue trabajando con
valores del tiempo positivos.
Considerando el cambio respecto
movimiento para tiempo positivo.

del

(A) Converge a la misma funcion, pues se sigue
trabajando con valores del tiempo positivos.

(A) Al ser funciones pares e impartes solo
provoca reflexiones.

Tarea #2. Etapa 2: Identificacion de los invariantes de las acciones

Objetivo de la
Tarea:

Parte 1.
Intencion:

Estudiante
Pregunta a

Intencionalidad

(,Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Pregunta b

Comprendiendo el modelo

H1
la serie en un tiempo determinado para
determinar la convergencia.
el movimiento del planeta.

Considerando un valor del tiempo en que sea mas
directo determinar la convergencia de la serie.
Considerando 4ngulos negativos.

(C) La serie converge a 1, porque para t =g

converge a 1.
(A) Considerando el tiempo negativo el planeta
se moveria en sentido horario.

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

M2
Meses | OTR (Rad) | QRP (Rad)
0 0 0
1 1 3
2 2 6
3 3 9
n n 3n

M3

Meses | Medidas de | Medidas de
£OTR £LQRP
(en radianes) | (en radianes)

0 0 0

1 1 3

2 2 6

3 3 9

t t 3t

Se pretende reconocer el comportamiento del movimiento de los puntos sobre cada circunferencia.
Para esta pregunta es probable que la idea de velocidad angular genere dificultades, esto se evidencid en el pilotaje y las diferentes puestas en escena; debido a que la concepcion de radian en si misma provoca dificultades seglin se ha reportado en distintas investigaciones (Akkoc, 2008; Moore, 2009).

El tiempo y la medida del angulo.

Comparar
El angulo con el valor inicial.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del &ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Comparar
El angulo en el tiempo t es igual al angulo inicial
mas la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes n, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son n 'y 3n, respectivamente.

Comparar
rad

Algebraico: 0, = 0y + 1 .

El tiempo y la medida del angulo.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

H1
Meses | OTR | QRP
0 0 0
1 1 3
n n 3n

El tiempo y la medida del angulo.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

- Para cada incremento de una unidad en el tiempo, la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de unidades dada por la velocidad angular.
- Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a la velocidad por el tiempo.

( )= 4(C (1rad t) - (1rad t))
1Y) =74 es 7)™ Ues

(x2,¥2)
4 1rad 1rad
=— (Cos ( t) ,Sen ( t))
T mes mes
4 3rad 3rad
+— (Cos ( t) ,Sen ( t))
3 mes mes

H3
el valor de convergencia dado en la
pregunta anterior.
el movimiento del planeta.

Considerando que se sigue trabajando con
valores del tiempo positivos.
Considerando el cambio respecto
movimiento para tiempo positivo.

del

(A) Converge a la misma funcion, pues se sigue
trabajando con valores del tiempo positivos.

(A) Al ser funciones pares e impartes solo
provoca reflexiones.

(C) Para t = 0 la serie converge a la suma de los
radios de las circunferencias.

TAREA #2

Significar la convergencia de series trigonométricas mediante la estabilidad de la trayectoria del planeta, caracterizandola mediante el limite de la sucesion de sumas parciales.

H3

Meses | Medida de | Medida de
£OTR LQRP
(rad) (rad)

0 0 0

1 1 3

2 2 6

3 3 9

t t 3t

El tiempo y la medida del angulo.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

H4

la naturaleza del wvalor de
convergencia.

el movimiento del planeta.

Considerando lo realizado en la pregunta
anterior.
Considerando angulos negativos.

(A) Converge a una funcion.
(A) Considerando el tiempo negativo el planeta
se moveria en sentido horario.

H4
Meses | Medida OTR | Medida QRP
0 0 0
1 1 3
2 2 6
t wt wt
rad rad
=1—t =3—t
mes mes
ku:_;i_ = ;'7“- = ~:’ S I o o
7 I~
i.//xt o= orilt f—dnelad
= % (e s — 3 Cof
L ’7—(-\ (] ¥
& S v 7z q - 2 \y
=V = 7 ( =
/vt Fo_3 (1-(a8)
Qo =11 L [ ‘\, - f?; T

72 ~
W £ —i—+1=(€ -

w 0= -

El tiempo y la medida del angulo.

Identificar
Parametros velocidad, distancia y tiempo.

El 4ngulo, los radios y la secante.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del &ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el
tiempo.

Ley de cosenos sobre el triangulo isosceles.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

Identificar
. 6 d o d
Algebraico:w =- = 1= =" =t1 =9,
T mes t mes

Iconico:

Algebraico: ¢? = a? + b% — 2ab cos 6

Equipo 3
el valor de convergencia dado en la
pregunta anterior.
el movimiento del planeta.
el movimiento del planeta.

Considerando que se sigue trabajando con
valores del tiempo positivos.
Considerando el cambio respecto
movimiento para tiempo positivo.
Considerando angulos negativos.

del

(A) Converge a la misma funcion, pues se sigue
trabajando con valores del tiempo positivos.

(A) Al ser funciones impartes solo provoca
reflexiones.

(A) Considerando el tiempo negativo el planeta
se moveria en sentido horario.

Equipo 3
[VE3]-2-/00:11:02]

H3: (Cuanto crees que valga ese?

M3: Pues::: jaja!

H3: Asi inicia=

M3: Aja, ,y llega mmm en
un mes:::

H3: A un radidn por mes, entonces seria uno.

M3: (Cuanto es un radian por mes?

H3: Pues un radian por mes ((risas)).

M3: jAy! si es cierto ((risas)).

H3: El angulo, ;jno?

M3: iAjal (Y el de Q?

H3: Y el otro se mueve a tres radianes por
mes.

M3: Entonces serian tres, ;no?

H3: jAjal' Y asiya.

M3: Y luego entonces este es dos y este es (6)
(cinco?

H3: (Por qué cinco?

M3: Porque van (incomprensible, 1) ¢no?
Nada mas.

H3: Bueno por el tres radianes. Mira pasan

dos meses entonces cada mes tu::: angulo
este son tres radianes veces, dos por tres
son seis radianes ;no?

El tiempo y la medida del angulo.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

[VE3]-2-/00:15:58|

H3: Ya tienes el angulo ese si lo tienes. Y lo
tienes en radianes y ya con obtener (3)
(el radio, no?

M3: Si, pero ya utilizar la distancia de (3) la:::
ecuacion de la
(3) si tienes las coordenadas, ;no?

H3: LY este si lo sabes?

M3: ,Qué?

Puesta en comiin
el valor de convergencia dado en la
pregunta anterior.
el movimiento del planeta.
el movimiento del planeta.

Considerando que se sigue trabajando con
valores del tiempo positivos.
Considerando el cambio respecto
movimiento para tiempo positivo.
Considerando angulos negativos.

del

(A) Converge a la misma funcion, pues se sigue
trabajando con valores del tiempo positivos.

(A) Al ser funciones impartes solo provoca
reflexiones.

(A) Considerando el tiempo negativo el planeta
se moveria en sentido horario.

(A) Seria extender la grafica en forma periodica
hacia la izquierda.

Puesta en comun

[VE1]-2-|00:56:34|- H3 rellena la tabla en la

pizarra.

H3: Como estamos en el mes cero, tenemos

un tiempo igual a cero, o sea estamos en

la condicidén inicial, entonces ambos
angulos valdrian cero. Luego como
estamos en el mes uno, el primer angulo
nos dice que avanza o se mueve un
radian cada mes, entonces este va a valer
uno, el otro nos dice que se mueve a una
velocidad de tres radianes cada mes,
entonces seria tres. Bueno aqui ya
podemos continuar con este proceso
seria un dos, aqui seria un seis, tres,
nueve y, en general, ya serian t y tres

veces t.

P: (Si? (Todos de acuerdo? ;Alguien lo
penso diferente o todos lo pensaron de
esa manera? ((los estudiantes asienten
con la cabeza))

Meses
0 \

<O0TR

L ]
<aep
0 .

0

v o [ =

-

El tiempo y la medida del angulo.

Para cada incremento de una unidad en el tiempo,
la medida del 4ngulo aumenta la cantidad de
unidades dada por la velocidad angular.

Para un tiempo dado el valor del angulo es igual a
la velocidad por el tiempo.

Numérico: Rellenando la tabla.

Algebraico: Para el mes t, los valores de los
angulos en la primera y segunda circunferencia
son t y 3t, respectivamente.

[VE1]-2-|01:00:18|- M3 pasa a la pizarra a
responder respecto de las coordenadas de R.
Primero dibuja



Parte I. Comprendiendo el modelo
Intencién: Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comtn
4 |10 2 il T\\ bt g e g S o U, 1q R (1Y) & ’i éaif)) gl ‘ %, Cab T(;x, r,: Lot m:‘;»,‘&-,.t ﬁé I}:Iues si 1suplleras este entonces ya sabes X.
» =— |—+=Cos (Z—t) e /.‘* 3 ! ' LONUR ) T A i | yoomhSue [ =R Semwbn goihnr ° 0,nofase.
my9 3 mes 1 %71\ sendz 2 o U < Laat TN o csoner Lol 22— — el — H3: Si, o sea imaginate que esto es R, y te
A1, ¥ ) ‘ & :_\_I_J.-Aa U‘”,’(Qtﬂ) L & pregunto que si sabes esto y esto, pero si
4 ' O A T 4 \\ ' - ‘ b g X o )"_f‘ | / /“R/ sabes esto entonces ya sabes x; y Vi,
N ¢ i J it ”_: o P- (Y. k:(xi)( i ___r/&_'_ porque son }as coordenadas del punto R.
I\ 3B 5 Wk st » L3 ) e 1| X< j&) M3:  ;La distancia?
) J‘ . Bt — 3 , |'/ \‘ haVtY ) By = H3: Sabes las coordenadas del punto R ) _—
[ oy N, i T NPT [24 x . val. AVasLoN -’l o1 #{(u(m——_(— L) = ) ST N o s m b respecto a t que estd= M3: Bueno, entonces, aqui dice que en un
! herey 7 Y. i"(,ﬂ,. o = ”; — o 1 \¢ \)T }q‘f;g. A U@&%& [VE3]-2-/00:16:38|- M3 interrumpe a H3 y vuelve t1em’po 4 SIS yg sal?emos va a ser
P o = [l (et .,%L;:',WT“ (m(;',ﬂ_;;_i.-‘s‘ 3 / .,_y*j K= X . {;‘/ \} ‘;/( i ,"fL(..J»,! y &\‘ qtﬁfsl}r a leer en voz alta la pregunta planteada y l(;n flngulo dety a emz'l's' hasta gmba
e . ey Ll mefl S5k (B¥OT TPe oS contintian dialogando. ecia que el radio de:: la primera
= Lj{cost temadh)®s (sent s 2caitys Y7 - /(yg.@ﬂ (xi-g,“ - JY K B g [VE3]-2-/00:16:56| circunferencia es 4, 4 sobre 7, entonces

utilizando trigonometria, entonces se

|

[VE3]-2-/00:17:40)

M3: Ah::: tienes el radio, ;no?

H3: No.

M3: Si::: el radio de la circunferen=

H3: =Si, si.

M3: Ah::: entonces con eso sale. Mira, lo que
decia Pachequito.

H3: Todo lo haces triangulos rectangulos.
M3: Ahi esta. A poco no, a poco no lo estas
haciendo triangulos rectangulos.

H3: Si, si esta bien triangulados, bien
triangulados.

[VE3]-2-00:18:23|

M3: Tienes los radios.

H3: Oye, entonces el tiempo ¢t (2) el tiempo
t, este primero de aqui, bueno si el
tiempo t esta en el lugar de t ;jno? Para
el primer circulo y el radio siempre va a

ser =,
T
M3: jAja!
H3: Entonces ;qué seria aqui este?
M3: Seria=
H3: =x, seria [el seno]
M3: [el coseno] si quieres para x;
es el coseno de t.
H3: Si, es cierto.
M3: Es igual a x; sobre %, ({no?

[VE3]-2-/00:28:51|

H3: Ah entonces te digo que podriamos hacer
un origen aqui y luego sacar las
coordenadas aqui.

M3: Respecto a ese origen.

H3: jAja! Y ese seria respecto a x; y a X,.
Entonces lo que tu buscas es esto ;no?

M3: jA:y! A ver.

H3: Lo que se me ocurre es que tienes esto y
si tu buscas estas coordenadas, ;aja?

M3: Uju.

H3: Entonces eso seria lo mismo que la
componente de aqui mas lo de aqui a
aqui, ;no?

M3: Pero es que x, seria la componente de x;
[mas el cachito de este nuevo, ;no?]

H3: [Mas el cachito, exacto]

M3: Ahora si, vamos.

[VE3]-2-00:33:24|
M3: No, pero ya tienes de aqui, /jno? x, y y,,
entonces con la de la distancia.

Heé: No, porque aqui tienes esta y este esta
chueco.
M3: No, pero con la distancia entre dos

puntos, ya conoces las coordenadas de
esta y esta estd en el origen.
Hé6: (De T aP?

M3: juja!

Hé6: AhdeTaP.

H3: jAja! y eso ya te lo da para el tiempo t.
He: Pues si, si, si.

[VE3]-2-/00:34:33]

H3: Si, tiene sentido porque estas en la norma
comun.

Hé6: Si, si, si.

H3: jAh! tienes razon, entonces seria nada
mas este la norma=

M3: x, al cuadrado menos, mas=

H3: =0 sea la norma de este [vector]

M3: [es mas o

menos, es mas /no?

3 ‘ TR RCeo + Pl Ma3: O sea que esto es, el angulo es t, y este . -
! g 2O ) =4 Skl es:: 3t, ¢no? Ah::: pgede .calcular’el de aqui ((spnalzi la
g T H3: Pero primero hay que encontrar donde dlstapma en el eje X)) M el de acé ((sefiala
i Yoo i (Bore * L fess )? £ 5 Sl esta este con las puras coordenadas. la (élst’ancu} en eL ce IY))" Entonces
( - ,‘-)\\—_ﬂ/— — -4 M3: En donde estaria (incomprensible, 1, ucdaria ast LLesCcrive en -a pizara
=g + \/w/ ‘,Rr))
H3: jAja! Con las coordenadas.

P: iAja! ;alguna otra idea? jalgin otro
argumento que permita hacer lo mismo?
(7) (O usaron el mismo, exactamente el
mismo argumento?

H1: Yo tengo un comentario.
LAja?
HI: (x)Que el angulo ahi si funciona con t

porque la velocidad angular es uno y el
tiempo es t meses, pero en general habria
que poner angulo 8, por ejemplo jno? Y
6 seria igual a velocidad angular por el
tiempo.

[VE1]-2-|01:04:18]- H1 pasa a la pizarra a
responder respecto de las coordenadas de P.
Primero escribe:

H1: Si quisiera hacer esto en coordenadas
polares.
P: Juja?

Hl: (Incomrpensible, 1) lo pone como
vectores para especificar el punto (x,y) y
en este caso el r n-ésimo seria igual a 41
por uno entre un nimero impar.
Juja?

H1: Asinos lo dan al principio, dice que varia
primero 47, y luego 4 entre 31, y 4 entre
57, y en general seria sobre los impares,
empezando desde el uno. Y el, vamos a
ver la formula, el 6 n-ésimo seria la
velocidad angular n-ésima multiplicado
por el tiempo, y es sustituyendo estos
aqui ((sefiala la primera ecuacién que
escribio)), ah bueno, la velocidad
angular es, varia con los impares, en el
primero es uno, sigue tres y asi.
Sustituyendo aqui ((se refiere a la
primera ecuacioén que escribid)), puedo

sacar el 4m en::: todos.

P: (Algin otro argumento? Il 1o hizo con
suma de vectores. ¢Si ven el argumento?
H3: (x)Tengo, no es exactamente una manera

distinta, me voy a aprovechar aqui un
poquito del dibujo de la compafiera.
Entonces, si suponemos que tenemos
otro circulo aqui, para que ya sea el caso
de las dos circunferencias, y un punto P
sobre la circunferencia, entonces
queremos ver sus coordenadas respecto
al centro ;no? Aqui donde esta la T.

iAja! Entonces yo noté, por ejemplo, que
ya habiamos calculado esto ((se refiere a
las coordenadas de R)), era sencillo, pero
entonces si esto es este::: x; podemos ver
que de aqui ((se refiere a la posicion de
x1)) a::: el lugar donde estd ubicado el
punto del que queremos saber su
distancia, es una pequefa distancia x, y
tendriamos que la coordenada respecto al
origen del punto que queremos seria x,
igual a esta primer coordenada que ya
habiamos calculado mas esta pequeia
distancia. Lo mismo para la altura en la
que esta ubicado, seria una pequena

Entonces si nos fijaramos aqui ((se
refiere al punto R)) como una especie de
nuevo  origen, podriamos  hacer
exactamente el mismo proceso que
hicimos aqui ((se refiere al calculo de las
coordenadas de R)) y obtener que la
distancia de este punto a este punto ((se
refiere a la distancia de R a P)), se puede
separar en dos componentes, una vertical




Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta c

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Comprendiendo el modelo

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

M2

Se tienen las coordenadas:
( )= 4 (C (1rad t) S (1rad t))
oY1) = T\ es )2 nes
(x2,52)
4 1rad 1rad
=— (Cos ( t) ,Sen ( t))
T mes mes

4 3rad 3rad
+—<Cos (—t),Sen( t))
3 mes mes

4 1rad 1rad
= —(Co ( t),Sen( t))

T mes mes

4 rad 3rad
b2 (cos (2204 sen (2192, ))
3 mes mes

4 5rad 5rad
+—(Cos —t),Sen( t))
5t mes mes

S
oS

M3

H1

dpr(t) =

2

T 3 5 P

H3

dr
bl — =ty keexesd e
o
}‘, 5%1 v \ Y, !
é/ |
JrA
T F =L lart 5C + 52Csp
‘ T
x5
< Bl %A.wb = ot
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xi by )b/ S G Cot) y g [ ° eal')
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Equipo 3

[VE3]-2-/00:40:06|

H3: Aqui va a ser exactamente lo mismo.

M3: Pero con mas términos.

H3: No:::, exactamente lo mismo.
(6)

M3: Sélo que aqui van a haber tres.

H3: Si, pero cual va a ser el que sigue?

M3: Cinco.

H3: Coseno de 5t sobre 5.

M3: Si [(incomprensible, 4)]

Heé: [(Incomprensible, 2)]

H3: Ya tienes esto, ahora le tienes que
sumar=

M3: =El otro y la coordenada=

H3: Pero es cinco m:::

M3: iAjal

H3: Coseno de 57 es lo mismo.

Ma3: iAjal

H3: Entonces al final de cuentas ti vas a

sacar el cuatro m::: y te va a quedar seno
de cinco veces t.

Puesta en comiin

y la otra horizontal, para poder sumarlas,
o sea me refiero a encontrar x y a
encontrar y. Y bueno, como hizo la
compafiera antes con relaciones
trigonométricas se puede obtener
entonces el valor de x y el valor de y, que
seria este:::

LWL
/s ﬂr&nhﬂ
-1"{: Tﬁ-fu {3{}

Y luego vemos que habria que sumar x;
mas X, y; mas y, y nos daria exactamente
el mismo resultado.

4
P: Yenesasxyy 3, que representa?

M3: El radio de la circunferencia chiquita.

P: El radio de la segunda circunferencia.
(xX)Y el 3t que esta dentro de los
argumentos de seno y coseno.

M3: Es el angulo que va.

[VE1]-2-|01:10:22|- H1 indica que para calcular

la distancia se utiliza el teorema de Pitagoras y

que seria lo mismo que calcular la norma del

vector.

No hubo discusion grupal respecto de esta
pregunta.

Se busca construir las primeras tres sumas parciales de dos series trigonométricas, pero con un significado asociado al fendmeno -las coordenadas del planeta- que permite determinar la distancia del planeta a la Tierra. Se espera que los estudiantes recurran a dibujar triangulos rectangulos sobre las figuras proporcionadas para identificar las razones
trigonométricas involucradas, aunque para hacer la generalizacion a cualquier valor del tiempo se requiera que la funcion trigonométrica esté construida previamente (Montiel, 2011).

El angulo y los radios.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Medir
El planeta y la Tierra.

Parametrizar utilizando coordenadas polares.

Comparar

Geometrizar
La circunferencia, su centro y un punto sobre ella.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Medir
El planeta y la Tierra.

Geometrizar
El triangulo rectangulo cuya hipotenusa
corresponde al segmento cuyos extremos son el
centro y el punto sobre la circunferencia, y cuyos

Considerando los puntos como vectores, para  catetos corresponden a las coordenadas de ese
determinar las coordenadas del punto siguiente  punto sobre la circunferencia (considerando un
basta con sumar el vector del punto que se agrega. | sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro

Medir
La norma del vector.

Iconico:

Algebraico: R = ry(cos 8, ,sen6,)

Comparar
Algebraico: P = R + r,(cos 08,,sen ;).

Medir
Algebraico: |P| = ((r, cos 8; + 1, cos 6,)% +
1
(rysen 6, + 1, sen6,)) /2,

de la circunferencia).

Comparar
Para determinar las coordenadas del punto
siguiente basta con sumar en cada coordenada la
diferencia aportada por la nueva circunferencia.

Medir
Formula de la distancia de un punto al origen.

Geometrizar

Icénico:
y A
~ ¢
W,
, ﬁ. AN
N | & > oY
%00 | &F
A | £,
i ral®
a1 3 x TL' 1y -
S
—_ X1 _
cost = =z sent = =z
Algebraico: ; / yn,
cos3t ==~ sent ==}
3r 3m
Comparar
L Xy =X+ xq
Algebraico: ~ 2~ "t T
Y2=y1tW
Medir

Algebraico: PT = ,/x2 + y2.

El éangulo y los radios.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Medir
El planeta y la Tierra.

Parametrizar utilizando coordenadas polares.

Comparar
Considerando los puntos como vectores, para

Geometrizar
La circunferencia, su centro y un punto sobre ella.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Medir
El planeta y la Tierra.

Geometrizar
El triangulo rectangulo cuya hipotenusa
corresponde al segmento cuyos extremos son el
centro y el punto sobre la circunferencia, y cuyos
catetos corresponden a las coordenadas de ese

El angulo y los radios.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Geometrizar
El planeta y la Tierra, en el sistema de

coordenadas.

Medir
El planeta y la Tierra.

Parametrizar utilizando coordenadas polares.

Comparar
Para determinar las coordenadas del punto

determinar las coordenadas del punto siguiente  punto sobre la circunferencia (considerando un | siguiente basta con sumar en cada coordenada la

basta con sumar el vector del punto que se agrega.

Medir
La norma del vector.

Algebraico: (x1,y;) = r;(cos(8,),sen(6;)),
(x2,y2) = ri(cos(6,),sen(6,)) +
1, (cos(6;),sen(6,))

Comparar
Algebraico:

4o 1 N
Con ) = = ZZi—lCOS((l
i=

n
1
- 1)t),z 51 sen((2i
i1

- 1)t)>.

Medir

Algebraico: dpr(t) = /%32 + ¥,2.

sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro
de la circunferencia).

Comparar
Para determinar las coordenadas del punto
siguiente basta con sumar en cada coordenada la
diferencia aportada por la nueva circunferencia.

Medir
Formula de la distancia entre dos puntos.

Geometrizar

Iconico:
: £ P (4, )
17 —p r T
: 1 i R
g A3k X
e ﬁ AN %=\ vV
| I P N |
| 4 \ o Vi 1
:: .'\ X, -
_ ~__L\ L. - —
X X — ¥ —

X, = %cos(t) Y, = %sen(t)

: -4 -4
Algebraico: x = - cos(3t) y = p- sen(3t)

r_ 4 r_ 4
x'= 57Tcos(St) y = 5nsen(St)
Comparar
Iconico:
» p ()
CNE R
(‘A—“ = Y=V4+Y
&' .
\4 o -
l~)l")-.u X,= X
— ¥ —
. xz = x1 + x
Algebraico:
g Y2=y1+Y

Verbal: De forma muy analoga al caso de dos
circunferencias, observamos que hay que sumar
la contribucién de la nueva componente.

Medir
Algebraico: PT = \/(y,2 — 0)2 + (x,%2 — 0)% =

VY22 + x5%

diferencia aportada por la nueva circunferencia.

Geometrizar
El triangulo rectangulo cuya hipotenusa
corresponde al segmento cuyos extremos son el
planeta y la Tierra, y cuyos catetos corresponden
a las coordenadas del planeta (considerando un
sistema de coordenadas cuyo origen sea la Tierra).

Medir
Teorema de Pitagoras.

Icénico: _
W=--p N: A /i
/ ‘ l . A ’(‘4
|Ag | A lm‘
— et
. x;=TRCos¥0
Algebraico: %, = TR Sen 8
Comparar

Algebraico: x, = x; + x5’

Geometrizar
Iconico:

Medir
Algebraico: 72 = x,% + y,2, A% = x3% + y5°.

Medir
El planeta y la Tierra.

Geometrizar
El planeta y la Tierra, en el sistema de
coordenadas.

Identificar
Centro de cada circunferencia.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

Medir
Formula de la distancia entre dos puntos.

Geometrizar

El triangulo rectangulo cuya hipotenusa
corresponde al segmento cuyos extremos son el
centro y el punto sobre la circunferencia, y cuyos
catetos corresponden a las coordenadas de ese
punto sobre la circunferencia (considerando un
sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro
de la circunferencia).

Identificar
Cambio de sistema coordenadas, a uno cuyo
origen sea el centro de la ultima circunferencia.

Comparar
Para determinar las coordenadas del punto
siguiente basta con sumar en cada coordenada la
diferencia aportada por la nueva circunferencia.

Medir
Verbal:
[VE3]-2-100:16:05]
M3: Si, pero ya utilizar la distancia de (3) la:::
ecuacion de la distancia entre dos puntos
(3) si tienes las coordenadas, ;no?

[VE3]-2-/00:33:24]

M3: No, pero ya tienes de aqui, /no? x, y y,,
entonces con la de la distancia.

Heé: No, porque aqui tienes esta y este esta
chueco.

M3: No, pero con la distancia entre dos

puntos, ya conoces las coordenadas de
esta y esta estd en el origen.

[VE3]-2-/00:34:41]

M3: x, al cuadrado menos, mas=
H3: =0 sea la norma de este [vector]
M3: [es mas o
menos, es mas ;no?
Geometrizar
Verbal:

[VE3]-2-/00:17:53]

H3: Todo lo haces triangulos rectangulos.
M3: Ahi esta. A poco no, a poco no lo estas
haciendo triangulos rectangulos.

H3: Si, si esta bien triangulados, bien

triangulados.

[VE3]-2-[00:18:23|
Ma3: Tienes los radios.

Geometrizar
La circunferencia, su centro y un punto sobre ella.

Comparar
Las coordenadas de los puntos.

El angulo y los radios.

Identificar
Centro de cada circunferencia.

Medir
El planeta y la Tierra.

Geometrizar

El triangulo rectangulo cuya hipotenusa
corresponde al segmento cuyos extremos son el
centro y el punto sobre la circunferencia, y cuyos
catetos corresponden a las coordenadas de ese
punto sobre la circunferencia (considerando un
sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro
de la circunferencia).

Comparar
Para determinar las coordenadas del punto
siguiente basta con sumar en cada coordenada la
diferencia aportada por la nueva circunferencia.

Parametrizar utilizando coordenadas polares.

Identificar
Cambio de sistema coordenadas, a uno cuyo
origen sea el centro de la ultima circunferencia.

Medir
Norma de un vector y Teorema de Pitagoras.

Geometrizar

Iconico:

Iconico:

—

Algebraico:



Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Invariantes de
Acciones

Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta a

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Comprendiendo el modelo

Se busca que el estudiante comprenda como se comporta el sistema, y la relacion que guarda con los datos suministrados por la situacion planteada.

M2

M3

- Parametrizar utilizando coordenadas polares.

- Cambio de sistema coordenadas, a uno cuyo origen sea el centro de la ultima circunferencia.
- Considerando los puntos como vectores, para determinar las coordenadas del punto siguiente basta con sumar el vector del punto que se agrega.

H1

- Para determinar las coordenadas del punto siguiente basta con sumar en cada coordenada la diferencia aportada por la nueva circunferencia.
- El triangulo rectangulo cuya hipotenusa corresponde al segmento cuyos extremos son el centro y el punto sobre la circunferencia, y cuyos catetos corresponden a las coordenadas de ese punto sobre la circunferencia (considerando un sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro de la circunferencia).
- Norma de un vector. Formula de Distancia entre dos puntos. Teorema de Pitagoras.

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

La trayectoria

particular. El nimero de bucles
el mimero de circunferencias.

una figura

parte central de la trayectoria

M3

Conforme se le agregan mas circunferencias la
auna recta
y los extremos a circunferencias, ademas el

En la parte central los bucles parecen juntarse mas | tiempo en la parte central es mucho mas tardado

hasta formar dos lineas paralelas donde Ia
distancia es minima.
La trayectoria en los laterales se alarga.

que formar que los extremos.

H1
Se una figura parecida a dos lineas
paralelas unidas por arcos.

H3

H3

A medida que se agregan mas circunferencias
podemos
que recuerda a un "huesito", con una linea recta
en la parte central y dos medios circulos en las
partes extremas de la trayectoria que tienden a ser
mas grandes cuando  agregamos  mas
circunferencias.

H4

H4

Equipo 3

H3: Oye, entonces el tiempo t (2) el tiempo
t, este primero de aqui, bueno si el
tiempo t esta en el lugar de t ;(no? Para
el primer circulo y el radio siempre va a
ser =,

T

M3: iAjal

H3: Entonces (qué seria aqui este?

Ma3: Seria=

H3: =x, seria [el seno]

M3: [el coseno] si quieres para x;
es el coseno de t.

H3: Si, es cierto.

M3: Es igual a x; sobre %’ (no?

Identificar
Verbal:

[VE3]-2-/00:28:51]

H3: Ah entonces te digo que podriamos hacer
un origen aqui y luego sacar las
coordenadas aqui.

Ma3: Respecto a ese origen.

H3: iAja! Y ese seria respecto a x; y a x,.

Comparar
Verbal: [VE3]-2-[00:29:21|

M3: Pero es que x, seria la componente de x;
[mas el cachito de este nuevo, ;no?]
H3: [Mas el cachito, exacto]

[VE3]-2-/00:40:32]

H3: Ya tienes esto, ahora le tienes que
sumar=
M3: =El otro y la coordenada=

Equipo 3

definida de dos rectas secantes | [VE3]-2-|01:18:03|

una figura | paralelas horizontales a la circunferencia.

Se tiene como expectativa que el estudiante identifique que la trayectoria del planeta se estabiliza conforme se agregan mas circunferencias. Se espera que la respuesta surja por si sola con base en el trabajo realizado en la Tarea #1.

Comparar
Las trayectorias.

Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

La forma de la trayectoria.

Comparar
Verbal: La trayectoria comienza a tomar una
figura particular.
Verbal: En la parte central los bucles parecen
juntarse mas hasta formar dos lineas paralelas.

Verbal: El nimero de bucles aumenta al aumentar
el mimero de circunferencias.

Verbal: En la parte central los bucles parecen
juntarse mas hasta formar dos lineas paralelas.
Verebal: La trayectoria en los laterales se alarga.

Comparar
Las trayectorias.

Distintas partes de una misma trayectoria.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Distancia recorrida en funcion del tiempo.

Comparar
Verbal: Conforme se le agregan mas
circunferencias la parte central de la trayectoria se
acerca a una recta y los extremos a
circunferencias.

Verbal: El tiempo en la parte central es mucho
mas tardado que formar que los extremos.

Comparar
Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Comparar
Verbal: Se tiende a formar una figura parecida a
dos lineas paralelas unidas por arcos.

Comparar
Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Comparar
Verbal: A medida que se agregan mas
circunferencias podemos observar una tendencia
hacia una figura que recuerda a un "huesito", con
una linea recta en la parte central y dos medios
circulos en las partes extremas de la trayectoria.

Comparar

Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Comparar
Verbal: Toman la forma definida de dos rectas | Verbal: [VE3]-2-/01:18:03|

secantes  paralelas
circunferencia.

horizontales

a

la H3:

H3: (Como le llamarias tu a la forma? ;,

9
No sé, yo le puse que en la parte central
de la trayectoria ya casi a una
linea recta y en los extremos como
circunferencias, pues ni modo que le
ponga hueso de perro ((risas)).

Ma3:

Comparar
Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Comparar

(Como le llamarias tu a la forma? ;qué
parece?

No sé, yo le puse que en la parte central
de la trayectoria se acerca ya casi a una
linea recta y en los extremos como
circunferencias, pues ni modo que le
ponga hueso de perro ((risas)).

Ma3:

Puesta en comun

Xg= X ¥

LYy

Algebraico:
‘

(X\,Yx): r,(f.;(g‘)' 5Q0_§4r‘(m'w).;

Identificar

Verbal: [VE1]-2-|01:08:22|

H3: Entonces si nos fijaramos aqui ((se
refiere al punto R)) como una especie de
nuevo  origen, podriamos  hacer
exactamente el mismo proceso que
hicimos aqui ((se refiere al calculo de las
coordenadas de R)) y obtener que la
distancia de este punto a este punto ((se
refiere a la distancia de R a P))

Medir
Verbal: [VE1]-2-|01:10:22|- H1 indica que para
calcular la distancia se utiliza el teorema de
Pitagoras y que seria lo mismo que calcular la
norma del vector.

Puesta en comiin

[VG]-2-|01:58:28|

P: ((Leyendo la pregunta)) ;Como cambia
la trayectoria del planeta conforme se
agregan mas y mas circunferencias?

H4: una forma definida.

P: Entonces, jaja! Supuse que iban a
pregunt- a explicar lo mismo, ;verdad?
(A qué se parece esa forma? Si claro,
tiene una forma definida, pero no es la
misma forma de la otra.

H4: Como dos horizontales.

P: Como dos horizonta:::les.

M2: °Curva semiflor®.
21

P: Como dos horizontales ;qué mas? ;qué
forma le ven?

He: Pos parece una=

P: =¢0 le vieron?

Hé: Especie de mancuerna, como siempre
hay dos circunferencias, bueno a partir
de dos, siempre estdn esas dos

circunferencias ((con sus manos hace
referencia a los extremos de la
trayectoria)) nada mas que parece que
estan agregando mas.

H3: Se estan separando mas ((con sus manos
hace referencia a que los extremos de la
trayectoria se separan))

M3: iAja!

P: Ah ok, si vemos menos, entonces algo
como que se va a ir separando. Vamos a
Ver eso.

H3: Al revés, (X)si ponemos menos entonces
se juntarian.

P: iAja, eso!
(12)

Heé: iAja! Puede ser con cuatro, pero salen

como mas pequeflas y asi ((con sus
manos hace referencia a que estan los
extremos de la trayectoria juntos))

P: Entonces, otra vez, como que esto y esto
se va separando y aqui en medio qué
pasa, como que se agregan de estos
brinquitos o qué.

M2: [iAja!]
H3: [[Ajal], si.
P: (Eso es mas o menos lo que pasa? ((los

alumnos asienten con la cabeza))

Comparar
Las trayectorias.

Comparar
La forma de la trayectoria.

Comparar

Verbal: [VG]-2-|01:58:28|

P: ((Leyendo la pregunta)) ;Como cambia
la trayectoria del planeta conforme se
agregan mas y mas circunferencias?

H4: Toma una forma definida.

P: Entonces, jaja! Supuse que iban a
pregunt- a explicar lo mismo, ;verdad?
(A qué se parece esa forma? Si claro,
tiene una forma definida, pero no es la
misma forma de la otra.

H4: Como dos horizontales.
P: Como dos horizonta:::les.
M2: °Curva semiflor®.
@1)
P: Como dos horizontales ;qué mas? ;qué

forma le ven?



Parte I1.
Intencion:

Estudiante

Invariantes de
Acciones
Pregunta b

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

- Laforma de la trayectoria.

EL valor de la distancia del planeta P a la Tierra
para los

St==

El rango de oscilacion va disminuyendo al

agregar mas circunferencias.

Cuando P esta en los puntos mas alejados, es

decir,en t = wy t = 2m, la distancia al

aumentar el nimero de circunferencias.

valores de t =

H1

En t=pi/12, 3pi/4 las funciones seno y coseno
extremos ni 0. Pero la distancia

converge.

En t=pi, 4pi las funcion seno 0y coseno -1, 1

respectivamente. La funcion de distancia se

maximiza.

En general, hay 2 maximos y 2 minimos de

distancia segtn el tiempo.

H3

H4

T . , . o
t=2mparat = T Mientras mas circunferencias
se afiaden, la sucesion de puntos P al tiempo t,

forma una espiral calor fijo
(parecido a una serie de Fibonacci)

3 -7
Parat = " la sucesion de puntos vuelve a

de una espiras, pero ahora el punto P,

termina mas cerca de la tierra y se acerca en
menos puntos que en para el tiempo anterior.
Para t = 1 la sucesion de puntos P cada
vez mas del punto P, lo mismo para t = 2.
Asi, para cualquier t, mientras mas se aleje de t =
m y t=2m, el punto P, mientras mas
circunferencias se agreguen, se acercara al punto
P.

i | & ) | dolameis o
Peordvmde b (Tawe L fak L bods -

Equipo 3

[VE3]-2-|01:29:44|

Ma3: (En qué parametro estas?

H3: Ah, es %

M3: (Incomprensible, 2)

H3: (incomprensible, 2)

M3: Que aumenta como una (2) jes
serie de Fibonacci? Porque va asi ((hace
un sonido para explicar la forma)).

[VE3]-2-/01:31:34]

Heé: Ta qué viste de esos?

M3: Pues como va aumentando, pero como
aumenta de distintos lados.

Hé: (x)Quiero encontrar algo analitico aqui,

pero no me da.

[VE3]-2-|01:31:34|- ;refiriéndose a t = y t =

2m?

Mé6: jAy! Si es cierto, si oscila, con razén no
estaba loca. En tres cuartos de 7, es que
se me hizo raro que ese no aumentaba
tanto, , Y si, solamente
baila.

H3: No es cierto, a ver.

[VE3]-2-/01:34:56]

Hé: (No hay un patron en general ahi?

M3: No.
(6)

Hé: Como que va convergiendo a un punto.
(10)
Esta mas que todo, pero va de

manera (2) uniforme.

[VE3]-2-/01:37:11]

H3: Y este 21 solo se alarga ;verdad?
M3: iAja! Por la, por la derecha
H3: (Crees que tienda a algiin punto en

especifico? Porque, por ejemplo, este,
este que esta aqui ya sabe que esta en la
parte que se hace una linea recta, {no?
Esa casi no da (incomprensible, 1)
Entonces este de aca, también tiende
digamos a un punto, pero este de aca
crees que también se acerque a un punto
si agregaras una circunferencia.

M3: No sé, yo creo que, yo siento que ese se
va a seguir

H3: (Mmm?

M3: Yo siento que si.
(13)

Hé6: Huy mira, si esta interesante esto, si es
una serie de Fourier, ;jno?

Ma3: (Eh?

Hé6: Las series de=

M3: =Es que es lo que le decia a ¢él, que este

se comporta de otra manera distinta. No
S€é si sea, la manera natural.
Hé: No, de hecho, si se comporta igual. Has

de cuenta.

M3: No, porque la otra hacia esto ((hace un
sonido para hablar de la forma)).

Hé: No fijate, en un instante de t cualquiera

agreguemos dos circunferencias, has de
cuenta que es lo mismo, exactamente
(incomprensible, 1) o tienes tres, tienes
exactamente el mismo, entonces fijate
este es el primer caso en el que
estabamos, este es el caso que
analizamos, ;lo recuerdas?

M3: Mmm, ah si tienes razon, si es la misma.

Hé: Entonces fijate al agregar cuatro,
tendrias este  (incomprensible, 1,
(radio?) y obviamente converge a algin
punto.

Puesta en comun

Hé:
P:
Hé6:

Pos parece una=

=¢0 le vieron?

Especie de mancuerna, como siempre
hay dos circunferencias, bueno a partir
de dos, siempre estan esas dos
circunferencias ((con sus manos hace
referencia a los extremos de la
trayectoria)) nada mas que parece que
estan agregando mas.

[VG]-2-/02:02:31]

P:

H4-:

H4:

He:

H3:

Heé:

Ma3:

Ma3:

H4:
H3:
Heé:

Ma3:

M3:

(Qué fue lo que hicieron?

Ol

(Le movieron acd? ((Los alumnos
responden afirmativamente)) Entonces

por ejemplo para t= % Lqué
respondieron?
Primero tiene como esa (x)de
(x)espiral
jAja!

a un valor fijo.
Y converge a un valor fijo, aja ;qué mas?
Entonces va tomando como esa forma de
espiral y parece que converge a un valor.
Pues si, como que , (no?
Oscila entre un valor y siempre va ((con
su mano hace un movimiento con el dedo
que va de un lado a otro))
No:::;, porque ves que se forma una
espiral ((hace el movimiento en espiral
con su mano))
O sea si, pero si lo ves digamos en la
manera lineal como que va oscilando
hasta llegar a un valor.
iUja! Ok, entonces si, va formar como
una espiral, pero se va moviendo como
alrededor (x)de algiin valor especifico.
((Los estudiantes asienten con la

cabeza)) Ok. ¢(En t =%ﬂ sucede lo

mismo, o? ((Varios estudiantes dicen que
No))

3T
(No? Sucede otra cosa, vamos a ver, 22

ver, qué pusieron que sucedia antes de

que lo veamos.

Primero aumenta y luego se queda
en un valor.

31 ’ . 4
=, aqui esta, es 2.36 mas o menos, ok

entonces veamos, entonces primero
aumenta, empieza en 1.27.

iAja! Aumenta y ya después va, (x)se
queda oscilando.

Pero eso es lo mismo que la otra, ;no?
Si, si es 1o mismo.

Pero es diferente, a no si.

No, es que se queda como en un
parametro.

Como en un parametro. Porque esta es
como en uno uno, uno dieciocho,
diecisiete

Y baja y sube, y oscila.

Baja y sube. ;Como que si se comporta
similar, no? ((varios estudiantes
responden que si)) Como que oscila
también igual alrededor de algin, de un
valor.

[VG]-2-/02:04:44]

P:

M2:
Ma3:
H4:
He:

P:

Ma3:
Heé:

Hé:
Hl1:

H3:
Hl1:

Hl1:

H3:
Hl1:
H3:
Hl1:

Heé:

H3:
Hl1:

Heé:

Hl1:

(Ent=myt=2mn?

Crecen (incomprensible, 1).

Crecen.

Creceala , los radios.
Ah, pero es maximo ¢ verdad?

Crecen lo mismo nada mas que una esta
aqui y la otra estd de este otro lado,
(jverdad? ;Si? ((H6 asiente con la
cabeza)) (Entonces qué pasa ahi,
entonces con la, con la distancia del
planeta?

Aumenta=

=Se va haciendo mas grande.

(Siempre aumenta?

iAja! Siempre se va a

(Tendra cota? ;Sera acotado o no?

iSi!

Yo creo que si.

Hay otra serie, para::, bueno para
valores finitos, como ahi lo aproxima.
Eh, (x)la serie, cudl era, suma parcial.
igju!

La serie trigonométrica, de hecho, esta
(x)no cumple aqui, pero para valores
finitos si converge, se estaria estirando
((explica con el movimiento de sus
manos))

Ok, otra vez, la convergencia es algo de
infinitud, ;si?

iAja! (x)No converge.

Entonces=

(Incomprensible, 1)

La horizontal

iAjal
O sea, la vertical si, pero la horizontal se
va indefinidamente ((explica

con el movimiento de sus manos))

Pero es que van decreciendo los radios
cada vez mads, o sea (x)si hay un valor al
que tienen que=

=Pero van a seguir sumando algo.

No, porque ya vieron (x)como definimos
los radios.

0 1 0
Es como la serie on» 0 s€a va creciendo

va sumando algo, pero si hay un valor al
que igual llegas
(X)En la tarea pasada definieron al radio
como, o sea decrecia conforme a los
impares, y

, ni la de todos los naturales, ni
pares ni impares converge.
Entonces aqui lo que esta pasando es que
estamos sumando [los radios].



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

;Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones
Pregunta ¢

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

Se pretende propiciar un andlisis numérico de la variacion de una suma parcial a otra, se busca que el estudiante se percate que la trayectoria del planeta no es estable para todos los valores del tiempo.

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

Verbal: El valor de la distancia del planeta P a la

Tierra oscila al agregar mas circunferencias para

T 3
los valoresde t = —, t = —.
12 4

Verbal: El rango de oscilacion va disminuyendo
al agregar mas circunferencias.

Verbal: Cuando P esta en los puntos mas alejados,
es decir, en t = wy t = 2m, la distancia aumenta
al aumentar el numero de circunferencias.

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

T z . .
Verbal: Para t = S entre mas circunferencias se

agregan la distancia PT va aumentando.
y . T
Icénico: Para t = P

Z.c 3T 5 ¢ o ° c
Numérico: Parat = ~, > dun inicio la distancia PT

aumenta hasta 1.19, después baja a 1.13 y toma
valores de 1.11, 1.16 y 1.17 y se vuelve a repetir
el proceso volviendo a 1.13 y varia entre 1.14,
1.15 y asi.

y e 3T
Iconico: t = T'
%"
[ o
LY

%,

Verbal: Para t=m y t=2m, entre mas
circunferencias se agregan la distancia PT va
aumentando.
Iconico: Parat =yt = 2m.
4-.-'\.-' ; . '\-\.-
et e ||

rd

[y |

- Ladistancia entre el planeta y la Tierra en un tiempo dado.

dpr

= <Z1-l:1ri Cos((2i — 1)t)>2 + (leri Sen((

1.27
2i-1

Conr; =

Formula de la distancia del planeta a la tierra, los
términos de dicha suma y un tiempo dado.

La serie numérica resultante al evaluar.

w 3w

Verbal: Ent = —, —
12° 4

no alcanzan valores extremos ni 0. Pero la

distancia converge.

Algebraico:

las funciones seno y coseno

Verbal: En t = 1, 4m las funcién seno vale 0 y
coseno -1, 1 respectivamente. La funcion de
distancia se maximiza.

Algebraico:

dpr(t)

= % [Z 20 1— g eos((2i= l)t)r + [Z 2i1— 1

i=12,..,n

Matematizar el fendmeno como una generalizacion de los resultados obtenidos en la Tarea #2 - Parte 1.

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

T o
Verbal: Para t = o observamos una tendencia a

la estabilidad, convergiendo la distancia al planeta
a un valor especifico.
Iconico:

3m ~
Verbal: Para t = observamos una pequeia

danza u oscilacion alrededor de un punto muy
especifico, observandose convergencia a un punto
especifico.

Iconico:

Verbal: Para t = 2w observamos el punto P en la
misma posicion respecto a la horizontal,
alejandose del centro del circulo. Y en t = es
similar solo que al lado contrario.

Iconico:

|
e

Verbal: Quitando t =7 y t = 2m, todos los
puntos convergen a un valor.

@ (&

> —
2 7
yer -

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

H4

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

T . z . .
Verbal: Parat = PP mientras mas circunferencias

se afiaden, la sucesion de puntos P al tiempo t,
forma una espiral hacia un cierto valor fijo
(parecido a una serie de Fibonacci).

Algebraico:

L=
Verbal: Para t = %, la sucesion de puntos vuelve
a tomar el valor de una espiral, pero ahora el punto
P, termina mas cerca de la tierra y se acerca en
menos puntos que en para el tiempo anterior.
Verbal: Para t =  la sucesion de puntos P se
aleja cada vez mas del punto P, lo mismo para t =
2m.

n 2
4 Zcos(Zn—l)t
r_n 2n—1
1
n 272
N Zsen(Zn—l)t
- 2n—1

1

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

Equipo 3

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

Verbal: [VE3]-2-|01:29:44|
Ma3: (En qué parametro estas?
H3: Ah, es %

M3: (Incomprensible, 2)
H3: (incomprensible, 2)
M3: Que aumenta como si fuera una (2) ¢es

serie de Fibonacci? Porque va asi ((hace
un sonido para explicar la forma)).

Verbal: [VE3]-2-|01:34:56|

Hé: (No hay un patron en general ahi?

M3: No.
(6)

Hé: Como que va convergiendo a un punto.
(10)

Esta oscilando mas que todo, pero va de
manera (2) uniforme.

Verbal: [VE3]-2-|01:37:11|

H3: Y este 21 solo se alarga verdad?

M3: iAja! Por la, por la derecha

H3: (Crees que tienda a algin punto en
especifico? Porque, por ejemplo, este,
este que esta aqui ya sabe que esta en la
parte que se hace una linea recta, ;no?
Esa casi no da (incomprensible, 1)
Entonces este de aca, también tiende
digamos a un punto, pero este de aca
crees que también se acerque a un punto
si agregaras una circunferencia.

No sé, yo creo que, yo siento que ese se
va a seguir estirando, y estirando, y
estirando.

M3:

[VE3]-2-101:55:57]
H3: Pues si, es lo que se me ocurre. Es

, pero ahora con
esa madre, el valor del radio y el valor de
a velocidad angular. (incomprensible, 2)
La velocidad es angular en términos
generales, ;no?
jujua!
Entonces la imagen respecto de la
horizontal seria esta, seria velocidad por
tiempo.

M3:
H3:

[VE3]-2-01:57:46|

H3: Creo que ya “M3” ((se refiere a M3 por
su nombre)).

A ver.

Sabemos. Tienes aqui el primer punto y
esoes R;.

jUja!

El coseno de la primera velocidad
angular, que ya sabes quién es, igual trae
el seno, ;jno? Aqui también este la
coordenada luego de (incomprensible, 5)
entonces eso, crearia tu primer punto
aqui. Y luego como

M3:
H3:

M3:
H3:

, tienes
que saber el otro radio, tienes que saber
la velocidad angular, pero es el mismo
tiempo, entonces vas a tener que sumar
estos, lo mismo para los n.

Ma3: Entonces nos quedaria la raiz.

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.

Puesta en comun

H1: [Los radios] y el
siguiente  es:::, decrece conforme
impares, {no?.

P: Entonces, como que unos dicen que si'y
otros dicen que no.

Hé: Pues yo digo que si converge.

P: Sigues convencido de que si converge.

[VG]-2-/02:07:10]

H9: Si convergeria, porque estaria acotada.

P: (Por qué?

HO: Porque:::, o sea, para valores ya muy
grandes, el radio seria cada vez mas
pequeilo, entonces llegaria a un punto en
el que como que no estaria sumando
nada, entonces, si le sumas algo mas
grande, ya estaria acotada y creceria
siempre, entonces tiene que converger.

P: OK=

HO: =Bueno también dependeria de Ia
relacion entre los radios, porque=

H1: =Pero hay series decrecientes que no
convergen.

H3: iAja:::!

HI1: Como la de los naturales, % no converge.

H9: No, si, mas bien dependeria de Ia

relacion entre los radios, porque aqui en
este ejercicio no te lo esta especificando,
que es igual al anterior, entonces podria
converger o no converger.

El planeta, la Tierra y un tiempo dado.

La distancia entre el planeta y la Tierra, en un
tiempo dado.

Verbal: [VG]-2-/02:02:31]

P: (Qué fue lo que hicieron?
®)
(Le movieron aca? ((Los alumnos
responden afirmativamente)) Entonces

por ejemplo para t= % Lqué
respondieron?

Primero tiene como esa forma (x)de
(x)espiral

P: iAjal

H4: Converge a un valor fijo.

P: Y converge a un valor fijo, aja ;qué mas?
Entonces va tomando como esa forma de
espiral y parece que converge a un valor.
Pues si, como que va oscilando, (no?
Oscila entre un valor y siempre va ((con
su mano hace un movimiento con el dedo
que va de un lado a otro))

H4:

Hé6:

[VG]-2-]02:04:44]

P: (Ent=myt=2m?

M2: Crecen (incomprensible, 1).

M3: Crecen.

H4: Crece a la suma del radio, los radios.
Hé: Ah, pero es maximo ¢ verdad?

P: Crecen lo mismo nada mas que una esta
aqui y la otra estd de este otro lado,
(verdad? ;Si? ((H6 asiente con la

cabeza)) (Entonces qué pasa ahi,
entonces con la, con la distancia del
planeta?

M3: Aumenta=

Hé: =Se va haciendo mas grande.

P: (Siempre aumenta?

Hé6: iAja! Siempre se va a alejar.

[VG]-2-/02:09:26/- El estudiante H2 pasa a
resolver en la pizarra. Y escribe lo siguiente:

&)= ZY@(MQ +Zj*r..am .

Luego asegura:
[VG]-2-|02:10:04

H2: Si no sabemos los radios ni su velocidad
angular, .

HI: Dice que retomemos los ejercicios
pasados.

P: iAja! En este si, en este, en este en
particular cémo seria, digamos (la)
formula.

HO: Cuatro entre 2n — 1 ((sigue escribiendo

en la pizarra la formula con ayuda de los
demas estudiantes))

dnd)= @v@(,w.tﬁi({y}mt
:W@mxﬂmﬂﬂ?

|
[VG]-2-/02:11:35]
P:
M2:

1 Qué representarian estos ?
(’Q P 2n-1)m

Los radios ((junto con M2 la mayoria
indica que los radios))

P: El radio de la circunferencia (3) (Y lo
que esta adentro, el (2n — 1)t?

H3: Pos, el angulo.

P: El angulo que va cambiando, ;verdad?

HI1: Velocidad angular.

P: El 2n — 1 seria la velocidad angular ;Y
el 2n — 1)t?

HI1: El 4ngulo.

P: La medida del 4ngulo en radianes.

Los términos de la suma, los radios de las
circunferencias y las velocidades de los puntos.



Parte I1.
Intencion:

Estudiante
(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Pregunta d

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones
Pregunta e.1

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

M3

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Algebraico:

J

H1

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Algebraico:
dpr(t)

- % [Z 2i 1— e & 1”)]2 - [Z 21'1— 1

i=12,..,n

- Laabscisa del planeta corresponde a una suma de cosenos y ordenada corresponde a una suma de senos.
- El coeficiente del término n-ésimo corresponde al radio de la circunferencia n-ésima.
- El argumento para el término n-ésimo corresponde a la velocidad del punto sobre la circunferencia n-ésima multiplicada por el tiempo.

Iconico:
Algebraico:
n n
(xn'yn) = xjrzyj
j=1 =1
n n
= D 1cos(8)), ) 15en(8))
j=1 j=1
dpr
n 2 n
= (Z r; Cos((2i — l)t)) + (Z 7; Sen((
i=1 i=1
Conr; = 127
2i—-1
Su  comportamiento  puede

oscilatorio. Alcanza un valor maximo y un valor
minimo.

su velocidad angular para poder
distancia del punto P a la Tierra.

considerarse | Se debe conocer el radio de las circunferencias y | Es una funcion en la que los maximos y minimos
la | se pueden intuir sin mucha dificultad (multiplos

de pi y multiplos de pi medios,
respectivamente). Pero analiticamente es dificil
de demostrar.

Es una funcion periodica.

impares

H3

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Iconico:

Algebraico:

Es necesario conocer el radio de cada circulo
utilizado en el modelado de la trayectoria, asi
como su velocidad angular para poder

a la que tendera la trayectoria cuando
agreguemos mas circulos, este hecho se sigue de
que estos parametros alteran la forma de la
trayectoria final.
Seria conveniente que tanto los radios como las
velocidades formen una progresion para poder
formar trayectorias interesantes.

H4

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Algebraico:
n 2
4 Z cos(2n — 1)t
"= i3 2n—1

1

0 2
4 Z sen(2n — 1)t

- 2Zn—1

N[ =

Para empezar, siempre ,y este
valor es mas pequefio conforme t se aleje que piy
2pi, pues la parte sinoidal se anula, la parte del
coseno se vuelve 1 y solo se suman los términuos
del numerador y P se aleja horizontalmente.

Equipo 3

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Verbal: [VE3]-2-|01:55:57|

H3: Pues si, es lo que se me ocurre. Es hacer
exactamente lo mismo, pero ahora con
esa madre, el valor del radio y el valor de
a velocidad angular. (incomprensible, 2)
La velocidad es angular en términos
generales, ;no?

iUja!

Entonces la imagen respecto de la
horizontal seria esta, seria velocidad por
tiempo.

Ma3:
H3:

Verbal: [VE3]-2-|01:57:46|

H3: Creo que ya “M3” ((se refiere a M3 por
su nombre)).

Ma3: A ver.

H3: Sabemos. Tienes aqui el primer punto y
esoes R;.

M3: Uja!

H3: El coseno de la primera velocidad

angular, que ya sabes quién es, igual trae
el seno, ;jno? Aqui también este la
coordenada luego de (incomprensible, 5)
entonces eso, crearia tu primer punto
aqui. Y luego como lo habiamos hecho
la otra vez, bueno en el pasado, tienes
que saber el otro radio, tienes que saber
la velocidad angular, pero es el mismo
tiempo, entonces vas a tener que sumar
estos, lo mismo para los n.

No hubo interaccion al responder a esta pregunta.

Puesta en comun

La abscisa del planeta corresponde a una suma
de cosenos y ordenada corresponde a una suma
de senos.

El coeficiente del término n-ésimo corresponde
al radio de la circunferencia n-ésima.

El argumento para el término n-ésimo
corresponde a la velocidad del punto sobre la
circunferencia n-ésima multiplicada por el
tiempo.

Algebraico:

dy m \Tm

_‘;thm k@ \vl)tbl

”,E(U/:"_‘—)T'( aS(@“*)’(D%

Verbal: [VG]-2-/02:11:35]
P: (Qué representarian estos
M2:

(2n—1)7r?

Los radios ((junto con M2 la mayoria

indica que los radios))

P: El radio de la circunferencia (3) (Y lo
que esta adentro, el (2n — 1)t?

H3: Pos, el angulo.

P: El angulo que va cambiando, ;verdad?

HI1: Velocidad angular.

P: El 2n — 1 seria la velocidad angular ;Y
el 2n — 1)t?

HI: El angulo.

P: La medida del angulo en radianes.

[VG]-2-02:14:19)

P: Bueno entonces esa formula ;Qué
relacion tendria con eso? Digamos, con
la estabilidad y con la, y con eso que
respondieron aqui arriba.

H4: Nada mas que lo describe=

P: =¢Qué puedes decir del comportamiento
de esta formula, a partir de eso que
respondieron ahi en esas preguntas?

HI1: Ah:: Es que la formula 2o la
forma que toma la figura.

P: iuja! ;Y respecto de lo que respondieron
arriba de va tomando una forma
definida?

H4: Habria que ver los

. Meter al t en la formula y
averiguar la convergencia.
P: iAja! Por ejemplo, una cosa que podrian
decir es, si ponen t = % ,qué le pasaria
a esa formula? ;seria convergente o

divergente?
M2: Convergente.
H3: Convergente.
HI1: (Cual?
P: A esta.
M2: [Converge].
HI: [Convergente].
P: (Siponen t = %‘?
H3: Converge.
P: También. Donde no tenemos, este, un

acuerdo es en t = m y t = 2m, (cierto?
((H3 asiente con la cabeza))

Este inciso conduce hacia la interpretacion de la matematica involucrada en el fendmeno fisico, relacionar la estabilidad de la trayectoria el planeta con el limite de las sumas parciales involucradas en la formula calculada en el inciso c. Esto es de suma importancia, pues en el trabajo de Fourier siempre hubo un ir y venir entre el fenémeno fisico y la
matematica involucrada, para validar la segunda en la primera (Farfan, 2012; Farfan & Romero, 2017).

Graficar
El planeta, la Tierra y el tiempo transcurrido.

Graficar
Distancia del planeta a la Tierra respecto del
tiempo.

Graficar
Iconico:
"

- Forma de la trayectoria (convergencia).
Tiene un en T cuando
aumenta el nimero de circunferencias.

En los valores de t = 0, t = 2m, cuando

aumenta el nimero de circunferencias.

Radio de la circunferencia y velocidad angular.

Distancia del planeta a la tierra.

Verbal: Se debe conocer el radio de las
circunferencias y su velocidad angular para
poder determinar la distancia del punto P a la
Tierra.

Se comporta como una serie de Fourier de
Cosenos, que dependera de la velocidad angular,
ya que un punto maximo un
minimo y vuelve a recuperar un punto maximo
en un determinado.

Maéximos, minimos y periodicidad.

La formula.

Verbal: Es una funcion en la que los maximos y
minimos se pueden intuir sin mucha dificultad
(multiplos de pi y multiplos impares de pi
medios, respectivamente). Pero analiticamente
es dificil de demostrar. Es una funcion periddica.

Conforme aumenta el nimero de circulos.
el valor maximo hasta el minimo dentro

del intervalo ((2n—2)m, (2n—1m) y del
minimo al maximo dentro del intervalo ((Zn —
1), 2nm).

Radio de la circunferencia y velocidad angular.

Forma de la trayectoria.

Verbal: Es necesario conocer el radio de cada
circulo utilizado en el modelado de la trayectoria,
asi como su velocidad angular para poder
determinar la forma a la que tenderda la
trayectoria cuando agreguemos mas circulos,
este hecho se sigue de que estos parametros
alteran la forma de la trayectoria final.

Como una especie de serie (suma infinita) de
cosenos, esto se deduce de la expresion general
calculada para la distancia de T a P y de la forma
de la suma parcial de abcisas cuando se tiene una
sola circunferencia, la serie se deforma hasta el
punto en que una especie de senal

con forma de V.

Formula evaluadaen t =yt = 2m.

Forma de la trayectoria (convergencia).

Verbal: Siempre converge a un valor, y este valor
es mas pequefio conforme t se aleje que 7 y 27,
pues la parte sinoidal se anula, la parte del coseno
se vuelve 1 y so6lo se suman los términos del
numerador y P se aleja horizontalmente.

Toma un en npi

[VE3]-2-/02:14:20)

M3:  Dice abscisas primero, ;no?

He: Las abscisas convergen a la funcion
periodica, {no?

M3:  Ah::no sé.

[VE3]-2-02:14:59)|

H3: (Sera que esta es una serie de cosenos y
la otra una serie de senos?

M3: Tendria sentido.

H3: Puramente de senos y una puramente de
cosenos.

M3:  Una serie de (incomprensible, 1) en
cosenos, tendria sentido.

H3: Si, (no? Porque, porque ve lo que
tenemos aqui una suma pura de cosenos
y aca una suma pura de senos.

M3:  1Pues es lo que te dije desde hace rato?

[VE3]-2-/02:16:04|
Hé6: (A donde converge?

Foérmula evaluada en valores especificos del
tiempo.

Forma de la trayectoria (convergencia).

Verbal: [VG]-2-/02:14:45]

Hl1: Ah:: Es que la formula explica:: la
forma que toma la figura.

P: iuja! ;Y respecto de lo que
respondieron arriba de va tomando una
forma definida?

H4: Habria que ver los valores de

convergencia. Meter al t en la formula
y averiguar la convergencia.

[VG]-2-/02:16:46

H7: Pues que es una funcién oscilante y los
maximos y minimos la suma de los
radios.

P: Ok.

H4: Que también un valor constante,
(no? Entre 0 y 7 (x)las sumas de las
coordenadas.

H7: Pero si las abscisas no son coordenadas.

H4: Ah de las abscisas, pues como quiera es
continua, ;no? La grafica que describe.

P: Ok, (y en m?

H3: Parece una discontinuidad.

P: (Parece una discontinuidad? ;de qué
tipo?

H4: Una divergencia, jno?

H7: Pero aqui toma el valor de la suma de

los radios, ;jno? Y no sabemos si
converge o diverge.
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Pregunta e.2

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

Al aumentar el nimero de circunferencias la
suma a 1 en el rango (0, ), mientras
que en el rango (7, 21) la suma se acerca a -1.

M3

Se comporta como una serie de Fourier de Senos,
que dependera de la velocidad angular, ya que
en un punto maximo se mantiene por un
intervalo de tiempo y después un minimo
donde de igual manera se mantiene constante y
. Comportandose como un

pulso.

H1

Conforme aumenta el numero de circulos. La
suma de las abscisas a 1 dentro
del intervalo ((Zn —2)m, (2n — 1)7'[) ((2n-2) y
—1 dentro del intervalo ((Zn — Dm, Znn).

H3

Como una especie de serie (suma infinita) de
senos, esto se sigue de la expresion general
calculada para la distancia de T a P y de la forma
de la suma parcial de ordenadas cuando se tiene
una sola circunferencia la cual es una funcion
seno, con una cierta amplitud.

La serie parace deformarse hasta el punto de

na funcion pulsante y periddica.

H4

Toma un en | y -1. y se mantiene
por un intervalo de y -piy pi

Equipo 3

M3:  ((risas))

Hé: Diverge, ;no?

Ma3: Ah, si es cierto. No sé, es que no hemos
visto convergencias asi.

He: (Qué te pasa “M3”? ((se refiere a M3
por su nombre))

H3: Pos ahorita tienes que ver a donde
converge, es como las otras dos, la de
senos se ve muy clarito que (x)a
un valor positivo y al otro se va a otro
valor negativo nada mas.

Heé: Una se va a=

H3: =Ah bueno, pero eso no quiere decir que
converja verdad.

M3:  No::

H3: O sea que se vuelve mas bien como una
funcion escalonada.

M3: (S1:::? ((risas))

H3: Pero la serie es diferente, jno?

Hé: Es que no es una funcién escalonada.

H3: Si, ;jno? La otra, la del seno.

M3:  Lade los senos.

He: No:::, (x)no es escalonada. Lo que pasa
es que esta cosa esta muy chiquita, pero
aqui tienes el mismo comportamiento.

M3:  Es que parece un seno amortiguado.

[VE3]-2-/02:07:56|

H3:

Hé6:

M3:

H3:

M3:

H3:

Ma3:

H3:

Ma3:

H3:

Ma3:

Entonces dos rectas ;a la
funcion escalonada? No, si brinca
mucho /no?

Yo estoy analizando el coseno.

A ver.

No, pero es que si , (no? Si

da la escalonada.

jAsh!

Pero si le agregas mas puntos podriamos
alinearlo. Mira, una recta no,
pero es que esto no me gusta.

Pero es que salen picos. Mas bien parece
un seno, /no?

No, esta raro, porque seno no
(incomprensible, 1, ;tiene picos?)

Pero yo creo que le metieron un::: una
funcién exponencial, a lo mejor una
composicion entre el seno
(incomprensible, 1) y una funcién expo-
y una (incomprensible, 1)

(Qué esta pasando? ((risas))

Si, ponle ti que el seno no tenga una
(incomprensible, 1), da positivo de cero
a pi y que el (incomprensible, 1) da
negativo de pi a dos pi, {no?

[VE3]-2-/02:22:51]

Heé:

H3:

Heé:
H3:
Heo:

H3:

Ma3:

H3:

Ma3:

H3:

Ma3:

H3:

Heé:

Ma3:

He:

H3:

M3:

Hé6:
H3:
Heé:

Tendria sentido considerar que esta tiene
(incomprensible, 1), jno?

Si, si, es una funcidn escalonada, como
se llama ese tipo de funciones. Es que
hay un tipo de funcioén, ;no? Cuadradas
0 no sé cOmo=

=, Cudl?

La que forma esta.

LA trozos?

3)

jAja! Si.

Pero es la funcion de escalon::

Es que la funcidn escalon es cero y luego
de repente empieza a valer uno.

iAja! 'Y luego es discontinua en un
punto, pero la puedes hacer continua sin
retornos.

iAja! Es que aqui se ve que es mas o
menos algo asi, pero es que no quiero
decir que es justamente un escalon,
porque no parece que valga lo mismo.
jAja!

Yo digo que

especie de pulso o algo asi.
O sea, es porque=

=Ah::: quizas pulsos.

(x)Es que realmente te faltan puntos, o
sea por si, es que si, ese si va asi.
Entonces tendria sentido decir que es
cOmo.

Un pulso.

Es periddica en esos intervalos.

iAja! Porque el pulso si es peri6:::dico.
Y tienes puntos de discontinuidad.

Ccomo una

Puesta en comun

P:

H4:

M2:

H4:

M2:

M2:

HI1:

M2:

HI:

Aja verdad, esta esa discrepancia.
Entonces, si converge ;qué deberia
pasar ahi?

Convergeria a la suma de los radios.
,Y sidiverge?

Se va ((mueve sus manos de abajo hacia
arriba para explicar el
comportamiento))

Da infinito, ;cierto? Pero la grafica qué
es sugiere ;qué converge o que diverge?
No sé, la grafica me indica que
converge.

Es que ahi nada mas estamos probando,
bueno=

Muy poquito ((hace referencia al
numero de circunferencias usadas para
ver la grafica))

Y se va viendo que el minimo va
bajando cada vez mas.

Ok, conforme le agrego las::: otro n,
otros n’s, voy a ponerle otros. Ahi en
21, voy a ponerle bastantes ya, los 25. Y
lo que hizo fue bajar mas, ;verdad?
Entonces conforme le agrega el n, dice
“M2” ((se refiere a M2 por su nombre)),
entonces, este, como que se va haciendo
mas hacia abajo siempre. Entonces, si le
ponemos n = 50 probablemente esté
(x)mas abajo, ;verdad? Entonces qué
les dice eso ;que es acotado o no es
acotado?

No parece.

Parece que no es acotado, ;verdad?
Entonces ;converge o diverge?
Diverge ((junto con M3 responden
varios estudiantes))

Pareciera, ;verdad? Que diverge
entonces. Entones podemos volver a las
preguntas anteriores (qué pasa en t =
1, con la distancia?

(Incomprensible, 2, ;Seria en
la serie?) ((sefala la formula de la
distancia escrita en la pizarra)) Pues el
seno se cancela, en todos los multiplos
de m se hace 0.

Se hace 0, jaja!

Y el coseno son multiplos impares de
o de —m y eso siempre va a dar, por
ejemplo, el de da —1 con os de —m, ;no?
Digo con los de m da —1 y con los de
—TL.

Lo mismo.

También, asi que seria la suma de,
bueno mas bien la serie que suma los
inversos de los impares y eso diverge.

[VG]-2-/02:23:48)]

HI1:
P:

HI1:

HI1:

H1

M2:

HI:

H1:

HI1:

H4:

HI:

M2:

HS:

H1:

HS:

HI:

v

H7:

H2:

HI1:

Esa si converge.

Esa si converge ;en todos los puntos?
(En todo lado, para cualquier valor de
t?

Bueno, para t igual multiplos de g,
bueno multiplos impares.

(Soloparat = gpasa eso? (Solo aqui o
aqui? ((senalando el valor en la grafica))
Bueno si, (x)es facil demostrar ese, para
otros valores (x)no se como se
demuestra que converge.

Pero ;qué pueden ver de la grafica?
Que si.

Que converge.

Para intervalos de, si intervalos
abiertos, ;no? Que esté dentro del
intervalo (0, ).

Ok.

Y 2n=

=;Abiertos?

jAja! Intervalos abiertos.

Entonces ;/qué pasa (x)en m?

Se cancela (incomprensible, 1), porque
[(x)ahi esta la discontinuidad].

[(Cuales son las discontinuidades?] ¢ las
qué, las coordenadas?

(Tendra? ;Qué habia dicho? “H8” ((se
refiere a H8 por su nombre)) me habia
dicho algo ahi de ;cerca de m qué pasa
0 qué parecia que pasaba?

Las discontinuidades.

La trayectoria (x)de. Ya se me olvido
((risas))

Se hace cero, bueno (x)se ve (x)de la
funcién y también de la grafica que en
1, la suma de las ordenadas es cero,
porque solo, bueno esta completamente
estirado en X.

Ok ¢(qué opinan los demas? (6) “H8”
((se refiere a H8 por su nombre)) me
habia dicho que cerca de m, cerca, no me
dijo en m, sino cerca de m, parece que
diverge. (Vamos a ver qué opinan de
eso? /Si me habias dicho eso verdad
“H&”?

Si.

Vamos a poner menos ((se refiere al
numero de circunferencias en el applet))
para ver qué se ve y vamos a quitar la de
las abscisas. Asi se ve con cinco (9).
Entonces veamoslo con seis, voy a
quitar el, a limpiar para que, asi se ve
con seis(9). Si, ahora con siete (12).
(Qué les parece que sucede ahi,
converge o diverge?

Converge, simplemente que cambia
muy rapido al otro valor de
convergencia.

(Qué opinan los demas?

Que diverge.

Que diverge.

Pero es que del movimiento del Planeta
se ve que da cero. (Incomprensible, 1)
es continuo porque da asi como saltitos,
tendria que pasar por cero.

Si. Bueno, en el tiempo se ve que por
ahi tiene que pasar mas rapido, por eso
se ve la caida abrupta. Pero en la figura
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Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Puesta en comun
simplemente tendria que pasar por el
cero, porque hay un punto en que los::
la  cadenita de circulos esta
completamente horizontal, no hay
ningln termino en Y, o sea en 1, y en,
aja, todos los multiplos de 7.

Pregunta e.3

En la respuesta (a) menciono que la trayectoria
se vuelve mas alargada en m y en 2m, lo cual
concuerda con ésta grafica donde podemos ver
minimo y maximo respectivamente. (Maximos si
se toma el cuadrado de las sumas).

La parte de la trayectoria donde los bucles
parecen formar dos lineas paralelas se observa en
la ultima grafica donde la suma de las ordenadas
se vuelve constante.

Que ambas se comportan como funciones
periodicas y dependeran de la velocidad angular
que tengan y los radios de la circunferencias que
se van agregando.

En multiplos de pi las abscisas estan
completamente estiradas, por lo que ahi son los
maximos o minimos en los que alterna la
funcion. Luego los circulos se enciman sobre las
lineas, por lo que las ordenadas suman casi una
constante.

No cabe duda de que la relacion existente es
aquella que produce el hecho de que las
coordenadas del planeta respecto al tiempo estan
expresadas como sumas de senos y cosenos,
mismos términos que se ven alterados a causa de
constantes tales como el radio de cada
circunferencia y la velocidad angular de cada una
de estas, esto produce la forma de la trayectoria
y la altera conforme se agregan mas circulos.

Concuerdan con las respuestas en a) y b)

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VG]-2-/02:28:08|- el profesor indica que lo
discutido en las dos preguntas anteriores ya
incluye la respuesta a esta pregunta.

Pregunta f

Si converge, su comportamiento se aproxima a
una constante. Converge a una funcidén
escalonada

La serie de la ordenadas converge y su valor de
convergencia es la coordenada "y" de la posicion
del planeta con respecto a la Tierra.

La serie de ordenadas )’ ﬁ sen((Zi — 1)t) con
t=pi/2, es igual a
T 1,1 .yt L =
T3t ot >(-1) il 1,2,...La
cual, por la propiedad telescopica tiende a pi/4.
Y con 0=-pi/2 tiende a -pi/4. Por lo que la serie
no converge ya que tiene dos puntos de
acumulacion.

La serie de las ordenadas converge, aseguramos
que esta serie converge al valor de la componente
"y" del vector de posicion del planeta respecto a
T.

Parace que converge en intervalos abierto de 0 y
piy diverge cuando se acerca a los valores de 0
y multiplos de pi

[VE3]-2-/02:29:50)

He: Seglin yo, el valor de convergencia es el
mismo.

H3: Entonces si converge.

Hé6: Si conver- tiene que converger.

M3: (A qué converge?

Hé6: Yo le puse que converge a, bueno le
puse que conociendo mas acerca del
movimiento se puede obtener la serie de
Fourier en cada valor de convergencia y
converge a la funcion.

H3: Converge a la funcion.

Hé: A una funcién periodica.

H3: Mmm si.

Hé6: Porque lo que tienes al final es una serie
de funciones, tiene que converger a una
funcion.

H3: Ah, si.

Hé: Y esa funcidn tiene que ser periddica.
(8)

De hecho, converge uniformemente.

[VE3]-2-/02:30:58|

H3: Esta converge a la funcion pulso, uno,
menos uno.

M3: ;Mmm?

H3: Esta converge a esta funcion pulso uno

Y menos uno.

[VG]-2-/02:29:32|- El profesor especifica en la
izarra la serie de la que se esta hablando:

HI:

La figura sugiere que a uno.

“)

P: iUja! ;qué mas? ;converge o diverge?

(quiénes dicen que converge? ((cinco

estudiantes levantan la mano)) ;quién

dice que diverge? ((ninguno levanta la

mano)) ;quién se abstiene de votar?

((risas)) Ok, bueno de converge “H1”

((se refiere a H1 por su nombre)) dice

que a 1 jpero aqui da -1?

Ah bueno, si, entonces depende del

valor (x)de t.

P: jAja! Pero yo estoy preguntando de toda

la serie, o sea ahi van incluidos todos los

valores que pueda tomar ¢t.

Ah bueno de todos=

=Convergeria como al radio de::

Del todo no converge porque siempre

va a ir, es como una onda cuadrada ;jno?

Siempre hace ((realiza un movimiento

con sus manos para explicar))

P: (Entonces? [;converge o]

H4: [Convergeria] como al
radio de la segunda circunferencia.

P: Converge como al radio, pero si

converge al radio, como puede dar,

porque parece que se acerca a -1,

(verdad? Ustedes me lo habian dicho.

Entonces ;como podria converger a -1,

si converge a un radio? ;Converge o

diverge?

Bueno, si lo pone en esos términos,

entonces diverge.

P: Vean que lo Ginico que hago es hacerlos

dudar. ((risas))

Es como la sucesion 1, -1, 1, -1, ...

no es convergente.

P: jAja!

HI:

HI:
H4:
HI:

H4:

€sa

HI: (x)Se parece a::: esa funcion a::: digo a
esa sucesion.

P: (Quién esta de acuerdo? ;quién no? (6)
(Estan con crisis existencial?

H2: El factor=

P: =Voy a hacer una aclaracién importante
(cudl es la naturaleza de esto que esta
aqui? Es un namero, una matriz, un
polinomio, una funcion ;qué es?

H2: Todas son funciones.

P: Funcion, ;verdad? Si, es una funcién. Si
yo sumo funciones /el resultado que a
de ser? ((Una funcién dicen los
estudiantes)) Una funcion, (si? O eso
me diria el sentido comun, ;verdad? Si
yo sumo funciones mi resultado es una
funcién. Entonces juna funcién podria
tomar valor de 1 y -1? ((H1 asiente con
la cabeza))

H4: Si, a no, ;como es que dijo?

P: O sea juna funcion podria hacer eso?
H1: Si.

P: (Cual funcion?

HI1: La de escalon.

P: Una de escalon, jconverge o diverge?
H1: Bueno, es que seria no converge, bueno
H3: Aja, no converge.

H4: Es que divergir es que se va a infinito.

P: Puede ser eso, bueno es que depende de
qué estemos hablando de convergencia,
por ejemplo, ahorita que lo dijiste con
sucesiones, lo dijiste bien, si una
sucesion da -1 y da 1, entonces tiene dos
puntos de acumulacion, entonces
diverge ;verdad? La sucesion.
Bueno, entonces diverger significa no
converger.
P: jAja! Diverger es no converger, no
quiere decir que de infinito, ;si? Por
ejemplo esa sucesion que vaa -1 ya l
esa, este:::, diverge porque tiene dos
puntos de acumulacion hay dos
subsucesiones que convergen a valores
distintos, por ejemplo. Pero ahi estamos
hablando de ntimero, en cambio aqui
estamos hablando de funciones,
entonces el resultado de esto puede ser
una funcion o no?
Es una funcion.
P: Por la naturaleza, ;verdad? De los
términos, si yo sumo funciones, como
que es natural que la respuesta sea

HI:

funcion.
HI1: Si.
P: Entonces ahora otra vez la pregunta

(podria haber una funciéon que haga
esto? Pues si, la funcién escalon
(cierto? ((los estudiantes asienten con la
cabeza)) Entonces (podria esto
converger a la funcién escalon? ((los
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Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Pregunta g

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Puesta en comiin
estudiantes asienten con la cabeza)) ¢ Si
o no? ((la mayoria responde que si))

[VG]-2-/02:34:44|- Con la guia de los estudiantes
el profesor escribe en la pizarra el valor de
convergencia.

| s o0<¢keT

F(x):

gt

\'l S1

Se espera con los incisos e y f la interpretacion de la matematica involucrada en el fendmeno fisico, relacionar la estabilidad de la trayectoria del planeta con la convergencia de las series involucradas en la férmula calculada para la distancia de planeta P a la Tierra. Se espera que se percaten de que la suma parcial de las abscisas no siempre es divergente y
que la suma parcial de las ordenadas es siempre convergente.
En particular para el inciso f, se tiene como hipdtesis que los estudiantes respondan que la serie de las ordenadas diverge, cuando en realidad es convergente. Esto lo sabemos gracias a la prueba piloto y las diferentes puestas en escena, ya que el argumento principal utilizado fue que “la grafica se estd acercando a dos valores 1y -17, lo que da evidencia de
la concepcion de limite funcional como obstaculo para comprender la convergencia de series.
Si bien sabemos que en t=m, la serie converge a cero —de hecho, en todas las discontinuidades considerando a t € R— aquellos estudiantes que vislumbren la convergencia podrian pensar que cerca de t = m —las discontinuidades— la serie de las ordenadas de P es divergente, pues ya esta reportado que los estudiantes consideran convergente solo aquello
que converge uniformemente y lo demas es divergente (Albert, 1996).

El valor de la suma parcial para diferentes
tiempos.

Comparar
El valor del minimo para distintas sumas
parciales.

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

En t = m se alcanza un minimo.

Comparar
En t = el minimo es cada vez menor conforme
se agregan circunferencias.

Comparar
En t=m vy t=2n se alcanzan minimo y
maximo, respectivamente.
La serie converge a una funcion escalonada.

Verbal: Tiene un valor minimo en 7.

Comparar
Verbal: Tiene un valor minimo en 1 que decrece
cuando aumenta el nimero de circunferencias.
En los valores de t = 0, t = 2m, crece cuando
aumenta el niamero de circunferencias.

Comparar
Verbal: La trayectoria se vuelve mas alargada en
7y en 2m, lo cual concuerda con la grafica donde
podemos ver minimo y maximo
respectivamente.
Verbal: La parte de la trayectoria donde los
bucles parecen formar dos lineas paralelas se
observa en la ultima grafica donde la suma de las
ordenadas se vuelve constante.
Verbal: Al aumentar el numero de
circunferencias la suma se acerca a 1 en el rango
(0, ), mientras que en el rango (7, 2m) la suma
se acerca a -1.
Verbal: Si converge, su comportamiento se
aproxima a una constante. Converge a una
funcion escalonada.

El valor de la suma parcial para diferentes
tiempos.

Comparar
Los valores maximo y minimo para distintas
sumas parciales.

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

La serie de cosenos inicia en un maximo y
alcanza un minimo.
La serie de senos inicia en un punto maximo y
alcanza un minimo.

Comparar
La serie de cosenos inicia en un maximo y
alcanza un minimo.
La serie de senos inicia en un punto maximo y
alcanza un minimo.

Comparar
Las funciones son periddicas.
La serie converge a una funcién escalonada.

Verbal: Tienen puntos maximos y minimos.

Comparar

Verbal: La serie de cosenos inicia en un punto
maximo alcanza un minimo y vuelve a recuperar
un punto maximo en un determinado.

Verbal: La serie de senos inicia en un punto
maximo se mantiene por un intervalo de tiempo
y después alcanza un minimo donde de igual
manera se mantiene constante y el proceso se
repite.

Comparar
Verbal: Ambas se comportan como funciones
periodicas.
Verbal: La serie de las ordenadas converge y su
valor de convergencia es la coordenada "y" de la
posicion del planeta con respecto a la Tierra.

- Laserie converge a una funcion escalonada.

Converge a una funcién escalonada

Converge al que en la respuesta
anterior, ya que se estaba trabajando con valores
de t positivos.

El valor de la suma parcial para diferentes
tiempos.

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

Evaluar
La serie y un tiempo especifico.

En la suma de las abscisas la funcion varia de un
maximo a un minimo y luego del minimo al
maximo.
En los multiplos de t = 7 se alcanza maximos y
minimos.

Comparar
La serie converge a una funcion escalonada.

Evaluar
La serie de las ordenadas diverge, pues para dos
valores de t distintos converge a valores
distintos.

Verbal: Conforme aumenta el numero de
circulos. Va desde el valor maximo hasta el
minimo dentro del intervalo ((Zn —2)m, (2n —
1)7T) y del minimo al maximo dentro del
intervalo ((2n — 1)m, 2nm).

Verbal: En multiplos de m las abscisas estan
completamente estiradas, por lo que ahi son los
maximos o minimos en los que alterna la
funcion.

Comparar

Verbal: Conforme aumenta el numero de
circulos. La suma de las abscisas se vuelve igual
a 1 dentro del intervalo ((2n — 2)m, (2n — 1)mr)
(2n-2) y —1 dentro del intervalo ((2n—
1), 2nm).

Verbal: Los circulos se enciman sobre las lineas,
por lo que las ordenadas suman casi una
constante.

Evaluar
Algebraico: La  serie de  ordenadas
Zﬁsen((Zi—l)t) con tzg, es igual a
LI S TDURIIE PO Y &' S
T3 ts 5t >(—-1) sy =12,

La cual, por la propiedad telescopica tiende a %.

T . T .
Ycont =— 3 tiende a — T Por lo que la serie no
converge ya dque tiene dos puntos de
acumulacion.

Segun la applet, la suma de ordenadas converge
al. ya que la coordenada y es igual
4o 1 . .
ay, = ;Zhjsen((Zl — 1)t) para t=pi/2 y, —

1,i — oo,

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

Identificar
Radio de los planetas y velocidad de los puntos.

Comparar
La serie converge a una funciéon con una forma
especifica.

Identificar
El radio de las circunferencias que se agregan y
la velocidad de los puntos, es lo que produce la
forma de la trayectoria (convergencia).

Comparar
Verbal: La serie se deforma hasta el punto en que
parece formar una especie de sefial con forma de
V.
Verbal: La serie parece deformarse hasta el
punto de formar una funciéon pulsante y
periddica.
Verbal: La serie de las ordenadas converge,
aseguramos que esta serie converge al valor de la
componente "y" del vector de posicion del
planeta respecto a T.

Identificar

Verbal: Las coordenadas del planeta respecto al
tiempo estan expresadas como sumas de senos y
cosenos, mismos términos que se ven alterados a
causa de constantes tales como el radio de cada
circunferencia y la velocidad angular de cada una
de estas, esto produce la forma de la trayectoria
y la altera conforme se agregan mas circulos.

Convergeria valor, dado que hemos
estado trabajando todo el tiempo con ft's
positivas.

En caso de t=0 el valor de cada funcion seno sera
cero, provocando asi la convergencia de la serie
a la suma de todos los radios de las
circunferencias.

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

Comparar
La serie es convergente.

Comparar
Verbal: Toma un valor constante en nr.
Verbal: Toma un valor constante en 1 y -1, y se
mantiene por un intervalo dey —m y 7.
Verbal: Parece que converge en intervalos
abierto de 0 y m y diverge cuando se acerca a los
valores de 0 y multiplos de .

converge a una funcion

Comparar

Las graficas de una suma parcial a otra.

Comparar

La serie converge a una funcién escalonada.

Comparar

Verbal: [VE3]-2-|02:16:04|

He:
Ma3:
He:
Ma3:

Hé6:

H3:

Heé:
H3:

M3:
H3:

(A donde converge?

((risas))

Diverge, ;no?

Ah, si es cierto. No sé, es que no hemos
visto convergencias asi.

(Qué te pasa “M3”? ((se refiere a M3
por su nombre))

Pos ahorita tienes que ver a ddénde
converge, es como las otras dos, la de
senos se ve muy clarito que se van (x)a
un valor positivo y al otro se va a otro
valor negativo nada mas.

Una se vaa=

=Ah bueno, pero eso no quiere decir que
converja verdad.

No::

O sea que se vuelve mas bien como una
funcion escalonada.

[VE3]-2-02:44:08|

H3:
M3:
H3:

Hé6:

No entiendo.

{Qué?

Dice, si se cambia en rango de valores
de t para todos aquellos en los que t es
mayor o igual que cero ;cual es el valor
de convergencia de la serie de las
ordenadas del planeta? ;Coémo si se
cambia el valor?

Es lo que les dije, o sea que se van a
tomar valores de t positivos.

El valor de la suma parcial para diferentes
tiempos.

Comparar
Las graficas de una suma parcial a otra.

Evaluar
La serie y un tiempo especifico.

Los méaximos y los minimos son la suma de los
radios.

Comparar
La serie converge a una funcion escalonada.

Evaluar
La serie de las ordenadas diverge, pues para dos
valores de t distintos converge a valores
distintos.

Verbal: [VG]-2-/02:16:46]

H7: Pues que es una funcioén oscilante y los
maximos y minimos son la suma de los
radios.

P: Ok.

H4: Que toma también un valor constante,

(no? Entre 0 y m (x)las sumas de las

coordenadas.

Comparar
Verbal: [VG]-2-/02:30:57|

H1: Es como la sucesion 1, -1, 1, -1, ... esa
no es convergente.

P: iAjal

HI1: (x)Se parece a::: esa funcion a::: digo a
esa sucesion.

Algebraico:

' s 0<¢ken

F(x):

e teth
L =Sk
Evaluar

Verbal: [VG]-2-]02:19:06|

HI1: (Incomprensible, 2, ;Seria evaluando en
la serie?) ((sefiala la féormula de la
distancia escrita en la pizarra)) Pues el
seno se cancela, en todos los multiplos
de 7 se hace 0.

P: Se hace 0, jaja!

HI: Y el coseno son multiplos impares de 7
o de —m y eso siempre va a dar, por
ejemplo, el de da —1 con os de —m, ;no?
Digo con los de m da —1 y con los de
—T.

M2: Lo mismo.

HI1: También, asi que seria la suma de,

bueno mas bien la serie que suma los
inversos de los impares y eso diverge.

Verbal: [VG]-2-/02:23:48|

HI1: Esa si converge.

P: Esa si converge ;en todos los puntos?
(En todo lado, para cualquier valor de
t?

HI: Bueno, para t igual multiplos de g,
bueno multiplos impares.

P: (Solo para t = gpasa eso? ;Solo aqui o

aqui? ((sefialando el valor en la grafica))

HI: Bueno si, (x)es facil demostrar ese, para
otros valores (X)no se como se
demuestra que converge.

[VG]-2-/02:36:33]

P: (Qué pasaria si t es mayor que cero,
verdad? (7) ¢(Cual es el valor de
convergencia de la seric de las

ordenadas?
H3: Seria 1.
P: Ahora con t > 0, ahi podian cambiar el

rango, ¢verdad? De t. Qué se yo, le
podemos poner 8, no se va a ver todo,
pero (11). Entonces ;converge o
diverge?



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Pregunta h

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

Valores de t<0 planetas moviéndose en
sentido horario, lo cual no tiene sentido en el
modelo propuesto.

M3

Si tiene sentido pero ya que al ser
funciones pares e impares lo inico que provoca
son reflexiones.

H1

Tiene sentido , ya que equivale
a invertir el sentido de giro. Y ahi s6lo cambiaria
el signo de los términos de la serie, la cual
convergeria a -pi/4. Pero no tiene
sentido el tiempo negativo.

H3

En efecto, tiene sentido, aunque es probable que
las expresiones la
trayectoria formada, esto dada la simetria de la
misma respecto al eje horizontal, la paridad del
coseno y la no paridad del seno.

H4
No tiene sentido considerarlos, porque ni
siquiera un retroceso. En caso de

converger, convergeria al mismo valor en las
ordenadas.

Equipo 3
H3: (Qué solo toma valores positivos?

He: Si, es lo que estas haciendo.
H3: ({Como?
Hé6: Los valores, estas tomando t, posiciones

de t positivos.

[VE3]-2-02:48:14]

M3:  Opye y si le cambiamos ahi ;qué pasa?
((se refiere al rango de valores de t dado
en el applet))

Heé: No hay nada. Estas tomando ¢t
(incomprensible, 1).

M3: Y sile pongo.

He: No va a salir nada porque=

M3:  =No::

H3: Algo raro paso ahi.

He: Realmente no pasa mucho, porque si=

M3:  =;Cémo no?

Hé: Si la grafica de aqui, la funcién esa es
simétrica o  antisimétrica  esto
(incomprensible, 2).

3)
Pero limpia el rastro, ;no?

M3:  Ya me regaid, que exigente pues. Y si
lo quiero mover, no puedo mover los
ejes.

Hé6: jAja! simplemente mueves la grafica, la
funcion es, en este caso la funcion es
antisimétrica, es una funcion impar, son
senos. Si fueran cosenos, esto
continuaria aqui.

M3: Ok, entonces para valores positivos la
grafica son se-, ah ok a ver.

H3: Ah ya entendi, aqui es como que
(incomprensible, 2) se acota en ciertos
lugares.

M3:  (Eh?

H3: Si es como que la acotas entre ciertos
lugares.

M3: iAjal

[VE3]-2-02:53:07|

Hé: No pasaria nada porque esta
considerando valores positivos
(incomprensible, 1).

M3:  Pues sim6n no pasa nada.

H3: No sé qué estd pasando.

M3:  Pues es que si mira, porque hemos
trabajado hasta ahorita con t’s positivos,
entonces, entonces no pasa nada sigue
convergiendo.

H3: Si, si es el mismo.

M3:  Si::, es lo mismo que la f, y ya.

[VE3]-2-]02:53:45]

H3: No, pero es que yo creo que si pasa algo
por que vea, aqui te dice que estas
acotando t entre a y b.

jAjal

Entonces=

=Pero, entonces a y b ahi son positivos.
jAja! Pero seria solo en este pedacito.
So6lo convergen mas lentamente, ;no?
Porque cuando varidbamos b te acuerdas
que iba mas lento.

No, es que la t (x)solo son los valores
que tu metes, tu (incomprensible, 1), y
como tal, esa cosa solo tiene senos y
cosenos, funciones pares e impares. Con
t negativo lo unico que tienes es la
misma grafica en el caso de senos
invertida, en el caso de cosenos la tienes
completamente reflejada porque es una
funcién par, en caso del seno como es
impar simplemente se voltea asi. Lo
unico que haces es, es (incomprensible,
1), pero sigue siendo periddico, no pasa
mucho. Pero la pregunta que te pre-, en
la siguiente que te pregunta de que si
tiene alglin sentido evaluar t’s
[Negativos]

[Negativos], pues tiene sentido, pero
realmente es innecesario porque tu
grafica es completamente simétrica o
antisimétrica. Bueno yo puse eso.

Tiene sentido.

He:
H3:
H3:
Hé:
M3:

Heé:

H3:
Heé:

Ma3:

[VE3]-2-02:57:47]

H3: Realmente un t negativo seria, seria en
sentido antihorario.

M3: [No:::, horario]

He: [Més bien seria en sentido horario]

M3:  Antihorario es positivo.

Puesta en comun

A3)

Converge a la funcion, definida por

partes.

P: Converge a la funcién definida por
partes. O sea, le harian otra listota aqui
((se refiere a la funcion definida a trozos
de la pregunta anterior)) (x)mas grande,
0 ;qué diriamos?

H3: Si::: ((risas))

P: Es una manera, ;verdad? Podriamos

poner, 1 si t esta entre 2r y 3m, -1 si, y

ahi.

(Incomprensible, 1) ((hablan varios a la

vez, H2 sugiere trabajar con los

intervalos))

Si, podemos poner que t exista, por

ejemplo, en ese seria desde el limite

derecho, multiplo impar de m y al

izquierdo le restamos uno, y el de abajo

seran multiplos pares y al izquierdo le

restamos uno.

P: Ok, uju, es una manera de hacerlo /si?
. Si esta clara la idea? ((los estudiantes
asienten con la cabeza))

H2:

HI1:

[VG]-2-/02:40:02]

P: Y qué pasa si t es::: negativo? jtiene
sentido (x)en el problema hablar de
valores de t negativos?

Hé: [Pues::: si]

Ma2: [Seria un:::] movimiento en sentido
horario.

Hl1: Si, seria cambiar el sentido de giro.

P: jAja! ;Pero qué es t en el sistema
inicial?

He6: El tiempo.

P: El tiempo.

H1: Aja, el tiempo.

P: (Tiene sentido hablar de tiempo
negativo?

H3: No ((varios estudiantes mueven su

cabeza para indicar que no))

P: O sea, matematicamente pasan cosas,
(si? O sea, el angulo seria verlo en
sentido antihorario, por eje- eh en
sentido horario, por ejemplo. O sea,
matematicamente pasan cosas,
solamente que digamos que (x)en el
modelo no tiene sentido de hablar de
valores de t negativos, (si?

[VG]-2-/02:43:29)]

P: Bueno, entonces ;qué pasaria con la
convergencia? /sigue siendo
convergente?

H4: Si, solo cambia la paridad de la funcion,
(no?

HI: Se voltea (incomprensible, 1)

P: (Se voltea?

Hl1: Bueno (x)los valores, o sea donde habia

1 ahora seria -1.

P: (Seguros?

Hl1: Bueno seria continuar la gréfica, pero
para el ((con la mano sefiala que hacia
la izquierda))

Se pretende provocar que la periodicidad sea un resultado de la serie y no una condicion de la funcidon que se esta representando. Pues la serie, como objeto matematico, posee ciertas caracteristicas que no tienen sentido en el fendémeno que se estd modelando. En este caso dicha caracteristica es la condicion de periodicidad, la cual se da en toda la recta real,
pero el fendmeno no tiene sentido al hablar de valores negativos del tiempo. Para concluir con esta tarea, se espera que los estudiantes no sepan escribir en forma analitica una funcidn periddica en el inciso h, ya que no es usual hacerlo en la escuela, posiblemente escriban la funcidn para un intervalo y escriban con palabras que se repite de manera periddica.

El valor de convergencia.

El planeta.

El valor de convergencia es una funcion
escalonada.

El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Verbal: Converge a una funcion escalonada.

Verbal: Valores de t < 0 indican planetas
moviéndose en sentido horario, lo cual no tiene
sentido en el modelo propuesto.

Extender
El valor de convergencia para un intervalo.

La trayectoria y las funciones.

Extender
El valor de convergencia para t > 0.

Son funciones pares e impares.

Extender
Verbal: Converge al mismo valor que en la
respuesta anterior, ya que se estaba trabajando
con valores de t positivos.

Verbal: Si tiene sentido, pero no es necesario ya
que al ser funciones pares e impares lo tnico que
provoca son reflexiones.

La serie y un tiempo especifico.

El planeta.

La serie de las ordenadas converge a 1.

El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Algebraico: Segin el applet, la suma de
ordenadas converge a 1. Tiene sentido ya que la

coordenada y es igual a y, = %Z ﬁ sen((Zi -

1)t) para t =g,yn - 1,i- oo,

Verbal: Tiene sentido matematicamente, ya que
equivale a invertir el sentido de giro. Y ahi solo

Extender
El valor de convergencia para un intervalo.

La trayectoria y las funciones.

Extender
El valor de convergencia para t > 0.

Son funciones pares e impares.

Extender
Verbal: Convergeria al mismo valor, dado que
hemos estado trabajando todo el tiempo con t's
positivas.

Verbal: En efecto, tiene sentido, aunque es
probable que las expresiones solo acaben por
reflejar la trayectoria formada, esto dada la

El valor de convergencia.

El planeta.

El valor de convergencia es una funcion.

El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Verbal: Converge a una funcion.

Verbal: No tiene sentido considerarlos, porque ni
siquiera implican un retroceso. En caso de
converger, convergeria al mismo valor en las
ordenadas.

Extender
El valor de convergencia para un intervalo.

La trayectoria y las funciones.

El planeta.

Extender

El valor de convergencia para t > 0.

Son funciones pares e impares.

El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Extender

Verbal: [VE3]-2-|02:53:07|

Hé: No pasaria nada porque esta
considerando valores positivos
(incomprensible, 1).

M3:  Pues sim6n no pasa nada.

H3: No sé qué estd pasando.

M3:  Pues es que si mira, porque hemos

trabajado hasta ahorita con t’s positivos,

Extender
El valor de convergencia para un intervalo.

La trayectoria y las funciones.
El planeta.
Extender
El valor de convergencia para t = 0.

Son funciones pares e impares.

El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Extender
Verbal: [VG]-2-/02:36:33|
P: (Qué pasaria si t es mayor que cero,

verdad? (7) (Cual es el valor de
convergencia de la seriec de las

ordenadas?
H3: Seria 1.
P: Ahora con t > 0, ahi podian cambiar el

rango, /verdad? De t. Qué se yo, le
podemos poner 87, no se va a ver todo,



Parte I1.
Intencion:
Estudiante

Invariantes de
Acciones

Y si agregamos mas epiciclos?

Se proporciona un applet con el fin de visualizar la estabilidad del sistema. A partir de manipular el nimero de circunferencias se podra analizar el comportamiento del sistema, al estudiar como cambia la trayectoria del planeta.

M2

- El valor de convergencia es una funcion.

- Elvalor de convergencia para t > 0.
- Son funciones pares e impares.

M3

- El movimiento del planeta sobre la trayectoria.

Tarea #5. Etapa 1: Identificacién de acciones

Objetivo de la
Tarea:
Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta a

H1

cambiaria el signo de los términos de la serie, la

H3
simetria de la misma respecto al eje horizontal,

, T . o . o
cual convergeria a — .. Pero fisicamente no tiene la paridad del coseno y la no paridad del seno.

sentido el tiempo negativo.

TAREA #5

Significar los elementos presentes en la serie trigonométrica que emerge al matematizar el modelo del movimiento planetario de los alejandrinos en forma general.

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

A, = 0 cuandon — o
Las velocidades aumentan al agregar mas
circunferencias y wj, — oo cuando k— oo

al agregar mas circunferencias.

M3

los radios de las
circunferencias vayan disminuyendo y las
velocidad angulares vayan aumentado, ademas
que las series de las componentes sean
convergentes.
Donde los radios tienden a cero y las velocidades
angulares a infinito.

H1

Tre1Y < canvasclass = para

que la trayectoria no se desborde.
Y Wi1 > Wi y
longrightarrow\infty" > para
complete el recorrido en un tiempo finito.

[math]\omega_k\
que

S€

H3

al ir agregando mas y mas
circunferencias, estas decrezcan en radio y el
punto o planeta P aumente su velocidad angular,
para completar un giro cada vez mas rapido,
observandose como si el planeta ya no girara en
torno al centro de cada nueva circunferencia.
Con los radios tendiendo a cero y las velocidades
angulares tendiendo a infinito.

H4

H4

Los radios de las circunferencias agregadas
deben de ser menores con respecto al anterior,
pero es necesario que A, > 0. A su vez, la
velocidad angular del punto P en cada nueva
circunferencia debe de aumentar (esto como
consecuencia de la disminuciéon de las
circunferencias) y es necesario que w,, — o

Equipo 3
entonces, entonces no pasa nada sigue
convergiendo.

H3: Si, si es el mismo.

M3:  Si::, es lo mismo que la f, y ya.

Verbal: [VE3]-2-|02:48:31|

Hé: Realmente no pasa mucho, porque si=

M3:  =;Cdémo no?

Hé6: Si la grafica de aqui, la funcion esa es
simétrica o0  antisimétrica  esto
(incomprensible, 2).

3)
Pero limpia el rastro, ;jno?

M3:  Ya me regaio, que exigente pues. Y si
lo quiero mover, no puedo mover los
ejes.

Hé: jAja! simplemente mueves la grafica, la

funcion es, en este caso la funcion es
antisimétrica, es una funcioén impar, son
senos. Si fueran cosenos, esto
continuaria aqui.

Verbal: [VE3]-2-|02:54:02]

He: No, es que la t (x)solo son los valores
que tu metes, tu (incomprensible, 1), y
como tal, esa cosa solo tiene senos y
cosenos, funciones pares e impares. Con
t negativo lo Unico que tienes es la
misma grafica en el caso de senos
invertida, en el caso de cosenos la tienes
completamente reflejada porque es una
funcién par, en caso del seno como es
impar simplemente se voltea asi. Lo
unico que haces es, es (incomprensible,
1), pero sigue siendo periodico, no pasa
mucho. Pero la pregunta que te pre-, en
la siguiente que te pregunta de que si
tiene alglin sentido evaluar t’s

H3: [Negativos]

He: [Negativos], pues tiene sentido, pero
realmente es innecesario porque tu
grafica es completamente simétrica o
antisimétrica. Bueno yo puse eso.

M3:  Tiene sentido.

Observar

Verbal: [VE3]-2-|02:57:47|

H3: Realmente un t negativo seria, seria en
sentido antihorario.

M3:  [No::, horario]

Hé6: [Mas bien seria en sentido horario]

M3:  Antihorario es positivo.

Equipo 3

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VE3]-5-|00:56:50|]- H3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comun
“Con los radios tendiendo a cero y las
velocidades angulares tendiendo a infinito”
[VE3]-5-|01:01:03]- M3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comun.
“Donde los radios tienden a cero y las
velocidades angulares a infinito.”

Puesta en comiin

pero (11). Entonces
diverge?

3

Converge a la funcion, definida por
partes.

jconverge o

H2:

Verbal: [VG]-2-/02:43:29|
P: Bueno, entonces ;qué pasaria con la

convergencia? /sigue siendo
convergente?

H4: Si, solo cambia la paridad de la funcion,
(no?

Hl1: Se voltea (incomprensible, 1)

P: (Se voltea?

Hl1: Bueno (x)los valores, o sea donde habia
1 ahora seria -1.

P: (Seguros?

Hl1: Bueno seria continuar la grafica, pero
para el ((con la mano sefiala que hacia
la izquierda))

Observar

Verbal: [VG]-2-/02:40:02]

P: Y qué pasa si t es::: negativo? jtiene
sentido (x)en el problema hablar de
valores de t negativos?

Hé: [Pues::: si]

M2: [Seria un:::] movimiento en sentido
horario.

HI: Si, seria cambiar el sentido de giro.

Puesta en comin

[VG]-5-101:08:15]

P: Con base en los modelos particulares
estudiados en las Tareas 1,2 y 3 ;qué
condiciones deben cumplirse en el
modelo general

conforme se
agreguen cada vez mas circunferencias?
((Leyendo la pregunta))
(,Qué escribieron por ahi? ((sefialando al

Equipo 1))

H4: Que todas las circunferencias deben ser
cada vez menores.

P: Los radios de las circunferencias deben
ser cada vez menores /qué otro?

M3: Y las velocidades tienen que ir
aumentando.

Hl1: Las angulares.

M3: Las angulares.

P: Las velocidades angulares tienen que ir
aumentando. (y eso como lo
escribieron, matema-? ;como se escribe
matematicamente? Digamos que ahi
estda como cualitativo, ;verdad? Los
radios cada vez mas chicos y las
velocidades cada vez mayores ;como
escribirian eso? Qué seria, en este caso
los radios son Ay, A, ;verdad?

H4: A1 menor que:::

P: Los radios son A, A4,, A3 y asi
(verdad? Y las velocidades wy, w,, wa

y asi ¢ verdad? ((escribe en la gizarra))

Yadios
Veloidad e W

Ustedes lo que dicen es que estos
((senalando los radios)) tienen que ir,

!',.lj‘} el

eh.

H3: Decreciendo.

P: Ir decreciendo y estos ((sefialando las
velocidades)) deben de ir.

H3: Aumentando.

P: Aumentando ;como lo escribirian
matematicamente?

Hé6: A; es mayor que A;, si i es mayor que j.

P: Ok, Entonces aqui ((escribiendo en la
pizarra))

Hé: A; es mayor que A;.

P: Mayor.

Hé: Si i es mayor que j. Con i,j en (X)uno

en N.



Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

M3

H1

H3

H4

Intencionalidad | Se espera que el estudiante identifique que para garantizar la estabilidad del sistema se debe cumplir que A, = 0 y w,, = oo, es importante resaltar que estas condiciones son necesarias para la convergencia, pero no suficientes.

(Qué hace?

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta b

Establecer las condiciones necesarias para la | Establecer las condiciones necesarias para la

estabilidad del sistema.

(A) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe converger
a cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

n
X, = Ay + Z Ay Cos(6), + wyt)
k=1

n
Vo = Ao + Z Ay Sen(6y + wit)

k=1

estabilidad del sistema.

Extendiendo los resultados de las tareas

anteriores.

(A) Para que la trayectoria tome formas definidas
la sucesion de los radios debe converger a cero y
la sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

(C) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe ser
decreciente y la sucesion de las velocidades
angulares debe ser creciente.

Establecer las condiciones necesarias para la
estabilidad del sistema.
resultados de las tareas

Extendiendo los

anteriores.

(C) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe ser
decreciente y la sucesion de las velocidades
angulares debe ser creciente.

(C) Para que se complete el recorrido en un tiempo
finito la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

(e ) = (Ao, Ao)
+ (Z Ay cos(6y

+ wkt),z Ay sen(6;
+ wkt))

Establecer las condiciones necesarias para la
estabilidad del sistema.
resultados de las tareas

Extendiendo los

anteriores.

(A) Para que la trayectoria tome formas definidas
la sucesion de los radios debe converger a cero y
la sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

(C) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe ser
decreciente y la sucesion de las velocidades
angulares debe ser creciente.

fy (o Wt / (O Tt
\ S - 7 4 < -
y (k + A€ )4 4
( , %) Ao T Aplas(C L) T A, lor(© “’ZU,
| S °C-7 ) ) )
o T H; < luJ*Jff Ay oen(C wtt))
n ”
’ [ X A : | 1 |
| £ Y7 “‘o Z' Loz (B “‘{t,/ A1 2., (5 e t)
/ i b J

Establecer las condiciones necesarias para la
estabilidad del sistema.
resultados de las tareas

Extendiendo los

anteriores.

(A) Para que la trayectoria tome formas definidas
la sucesion de los radios debe converger a cero y
la sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

(C) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe ser
decreciente y la sucesion de las velocidades
angulares debe ser creciente.

n
(o) = (Ao + Z Ay Cos(wit + 0y),Ag
=1

n
+ Z Ay Sen(wgt + 9k)>
k=1

Equipo 3

[VE3]-5-/00:02:46|

M3:

H3:

M3:

H3:

Ma3:

H3:

M3

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

Ma3:

H3:

Ma3:

H3:

M3:

(No seria la suma de los radios? O sea
A, Ay, As=
=No “M3” ((se refiere a M3 por su
nombre)).
[Ahno:::]
[Porque los
multiplicando
Si, exacto. Ya, ya.
Entonces.
Bueno, pero para las (x)de x serian,
[los radios]
[(Incomprensible, 2)] ahora si que para
este. Seria Ay mas A, ;por qué?
Por el coseno del angulo.
Para x, si para x, si para x, /para el otro?
Seria:::=
=Seno, {no?
Seno.
(Pero de qué angulo?
Pues de 6;.
(Mas qué?
Ma:::s, ay::: la coordenada.
Te falta algo.
Ah::: si, [esa cosa].
[¢Por qué?]
Mas la velocidad angular.
(Por qué?
Por el tiempo.

radios] van a estar

Puesta en comun
P: (Asi? ((varios estudiantes asientan con
la cabeza

Dice que uno es menor que otro, /,si?

M3: jujua!
P: (Pero es suficiente con que sea uno
menor que otro?
(®)
M2: Y consecutivos también deben ser, ;no?
H1: Poner consecutivo, ;no?

P: Bueno, ahi incluye digamos, ya eso
incluye que los consecutivos, ;no? (5)
Por ejemplo, a ver, el primero podria ser
10 000, ;cierto?

M2: Si.

P: (,Si? ((varios estudiantes asienten con la
cabeza)) Y que vayan decreciendo, pero
que estén acotados por 9000, ;si? Y
entonces igual, va a ser siempre esto
((sefialando la desigualdad A; > 4)),
pero (x)se hara la estabilidad, por que,
qué habiamos dicho (x)que provocaba
la estabilidad, los radios al final, cuando
era infinito eran tan chiquititos, tan
pequeiiitos, ;verdad? Entonces /sera
que ser decreciente es suficiente?

He: (Incomprensible, 1) que converja.

H3: Tendria que tender a cero.

P: (Verdad? Es como necesaria esa

condicion, cierto? ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) Que esta

((sefialando la desigualdad 4; > A;)) no

es suficiente.

nada mas que, estd al revés, ;no?

Deberia ser el signo de desigualdad, el

signo de desigualdad deberia ser al

reveés.

P: (Este?

Si.

P: ((Cambia A; > A; por A; < Aj)) Para

una circunferencia con un radio mayor,

debe ser menor que el otro, en una

posicién mayor tiene que ser menor que

el otro. Entonces ;como escribirian eso

otro?

Eh, 4, diverge a 0, tiene a cero ((los

estudiantes asienten con la cabeza))

HI:

HI1:

[VG]-5-|01:13:23|

P: ;Y ahora con los w? Digamos que la
idea es similar, lo que habian dicho era
que tenian que ir creciendo /cierto?
Entonces eso como lo escribirian? w;
es la misma idea verdad, nada mas que
aqui si se mantienen las desigualdades
(verdad? ((escribe en la pizarra))

Pero otra vez la pregunta es si eso es
suficiente.

H4: Debe tender a::: [a infinito].

M3: [a infinito].

P: Debe tender a infinito, ;verdad? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

Fstablecer las condiciones necesarias para la
estabilidad del sistema.
resultados de las tareas

Extendiendo los

anteriores.

(A) Para que la trayectoria tome formas definidas
la sucesion de los radios debe converger a cero y
la sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

(C) Para que la trayectoria tome una forma
definida la sucesion de los radios debe ser
decreciente y la sucesion de las velocidades
angulares debe ser creciente.

[VG]-5-/01:14:33]
P: Considere el modelo utilizando n
circunferencias. Determine las
coordenadas x,, y, del punto P en el
tiempo t ((leyendo la pregunta)).

(Qué escribieron por ahi? ((sefialando al
Equipo 1)) Entonces ya eso es como
general, ;verdad? ;Quién lo quiere
escribir? (18) ;quién quiere escribir ese?
((H2 pasa a la pizarra))

Serian estas ((sefialando lo que escribio
en la pizarra)).

3

P: Entonces, cuéntanos ;de donde sale?

(qué significa cada cosa?

Esta ((senalando los Ay)) pues la, eje de

las coordenadas donde esta el planeta.

Esta ((sefalando los A,)) pues ya

después de que hicimos el analisis de

realimentacion ~ pues  vimos  que
practicamente eran los radios de las
circunferencias por su componente

((sefialando la componente x)) que

contribuya en X, el dangulo inicial

((sefialando el 6,, del coseno)) de cada

circunferencia mas la velocidad angular

((senalando el wy,)).

P: Y en Y similar nada mas que ahora es la
contribucion sen en y, ;verdad? Ok ;si
estan de acuerdo? ((los estudiantes
asienten con la cabeza))

H2:



Parte I. Generando el modelo
Intencién: Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun
[VG]-5-|01:16:45|- Se hace la correccion respecto
de los subindices elegidos respecto de la pregunta
lanteada, el consenso final queda como sigue:
Intencionalidad | Se espera que no haya problema con el establecimiento de las relaciones, y que el argumento para dar su respuesta sea bajo lo construido en las tareas anteriores, asi sucedio en la prueba piloto, concluyendo que las coordenadas del planeta son:
n
(xn =4, + Z Ay cos[wyt + 6]
k=1
n
Yo = 4p + Z Ay sen[wt + ;]
\ =
(Qué hace? Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma. Seriar los términos de la suma.

(Cémo hace?

Identificando la regularidad en los términos que se
agregan.

Identificando la regularidad en los términos que se
agregan.

Argumentos (A)
y
confrontaciones
(C) presentados.

(A) Las férmulas presentadas.

(A) Las férmulas presentadas.

(A) Las férmulas presentadas.

(A) Las férmulas presentadas.

(A) Las férmulas presentadas.

(A) La descripcion de la formula presentada.

(A) Las formulas presentadas con su descripcion.

Pregunta c

wy — oo al agregar mas circunferencias, y los
radios son menores, por lo que, las contribuciones
Ay, son cada vez menores.

Que de acuerdo a las condiciones obtenidas y la
formula describen la trayectoria que forma el
planeta conforme se agregan mas circunferencias.

Segiin las caracteristicas del radio y de la
velocidad angular, la formula anterior deberia
converger a una funcion definida.

Las condiciones de que los radios decrezcan y las
velocidades angulares aumenten asegura la
convergencia de las expresiones obtenidas a una
funcion, misma que modela la forma final de la
trayectoria.

Se observa que los coeficientes a, y by
representan las condiciones iniciales del sistema
cuando se tienen n circunferencias.

Las condiciones de la respuesta en a) dan una
descripcion de la formula en b), por ejemplo, al
disminuir los radios, las coordenadas se desplazan
cada vez en una valor mas pequefio.

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VE3]-5-|01:09:53|- H3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comiin “Se
observa que los coeficientes a; y by representan
las condiciones iniciales del sistema cuando se
tienen n circunferencias”

[VG]-5-|01:17:34|

P: (Como se relaciona su respuesta a la

pregunta a con la formula obtenida en la

pregunta  anterior?  ((leyendo Ia
pregunta)).

(Qué escribieron por ahi? ((sefialando al

Equipo 1)) Entonces ya eso es como

general, ;verdad? ;Quién lo quiere

escribir? (18) ¢(quién quiere escribir ese?

((H2 pasa a la pizarra))

(Como se relacionan? Los A, tendrian

que ser, que correspondan al radio,

tendrian que ser decrecientes y a parte

converger a 0.

P: Converger a 0, aja.

H2: Y el wt, ese tendria que diverger y
nosotros también pusimos que ese tenia
que ser creciente.

P: (El wy t?

H2: El w, el wy.

P: (Ese tiene que diverger?

H2: Si.

P: LY el6,?

H2: Pues ((gesto de negacion con la cabeza))

P: (Qué pasa con ese?

M2: (incomprensible, 4)

H3: Yo siento que a medida que vamos
aumentando el nimero de
circunferencias, como se va haciendo
mas pequeno el radio, pues igual no
parece  muy  importante  donde
comencemos, por que eso es lo que
representa ese angulo, entonces como es
mas pequefio basicamente no se nota.

P: Pero ya para muchos, ;verdad?

H3: jAja!

P: ((Hablandole a M2)) No necesariamente
disminuye por que si recuerdas (x)la
Tarea 3, en el primer caso el angulo era

H2:

arctan (%) y en (x)el, para la siguiente
circunferencia era 0, y para la siguiente
era arctan (%), y para la siguiente 0,

entonces iba aumentando y O,
aumentando y 0, entonces no
necesariamente es decreciente.

No, es un constante, ;verdad? para cada
circunferencia es un constante, no
depende del tiempo, ¢(si? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

Pregunta e

ay, by, también tienden a cero
kw, también tiende a infinito

La formula describe una serie de Fourier la cual
se aproxima a una funcién periddica, que
dependera de nuestras condiciones para
aproximarse a la forma de la trayectoria.

Es una nueva forma de expresar la formula de b).
Permite ver mas facilmente la condicion de
convergencia ya que ay, by, tienden a 0.

Observamos que la expresion obtenida tiene la
forma de una serie de Fourier, confirmando que
nos estamos aproximando a una funcion capaz de
describir la trayectoria del planeta conforme se
agregan mas circunferencias, por otra parte, en la
expresion obtenida siguen siendo necesarias las
condiciones presentadas en a) para poder asegurar
la convergencia de la serie.

La ecuacidn anterior describe la convergencia y
forma definida de la trayectoria al disminuir los
radios de las circunferencias que se agregan cada
vez mas, tal como se trata en el inciso ¢)

[VE3]-5-/00:16:08|

H3: (Qué opinas de este?

M3: (Como se relaciona tu respuesta a la
pregunta ¢ con esta nueva formula?

H3: (Qué le ves a la de aqui?

M3: ©No manches©

H3: (Como se relacionan eh “M3”? ((se
refiere a M3 por su nombre))

M3: Se supone que esto que esta acd.
(Incomprensible, 4) Es nada mas de
verificarlo ;no?

H3: igju!

M3: Te acuerdas que habia partes en donde

iba mas rapido la trayectoria y esto es lo
de movimiento, ;no? Pues eso describe
la forma de la trayectoria.

[VE3]-5-/00:18:54]

M3: Como que modela (x)la rapidez con la
que (incomprensible, 1, ;se mueve sobre
la trayectoria?), por asi decirlo. Por que
ya ves que (incomprensible, 2) en donde
va mas rapido era donde se tenian mas
puntos que creiamos discontinuo, ;no?

H3: Eso estoy wachando. O sea, tu dices que
estas cosas te determinan qué tan rapido
converge.

M3: juja!

H3: (Por qué?

M3: (Eh?

H3: (Por qué?

Ma3: Ahi si no sabria decirte cuate.

(15)

Porque::: modela:::, porque >depende de
los radios y la velocidad angular<.

[VE3]-5-100:20:12]

H3: (Qué respondiste en c, tG?

M3: Que, ah:::, que describe la trayectoria que
forma el planeta conforme se agregan
mas circunferencias.

H3: Mmm ;qué puse yo? Que los radios=

M3: =/ Describe qué tan rapido converge esta
trayectoria o (incomprensible, 1)?

H3: Si converge.

M3: Pues ya.

[VG]-5-/01:28:56]
P: (Como se relaciona tu respuesta a la
pregunta ¢ con? ((leyendo la pregunta))
O sea, en la pregunta ¢, qué es lo que
habiamos dicho, que este::: esto debe
tender a cero, ;verdad? ((sefialando el
Ar)) Y esto debe tener a infinito
((senalando el wy)), y esto es una
constante ((sefalando el 8)), entonces
como se relaciona eso, con ahora esto
otro ((sefialando la formula construida en
la pregunta d)).
Que las contribuciones (x)que da cada
término siguiente se van disminuyendo,
por que se ve que los, por ejemplo, estan
multiplicados por 4, y esos tienen a cero,
0 sea que para una contribucion de un k
cada vez mayor eso se va, va
disminuyendo.
P: (Si entienden la idea?
Eso seria una condicion de convergencia.
P: Parece verdad una condicion de
convergencia. Entonces ;qué le debe
pasar a este a, este minascula, y al by,
minuscula?
M2: Tender a cero.
P: Deberian verdad, se ve de aca, ;cierto?

HI:




Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

H3: Es que no sé, creo que por ahi va la cosa.
(15)

“M3” ((se refiere a M3 por su nombre))
también tiene que ver aqui con la, de las
condiciones, que tiene que cumplir esto
para que esta trayectoria se estabilice.
Aja.

Y eso de que se estabilice tiene que ver
con estas cosas, que tiene que ver las
condiciones para que se estabilice con
esto.

M3:
H3:

[VE3]-5-]00:22:51|

M3: Yo siento que esto, esta describe la
manera en la que va a converger la
trayectoria, o sea entre mas le agregas, o
sea primero no va tomando forma, pero
ya luego te vas acercando y se empieza a
ver la forma de Fourier, que en este caso
(incomprensible, 1).
Entonces en  general
(incomprensible, 1).

Por que se supone que se hace periddica
por el hecho de que, pues en un mes uno
sustituye los senos no, sin mover la
trayectoria en uno, recorriendo 27w, por
eso dice entonces ahi viene el otro
periodo, entonces conforme vas
agregandole se va acercando a la
trayectoria, que se podria retomar como
(incomprensible, 1) porque ya los radios
y las velocidades ya, o sea, el radio ya no
contribuye tanto en distancia, entonces
nada mas se ve como un puntito
oscilando.

Une.

Un ¢ de distancia.

H3: si,  pero

M3:

H3:
M3:

Puesta en comin

Intencionalidad

Se busca que se interprete el modelo matematico en el fenomeno fisico.

(Qué hace?

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.

Interpretar el modelo en el fendmeno.

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.
Interpretar el modelo en el fenomeno.

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.
Interpretar el modelo en el fenomeno.

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.
Interpretar el modelo en el fenomeno.

Establecer las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie.

(Como hace?

Asignando significados a los resultados obtenidos
en el modelo.

Asignando significados a los resultados obtenidos
en el modelo.

Asignando significados a los resultados obtenidos
en el modelo.

Extendiendo los resultados de las tareas

anteriores.
Asignando significados a los resultados obtenidos
en el modelo.

Extendiendo los resultados de las tareas

anteriores.

Argumentos (A)

(A) Para que la trayectoria tome una forma

(A) Para que la trayectoria tome una forma

(A) Para que la trayectoria tome una forma

(C) Para que la trayectoria tome una forma

(A) Para que la trayectoria tome una forma

(A) Para que la trayectoria tome una forma

(A) Para que la trayectoria tome una forma

y definida la sucesion de los radios debe converger | definida se deben cumplir ciertas condiciones. definida se deben cumplir ciertas condiciones | definida la sucesion de los radios debe decrecer y | definida la sucesion de los radios debe ir definida la sucesion de los radios debe converger | definida la sucesion de los radios debe converger
confrontaciones | a cero y la sucesion de las velocidades angulares sobre los radios y la velocidad angular. la sucesion de las velocidades angulares debe | disminuyendo. a cero y la sucesion de las velocidades angulares | a cero y la sucesion de las velocidades angulares
(C) presentados. | debe diverger. (A) Para que la trayectoria tome una forma | crecer. debe diverger. debe diverger.
(A) Para que la trayectoria tome una forma definida las sucesiones a, y by deben tender a (A) Para que la trayectoria tome una forma
definida las sucesiones a, y by deben tender a cero. definida las sucesiones a; y b, deben tender a
cero, kw, también tiende a infinito. cero.
Pregunta d ay = 24, ay = 24y, Wy = kwgy, a = Ay sen(6y,), by Desarrollando al seno de la suma de dos angulos, | [VE3]-5-/00:11:29| [VG]-5-01:20:25]

ay = Ak Sen(@k)
bk = Ak COS(Hk)
Wy = ka)o

N

1A, - i

b = A cose,

= Ay cos(0;)

Chhele o - LA

¢ ddesbe c des U.j,,.o_gt,.mv
Cor Bnt W) = $u(6rc) Cor (@i ) + Ser( i) (66)

Luege

= A ot t): ZA[LE)Clat) t Slut) Gl =
5 Mo, C.(wek) +AGsBe ¢ (u
T g el (e ‘*‘“(‘_,’Lui(,)
o~ \L’/_, Ser LYk
O Ak S . W kWb
W

se obtiene que

ag = 24,

a, = A Sen(6;)
b, = Ay Cos(6y)
wy = kw,

M3: (Qué vamos a hacer?

(13)
H3: Hay que desarrollar esta suma.
M3: Ah, si es cierto.

P:

Note nuevamente que ), representa la
n-ésima suma parcial de una serie
trigonométrica.  Utilice  identidades
trigonométricas para reescribirla
((leyendo la pregunta))

Voy a, voy a hacerles espacio (5)
((borrando la pizarra)) Entonces ya
estamos hablando de y,, entonces seria
((escribiendo en la pizarra)) A, mas la
serie desde k = 1 hasta n, dijimos de 4,
por el, de A; perdon, de A, por sen de 8,
mas wy, por t, esa es, ;verdad?

Entonces bueno ;quién quiere venir a
reescribir con todos los pasitos eso ((la
igualdad de la pizarra)) en esta forma ((la
que pide la pregunta))? Ya lo habiamos
hecho en la Tarea 3, ;verdad? Entonces
ahora si como en forma general ((H1
levanta la mano)) Pase.

HI:

42) ((escribiendo en la pizarra

Este es el primer paso, aplicar la
identidad de la suma de angulos, tendria

k por, quiere que empiece por coseno,
(no? Entonces seria esto de aqui
igue escribiendo

Por lo pronto aqui estaria el a, ((entre
dos le indican los compafieros)) ah si es
cierto, a, medios, este seria el aj, por
que depende de k y también el by,.

Solo que, un problemita es que ahi nos lo
piden de la forma ((escribe en la pizarra))
kwgt, y aqui tenemos wyt.

Y aqui lo que pensamos hace es, c¢h
recordamos como fue en la forma
anterior, que habia un omega inicial o no
se como le llamaban, que valia 1
((escribe en la pizarra)) y el siguiente
valia, voy a poner inicial, y por ejemplo
el siguiente valia asi, (8) y asi
sucesivamente esto es un wy,.




Parte I. Generando el modelo
Intencién: Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun
Pero esto es, es de la, lo que recordamos
de la actividad anterior, por que las
condiciones a las que llegamos es que
simplemente eh::: estas velocidades
tienen que ir aumentando sucesivamente
y tendiendo a infinito, pero para ponerlas
de esta forma, creo que esto fue la que se
nos ocurrid, de la vez pasada que las
velocidades angulares crecian con k.

[VG]-5-|01:25:55]

P: Y entonces, ;ese az—" qué representaria en
el fenémeno?

HI: Condicion, posicion inicial.

P: La posicion inicial ¢y el a; y el by?

Hl1: El a;, son, jmintsculas verdad?

P: Ajé, minusculas.

HI1: Pues son los coeficientes de esta suma,
(no?

P: (Pero en el fendmeno?

H1: Ah::: en el fenomeno.

P: (En el sistema?

H1: Bueno ((sefialando el coeficiente
Ay sen(6;))) seno del angulo inicial
k-ésimo y radio k-ésimo, ;no?

P: Pero que representan enton-, eso
representan A y 8y, pero ;todo el a; qué
representaria?

H1: Posicion inicial (x)en x, radio (x)por,
bueno si de las ecuaciones polares, ;no?
T componente en X, 0 sea es posicion
inicial en x.

P: ((x)Si o ven? Si haces un dibujito del
caso.

HI: (16) ((dibujando en la pizarra)

P: (Ahi 0, verdad seria?

HI: (17) ((sigue dibujando)) ;Algo asi?

1y
"

P: (S, lo ven? Entones quien seria, puedes
poner ahi en el dibujo de una vez quién
es a; mas bien, quién es a; y quién es by

HI: ((escribiendo en la pizarra)) x entre 4y, es
igual a sen, aqui era 0y, les voy a llamar
0k

P: Pero ya tienen nombre.

Hl: Ah no, (x)pero estas de aqui ((sefialando
a Xox Y Yok))

M2: Yaesees el a.

HI1: A, si es cierto:::

P: Es el a, {no?

Hl: Ya tiene nombre, si, si, si, si.

P: Ya tienen nombre.

HI: ((Escribe en la pizarra)) Entonces aqui va
Ay, bk’ (15)

e snien)
Ax
*
B o by _casl®)
Aw
L]
b,
Bueno de aqui se ve.
Intencionalidad | Se establezcan las condiciones para que el modelo sea equivalente con la serie trigonométrica de Fourier.
(Qué hace? Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas. Reescribir las formulas construidas.

(Como hace?

Utilizando la identidad trigonométrica para
sen(a + B).

Utilizando la identidad trigonométrica para

sen(a + ).

Utilizando la identidad trigonométrica para

sen(a + B).

Utilizando la identidad trigonométrica para

sen(a + B).

Utilizando la identidad trigonométrica para

sen(a + ).

Desarrollando la suma.

Utilizando la identidad trigonométrica para
sen(a + ).

Argumentos (A)

(A) sen(a + ) = senacos 3 + sen 3 cosa.

(A) sen(a + ) = senacos 3 + sen 3 cosa.

(A) sen(a + ) = senacos 3 + sen B cosa.

(A) sen(a + ) = senacos f3 + sen 3 cosa.

(A) sen(a + ) = senacos 3 + sen B cosa.

(A) sen(a + ) = senacos 3 + sen 3 cosa.

y
confrontaciones
(C) presentados.
Parte II. Otra forma de interpretar w,
Intencién: Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comiin
Pregunta a _ d _2m _ distancia _2m _2m [VE3]-5-01:11:02] [VG]-5-102:17:07|
t= v oy e d - b= 4 - 1uh, ~ velocidad ~ w, Loelcko, V=T Leo Lub X T wo M3:  Pues no seria el su- P: Determine el tiempo t que tarda el punto
T v AW, 1Ty ;. ar d H3: Ah si (incomprensible, 1) P en dar un giro completo ((leyendo la
Ao =2 . o M3: El wo= pregunta))
V= . . = H3: =Pues sabemos la distancia que da ;no? Entonces /(x)quién quiere hacer esa? ;o
o B Es el primer radio. me dicen?
M3: >La distancia<, pero es del punto P, o sea | HI: La distancia seria la circunferencia, 27r.
la distancia que recorre es el perimetro de | P: 2m.
un circulo. HI1: Por el radio=
H3: jA ver! Considere el movimiento del P: =Entonces la distancia seria la
punto sobre, es decir aquella donde el circunferencia.
punto se mueve a una= HI: Si ((los estudiantes asienten con la
M3: =Y es m por radio, jno? Y sabemos los cabeza))
radios. P: Entonces 2.
H3: Y por el 7, esto seria 1 por 4. H1: Y el radio de 4;.




Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta b

Pregunta c

Pregunta d

Otra forma de interpretar w

Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.
M2 M3

2r
(L)O:_
p T i
(K)w
n
a 2
yn=7+2[akcos(k?t) A *“T, N L/t_.’ .
k=1 X

21
+ by, Sen (k ? t)]

Constante para todo t y k.
P es el periodo de la trayectoria, funcion limite ya que

cuantas vueltas daran los puntos de las siguientes | P da una vuelta completa a la Tierra.
circunferencias.

H1

—a°+z (kznt)+b S (kznt)
Yo = ay, oS > « Sen m

Como el periodo temporal de la grafica de la | Constante porque el que cuenta es el periodo de la

, el planeta | primera circunferencia. Ya que los demas dan
cierta cantidad de vueltas por cada vuelta de la
primera circunferencia.

H3 H4
21 27
Wy =— O = —
0 » o )
21
e ) In = AO + z [Ak Sen(Bk) Cos (k—t)
At S A (8) Gl + 4 culo) S E) P
e ¥ % (7

2m
+ A Cos(8;) Sen (k ? t)]

Como el periodo temporal de la grafica de la | Como el periodo de la funcion
funcion limite, esto, pues
el planeta completa una vuelta, lo que se
ve reflejado en el periodo temporal del resto de las
circunferencias.

Equipo 3

M3: Si, sabemos los radios.

H3: Seria la distancia.

M3: jAjal

H3: Ya.

M3: (El tiempo?

H3: En que recorre aqui ((silbido))

M3: Y la velocidad también la conocemos.

H3: (Incomprensible, 2, ¢por qué Ila
conocemos?)

M3: Por los::: angular.

H3: La velocidad angular no se define
también en términos de=

M3: =De la velocidad por el radio.

H3: (La velocidad por el radio?

M3: Si, ;no?

H3: (Incomprensible, 1, ;por) qué la
velocidad por el radio?

M3: Es que eso me confundio.

H3: (Seria la velocidad entre el radio, no?

M3: No era, lhay que buscarlo por aquil A
ver.

H3: Si pones velocidad por distancia, o
velocidad por radio, te queda metros
cuadrados sobre segundos.

M3: Ahi no dice velocidad angular.

13)
Ah no, si, la velocidad es w (x)por radio,
(no? Para que w sea velocidad entre ese.

[VE3]-5-01:13:31]

M3:

H3:

Si ¢ya ves? Es w por el radio, bueno
estoy haciendo vectorialmente. Sin
wache ;ya ves?

A mi algo me decia que w era angulo
inicial sobre el radio.

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VE3]-5-]02:01:50|- H3 agrega a su respuesta el
nimero 2 en el numerador.

[VE3]-5-/01:25:04]

M3:

H3:
M3:

Entonces . Ahno,
pero ese ya es un tiempo especifico,
(verdad? Ah no, si se tiene que tomar el
t, (verdad? Por que este es el tiempo
especifico para los wy. Si, {no?

Pero aqui esto toma (incomprensible, 1).
Si, si, si, por eso tenia que ser, entonces
si es km veces sobre p por t.

[VE3]-5-/01:30:48|

H3:
Ma3:
H3:
Ma3:

H3:
M3:

H3:

Seria el periodo, ;no?

Ah, ok.

Seria el periodo (incomprensible, 1).
jUja! (9) Ah::: pues si:::, porque seria (3)
Si, porque la velocidad también la
puedes describir como 2m  por el
periodo, ;no? (4) La velocidad la puedes
ver 21 por t, o 2m (incomprensible, 1).
(Donde esta ese 2m? Tendria que
wacharlo.

Ah no, me referia a que (4) es manera de
entendicion.

Entonces estas de acuerdo que seria
como una especie de periodo.

[VE3]-5-/01:33:44]

H3:

M3:

Sabes qué,

va a salir ((realiza un silbido
explicando)), seria el periodo, ;no?

Si.

[VE3]-5-|02:14:18|- H3 agrega a su respuesta
después de la puesta en comin “lo que se ve
reflejado en el periodo temporal del resto de las
circunferencias”

Puesta en comun

P:

H1:
M2:
H1:
P:

H1:
M2:
H1:

[VG]-5-|
P:

HI1:

P:
HI1:

P:

HI1:
[VG]-5-
P:

Heo:

P:
Heo:

HO9:

[VG]-5-|
P:

[VG]-5
P:

Heo:

Heo:

Y el radio de 4,, ok.

Y el tiempo seria::

Entre la velocidad.

Ah velocidad, tenemos distancia entre
velocidad, y la velocidad es wy.

Entre tiempo, ;verdad? Seria ahi.

Esa es velocidad angular, ese es w,.

No, es que ahi nos piden el tiempo.

Aja, ese es igual w,, solo que ahi nos
estdn pidiendo el tiempo, y luego ahi
despejariamos.

02:18:35]
Si llamamos p al tiempo que tarda el
punto P para dar exactamente una vuelta.
(Cual es el valor de w, en términos de p?
((leyendo la pregunta))
Pues habria que, es como un

, nos dice que t lo cambiemos por
p.Yo .
Puede ser. Entonces para la pregunta b
nada mas.
Es la primera cuestion que se me ocurrio,
el periodo.
Aja.
t igual a p.

02:19:30]

Hay un detalle ahi que no han notado.

El 4;.

Aja ;por qué el A{?

Por que:::, bueno yo con lo, con lo que es
el seno y coseno contiene, lo que es el
argumento de seno y coseno tiene que ser
de dimension.

Este::: viendo las tareas tiene que ser mas
bien la rapidez, ;jno? (x)Del punto.

O sea, es algo que viene desde la anterior,
lo estoy dejando aqui, pero (2)
Velocidad igual distancia en tiempo,
entonces la velocidad es distancia sobre
unidad de tiempo, /cierto? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

Si, ;verdad? Se ha dicho que es radianes
por unidad de tiempo, entonces la
distancia es angular, y esa distancia que
estd ahi es trayectoria, /cierto? ((los
estudiantes asienten con la cabeza)) Si,
ahi seria, mas bien, metros o unidad de
medida lineal, sobre unidad de tiempo.
Entonces este A=

=No va.

(Verdad que no va? ((los estudiantes
asienten con al cabeza)) por que esto me
estd hablando de distancia y esta
velocidad es 4ngulo por unidad de
tiempo, entonces seria angulo por unidad
de tiempo ;estamos claros?

02:21:27|

Reescribe la formula que obtuviste en la
pregunta d de la Parte I, ahi la dejé arriba
verdad, utilizando este nuevo valor de
wy- ((leyendo la pregunta)) Entonces me
imagino que nada mas cambiaron,
(verdad? ((asienten con la cabeza))

02:22:26]

Dado que el valor p es el tiempo que tarda
el planeta P en completar una vuelta
alrededor de la Tierra T. ;Como se
observaria ese valor en la grafica de la
funcion limite? ((leyendo la pregunta))
Su periodo.

(Su periodo?

Aja, como se va repitiendo la grafica en
la funcion limite.

(Seguros? ;totalmente?

©No totalmente©

Por que aqui habla, digamos que p es
completar una vuelta, pero::

Para una [circunferencia]

[Para la primera]
circunferencia. Ese mismo p es si tengo
dos, tres o cuatro.

No, eso no estaba viendo.

)

(Coémo lo podrian analizar?

(4)

Nos podemos devolver a los casos
particulares y ver. Veamoslo en la Tarea
1 que no tiene radios ni nada a ver qué.
(16) ((buscando el applet de la Tarea 1 —
Parte 2 en la computadora))

Aqui esta el, entonces digamos que, en
este caso, p seria lo que tarda ese planeta
Q en dar esa vuelta, jcierto? La pregunta
es, (si le agrego mas circunferencias
tarda eso mismo? ;verdad? Esa es la
pregunta. Pongdmosle dos a ver.



Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos

(A) y
confrontaciones
(C) presentados.

Otra forma de interpretar w

Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Puesta en comun

(6)

(Qué dicen? ;Si se tarda lo mismo? En

completar la trayectoria, completa

((risas)). Si se nota (incomprensible, 2).

Si ;como lo notan?

Nos fijamos en el centro de la

circunferencia mas pequefia.

P: Aja.

H4: Y cuando esta se completa, eh::: también
completa el punto Q.

P: También completa el punto Q la

trayectoria /cierto? ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) Y le podemos

agregar mas, pues agreguemosle, yo creo

que aqui podemos agre- pongamosle

unas 9, 10. Estd un poquito dificil ver

(verdad? Pero estamos comparando este

(verdad? El de la primera con la

trayectoria ¢ cierto?

Como que todos (x)van a volver, todos se

alinean en el punto de partida.

H4:

H4:

[VG]-5-102:26:11]-  El  profesor  termina
explicando algebraicamente como se ve en la
formula que el periodo efectivamente es p.

Se pretende que el estudiante reconozca a p como el periodo de la funcion limite cuando se considera la variable t un nimero real. Esto es importante para la Tarea #6, pues se espera que el estudiante realice su estudio en un intervalo de tamafio p, el cual es representativo del comportamiento general de la serie.

los parametros en una nocion fisica
conocida.
los valores dados en las relaciones
construidas.
la periodicidad en el fendmeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(A) El tiempo es igual a la distancia (angular)
recorrida dividida por la velocidad.

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo de la trayectoria.

los parametros en una nocion fisica

conocida.

los valores dados en las relaciones

construidas.

la periodicidad en el fenémeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(A) El tiempo es igual a la distancia (sobre la
circunferencia) recorrida dividida por la
velocidad (sobre la circunferencia).

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo temporal de la grafica.

Tarea #5. Etapa 2: Identificacién de los invariantes de las acciones

Objetivo de la
Tarea:
Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta a

los parametros en una nocion fisica

conocida.

los valores dados en las relaciones
construidas.

la periodicidad en el fendmeno.

(A) El tiempo es igual a la distancia (angular)
recorrida dividida por la velocidad.
(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.
(A) p es el periodo de la primera circunferencia.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.
Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

los parametros en una nocion fisica

conocida.

los valores dados en las relaciones

construidas.

la periodicidad en el fenémeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(A) El tiempo es igual a la distancia (sobre la
circunferencia) recorrida dividida por la
velocidad (sobre la circunferencia).

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo temporal de la grafica.

TAREA #5

Significar los elementos presentes en la serie trigonométrica que emerge al matematizar el modelo del movimiento planetario de los alejandrinos en forma general.

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

A,, = 0 cuando n — o
Las velocidades aumentan al agregar mas
circunferencias y w;, — oo cuando k— oo

al agregar mas circunferencias.

M3

los radios de las
circunferencias vayan disminuyendo y las
velocidad angulares vayan aumentado, ademas
que las series de las componentes sean
convergentes.
Donde los radios tienden a cero y las velocidades
angulares a infinito.

H1

T4y < canvasclass = para

que la trayectoria no se desborde.
Y Wi1 > Wi y
longrightarrow\infty" > para
complete el recorrido en un tiempo finito.

[math]\omega_k\
que

S€

H3

al ir agregando mas y mas
circunferencias, estas decrezcan en radio y el
punto o planeta P aumente su velocidad angular,
para completar un giro cada vez mas rapido,
observandose como si el planeta ya no girara en
torno al centro de cada nueva circunferencia.
Con los radios tendiendo a cero y las velocidades
angulares tendiendo a infinito.

los parametros en una nocion fisica

conocida.

los valores dados en las relaciones

construidas.

la periodicidad en el fenomeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(A) El tiempo es igual a la distancia (angular)
recorrida dividida por la velocidad.

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo de la funcion.

H4

Los radios de las circunferencias agregadas
deben de ser menores con respecto al anterior,
pero es necesario que 4, —» 0. A su vez, la
velocidad angular del punto P en cada nueva
circunferencia debe de aumentar (esto como
consecuencia de la disminuciéon de las
circunferencias) y es necesario que w,, = o

los parametros en una nocion fisica
conocida.
los valores dados en las relaciones
construidas.
la periodicidad en el fendmeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(C) Considera la distancia recorrida de P como el
perimetro de la circunferencia, al relacionarlo
que lo velocidad que es dada en radianes por
unidad de tiempo.

(A) El tiempo es igual a la distancia (angular)

recorrida dividida por la velocidad.

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo de tiempo en que la trayectoria
se repite.

Equipo 3
No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VE3]-5-|00:56:50|- H3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comun
“Con los radios tendiendo a cero y las
velocidades angulares tendiendo a infinito”
[VE3]-5-|01:01:03]- M3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comun.
“Donde los radios tienden a cero y las
velocidades angulares a infinito.”

los parametros en una nocion fisica
conocida.
los valores dados en las relaciones
construidas.
la periodicidad en el fenémeno.

Utilizando la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo.

Cambiando los valores dados en las relaciones
construidas.

Identificando la repeticion regular del
comportamiento.

(C) Considera la distancia recorrida de P como el
perimetro de la circunferencia, al relacionarlo que
lo velocidad que es dada en radianes por unidad
de tiempo.

(A) El tiempo es igual a la distancia (angular)
recorrida dividida por la velocidad.

(A) Dada la relacion fisica, velocidad es igual a
distancia entre tiempo, se sustituyen los valores
dados.

(A) p es el periodo de tiempo en que la trayectoria
se repite.

Puesta en comun

[VG]-5-101:08:15]

P: Con base en los modelos particulares
estudiados en las Tareas 1, 2 y 3 ;qué
condiciones deben cumplirse en el
modelo general

conforme se
agreguen cada vez mas circunferencias?

((Leyendo la pregunta))
(,Qué escribieron por ahi? ((sefialando al
Equipo 1))

H4: Que todas las circunferencias deben ser
cada vez menores.

R Los radios de las circunferencias deben
ser cada vez menores /qué otro?

M3: Y las velocidades tienen que ir
aumentando.

Hl1: Las angulares.

M3: Las angulares.

P: Las velocidades angulares tienen que ir
aumentando. (y eso como lo
escribieron, matema-? ;como se escribe
matematicamente? Digamos que ahi
estda como cualitativo, ;verdad? Los
radios cada vez mas chicos y las
velocidades cada vez mayores ;como
escribirian eso? Qué seria, en este caso
los radios son Ay, A, ;verdad?

H4: A1 menor que:::

P: Los radios son A, A4,, A3 y asi
(verdad? Y las velocidades wy, w,, wa

y asi ;verdad? ((escribe en la gizarra))
‘l‘i'.j' .|}.l‘,n5 -

Velodades W w, w

Ustedes lo que dicen es que estos
((senalando los radios)) tienen que ir,

eh.

H3: Decreciendo.

P: Ir decreciendo y estos ((sefialando las
velocidades)) deben de ir.

H3: Aumentando.

P: Aumentando ;como lo escribirian
matematicamente?

Hé6: A; es mayor que 4j, si i es mayor que j.

P: Ok, Entonces aqui ((escribiendo en la
pizarra))

Hé6: A; es mayor que 4;.

P: Mayor.

Hé: Si i es mayor que j. Con i,j en (X)uno
en N.

P: (Asi? ((varios estudiantes asientan con
la cabeza
Dice que uno es menor que otro, ¢,si?

M3: jUju!



Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones
Pregunta b

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

M3

H1

H3

H4

Se espera que el estudiante identifique que para garantizar la estabilidad del sistema se debe cumplir que 4,, = 0 y w,, = oo, es importante resaltar que estas condiciones son necesarias para la convergencia, pero no suficientes.

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe converger a cero y la
sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

Establecer
Algebraico: A, = 0 cuandon — oo
Verbal: Las velocidades aumentan al agregar mas
circunferencias
Algebraico: wy, —= oo cuando k— oo
Verbal: Asi se formaran trayectorias con formas
definidas al agregar mas circunferencias.

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe converger a cero y la
sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

Establecer
Verbal: Debe cumplirse que los radios de las
circunferencias vayan disminuyendo y las
velocidades angulares vayan aumentando.
Verbal: Las series de las componentes sean
convergentes.
Verbal: Los radios tienden a cero y las
velocidades angulares a infinito.

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe ser decreciente y la
sucesion de las velocidades angulares debe ser
creciente y divergente.

Establecer
Verbal/Algebraico: Se debe cumplir 13,1 < 1%
para que la trayectoria no se desborde.
Verbal/Algebraico: wyyq > W, y @, = o para
que se complete el recorrido en un tiempo finito.

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe converger a cero y la
sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

Establecer
Verbal: Debe cumplirse que al ir agregando mas y
mas circunferencias, estas decrezcan en radio y el
punto o planeta P aumente su velocidad angular.
Verbal: Con los radios tendiendo a cero y las
velocidades angulares tendiendo a infinito.

- Para que la forma de la trayectoria sea definida, la sucesion de radios debe converger a cero y la sucesion de las velocidades angulares debe diverger.

n
X, = Ay + Z Ay Cos(0), + wyt)

k=1

n
Yp = Ao + Z Ay, Sen(8y + wyt)
k=1

X,= At A
"1z (Aa Hh e OBt Azcos

(e, Yn) = (AO'AO)
+ (Z Ay cos(6y,

+ wkt),z Ay sen(6;
i (A)kt))

3:)% (AR T4 (s oy (oyret
\ [y Yot L1 7/ \
(%, Y fo J’“b"l’-’”‘“c‘(fa “El,
1 12X T e )
ot A La (B cut) Ayden(E w‘t/)
n
{7 [A ¢ DA Q'J‘L! 1;2'_1 TR
Ky Il 7 e T 2 A ///c‘/,"" - “’f.W‘/
d

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe converger a cero y la
sucesion de las velocidades angulares debe
diverger.

Establecer
Verbal/Algebraico: Los radios de las
circunferencias agregadas deben de ser menores
con respecto al anterior, pero es necesario que
A, - 0.

Verbal/Algebraico: La velocidad angular del
punto P en cada nueva circunferencia debe de
aumentar y es necesario que w,, — ©o.

n
V) = (Ao + z Ay Cos(wit + 6;),4,

k=1

n
+ Z Ay Sen(wyt + Bk)>

k=1

Equipo 3

[VE3]-5-/00:02:46|

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

Ma3:

H3:

M3:

(No seria la suma de los radios? O sea
A1, Ay, As=
=No “M3” ((se refiere a M3 por su
nombre)).
[Ah no:::]
[Porque los
multiplicando
Si, exacto. Ya, ya.
Entonces.
Bueno, pero para las (x)de x serian,
[los radios]
[(Incomprensible, 2)] ahora si que para
este. Seria Ay mas A, ;por qué?
Por el coseno del angulo.
Para x, si para x, si para x, {para el otro?
Seria:::=
=Seno, (no?
Seno.
(Pero de qué angulo?
Pues de 6.
(Mas qué?
Ma:::s, ay::: la coordenada.
Te falta algo.
Ah::: si, [esa cosa].
[¢Por qué?]
Mas la velocidad angular.
(Por qué?
Por el tiempo.

radios] van a estar

Puesta en comun

P: (Pero es suficiente con que sea uno
menor que otro?
®)

M2: Y consecutivos también deben ser, ;no?

Hl1: Poner consecutivo, ;no?

P: Bueno, ahi incluye digamos, ya eso
incluye que los consecutivos, ¢no? (5)
Por ejemplo, a ver, el primero podria ser
10 000, /cierto?

M2: Si.

P: (,Si? ((varios estudiantes asienten con la
cabeza)) Y que vayan decreciendo, pero
que estén acotados por 9000, ;si? Y
entonces igual, va a ser siempre esto
((sefialando la desigualdad A; > 4))),
pero (x)se hara la estabilidad, por que,
qué habiamos dicho (x)que provocaba
la estabilidad, los radios al final, cuando
era infinito eran tan chiquititos, tan
pequeiiitos, ;verdad? Entonces /sera
que ser decreciente es suficiente?

Hé: (Incomprensible, 1) que converja.

H3: Tendria que tender a cero.

P: (Verdad? Es como necesaria esa

condicion, (cierto? ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) Que esta

((sefialando la desigualdad A; > 4;)) no

es suficiente.

nada mas que, esta al revés, ;no?

Deberia ser el signo de desigualdad, el

signo de desigualdad deberia ser al

reves.

P: (Este?

Si.

P: ((Cambia A; > Aj por A; < 4j)) Para

una circunferencia con un radio mayor,

debe ser menor que el otro, en una

posicién mayor tiene que ser menor que

el otro. Entonces (como escribirian eso

otro?

Eh, A, diverge a 0, tiene a cero ((los

estudiantes asienten con la cabeza))

HI:

HI:

[VG]-5-|01:13:23|
P: .Y ahora con los w? Digamos que la
idea es similar, lo que habian dicho era
que tenian que ir creciendo /cierto?
Entonces eso ¢como lo escribirian? w;
es la misma idea verdad, nada mas que
aqui si se mantienen las desigualdades
;verdad? ((escribe en la pi

Pero otra vez la pregunta es si eso es

suficiente.
H4: Debe tender a::: [a infinito].
M3: [a infinito].
P: Debe tender a infinito, ¢verdad? ((los

estudiantes asienten con la cabeza))

Establecer
Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Establecer
Para que la forma de la trayectoria sea definida, la
sucesion de radios debe decrecer y converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe ser creciente y debe diverger.

Establecer
Algebraico:

Verbal: A, tiende a cero.
Algebraico:

Verbal: Debe tender a infinito.

[VG]-5-/01:14:33]
P: Considere el modelo utilizando n
circunferencias. Determine las
coordenadas x,, ), del punto P en el
tiempo t ((leyendo la pregunta)).

({Qué escribieron por ahi? ((sefialando al
Equipo 1)) Entonces ya eso es como
general, ;verdad? ;Quién lo quiere
escribir? (18) ;quién quiere escribir ese?
((H2 pasa a la pizarra))

Serian estas ((sefialando lo que escribid
en la pizarra)).

P: Entonces, cuéntanos ;de donde sale?

(,qué significa cada cosa?

Esta ((senalando los Ay)) pues la, eje de

las coordenadas donde esta el planeta.

Esta ((sefalando los A,)) pues ya

después de que hicimos el analisis de

realimentacion  pues  vimos  que
practicamente eran los radios de las
circunferencias por su componente

((sefialando la componente x)) que

contribuya en X, el dangulo inicial

((sefialando el 6,, del coseno)) de cada

circunferencia mas la velocidad angular

((sehalando el wy,)).

P: Y en Y similar nada mas que ahora es la
contribucion sen en y, ;verdad? Ok ;si
estan de acuerdo? ((los estudiantes
asienten con la cabeza))

H2:



Parte I. Generando el modelo
Intencién: Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun
[VG]-5-|01:16:45|- Se hace la correccion respecto
de los subindices elegidos respecto de la pregunta
lanteada, el consenso final queda como sigue:
Intencionalidad | Se espera que no haya problema con el establecimiento de las relaciones, y que el argumento para dar su respuesta sea bajo lo construido en las tareas anteriores, asi sucedio en la prueba piloto, concluyendo que las coordenadas del planeta son:

n
(xn =4, + Z Ay cos[wyt + 6]

k=1
n

z Ay sen[wyt + 6]

Yo = Ao+
\ =

(Sobre qué
objetos lo hace?

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

Seriar
Cada término de la suma.

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

Seriar
La componente x, del punto corresponde a la
suma de Ayy de los términos de la forma
Ay, cos[wyt + 6].
La componente y,
suma de Ayy de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x,, del punto corresponde a la
suma de Agy de los términos de la forma
Ay cos[wyt + 6].
La componente y,
suma de Agy de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x,, del punto corresponde a la
suma de A,y de los términos de la forma
Ay, cos[wyt + 6;].
La componente y,
suma de Ay de
A sen[wt + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x,, del punto corresponde a la
suma de Agy de los términos de la forma
Ay cos[wyt + 6].
La componente y,
suma de Ayy de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x, del punto corresponde a la
suma de Agy de los términos de la forma
Ay cos[wit + 6;].
La componente y,
suma de Agy de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x, del punto corresponde a la
suma de A,y de los términos de la forma
Ay cos[wyt + 6].
La componente y,
suma de Ay de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

Seriar
La componente x,, del punto corresponde a la
suma de Agy de los términos de la forma
Ay cos[wt + 6].
La componente y,
suma de Agy de
Ay sen[wit + 6,].

del punto corresponde a la
los términos de la forma

(Por medio de
qué lo hace?

Seriar
Iconico:

Algebraico:

n
Xn, =4y + Z Ay Cos(0y + wit)
k=1

n
Vo =4y + Z Ay Sen(6y + wy t)

k=1

Seriar

Algebraico:

X, = A A Confe, vwnl)

X1z (Ao thcos(e, rw ) t Aa

Koz Aot Aoty ruan bt Ascos @s v 1) b ... 1 A

Y - A

Yo = Aoth \il )

o= Aot p s

X 1= (Ao %2AedB, 110, ) Aov 3

Seriar
Algebraico:

(% y) = (Ao, 4o)
+ (z Ay cos(6y
+ a)kt),z Ay sen(6;
+ (Dkt))

Seriar
Algebraico:
(4.%) f\“"?b HA Gu(gt it , Aot ASen(Bytut )
(5, )= (At AG(Bst wilJHA, (o4 wrt),
bt Ay Calotent)t A Senlty bnt) )

n . ”
1 ¢ t { | u
{ % i R {}01 ’,__2‘,”* Lo (8470, L)/ /l.c T ’§/‘ur— (8¢ t o, L/’j

Seriar
Algebraico:

n

G ) = (Ao +>

k=1
n
+ Z Ak Sen(wkt alx Gk)>
k=1

Ak COS((J)kt + Hk) 'AO

Seriar
Verbal: [VE3]-5-/00:02:46|

M3: (No seria la suma de los radios? O sea
A, Ay, A=

H3: =No “M3” ((se refiere a M3 por su
nombre)).

M3: [Ah no:::]

H3: [Porque los radios] van a estar
multiplicando

M3: Si, exacto. Ya, ya.

H3: Entonces.

M3 Bueno, pero para las (x)de x serian,
[los radios]

H3: [(Incomprensible, 2)] ahora si que para
este. Seria Ay mas A, ;por qué?

M3: Por el coseno del angulo.

H3: Para x, si para x, si para x, ;para el otro?

M3: Seria:::=

H3: =Seno, (no?

M3: Seno.

H3: (Pero de qué angulo?

M3: Pues de 6;.

H3: (Mas qué?

M3: Ma:::s, ay::: la coordenada.

H3: Te falta algo.

M3: Ah::: si, [esa cosa].

H3: [¢Por qué?]

M3: Mas la velocidad angular.

H3: (Por qué?

M3: Por el tiempo.

Seriar
Algebraico:

Invariantes de
Acciones

{xn = Ay + Xpoq1 Ay cos(wyt + 6)
Vn = Ag + Xi=1 A sen(wyt + 0y)

Pregunta c

w) — o al agregar mas circunferencias, y los
radios son menores, por lo que, las contribuciones
Ay, son cada vez menores.

Que de acuerdo a las condiciones obtenidas y la
formula describen la trayectoria que forma el
planeta conforme se agregan mas circunferencias.

Segiin las caracteristicas del radio y de la
velocidad angular, la formula anterior deberia
converger a una funcion definida.

Las condiciones de que los radios decrezcan y las
velocidades angulares aumenten asegura la
convergencia de las expresiones obtenidas a una
funcion, misma que modela la forma final de la
trayectoria.

Se observa que los coeficientes a; y by
representan las condiciones iniciales del sistema
cuando se tienen n circunferencias.

Las condiciones de la respuesta en a) dan una
descripcion de la formula en b), por ejemplo, al
disminuir los radios, las coordenadas se desplazan
cada vez en una valor mas pequefio.

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

[VE3]-5-|01:09:53|- H3 agrega a su respuesta el
ultimo parrafo después de la puesta en comtn “Se
observa que los coeficientes a; y by representan
las condiciones iniciales del sistema cuando se
tienen n circunferencias”

[VG]-5-101:17:34|

P: (Como se relaciona su respuesta a la

pregunta a con la formula obtenida en la

pregunta  anterior? ((leyendo Ia
pregunta)).

(Qué escribieron por ahi? ((sefialando al

Equipo 1)) Entonces ya eso es como

general, ;verdad? ;Quién lo quiere

escribir? (18) ¢(quién quiere escribir ese?

((H2 pasa a la pizarra))

(Como se relacionan? Los A, tendrian

que ser, que correspondan al radio,

tendrian que ser decrecientes y a parte

converger a 0.

P: Converger a 0, aja.

H2: Y el wt, ese tendria que diverger y
nosotros también pusimos que ese tenia
que ser creciente.

P: (EL wy t?

H2: El w, el wy.

P: (Ese tiene que diverger?

H2: Si.

P: LY el6,?

H2: Pues ((gesto de negacion con la cabeza))

P: (Qué pasa con ese?

M2: (incomprensible, 4)

H3: Yo siento que a medida que vamos
aumentando el nimero de
circunferencias, como se va haciendo
mas pequeno el radio, pues igual no
parece  muy  importante  donde
comencemos, por que eso es lo que
representa ese angulo, entonces como es
mas pequefio basicamente no se nota.

P: Pero ya para muchos, ;verdad?

H3: jAjal

P: ((Hablandole a M2)) No necesariamente
disminuye por que si recuerdas (x)la
Tarea 3, en el primer caso el angulo era

H2:

arctan (%) y en (x)el, para la siguiente
circunferencia era 0, y para la siguiente
3
m
entonces iba aumentando y O,
aumentando y 0, entonces no
necesariamente es decreciente.
No, es un constante, ;verdad? Para cada
circunferencia es un constante, no
depende del tiempo, ¢(si? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

era arctan( ), y para la siguiente O,

Pregunta e

ay, by, también tienden a cero
kw, también tiende a infinito

La formula describe una serie de Fourier la cual
se aproxima a una funcién periddica, que
dependera de nuestras condiciones para
aproximarse a la forma de la trayectoria.

Es una nueva forma de expresar la formula de b).
Permite ver mas facilmente la condicion de
convergencia ya que ay, by tienden a 0.

Observamos que la expresion obtenida tiene la
forma de una serie de Fourier, confirmando que
nos estamos aproximando a una funcién capaz de
describir la trayectoria del planeta conforme se
agregan mas circunferencias, por otra parte, en la
expresion obtenida siguen siendo necesarias las
condiciones presentadas en a) para poder asegurar
la convergencia de la serie.

La ecuacién anterior describe la convergencia y
forma definida de la trayectoria al disminuir los
radios de las circunferencias que se agregan cada
vez mas, tal como se trata en el inciso c)

[VE3]-5-/00:16:08|

H3: (Qué opinas de este?

M3: (Coémo se relaciona tu respuesta a la
pregunta ¢ con esta nueva formula?

H3: (Qué le ves a la de aqui?

M3: ©No manches©

H3: (Como se relacionan eh “M3”? ((se
refiere a M3 por su nombre))

M3: Se supone que esto que esta acd.

[VG]-5-|01:28:56|

P: (Como se relaciona tu respuesta a la
pregunta ¢ con? ((leyendo la pregunta))
O sea, en la pregunta c, qué es lo que
habiamos dicho, que este::: esto debe
tender a cero, ;verdad? ((sefialando el
Ar)) Y esto debe tener a infinito
((senalando el wy)), y esto es una
constante ((sefialando el 8y)), entonces




Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Intencionalidad

(,Sobre qué
objetos lo hace?

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Generando el modelo

Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.

M2

M3

Se busca que se interprete el modelo matematico en el fenémeno fisico.

Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas las sucesiones de los coeficientes deben
converger a cero.

Algebraico: wy, — oo

Verbal: Los radios son menores, por lo que, las
contribuciones A son cada vez menores.

Verbal: a, by, tienden a cero.

Interpretar
El modelo y el fenomeno.

Interpretar
La formula describe la trayectoria del planeta.

Interpretar
Verbal: De acuerdo con las condiciones
obtenidas, la formula describen la trayectoria del
planeta.

Verbal: Dependera de nuestras condiciones para
aproximarse a la forma de la trayectoria.

H1

Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas las sucesiones de los coeficientes deben
converger a cero.

Verbal: Segun las caracteristicas del radio y de la
velocidad angular, la formula anterior deberia
converger a una funcion definida.

Verbal: Es una nueva forma de expresar la
formula de b). Permite ver mas facilmente la
condicion de convergencia ya que a; y by tienden
a0.

H3

Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Interpretar
El modelo y el fendmeno.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

Interpretar
La formula describe la trayectoria del planeta.

Verbal: Las condiciones de que los radios
decrezcan y las velocidades angulares aumenten
asegura la convergencia de las expresiones
obtenidas a una funciéon, misma que modela la
forma final de la trayectoria.

Verbal: En la expresion obtenida siguen siendo
necesarias las condiciones presentadas en a) para
poder asegurar la convergencia de la serie.

Interpretar
Verbal: Estamos aproximando a una funcién
capaz de describir la trayectoria del planeta
conforme se agregan mas circunferencias.

- Para que se de la convergencia de la serie de las ordenadas, la sucesion de radios debe converger a cero y la sucesion de las velocidades angulares debe diverger.
- Para que se de la convergencia de la serie de las ordenadas las sucesiones de los coeficientes deben converger a cero.
- La formula describe la trayectoria del planeta.

H4

La sucesion de radios.

Interpretar
El modelo y el fenomeno.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero.

Interpretar
La férmula describe la trayectoria del planeta.

Verbal: Al disminuir los radios, las coordenadas
se desplazan cada vez en un valor mas pequefio.

Interpretar
Verbal: La ecuacion anterior describe la
convergencia y forma definida de la trayectoria.

Equipo 3
(Incomprensible, 4) Es nada mas de
verificarlo ¢no?
juja!
Te acuerdas que habia partes en donde
iba mas rapido la trayectoria y esto es lo
de movimiento, ;no? Pues eso

de la trayectoria.

H3:
M3:

[VE3]-5-/00:18:54]

M3: Como que modela (x)la rapidez con la
que (incomprensible, 1, ;se mueve sobre
la trayectoria?), por asi decirlo. Por que
ya ves que (incomprensible, 2) en donde
va mas rapido era donde se tenian mas
puntos que creiamos discontinuo, ;no?

H3: Eso estoy wachando. O sea, tu dices que
estas cosas qué tan rapido
converge.

M3: juja!

H3: (Por qué?

Ma3: (Eh?

H3: (Por qué?

M3: Ahi si no sabria decirte cuate.

(15)
Porque::: :i1, porque >

los radios y la velocidad angular<.

[VE3]-5-/00:20:12]

H3: (Qué respondiste en c, tu?

M3: Que, ah:::, que que
forma el planeta conforme se agregan
mas circunferencias.

H3: Mmm /qué puse yo? Que los radios=

Ma3: =;Describe qué tan rapido converge esta
trayectoria o (incomprensible, 1)?

H3: Si converge.

M3: Pues ya.

H3: Es que no sé, creo que por ahi va la cosa.

(15)
“M3” ((se refiere a M3 por su nombre))
también tiene que ver aqui con la, de las
condiciones, esto
para que esta trayectoria se estabilice.

M3: Aja.

H3: Y eso de que se estabilice

, que tiene que ver las
condiciones para que se estabilice con
esto.

[VE3]-5-]00:22:51|
M3: Yo siento que esto, esta describe la
manera en la que va a

, 0 sea entre mas le agregas, o
sea primero no va tomando forma, pero
ya luego te vas acercando y se empieza a
ver la forma de Fourier, que en este caso
(incomprensible, 1).
Entonces en  general
(incomprensible, 1).
Por que se supone que se hace periddica
por el hecho de que, pues en un mes uno
sustituye los senos no, sin mover la
trayectoria en uno, recorriendo 27w, por
eso dice entonces ahi viene el otro
periodo, entonces conforme vas
agregandole se va acercando a la
trayectoria, que se podria retomar como
(incomprensible, 1) porque ya los radios
y las velocidades ya, o sea, el radio ya no
contribuye tanto en distancia, entonces
nada mas se ve como un puntito
oscilando.
Un e.
Un ¢ de distancia.

H3: si, pero

M3:

H3:
M3:

Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Interpretar
El modelo y el fenomeno.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

Interpretar
La formula describe la trayectoria del planeta.

Verbal: [VE3]-5-/00:23:37|

M3: Los radios y las velocidades ya, o sea, el
radio ya no contribuye tanto en distancia,
entonces nada mas se ve como un puntito
oscilando.

H3: Un e.

M3: Un ¢ de distancia.

Interpretar
Verbal: [VE3]-5-|00:16:39|
Ma3: Te acuerdas que habia partes en donde
iba mas rapido la trayectoria y esto es lo
de movimiento, ;jno? Pues eso describe
la forma de la trayectoria.

Verbal:
M3:

[VE3]-5-/00:20:17

Describe la trayectoria que forma el
planeta conforme se agregan mas
circunferencias.

Verbal: [VE3]-5-/00:22:51|

M3: Yo siento que esto, esta describe la
manera en la que va a converger la
trayectoria, o sea entre mas le agregas, o
sea primero no va tomando forma.

Puesta en comtn
como se relaciona eso, con ahora esto
otro ((sefialando la formula construida en
la pregunta d)).

Hl1: Que las contribuciones (x)que da cada
término siguiente se van disminuyendo,
por que se ve que los, por ejemplo, estan
multiplicados por A, y esos tienen a cero,
0 sea que para una contribuciéon de un k
cada vez mayor eso se va, va
disminuyendo.

P: (Si entienden la idea?

H1: .

P: Parece verdad una condicion de
convergencia. Entonces ;qué le debe
pasar a este a;, este minuscula, y al by,
minuscula?

M2: .

P: Deberian verdad, se ve de ac4, cierto?

Las sucesiones de radios y de velocidades
angulares.

Para que se de la convergencia de la serie de las
ordenadas, la sucesion de radios debe converger a
cero y la sucesion de las velocidades angulares
debe diverger.

Verbal: [VG]-5-|01:17:45]

H2: Los A, tendrian que ser, que
correspondan al radio, tendrian que ser
decrecientes y a parte converger a 0.

P: Converger a 0, aja.

H2: Y el wt, ese tendria que diverger y
nosotros también pusimos que ese tenia
que ser creciente.

P: (EL wy t?

H2: El w, el wy.

P: (Ese tiene que diverger?

H2: Si.

Verbal: [VG]-5-|01:29:30]

HI: Que las contribuciones (x)que da cada
término siguiente se van disminuyendo,
por que se ve que los, por ejemplo, estan
multiplicados por 4, y esos tienen a cero,
0 sea que para una contribucion de un k
cada vez mayor eso se va, va
disminuyendo.

P: (Si entienden la idea?

Eso seria una condicion de convergencia.

P: Parece verdad una condicion de
convergencia. Entonces ;qué le debe
pasar a este a, este minuscula, y al by,
mintuscula?

M2: Tender a cero.



Parte I. Generando el modelo
Intencién: Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.
Estudiante M2 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comin
Pregunta d ay = 24, ag = 24y, wy, = kwy, a, = A, sen(8y), by Desarrollando al seno de la suma de dos angulos, [VE3]-5-/00:11:29] [VG]-5-/01:20:25]
a;, = A, Sen(6y) rwt) = senoc con it = A, cos(6y) Clwverke o= TR, lor oL LLL bigoromiboacar se obtiene que M3: (Qué vamos a hacer? P: Note nuevamente que ¥, representa la
b, = A, Cos(8y) A S (Or tweb) = &) oo (e b) + S )i () ay, = 24, (13) n-ésima suma parcial de una serie
g, = kg M+ Zhemacm pAcose, senut e e s a; = A Sen(8;) H3: Hay que desarrollar esta suma. trigonométrica.  Utilice  identidades
e :4 Ve snten N— .E.A* (0 U‘,_l‘k(;{’é«)(m(m.é)r‘ Slut) G, (&) = by, = Aj Cos(6y) M3: Ah, si es cierto. trigonométricas para reescribirla
, <+, p s l wy = kwg ((leyendo la pregunta))
Mot “ahe o + 2 Ayser o) castont) + AK Costi)so(unt) .2 AcSr®c (, (wit) +AGs 00 Clukt) Voy a, voy a hacerles espacio (5)
1 [ontoa) oot L= G Awu@r: 2x  Acaoy- b %% I ez fy »  @az 24 ((borrando la pizarra)) Entonces ya
. re 2 P [feutoe) Co3 =@ 430 1)+ bie st ST Y 5 WERE - o . " estamos hablando de y,, entonces seria
, S . y ; : y 2 TlGy ittt e ((escribiendo en la pizarra)) 4, mas la
phe 5 | Ard S \.;( ST . — T Al W) + S A e led(awnt serie desde k = 1 hasta n, dijimos de 4,
Yot /7 ¥ 2 Qneosliit)+ oxsnlirkit) - = o por el, de Ay, perddn, de A, por sen de 6,
W= KW mas wy, por t, esa es, jverdad?
Ny - Oy !

Entonces bueno ;quién quiere venir a
reescribir con todos los pasitos eso ((la
igualdad de la pizarra)) en esta forma ((la
que pide la pregunta))? Ya lo habiamos
hecho en la Tarea 3, ;verdad? Entonces
ahora si como en forma general ((HI
levanta la mano)) Pase.
HI: (42) ((escribiendo en la pizarra))

Este es el primer paso, aplicar la
identidad de la suma de angulos, tendria

k por, quiere que empiece por coseno,
(no? Entonces seria esto de aqui
(38) ((sigue escribiendo

Por lo pronto aqui estaria el a, ((entre
dos le indican los compaiieros)) ah si es
cierto, a, medios, este seria el a;, por
que depende de k y también el by,.

Solo que, un problemita es que ahi nos lo
piden de la forma ((escribe en la pizarra))
kwgyt, y aqui tenemos wyt.

Y aqui lo que pensamos hace es, eh
recordamos como fue en la forma
anterior, que habia un omega inicial o no
se como le llamaban, que valia 1
((escribe en la pizarra)) y el siguiente
valia, voy a poner inicial, y por ejemplo
el siguiente valia asi, (8) y asi
sucesivamente esto es un wy.

Pero esto es, es de la, lo que recordamos
de la actividad anterior, por que las
condiciones a las que llegamos es que
simplemente eh::: estas velocidades
tienen que ir aumentando sucesivamente
y tendiendo a infinito, pero para ponerlas
de esta forma, creo que esto fue la que se
nos ocurrid, de la vez pasada que las
velocidades angulares crecian con k.

[VG]-5-/01:25:55|

P: Y entonces, ;ese az—° qué representaria en
el fendmeno?

Hl1: Condicion, posicion inicial.

P: La posicion inicial ;y el a; y el by?

HI: El a; son, jminusculas verdad?

P: Aja, minusculas.

Hl: Pues son los coeficientes de esta suma,
(no?

P: (Pero en el fendmeno?

HI: Ah::: en el fenémeno.

P: (En el sistema?

H1: Bueno ((sefialando el coeficiente

Ay sen(6;))) seno del angulo inicial
k-ésimo y radio k-ésimo, ;no?

P: Pero que representan enton-, eso
representan A, y 8y, pero jtodo el a; qué
representaria?

HI: Posiciéon inicial (x)en x, radio (x)por,

bueno si de las ecuaciones polares, ;no?
r componente en X, 0 sea es posicion
inicial en x.

P: ((X)Si o ven? Si haces un dibujito del
caso.

HI: (16) ((dibujando en la pizarra)

P: (Ahi 0, verdad seria?

HI: (17) ((sigue dibujando)) ;Algo asi?




Parte I. Generando el modelo
Intencién: Se pretende con esta generalizacion que el estudiante identifique las condiciones para que el modelo sea estable.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun
P: .S, lo ven? Entones quien seria, puedes
poner ahi en el dibujo de una vez quién
es a; mas bien, quién es a; y quién es by
HI: ((escribiendo en la pizarra)) x entre 4y, es
igual a sen, aqui era 0y, les voy a llamar
0k
P: Pero ya tienen nombre.
Hl1: Ah no, (x)pero estas de aqui ((sefialando
a Xox Y Yok))
M2: Yaesees el a.
HI: A, si es cierto:::
P: Es el a, {no?
HI: Ya tiene nombre, si, si, si, si.
P: Ya tienen nombre.
HI: ((Escribe en la pizarra)) Entonces aqui va
Ak, b k> (1 5 )
Ay
-
B, s el
Aw
Bueno de aqui se ve.
Intencionalidad | Se establezcan las condiciones para que el modelo sea equivalente con la serie trigonométrica de Fourier.
(Sobre qué Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir

objetos lo hace?

La expresion y,, = Ay + X p=1 Ax sen(wit + 0;).

La expresion y, = Ay + X1 Ax sen(wit + 6;).

La expresion y, = Ag + X1 Ai sen(wit + 0;).

La expresion y, = Ag + X1 Ak sen(wit + 6;).

La expresion y, = Ag + Y1 A sen(wit + 6;).
k

La expresion y,, = Ay + X p=1 Ai sen(wit + 0;).

La expresion y, = Ag + X1 Ak sen(wt + 6;).

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

Reescribir
Y = “2_0 + >7—q ax cos(kwgt) + by sen(kwgt),

Reescribir
Y = ‘12_0 + Yr=q ax cos(kwgt) + by sen(kw,t),

Reescribir
Y = % + Y% -1 ax cos(kwgt) + by sen(kw,t),

Reescribir
Y = “2_0 + Y r=q ay cos(kwgt) + by sen(kwqt),

Reescribir
Y = % + Yr—q ax cos(kwgt) + by sen(kw,t),

Reescribir
Y = “2_0 + Y7 -1 ai cos(kwgt) + by sen(kw,t),

Reescribir
Y = ‘12_0 + Yr=q ax cos(kwqt) + by sen(kw,t),

donde az—" =Ay, ag =Agsen(8;), by = donde az—" =4y, a;=Agsen(6;), b, =donde % =4y, ag=Agsen(8;), b, = donde az—° =4y, a;=Agsen(6y), by = donde % =4y, a;=Agsen(8;), b, = donde % =Ay, ag=Agsen(8;), by = donde az—" =4y, a;=Agsen(6y), b,=
Ay cos(0y) y wy = kwg. Ay cos(0y) y wy, = kw,. Ay cos(By) y wy = kwg. Ay cos(0y) y wy, = kwy. Ay cos(0y) y wy = kw,. Ay cos(By) y wy = kwg. Ay cos(0y) y wy, = kw,.
(Por medio de Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir Reescribir
qué lo hace? Algebraico: Algebraico: Algebraico: Algebraico: Verbal: Desarrollando al seno de la suma de dos | Verbal: [VE3]-5-[00:11:29|
ay = 24,, a = A, Sen(6y), by, = A Cos(0y) y | 7wt one s ag = 240, W = kwgy, ay = A Sen(0y) y by = Clwele G Th L1 bagoromibrocas angulos. M3: (Qué vamos a hacer?
wy = kawy. o & * Ay Cos(6y). Cen B t 0 )= $ (6] Cor (e ) + St U (6) Algebraico: (13)
A = ;A“;)( ) Aov 2N b ACO%, senwn b S Al Ligs ) ay = 24, H3: Hay que de;sarrollar esta suma.
“ P b = by costy " o ?/; Slocrnt) 2 ,zt(';g,;”(@.w [NIANE ay = Ay Sen(6y) M3:  Ah, sies cierto.
Y s wy = kw, 5k s ’ 2, e . o by = Ay Cos(6y,)
2 nge o | - B A0 ) G W = ke,
! PO i - ( ’ - b ,
' ¥ ( 7 W
vk b / L S ! B Gy Sem
N ) Wiz K
Invariantes de - Y, =By ay cos(kwot) + by sen(kw,t), donde 22 = Ay, a,, = Ay sen(6y), by = Ay cos(8y) y Wy = kwy.
Acciones 2 ’
Parte II. Otra forma de interpretar w,
Intencién: Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comin
Pregunta a ‘= d _ 21 . distancia _ 21 ) e 2 [VE3]-5-|01:11:02] [VG]-5-/02:17:07|
= o ve d o b= 4 -3k b oA velocidad ~ w, Loefek, VP L0 Med y x:TA =5 Wy M3: Pues no seria el su- P: Determine el tl.empo t que tarda el punto
3 N AW, w, Tk ;. ar H3: Ah si (incomprensible, 1) P en dar un giro completo ((leyendo la
MW= =2 L @ s M3: El wy= pregunta))
Wo = .. . =) Z‘ - . NEEES =Pues sabemos la distancia que da ;no? Entonces ;(x)quién quiere hacer esa? ;o
ol B e Es el primer radio. me dicen?
M3: >La distancia<, pero es del punto P, o sea | H1: La distancia seria la circunferencia, 2mr.
la distancia que recorre es el perimetro de | P: 2.
un circulo. HI: Por el radio=
H3: iA ver! Considere el movimiento del  P: =Entonces la distancia seria la
punto sobre, es decir aquella donde el circunferencia.
punto se mueve a una= HI: Si ((los estudiantes asienten con la
M3: =Y es m por radio, jno? Y sabemos los cabeza))
radios. P: Entonces 2.
H3: Y por el 7, esto seria 1 por 4. HI1: Y el radio de 4;.
M3: Si, sabemos los radios. P: Y el radio de A, ok.
H3: Seria la distancia. HI1: Y el tiempo seria:::
M3: jAja! M2: Entre la velocidad.
H3: Ya. H1: Ah velocidad, tenemos distancia entre
M3: (El tiempo? velocidad, y la velocidad es wy.
H3: En que recorre aqui ((silbido)) P: Entre tiempo, ;verdad? Seria ahi.
M3: Y la velocidad también la conocemos. | HI: Esa es velocidad angular, ese es w.
H3: (Incomprensible, 2, ¢por qué la M2:  No, es que ahi nos piden el tiempo.
conocemos?) H1: Aja, ese es igual wy, solo que ahi nos
M3:  Porlos::: angular. estan pidiendo el tiempo, y luego ahi
H3: La velocidad angular no se define despejariamos.
también en términos de=
M3: =De la velocidad por el radio.
H3: (La velocidad por el radio?
M3: Si, jno?
H3: (Incomprensible, 1, ;por) qué la
velocidad por el radio?
M3: Es que eso me confundio.
H3: (Seria la velocidad entre el radio, no?
M3: No era, lhay que buscarlo por aquil A
ver.
H3: Si pones velocidad por distancia, o
velocidad por radio, te queda metros
cuadrados sobre segundos.
M3: Ahi no dice velocidad angular.
(13)
Ah no, si, la velocidad es w (x)por radio,
(no? Para que w sea velocidad entre ese.
[VE3]-5-|01:13:31]
M3: Si ¢ya ves? Es w por el radio, bueno
estoy haciendo vectorialmente. Sin
wache ;ya ves?
H3: A mi algo me decia que w era angulo
inicial sobre el radio.
Pregunta b 21 27 27 2 No hubo interaccion al responder esta pregunta. | [VG]-5-/02:18:35]
Wo = —~ Wo =—~ Wo =~ Wo =—7 P: Si llamamos p al tiempo que tarda el
p p p p : p po q
[VE3]-5-02:01:50|- H3 agrega a su respuesta el punto P para dar exactamente una vuelta.
numero 2 en el numerador. (Cual es el valor de w, en términos de p?
((leyendo la pregunta))




Parte I1.

Intencion:
Estudiante M2

Otra forma de interpretar w

Pregunta ¢ a n T
Vo ==+ Z [ak Cos (k—t)
2 p
k=1
2
+ by Sen (k — t)]
p
Pregunta d Constante para todo t y k.

P es el periodo de la trayectoria,

Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.

M3

J

F, = /Z__L sy w, =
s

Como el periodo temporal de la grafica de la | Constante porque el que cuenta es el periodo de la
, el planeta | primera circunferencia. Ya que los demaés dan

funcion limite ya que

cuantas vueltas daran los puntos de las siguientes | P da una vuelta completa a la Tierra.

circunferencias.

H1

S, k2ﬂt)+b s (kznt)
Y = Zakcos( > K Sen .

cierta cantidad de vueltas por cada vuelta de la

primera circunferencia.

H3

Como el periodo temporal de la grafica de la
funcién limite, esto, pues

el planeta completa una vuelta, lo que se
ve reflejado en el periodo temporal del resto de las
circunferencias.

H4

2
Vo =4y + Z [Ak Sen(8;) Cos (k ?ﬂ t)

2n
+ Aj, Cos(8y) Sen (k? t)]

Como el periodo de la funcién

Equipo 3

[VE3]-5-/01:25:04]

Ma3:

H3:
M3:

Entonces . Ah no,
pero ese ya es un tiempo especifico,
(verdad? Ah no, si se tiene que tomar el
t, ;verdad? Por que este es el tiempo
especifico para los w,. Si, ;no?

Pero aqui esto toma (incomprensible, 1).
Si, si, si, por eso tenia que ser, entonces
si es k7 veces sobre p por t.

[VE3]-5-/01:30:48|

H3:
Ma3:
H3:
M3:

H3:

M3:

H3:

Seria el periodo, ;no?

Ah, ok.

Seria el periodo (incomprensible, 1).
jUja! (9) Ah::: pues si:::, porque seria (3)
Si, porque la velocidad también la
puedes describir como 2m  por el
periodo, ;no? (4) La velocidad la puedes
ver 21 por t, o 2r (incomprensible, 1).
(Donde esta ese 2m? Tendria que
wacharlo.

Ah no, me referia a que (4) es manera de
entendicion.

Entonces estas de acuerdo que seria
como una especie de periodo.

[VE3]-5-/01:33:44]

H3:

M3:

Sabes qué,

va a salir ((realiza un silbido
explicando)), seria el periodo, ;jno?

Si.

[VE3]-5-|02:14:18|- H3 agrega a su respuesta
después de la puesta en comin “lo que se ve
reflejado en el periodo temporal del resto de las
circunferencias”

Puesta en comun

HI1:

P:
HI1:

P:
H1:

Pues habria que, es como un

, hos dice que t 1o cambiemos por
p.Yo .
Puede ser. Entonces para la pregunta b
nada mas.
Es la primera cuestiéon que se me ocurrio,
el periodo.
Aja.
t igual a p.

[VG]-5-/02:19:30|

P:
Heo:
P:
He:

HO9:

Hay un detalle ahi que no han notado.

El 4;.

Aja jpor qué el A{?

Por que:::, bueno yo con lo, con lo que es
el seno y coseno contiene, lo que es el
argumento de seno y coseno tiene que ser
de dimension.

Este::: viendo las tareas tiene que ser mas
bien la rapidez, ;no? (x)Del punto.

O sea, es algo que viene desde la anterior,
lo estoy dejando aqui, pero (2)
Velocidad igual distancia en tiempo,
entonces la velocidad es distancia sobre
unidad de tiempo, /cierto? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

Si, (verdad? Se ha dicho que es radianes
por unidad de tiempo, entonces la
distancia es angular, y esa distancia que
esta ahi es trayectoria, ;cierto? ((los
estudiantes asienten con la cabeza)) Si,
ahi seria, mas bien, metros o unidad de
medida lineal, sobre unidad de tiempo.
Entonces este A=

=No va.

(Verdad que no va? ((los estudiantes
asienten con al cabeza)) por que esto me
estd hablando de distancia y esta
velocidad es angulo por unidad de
tiempo, entonces seria angulo por unidad
de tiempo ¢estamos claros?

[VG]-5-/02:21:27]

P:

Reescribe la formula que obtuviste en la
pregunta d de la Parte I, ahi la dejé arriba
verdad, utilizando este nuevo valor de
- ((leyendo la pregunta)) Entonces me
imagino que nada mas cambiaron,
,verdad? ((asienten con la cabeza))

[VG]-5-]02:22:26|

P:

Heo:

He:

H4:

H4:

H4:

[VG]-5-02:26:11]-  El

Dado que el valor p es el tiempo que tarda
el planeta P en completar una vuelta
alrededor de la Tierra T. ;Cémo se
observaria ese valor en la grafica de la
funcion limite? ((leyendo la pregunta))
Su periodo.

(Su periodo?

Aja, como se va repitiendo la grafica en
la funcion limite.

(Seguros? ;totalmente?

©No totalmente©

Por que aqui habla, digamos que p es
completar una vuelta, pero:::

Para una [circunferencia]

[Para la primera]
circunferencia. Ese mismo p es si tengo
dos, tres o cuatro.

No, eso no estaba viendo.

©)

(Cémo lo podrian analizar?

(4)

Nos podemos devolver a los casos
particulares y ver. Veamoslo en la Tarea
1 que no tiene radios ni nada a ver qué.
(16) ((buscando el applet de la Tarea 1 —
Parte 2 en la computadora))

Aqui esta el, entonces digamos que, en
este caso, p seria lo que tarda ese planeta
Q en dar esa vuelta, jcierto? La pregunta
es, (si le agrego mas circunferencias
tarda eso mismo? ;verdad? Esa es la
pregunta. Pongédmosle dos a ver.

(6)

(Qué dicen? ;Si se tarda lo mismo? En
completar la trayectoria, completa
((risas)). Si se nota (incomprensible, 2).
Si (cémo lo notan?

Nos fijamos en el centro de la
circunferencia mas pequefia.

Aja.

Y cuando esta se completa, eh::: también
completa el punto Q.

También completa el punto Q la
trayectoria /cierto? ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) Y le podemos
agregar mas, pues agreguemosle, yo creo
que aqui podemos agre- pongamosle
unas 9, 10. Esta un poquito dificil ver
(verdad? Pero estamos comparando este
(verdad? El de la primera con la
trayectoria /cierto?

Como que todos (x)van a volver, todos se
alinean en el punto de partida.

profesor  termina

explicando algebraicamente como se ve en la
férmula que el periodo efectivamente es p.

Intencionalidad | Se pretende que el estudiante reconozca a p como el periodo de la funcion limite cuando se considera la variable t un nimero real. Esto es importante para la Tarea #6, pues se espera que el estudiante realice su estudio en un intervalo de tamafio p, el cual es representativo del comportamiento general de la serie.

(Sobre qué Identificar
objetos lo hace? | Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Sustituir
_ 2n
= o
n
a
Vo = 70 + Z ay cos(kwyt) + by sen(kwyt)

k=1

El estado estable del sistema.

Identificar
Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Sustituir
_2m
= o
n
a
YV = 70 + Z ay cos(kwyt) + by, sen(kw,t)

k=1

El valor de convergencia.

Identificar
Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Sustituir
_2m
= o
n
a
Vo = 70 + Z ay cos(kwot) + by sen(kwyt)

k=1

El valor de convergencia.

Identificar
Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Sustituir
_ 2n
= ”
n
a
Vo = 70 + Z ay cos(kwgyt) + by, sen(kw,t)
k=1

El valor de convergencia.

Identificar
Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Sustituir
2
= o
n

Qo
Yn = ?
k=1

El valor de convergencia.

+ Z ay cos(kwgyt) + by, sen(kwyt)

Identificar

Parametros velocidad, distancia y tiempo.

Yn =

Sustituir
2n

Wo

n
a
70 + Z ay cos(kwgyt) + by sen(kwgt)

k=1

El valor de convergencia.

Identificar

Parametros velocidad, distancia y tiempo.

In

QAo
)

Sustituir
2
= o
n
+ Z ay, cos(kwyt) + by sen(kw,t)
k=1

El valor de convergencia.



Parte I1.

Intencion:
Estudiante
(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Otra forma de interpretar w

Encontrar condiciones para que el modelo sea equivalente a la STF.

M2
Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el
tiempo.
Sustituir
t=p
2
Wy = —
‘Tp

El valor de convergencia debe ser periddico

debido al comportamiento del fenémeno.

Identificar
Algebraico: t = % =2

wo

Sustituir

Algebraico: wy = 27”

Algebraico:

a 2m
Y = > + Z [ak Cos (k?t)

n
k=1
2
+ b, Sen (k — t)]
p

Verbal: p es el periodo de la trayectoria.

M3

Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el
tiempo.

Sustituir
t=p

2m

Wy = —
T p

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fendémeno.

Identificar
Algebraico:
V- d - }= @ :'ﬁlﬁl §oar
E2 / AU, w,
Sustituir
Algebraico:
62, =5 W, S
s
s k
Algebraico:
Ao v Z Aust (k5 4) + A

Verbal: Como el periodo temporal de la grafica de
la funcién limite ya que cada que pasap, el planeta
P da una vuelta completa a la Tierra.

- Lavelocidad es igual a la distancia entre el tiempo.

21
- woz—

P
=% n 2 2z

- =5, ey [ak Cos (k ;- t) + by, Sen(k > t)]

- El valor de convergencia debe ser periddico debido al comportamiento del fenémeno.

Tarea #6. Etapa 1: Identificacién de acciones

Objetivo de la
Tarea:

Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta a

H1

Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el
tiempo.

Sustituir
t=p

21

Wy = —
°p

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fenémeno.

Identificar
distancia __ 2m

Algebraico: t =

velocidad ~ wq

Sustituir
. 2T
Algebraico: wy = >

Algebraico:

—a°+z (kznt)+b S (kznt)
Yn = 2 akCOS » k en P

Verbal: Constante porque el que cuenta es el
periodo de la primera circunferencia. Ya que los
demas dan cierta cantidad de vueltas por cada
vuelta de la primera circunferencia.

Algebraico:

S = . % ¥

Significar el calculo de los coeficientes de Fourier utilizando argumentaciones graficas y geométricas, tal y como lo hizo Fourier.

El calculo de a,

H3

Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el
tiempo.

Sustituir
t=p

21

Wy = —
oy

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fendmeno.

Identificar
Algebraico:
L.oe Lo, T pero Yt Aah KT Ay
7 U
';', W, T =9 ‘_,'7_7 3
Sustituir
2w

Algebraico: wy = >

Algebraico:

/= A Z d, G (6n) 7 " ;)
=A: Ak2ea (C%) o [+ELY) + 4 ¢ e AC-?L
e / .Vf,/,v? A L 6) 20K P ~/

Verbal: Como el periodo temporal de la grafica de
la funcion limite, esto, pues cada que transcurre el
tiempo p el planeta completa una vuelta, lo que se
ve reflejado en el periodo temporal del resto de las
circunferencias.

TAREA #6

Significar el célculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2
El valor de

[VG]-6-|01:21:14|- el profesor pregunta quien
dio respuesta solo a partir de ver la grafica, M2

levanta la mano.

es la misma

M3

Que en el intervalo de p, sus
areas son 0. Ya que tienen simetria.

H1

sombreadas tienen la misma
area.

H3

Representan areas bajo la curva semejantes, para

saber en que medida se relacionan es necesario

conocer la relacion entre a; y b;.

Para cada una, es claro de la grafica que el valor
es igual.

H4
Identificar
La velocidad es igual a la distancia entre el

tiempo.
Sustituir
t=p
21
wo = —
p

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fendmeno.

Identificar
Algebraico: t = Ly
Wo
_ #eq ;
Wigimiasy = t= "o
C
Sustituir

Algebraico: wy = %ﬂ.

Algebraico:
2
Vo = Ay + Z [Ak Sen(8;) Cos (k?t>

21
+ A Cos(8y) Sen (k? t)]

Verbal: Como el periodo de la funcion.

H4
En cada region se representa un cuarto del
periodo. El area bajo la curva

de toda la seccion.

Equipo 3

Identificar

La velocidad es igual a la distancia entre el

tiempo.

Sustituir
t=p

21

(A)O - —
p

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fenémeno.

Verbal:
M3:
H3:
Ma3:
H3:

M3:

M3:

H3:
M3:
H3:

Identificar

[VE3]-5-|01:11:02]

Pues no seria el su-

Ah si (incomprensible, 1)

El wy=

=Pues sabemos la distancia que da ;no?
Es el primer radio.

>La distancia<, pero es del punto P, o sea
la distancia que recorre es el perimetro de
un circulo.

jA ver! Considere el movimiento del
punto sobre, es decir aquella donde el
punto se mueve a una=

=Y es m por radio, ;no? Y sabemos los
radios.

Y por el 7, esto seria 1 por A;.

Si, sabemos los radios.

Seria la distancia.

Sustituir

Verbal: [VE3]-5-|01:25:04]

Ma3:

H3:
M3:

Entonces k veces i sobre p por t. Ah no,
pero ese ya es un tiempo especifico,
(verdad? Ah no, si se tiene que tomar el
t, jverdad? Por que este es el tiempo
especifico para los w,. Si, jno?

Pero aqui esto toma (incomprensible, 1).
Si, si, si, por eso tenia que ser, entonces
si es kmr veces sobre p por t.

Verbal: Como el periodo de la funcion.

Equipo 3
[VE3]-6-00:00:36]

M3:

H3:
M3:

H3:

Ma3:

(Cudl es la relacion entre las regiones
sombreadas de cada grafica?

(8) ((realiza un sonido con la boca))
Tienen la misma area, ;no?

Es la misma area, jno?

iAja! Pues si, {no? Pues si, ;no? Por que
ahi esta ((hace un silbido))

Ademas creo que tienen la misma, la
[misma magnitud]

[El mismo periodo]

[VE3]-6-|01:18:47|- después de la puesta en
comun M3 agrega a su respuesta “Ya que tienen
simetria”, y H3 agrega a su respuesta “Para cada
una, es claro de la grafica que el valor de las areas
es igual”

Puesta en comun

Identificar

La velocidad es igual a la distancia entre el

tiempo.

Sustituir
t=p

21

Wy = —
T p

El valor de convergencia debe ser periddico
debido al comportamiento del fendmeno.

Identificar

Verbal: [VG]-5-/02:17:07

P:

HI1:

HI1:
HI1:

H1:
H1:

M2:
H1:

HI1:
M2:
HI1:

P:

HI1:

P:
HI1:

P:
HI1:

Determine el tiempo t que tarda el punto
P en dar un giro completo ((leyendo la
pregunta))

Entonces ((x)quién quiere hacer esa? ;o
me dicen?

La distancia seria la circunferencia, 2mr.
2.

Por el radio=
=Entonces la
circunferencia.
Si ((los estudiantes asienten con la
cabeza))

Entonces 2.

Y el radio de A4;.

Y el radio de A4,, ok.

Y el tiempo seria:::

Entre la velocidad.

Ah velocidad, tenemos distancia entre
velocidad, y la velocidad es wy.

Entre tiempo, ;verdad? Seria ahi.

Esa es velocidad angular, ese es wg.

No, es que ahi nos piden el tiempo.

Aja, ese es igual wy, solo que ahi nos
estan pidiendo el tiempo, y luego ahi
despejariamos.

distancia seria la

Sustituir

Verbal: [VG]-5-/02:18:35]

Si llamamos p al tiempo que tarda el
punto P para dar exactamente una vuelta.
(Cual es el valor de w, en términos de p?
((leyendo la pregunta))
Pues habria que, es como un

, nos dice que t lo cambiemos por
p.Yo .
Puede ser. Entonces para la pregunta b
nada mas.
Es la primera cuestion que se me ocurrio,
el periodo.
Aja.
t igual a p.

Verbal: [VG]-5-/02:21:27

P:

Reescribe la formula que obtuviste en la
pregunta d de la Parte I, ahi la dejé arriba
verdad, utilizando este nuevo valor de
wy. ((leyendo la pregunta)) Entonces me
imagino que nada mas cambiaron,
(verdad? ((asienten con la cabeza))

Verbal: [VG]-5-|02:22:26|

P:

Heo:

Heo:

Heo:

He:

Dado que el valor p es el tiempo que tarda
el planeta P en completar una vuelta
alrededor de la Tierra T. ;Coémo se
observaria ese valor en la grafica de la
funcion limite? ((leyendo la pregunta))
Su periodo.

(Su periodo?

Aja, como se va repitiendo la grafica en
la funcion limite.

(Seguros? ;totalmente?

©No totalmente©

Por que aqui habla, digamos que p es
completar una vuelta, pero:::

Para una circunferencia.

Puesta en comun
[VG]-6-/01:18:28]

Hé6:

P:
Heé:

Heé:

Heé:

Hé6:

Heé:

(x)Es una proporcion. Lo que hice fue

integrar.

(Proporcion de qué con qué?

De la amplitud del area de una region

pequeiiita, una de las (incomprensible,

)

Ok, entonces viste una de las

coloreadas, ;una nada mas?

No, bueno, integré todo.

Aja, integraste todo.

Aja, bueno, primero noté que son, que
p entre

4, p entre 4, p entre 4, p entre 4.

Ok.

Si saco el area total, bueno eso permite

decir que

Uju.

Entonces calculé el area total de esta
((senalando la curva coseno)), y el area
total de esta ((sefialando la curva seno))
eso da una expresion, se igualan y al
final da llegas a conseguir una
proporcion.



Parte I. El céalculo de a,
Intencion:
Estudiante M2
Pregunta b
a, a,
VE= A=—
2 2 b

4o

[VG]-6-(01:22:28- y ==
quién usé primero el argumento del rectangulo,
M2 levant6 la mano.

el profesor pregunta

y = a, cos (27” t) A = 0 (argumentacion en la hoja)

y=blsen(2?nt) A=0

y=a2cos(4?nt) A=0

y=bzsen(4?nt) A=0

A=0

(Gnt)
= a;z;cos|—
y 3 »

y=b3sen(67nt) A=0

M3

_IL.
y=7

o )

)'b_xln(l:t)

y-b:ien(‘plrl) =- b P

LA

(1 ¢ b ¥

H1

A=p a2—° En la hoja hice las integrales

[VG]-6-/01:22:28|- y = % el profesor pregunta
quién uso primero el argumento del rectangulo,
H1 levantd la mano, ¢ indic6 que termind
calculando la integral porque los demas casos eran

mas complejos.

A = 0 En la hoja hice las integrales

A=0
A=0
A=0
A=0
A=0

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

H3
Tolegrendo
Ve
a fa, T %
y== | 2e-dx = ——
P )2 ax 7 ) i
o
¢
’ o e
[a (78 db = b (5 |
y-u‘my(gp-"»t) o
(L g (22
i P F A lar(p
2 % £
Y-bsen(p!)
Liloa L)=0
2r o
s £ ATT ./rl
Il —a %
i J q, Ce (7’ GFE o p )'
y»u,(u;(p—() ° 40
Bl A
= Tal.(:/d—:‘ =R/ 5e
£ 1°
¢ [477) Pile e
L, Ser (S5 €A == b \Cosf 597~ L ()
4n b i
y-b_-wn(pr)
£
% G (S0 g7 (e) 0
Y—a,ro)(6—:l)
L
V0 ) 1 [y ), (@]
J e (67 7/ 67 T
,vab,sen(?l) o

: : . , . , . . . y . a . y a . ~
Intencionalidad | Se busca que el estudiante se percate de que el area bajo la curva de los términos de la serie son todos iguales a cero, salvo el del término constante 70, que tiene area %p en un intervalo de tamaifio p.

Comparar las regiones sombreadas.
Geometrizar el area bajo la curva.

Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

(Qué hace?

(Cémo hace? Observando las regiones sombreadas en las

graficas.
Identificando una figura geométrica conocida.
Calculando las integrales definidas
correspondientes.
Argumentos (A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) Y (A)Paray = % el area en un intervalo de tamafio
cgnfrontactlofliles p corresponde al area de un rectangulo.
(C) presentados. (A) El calculo de los casos generales
14 mn 14 ST
Jy ccos (7 t) dt y [ bsen (?t) dt, con
m,n € N.
Pregunta c Las areas son iguales.

Comparar las regiones sombreadas.
Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.
Calculando las
correspondientes.

integrales definidas

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de las integrales en cada caso.

Comparar las regiones sombreadas.
Geometrizar el area bajo la curva.

Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.

Identificando una figura geométrica conocida.
Calculando las integrales definidas
correspondientes.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A)Paray = ‘12—0 el area en un intervalo de tamafio

p corresponde al area de un rectangulo.
(A) El calculo de los casos generales

p 2km p 2km
Jy ax cos (T t) dt y [, bisen (T t) dt, con
m,n € N.

Las areas son iguales ya que

3
2k
f() = @+ Z ay cos (—nt)
2 k=1 p

d 2km
+ Z b; sen <— t)
k=1 p

Y las areas de los términos trigonométricos son 0
ya que se anulan por simetria al sumar las areas
superiores y restar las inferiores.

Comparar las regiones sombreadas.
Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.
Calculando las
correspondientes.

integrales definidas

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de las integrales en cada caso.

H4

P 21
Alzalf cos(—t)dtzo
0 p
P 21
A2=b1f sen(—t)dtzo
0 p
p 4
A3=aZJ cos(—t)dtzo
0 p
P 41
A4=b2f Sen(—t)dtzo
0 p
P 61
A5=a3f COS(—t)dtZO
0 p
p 61
0 p

Comparar las regiones sombreadas.
Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.
Calculando las
correspondientes.

integrales definidas

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de las integrales en cada caso.

Equipo 3

[VE3]-6-100:02:02|

H3: (Cual es el area bajo la curva de cada
término de la serie en un intervalo de
tamano p?

M3: O sea, vamos a calcular primero y,, ;no?

H3: Ah::: (6) (como, como, como?

M3: Ajé, mira te da la funcién y el intervalo
en donde la tienes que integrar, (3) aqui
serfa como un rectangulo. Entonces seria
la integral, uh::: de cero a la mitad del
periodo.

H3: Ah::: el area bajo la, si.

M3: Pues si, {no?

H3: Pero aqui esta de cero a p.

M3: Aja:::m

H3: Uju, entonces integras esta constante, de
cero [a p].

M3: [A p].

H3: Entonces te queda p veces esto.

M3: jAja!

[VE3]-6-00:13:52]

M3: Coseno de cero es uno, ;no?

H3: jAja!

M3: Y el coseno de 2m, (5) huy no me voy a
matar, este también da cero, ;no?

H3: Si, da cero, (no?

M3: Si, porque esta area menos esta darea

también da cero.

[VE3]-6-100:42:06|

H3: También lo puedes obtener como un
rectangulo, de base p y altura a

M3: igju!

H3: Entonces el area vale a, sobre 2 por p, y
eso es igual a esta integral.

M3: iuju!

Comparar las regiones sombreadas.
Geometrizar el area bajo la curva.

Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.

Identificando una figura geométrica conocida.
Calculando las integrales definidas
correspondientes.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A)Paray = az—" el area en un intervalo de tamafio

p corresponde al area de un rectangulo.

(A) Para las integrales que tienen senos o cosenos
se pueden observar las regiones con area positiva
y negativa.

(A) El calculo de las integrales en cada caso.

[VE3]-6-/00:21:51|

M3: Pues solamente seria el area de esta, ;no?
Porque todas las demas areas van a ser
cero.

H3: Pero no sé si te pregunta por este f(t),
porque toda las demas son y.

M3: No:::, o sea si, pero son componentes en
XyenY.

H3: Ya vi, la siguien- no, la secuencia
muestra los términos de la serie (3) ;a
poco valen lo mismo?

M3: Qué?

H3: Estay esta.

M3: Pos al parecer, ;jno? Tiene sentido por

que al sumar esta cosa ((hace un sonido
para expresarse))

[VE3]-6-/00:23:00)

M3: Aqui dice explique su respuesta de forma
geométrica. Eso no lo wacho, e¢s que de
manera algebraica el f(t) se escribe
como % mas la sumatoria, ;no? Pero esa
sumatoria suma dio A cero.

H3: Esa sumatoria vale cero.

Ma3: Aja, eso es por que siempre estan en cero
entonces no importa cuantos existen, van
a seguir valiendo cero, entonces
solamente el area seria la integral de esta.

H3: Pero de forma geométrica.

M3: Como (incomprensible, 1)

H3: (Qué seria eso? Seria como dibujarlo,

(no?

Puesta en comun

P: Ah, o sea, igualaste el area de esta con
la de esta ((refiriéndose a ambas
curvas)).

Hé6: No, no las igualé, o sea como tal

encontré una proporcion, o sea, hay una
proporcion que siguen.

[VG]-6-|01:21:14|- el profesor pregunta quien
dio respuesta solo a partir de ver la grafica, M2
levanta la mano, luego pregunta quien respondio
a partir de calcular las integrales y el resto de los
estudiantes levantan la mano.

[VG]-6-/01:22:28|

P: (Para % cual es el area?

M3: a, sobre 2 por p ((junto con ella H1, H3,
H6 y M1 dan la respuesta))

H6: Puedo integrar o es un rectangulo.

para y = % el

[VG]-6-|01:22:28|-
pregunta quién us6 primero el argumento del
rectangulo, levantaron la mano M1, M2, H1, H6,
H7 y H9. Luego preguntd quienes de primero
utilizaron el argumento de integrar, M3, H2, H3 y
H4 levantaron la mano.

profesor

[VG]-6-]01:23:49]

P: (Cuanto da el area, bajo la curva?
((refiriéndose a y = a4 cos (2?” t)))

H3: Cero.

P: Cero, /por qué?

H1: Dos argumentos (x)uno geométrico que

son areas de misma magnitud, pero aja
areas sobre la curva es positivo y bajo la
curva negativa, o ya haciendo integrales.

[VG]-6-|01:25:59]- el profesor pregunta qué
sucede con los demas y los estudiantes responden
que lo mismo y que los argumentos son los
mismos, uno geométrico y el otro con integrales
definidas.

Comparar las regiones sombreadas.
Geometrizar el area bajo la curva.

Calcular el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

Observando las regiones sombreadas en las
graficas.

Identificando una figura geométrica conocida.
Calculando las integrales definidas
correspondientes.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A)Paray = % el area en un intervalo de tamafio

p corresponde al area de un rectangulo.

(A) Para las integrales que tienen senos o cosenos
se pueden observar las regiones con area positiva
y negativa.

(A) El calculo de las integrales en cada caso.

[VG]-6-]01:26:36|

M2: Son iguales
P: Ajé ;por qué?
H4: Se supone que f(t) es la, con expansion

de senos y cosenos, bueno esta expandida
en senos y cosenos.
P: Uju.

H4: Entonces integramos en un ciclo y todas
la integrales son cero, menos (x)la
primera

M3: [la de ag].

H4: [la del aq]. Entonces ya solo queda la

integral de f(t) es igual a a, por p entre
2. Y geométricamente, pues ya vimos
que todas las demas son cero, (no?
Porque simétricamente se van anulando
sus areas y solo queda que el area del
rectangulito es igual al area de la curva

f(@).



Parte 1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta d

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos
(A) y
confrontaciones
(C) presentados.
Parte I1.
Intencion:
Estudiante
Pregunta a
Pregunta b
Pregunta c

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

2 (P
aO:EfO f(t)dt

M3

H1

2 (P
Ao =5’[0 f(t)dt

H3

H4

Equipo 3

[VE3]-6-]00:26:19|

H3: Eso significa que el area bajo la curva, de
que esta area esta. Ese seria el
argumento geométrico, creo yo.

M3: Tiene sentido.

[VE3]-6-/00:39:27]

H3: Propdn una féormula para calcular el valor
de ag [en términos]

M3: [En términos] de f(t), pero es ya
la integral, ;no?

H3: Eso yo pensé, yo dije si, porque si las

integrales valen lo mismo, tienen la
misma area, pero es que aqui decia que

M3: Mmm, es que (x)yo siento que f(t) lo
puedes expresar asi, /no?

H3: No, ya s€, porque si tienes, jay!
(25)
Es como una manera de ver de donde
salen las series de Fourier

Puesta en comun

[VG]-6-|01:28:35|- H4 para a escribir a la pizarra
su respuesta.
¥

hmr—- 2P - &°F W)‘“'
5

o

El profesor hace el comentario de que esto sale a
partir del altimo argumento de la pregunta
anterior, ,y los
estudiantes afirman que asi es.

Se pretende que el estudiante utilice argumentos geométricos y sus conocimientos sobre integral definida para decir que el area bajo la curva de la funcion f(t) es igual a la suma de las areas bajo la curva de los términos de la serie. De esta manera el estudiante puede construir la formula para el calculo con un significado asociado a la nocion de area bajo la

curva.
el area bajo la curva de la funcién con
el area bajo la curva de su expansion en serie

trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (% + Y ay cos (%7” t) + by sen (Zan t))

El calculo de a,

A

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
(? + Y21 Q COS (Zan t) + by sen (%7” t))

el area bajo la curva de la funcion con
el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (az—“ + Y21 @i COS (2’(777 t) + by sen (ZRT” t))

el area bajo la curva de la funcién con
el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

el area bajo la curva de la funcion con

el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (% + Yo q Qy COS (ZRT” t) + by sen (% t))

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2
Las areas sombreadas

a, Cos? (%Tt) esA = %p

Por simetria, el area bajo la curva
cero.

Segiin  la  applet, y la funcion y=
a, Cos (27” t) Cos (% t), el area bajo la curva es
A=a gpara el caso k=1, luego, para k>1, el area

€s cero.
Mientras que para la funcibn y =

a, Cos (2?” t) Sen (? t) el area bajo la curva es

cero para todo k.

M3
. El area
El éarea bajo la curva de la funcion y = la tarea 6, parte 2,

. El valor de la integral esta en

H1

En cada caso el area es 0.

7 . ’ a
las 4rea por simetria. A = ?

k COS COS | COS sen
1 aGup 0
2
2 10 0
3 0 0

H3
Tienen valor.

En todos los casos valen cero, excepto por el area | De acuerdo al Applet, para k # 1 en los términos
este | del Cose, todas las areas son cero. Para la g'rafica

bajo la curva de y = a cos? (27”),

razonamiento incluye literalmente a todos los
demas términos.

el area bajo la curva de la funcion con
el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (% + Y= ax COS (Zan t) + by sen (ZkT” t))

H4

La suma de las areas del doble ashurado
que la suma de las areas del ashurado
simple.

de Seno y Coseno, las areas son cero Yk € Z

el area bajo la curva de la funcion con
el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (% + Y1 ay COS (2’(7” t) + by sen (Zan t))

Equipo 3

[VE3]-6-101:28:48]

M3: (Cual es la relacion entre las areas
sombreadas? Eh::: el area ,
{no?

[VE3]-6-101:29:41]
M3: (Cual es el valor del area bajo la cur-?
Uh::: a ver,

[VE3]-6-|01:31:06|- entre M3 y H3 discuten la
resolucion algebraica-analitica de la integral,
primero consideran aplicar el método de
integracion por partes para tratar de observar una

integral ciclica. Se deciden al final por utilizar la

1+cos(2u)

identidad cos?u = para reescribir la

expresion y calcular la integral de forma directa,

concluyendo que el area bajo la curva es igual a
aip
-~

[VE3]-6-|01:36:26)- M3 y H3 empiezan la
resolucion algebraica-analitica de la integral, al
parecer de forma individual.

[VE3]-6-|01:39:43|

M3: A mi no me daba cero.

H3: (La de coseno por seno? Mira es esto,
esto, esto y esto ((sefialando las regiones
de la grafica)). El argumento lo de los
valores geométricos

M3: Déjame hacerlo (incomprensible, 1)

H3: “M3” ((se refiere a M3 por su nombre))
checa la grafiquirri.

M3: Si, ahorita veo la grafiquirri (3) si, si da
cero.

H3: (Incomprensible, 2) es que mira, aqui
también se ve, ;jno? Aqui estd ((se
escucha un sonido como sefialando en la
pantalla de la computadora))

M3: Si, esa madre.

H3: Y la otra también ((se escucha un sonido
como sefialando en la pantalla de la
computadora))

[VE3]-6-|01:44:39|- Se ve en la pantalla de H3
que para responder primero manipula el applet
variando los valores de k y en algunos casos se
nota como el cursor va sobre las areas sombreadas
comparando unas con otras.

[VE3]-6-01:46:55|

M3:
(6)

H3: Ah no manches, es que por ejemplo, esta
((se ve en la pantalla de M3 que colocan
k = 1)), esta area no vale cero.

el area bajo la curva de la funcion con
el area bajo la curva de su expansion en serie
trigonométrica.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Si A representa la funcion area, A(f (t)) =
A (% + Y r=, a; cos (Zan t) + by sen (%7” t))

Puesta en comtin

[VG]-6-/02:43:02|

P: (Cudl es la relacion entre las areas
sombreadas? Aca esta esta rayadita asiy
la cuadriculada, ;verdad? Entonces cual
es la relacion.

H4: La cuadriculada que la
rayadita.
P: Son lo mismo, ¢ verdad? ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) Ahi lo pueden
ver, verdad? Como que este con este es
uno de estos, ;verdad? ((sefialando las
regiones sombreadas))

He: Por simetria.

P: Y este es el otro, por simetria, ;verdad?
Y luego pregunta cual es el valor del area
bajo la curva y igual a; coseno cuadrado,
en un intervalo de longitud p.

H4: a, por g.

P: a, por g y como lo:::
M2: .
P: Hicieron la integral ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) de coseno
cuadrado ;/Quién quiere venir a hacerla?
((M2 pasa y escribe en la pizarra))

v e
2 (2w S i P
d\j Cos® (§76)et = ‘;[ ]_H(oslq-.*'\)Idl

o o
4 ¥
= 4 {) dt + g Ool(q':f\“k
T PREA
— 1% A, L
=2 th + & g selt0)]
—~ 4P
= ‘-‘2» '_0

[VG]-6-/02:45:19|]- M2 explica que utilizé la
1+cos(2u)

identidad cos®u = para resolver la

integral, ademas explica el resto de la solucion.

[VG]-6-|02:45:54
P: (Todos lo hicieron de esa manera?
HO: También se:::, si es por simetria queda el
, entonces calcular
nada mas el area del rectangulo y lo
dividis entre 2.

[VG]-6-]02:48:23|

H3: Cero.

P: Cero (qué estrategia usaron?

H1: ((varios estudiantes responden
a la vez)).

P: Integraron directo, ;verdad? ;Cdémo lo

pueden ver con la grafica?

[VG]-6-/02:48:33|- los estudiantes, varios a la vez,
explica que se pueden hacer corresponder las
regiones para darse cuenta que el area bajo la
curva es igual a cero, en ambos casos.

[VG]-6-/02:49:53|

Hé: Pues, cuando k es igual a 1 da lo mismo,
a, sobre 2 por p. Y para k distinto, bueno
los demas k esos son cero. En

P: Todos son cero.

He: En el caso de la morada es cero para
cualquier k.

[VG]-6-/02:50:31|

P: (Calcularon las integrales?

He: No ((la mayoria responde lo mismo)).
P: (O lo vieron con el:::



Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Pregunta d

Pregunta e

Intencionalidad

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Pregunta f

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

Las areas son iguales

a, =§f0pf(t)COS(2?nt)dt

M3

H1

Las areas . Ya que los demas términos
de la expansion trigonométrica se anulan.

H3

H4

a, =§f0pf(t)Cos(2?nt)dt

Equipo 3
Ma3: (Porqué no vale cero?

H3: Mira=

Ma3: =Ah::: por que esta no tiene parte
negativa. En todas las demas ya si.
(8) ((se ve en la pantalla de H3 que
cambia los valores de k))

H3: Abh si es cierto, mira en esta ((se refiere a
la curva se coseno por seno)) también.

M3: No esa desde ahi ((se ve en la pantalla de

H3 que colocan k = 1)) ya daba cero.

[VE3]-6-/01:51:57]

M3: Estas se van a ir a cero, /no?

H3: Todas menos esta.

M3: Menos esta y la de a, dos.

H3: Esa tampoco.

Ma3: Ah no, si, esta también vale cero, por que
es el coseno de:::

H3: De una funcién entre el periodo, ;no?
Digo, de un coseno en su periodo.

M3: A parte no hemos calculado el coseno de
esta, ;jno?

H3: LA poco?

M3: Si, a bueno eso da cero.

[VE3]-6-101:51:57]
M3: Estas se van a ir a cero, {no?
H3: Todas menos esta.

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

Puesta en comun
H3: Lo vimos de ahi ((senalando el applet))

[VG]-6-/02:51:49|- el profesor escribe en la
pizarra: .
Ho)= ‘% ’ o.m(l"! lr).;j«(‘.!%) Yl bo‘“&(?\)h ‘K*(

?
Qo)m( E'F 4= “I-_m(!;} w|ua;' (‘-:&) 41:.*-(%'0}&(1;'0)«,:..»0‘”(

[VG]-6-102:53:18|
P: A partir de eso, dice (cual es la relacion
entre el area bajo la curva de esta
((sefialando el f(t) cos (%ﬂ t))) y el area
bajo la curva de esta ((sefialando el
a, cos? (27” t)))?
((varios alumnos responden
junto con ella)).
P: Es la misma, ;por qué?
Heé: Porque las areas se hacen cero.
H4: Si uno los integra, se van anulando los
términos que no tienen coseno cuadrado.
O sea, todos los que no tiene coseno
cuadrado se anulan, por todo lo que ya
vimos arriba.

M2:

[VG]-6-/02:51:49|- el profesor indica que a partir
de la pregunta anterior se tiene lo siguiente:

> P -
| Y EN]
e ot

[VG]-6-/02:55:01|- M3 pasa a la pizarra y escribe:

4 47 ek
j fle) o 2e) It = X“"’ (?‘ ) 2z
2

=2 %'iﬂnw(‘ﬁ)ﬂ

[VG]-6-/02:55:53|- el profesor plantea la pregunta
de como se interpreta el coeficiente a,
geométricamente.

[VG]-6-|02:57:08|

H4: Con las graficas.

P: Uju, {qué?

H4: Por ejemplo, tendriamos la grafica de
f(t) por cos (2?”) y medimos el area de

esa grafica y luego tenemos la grafica de
a, por cosenos cuadrado (x)de p, /no?
Entonces medimos el area, las
comparamos.

Se espera que el estudiante signifique geométricamente la ortogonalidad de las funciones trigonométricas y que utilice este hecho para calcular el valor de a, pues, sera capaz de identificar que la multiplicacion de cos (f t) por cualquier otro término de la serie —excepto el término a4 cos (?n t)— tendra area bajo la curva igual a cero, y a partir de ellos

que el valor de % corresponde al area bajo la curva que resulta de multiplicar la funcién f(t) por cos (2?" t). Lo que permite determinar el valor de a, en términos de f(t), la funcion conocida.

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2?” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2?” t).

Observando las regiones sombreadas en la
grafica.

Calculando las integrales definidas
correspondientes ¢ identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de la integral

fop a, cos? (2?" t) dt = %p.

(A) Por simetria el area bajo la curva en cada caso
€s Cero.

(A) Segtin el applet, se observan los valores de las

areas bajo la curva.
(A) Si A representa la funcion

A (f(t) cos (%n t)) =A (% cos (%” t) s
Ykeq Q) COS (ZRT’T t) cos (2?” t) +

b; sen (ZRT’T t) cos (2?” t))

area,

Para la funciéon y = g Cos (ZRTH t) Cos (Zan t),
segun la applet, el area bajo la curva

cuando k=m, en cualquier otro caso.

Para la funcion y = a; Cos (ZRTE t) Sen (2:%” t),

el area bajo la curva en cualquier caso.

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2?” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2?” t).

Observando las regiones sombreadas en la
gréfica.
Calculando las
correspondientes.
Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

integrales definidas

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de la integral

P 2 (21 _ap
J, a1 cos (?t) dt ='p.
(A) Segun el applet, se observan los valores de las

areas bajo la curva.
(A) Si A representa la funcion

A (f(t) cos (2?" t)) =A (% cos (27" t) +
Y req Qj COS (ZRT’T t) cos (%ﬂ t) +

b, sen (Zan t) cos (27” t))

area,

En la primera expresion de "y" si k=m el valor del
a,2.1, mientras que en la
segunda expresion de "y" si k=m el valor del
0.

Ahora bien para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del

0, mientras que en la segunda expresion de "y" si
k y m son distintos 0.

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2?” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2?" t).

Observando las regiones sombreadas en la
gréfica.

Calculando las integrales definidas
correspondientes ¢ identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma,
por simetria.
(A) El célculo de

fop a, cos? (%ﬂt) dt = %p,

f: cos (%ﬂ t) sen (%ﬂ t) dt =0,

f: cos (%ﬂ t) cos (27” t) dt = 0.

(A) Segtin el applet, se observan los valores de las

areas bajo la curva.
(A) Si A representa la funcion

A(F(© cos (2¢)) = A4 (Leos (2¢) +
=1 ai COS (? t) cos (27” t) +

b, sen (2’(7” t) cos (2?” t))

En y cos cos

las integrales

area,

agp

sim=k y 0 si m
diferente de k.

En y sen cos 0 para todo m y k.

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (%ﬂ t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2?” t).

Observando las regiones sombreadas en la
grafica.

Calculando las integrales definidas
correspondientes ¢ identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El célculo de las integrales

p 2 (21 _a
J; aicos (7t) dt = 71p,
fop cos(wt) sen(wt) dt = 0.
(A) Segun el applet, se observan los valores de las

areas bajo la curva.
(A) Si A representa la funcion

A (f(t) cos (2?” t)) =A (% cos (2?” t) +
Lj=1 Ay €OS (ZkTH t) cos (2?” t) +

by sen (Zan t) cos (2?” t))

area,

La funcion que contiene el seno por el coseno

siempre tiene un a cero

en un periodo.

La funcién coseno por coseno tiene un
sim#n,

Solo cuando m = n el area bajo la curva tiene un

valor distinto de cero, mas aun, para cualquier k €

N por a, g

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2?” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (%ﬂ t).

Observando las regiones sombreadas en la
gréfica.

Calculando las integrales definidas
correspondientes ¢ identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El célculo de las integrales

fop a, cos? (%"t) dt = %p,
p 21 21 _
Jy cos (7t) sen (7 t) dt =0,
p AT 21 _
Jy cos (7t) cos (? t) dt = 0.
(A) Segun el applet, se observan los valores de las
areas bajo la curva.

(A) Si A representa la funcion area,
A (f(t) cos (th)) =A (%cos (%nt) e

=1 ax COS (Zan t) cos (2;” t) +

b, sen (Zan t) cos (27” t))

Cuando k = mVk,m € Z, A= ep

2
el caso contrario k # m, A = 0, siendo A el area
bajo las curvas

las regiones sombreadas.

el valor de las areas bajo la curva
solicitadas.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.

el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (%ﬂ t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (27" t).

Observando las regiones sombreadas en la
gréfica.

Calculando las integrales definidas
correspondientes ¢ identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) El calculo de las integrales.

(A) Por simetria el area bajo la curva en cada caso
es cero.

(A) Segun el applet, se observan los valores de las
areas bajo la curva.

(A) Si A representa la funcion

{0 (E A
Y, ay cos (2’%" t) cos (%” t) +

by sen (2’(7” t) cos (%ﬂ t))

area,

[VE3]-6-01:59:39|- Se ve en las pantallas de M3
y H3 que para responder primero manipulan el
applet variando los valores de m y k.

[VE3]-6-/02:00:22]

H3: Cuando son iguales eso, solo cuando no
se vale tu camote ((refiriéndose al valor
de k)), ¢;no? Cuando son distintas
siempre vale cero.

M3: Ah no ma-, a ver, dices tu que cuando son

iguales es cuando si va, hay valor
principal, ;no? No ma-, y ya (y todas
valen 2.1 te has dado cuenta?

las regiones sombreadas.
el area bajo la curva.
el valor de las 4reas bajo la curva
solicitadas.
el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k.
el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2?” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (27” t).

Observando las regiones sombreadas en la
grafica.

Identificando una figura geométrica concoida.
Calculando las integrales definidas
correspondientes e identificando simetrias entre
las regiones.

Analizando el applet suministrado.

Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) El valor de cada area sombreada es la misma.
(A) Si es por simetria queda el area igual a la
misma, entonces calcular nada mas el area del
rectangulo y lo dividis entre 2.
(A) El célculo de

fop a, cos? (%ﬂ t) dt = %p.

(A) Por simetria el area bajo la curva en cada caso
es cero.

(A) Segun el applet, se observan los valores de las

areas bajo la curva.
(A) Si A representa la funcion

A(r@cos (1)) = 4 (Secos (70) +
Yk=1 Ay €OS (2’(7” t) cos (27" t) +

by sen (ZkTH t) cos (27” t))

[VG]-6-]02:59:20|

la integral

area,

P: Hablemos de esta primero, coseno por
coseno.

Heé: Si k es igual a m, a,, sobre 2
por p.

[VG]-6-]03:00:22]
P: LY si son distintos k y m?

H3: ((varios estudiantes responden con
él)).

P: Y lo vieron del::

H3: De ahi ((sefialando el applet))

[VG]-6-/03:01:01]



Parte II. El cilculo de a,
Intencion: Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun

H3: iAja:::! Valen lo mismo, entonces valen | P: (Con este qué pasa? ((refiriéndose a las
lo mismo que la que habiamos calculado, curvas coseno por seno))

(no? Ah, sabiendo que (incomprensible, | M3: Cero ((varios estudiantes responden con
3) ella)).

M3: O sea, podriamos decir que, ah bueno, | P: Siempre es cero, verdad? ((los
pero ;y de esto? ((se refiere a las estudiantes asienten con la cabeza))
funciones que son coseno por seno))

[VE3]-6-02:01:12]

H3: Para la del coseno por seno, siempre
estan, ese siempre vale cero.

M3: Si.

[VE3]-6-]02:05:10|

H3: Pero::: por ejemplo cuando k tenga un
valor mayor que 1, esto valga
exactamente a; s por p’s.

M3: (En donde?

H3: Aqui. (Incomprensible, 1) Cuando son
iguales, si vale lo mismo, pero estas
viendo la pura cantidad, te falta
multiplicar por la amplitud.

M3: Pero es una constante. Cuando integras
al fina de cuentas la amplitud siempre la
sacas.

H3: Entonces si queda (x)el coeficiente a
subindice k por p sobre 2, ;no?

M3: Pues si, es una constante esto. Acuérdate
que la, que integrar es una transformada
bilineal.

H3: O sea, si, si, si, pero lo que digo es que
integrando coseno cuadrado de cualquier
cosa siempre te va a dar esto, p sobre 2.

No lo wacho. Eso es lo que no wacho.
Pregunta g No hubo interaccion al responder esta pregunta. | [VG]-6-/03:01:45]

ay =%fopf(t)Cos(2pgt)dt

F
51 G @2 Y dL

a =§f0pf(t)COS(%t)dt

P: (Qué argumento utilizaron?

M2: Lo hicimos similar a como lo hicimos
para calcular a;.

P: Uju, entonces ¢qué habria que hacer?

Hé: Multiplicar por cos (Zan t) ((los
estudiantes asientes con la cabeza)).

P: Aja. Entonces si, como que si quiero
encontrar el coeficiente de a; multiplico
por::

M2: El coseno.

P: Su respectivo coseno ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) Entonces e
queda, voy a escribirlo.

3= Of,n'w(s'!i;)ihs‘hj
3;(4)0.9(2;_5.) .?u(l_:!,)r A

[VG]-6-]03:02:54|

P: LY ahora?

M2: Ahora integra todos, bueno integramos
(incomprensible, 2).

P: ,Solo integramos asi? (3) 0 integramos
de 0 a p? ((los alumnos asienten con la
cabeza y rien)) Si, el area bajo la curva,
(verdad? Entonces seria aqui integral de
0apdef(t)

escribiendo en la pizarra

LY entonces qué pasa con estos, los que
son seno por coseno?

Cero  ((varios estudiantes responden
junto con él)).

P: Todos dan cero, por lo anterior. ;Y los
que son coseno por coseno?

Cero ((varios estudiantes asienten con al
cabeza)).

P: Todos dan cero, salvo el caso de coseno
cuadrado que es el k por k, ;verdad? k
igual m. ;Y este? ((sefialando el término
a, Cos (Zan t))).

Da cero ((varios estudiantes responden
junto con ella)).

P: También da cero, ;verdad? Entonces nos

queda de este lado
(11) ((escribiendo en la pizarra))

H3:

M2:

M3:

P

T " (Rl

j‘ ; Mm(gy *) Ji = (T.Kmﬁ (’L‘F—{)
0 P 0

(Si? ((los alumnos asienten con la
cabeza))

LY esta da?

a,p sobre 2 ((H3 responde junto con
ella)).

Ma3:

[VG]-6-|03:04:22|- el profesor pregunta que falta
para dar la férmula solicitada y los alumnos
indican que solo despejar y se obtiene:

Pregunta h Si tomamos k=0 se llega a la formula propuesta | Se puede decir que la formula de a; es la| Es mas general la Gltima que la primera. El caso de ay, se observa que es un caso especifico | Esta necesita que se le multplique el término | [VE3]-6-02:11:48| [VG]-6-|03:04:59
anteriormente. generalidad y la formula de a, es una de la expresion encontrada en el inciso anterior | ;g (Zk_" t). H3: Lo que si se vale es que es casi lo mismo, | M2: Es un caso particular, cuando k igual a
particularidad. cuando k = 0. 4 encuentras el area bajo la curva, pero de cero.
esta funcion. Es el area bajo la curva de
la funcién, pero multiplicada por la
funcién coseno.
M3: Si, echémosle eso ((no muy
convencida)).
[VE3]-6-03:02:21|- Tanto M3 como H3 cambian
su respuesta después de la puesta en comun.
Intencionalidad | 1 54 preguntas de esta parte tienen la misma intencioén que las propuestas para el calculo de a4, la idea es que utilicen argumentos similares para concluir que el valor de ay, estd dado por la féormula: % ) Op f(t) cos (Zan t) dt, cuyo significado esté asociado al area bajo la curva.
(Qué hace? Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para | Observar el valor del area bajo la curva para

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.

distintos valores de k y m.




Parte I1.

Intencion:
Estudiante

(Como hace?

Argumentos (A)

y
confrontaciones

(C) presentados.

Parte I11.

Intencion:
Estudiante

Pregunta a

Pregunta b

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2
el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (2’(7” t) con el area bajo la curva de su
expansién en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2an t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El érea bajo la curva de la funcion

f(t) cos (ZRT" t) es igual al area bajo la curva de
la expansion en serie trigonométrica de f(t)

multiplicada por cos (2’(’7” t).

El calculo de b,

M3
el area bajo la curva de la funcién

f(t) cos (ZRT’T t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (% t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (Zan t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
c 1 2km

multiplicada por cos (T t).

H1
el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (% t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (Zan t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (ZkT” t) es igual al area bajo la curva de
la expansion en serie trigonométrica de f(t)

multiplicada por cos (ZkT” t).

H3
el area bajo la curva de la funcion

f(¢t)cos (ZkTH t) con el area bajo la curva de su
expansién en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (2’(7” t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El éarea bajo la curva de la funcion

f(¢t)cos (ZRT" t) es igual al area bajo la curva de
la expansion en serie trigonométrica de f(t)

multiplicada por cos (2’(’7” t).

Significar el calculo del coeficiente de Fourier by, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2
o 2km 2mm
Para la funciéon y = b; Sen (T t) Sen (T t)
A= gbk cuando k=m, y
en otro caso, mientras que para la funcién
K
y = by Sen (Z—H t) Cos (Zm—n t)
P P
cualquier

para

by = f—)fopf(t) Sen (? t) dt

M3
En la primera expresion de "y" si k=m
b, 3.16, mientras que en
la segunda expresion de "y" si k=m el valor del
0.

Ahora bien para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del

0, mientras que en la segunda expresion de "y"
si k y m son distintos 0.

H1
U bgp
Para y=sen sen e Sxem-

Para y=sen cos 0 para toda k,m.

by, =§f()pf(t)sen(y{7nt>dt

2km

Intencionalidad | ge pysca que el estudiante utilice estrategias similares a las utilizadas para calcular ay, y de esta manera concluir que by = % ) Op f(t)sen (7 t) dt.

(Como hace?

Argumentos (A)
y

confrontaciones
(C) presentados.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcion

K , .
f(t) sen (27” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
- k
multiplicada por sen (ZTE t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El area bajo la curva de la funcién

f(t)sen (ZkT” t) es igual al area bajo la curva de
la expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por sen (Zan t).

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcién

K . .
f(t)sen (27” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)

- k
multiplicada por sen (ZTH t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El éarea bajo la curva de la funcion

f(t)sen (Zan t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
.. 2km

multiplicada por sen (T t).

Tarea #6. Etapa 2: Identificacion de los invariantes de las acciones

Objetivo de la
Tarea:
Parte 1.

Intencion:
Estudiante
Pregunta a

Pregunta b

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcién

k , .
f(t)sen (27” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)

. k
multiplicada por sen (ZTH t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El éarea bajo la curva de la funcion

f(t)sen (2’(7” t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
T 2km

multiplicada por sen (T t).

Significar el calculo de los coeficientes de Fourier utilizando argumentaciones graficas y geométricas, tal y como lo hizo Fourier.

El calculo de a,

H3
En esta ocasion, la funcién que contiene seno por
seno siempre que m # k y el
14
ay —cuandom = n.
2
El el caso de las funciones que contienen seno

por coseno, de nuevo, el valor del
cero en todos los casos.

by, =§f0pf(t)cos(%t>dt

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcion

k , .
f(t)sen (2771 t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)

- k
multiplicada por sen (ZTH t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El éarea bajo la curva de la funcién

f(t) sen (ZkT” t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
.. 2km

multiplicada por sen (T t).

TAREA #6

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ag, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

El valor de es la misma
[VG]-6-|01:21:14|- el profesor pregunta quien
dio respuesta solo a partir de ver la grafica, M2
levanta la mano.

M3
Que en el intervalo de p, sus
areas son 0. Ya que tienen simetria.

H1
sombreadas tienen la misma
area.

H3

Representan areas bajo la curva semejantes, para

saber en que medida se relacionan es necesario

conocer la relacion entre a; y b;.

Para cada una, es claro de la grafica que el valor
es igual.

H4
el area bajo la curva de la funcién

f(t) cos (ZRTH t) con el area bajo la curva de su
expansién en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (ZRT’T t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (Zan t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
.1 2km

multiplicada por cos (T t).

H4
Parael casode k = m,

k #+ mVk, meZ, A=0, donde A es el area bajo las
curvas.

en el caso en que

by = %fopf(t) Sen <2%kt> dt

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcién

k . .
f(t)sen (27:1 t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)

- k
multiplicada por sen (ZTH t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El éarea bajo la curva de la funcion

f(t)sen (% t) es igual al area bajo la curva de

la expansion en serie trigonométrica de f(t)
. g 2km

multiplicada por sen (T t).

H4

En cada region se representa un cuarto del
periodo. El area bajo la curva
de toda la seccion.

Equipo 3

Analizando el applet suministrado.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.

Equipo 3
[VE3]-6-]02:15:20|

M3: Ay va a ser lo mismo, seguramente va a
dar.

H3: Lo mismo, pero con seno, /no?

M3: No tiene sentido. Ay, ya sé que voy a

hacer ((se va a la Parte II pregunta f)),
porque me da weba escribir todo esto
otra vez, lo voy a copiar y después le
voy a cambiar eso.

[VE3]-6-|02:15:55]
M3: Es lo mismo, ;no? (Incomprensible, 1)
Se ve claramente.

M3 identidad
y le indica a M3 que va a valer

[VE3]-6-|01:31:06]- revisa la

1-cos(2u
sen? y = 2605w

lo mismo (refiriéndose a lo obtenido en la Parte
10).

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.

Analizando el applet suministrado.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.

Equipo 3
[VE3]-6-/00:00:36]

M3: (Cual es la relacion entre las regiones
sombreadas de cada grafica?
(8) ((realiza un sonido con la boca))
Tienen la misma area, ;no?

H3: Es la misma area, ;no?

M3: iAja! Pues si, {no? Pues si, ;no? Por que
ahi esté ((hace un silbido))

H3: Ademas creo que tienen la misma, la
[misma magnitud]

M3: [El mismo periodo]

[VE3]-6-|01:18:47|- después de la puesta en
comuin M3 agrega a su respuesta “Ya que tienen
simetria”, y H3 agrega a su respuesta “Para cada
una, es claro de la grafica que el valor de las areas
es igual”

[VE3]-6-100:02:02|

H3: (Cual es el area bajo la curva de cada
término de la serie en un intervalo de
tamano p?

M3: O sea, vamos a calcular primero y,, (no?

H3: Ah::: (6) jcomo, como, como?

M3: Aja, mira te da la funcion y el intervalo

en donde la tienes que , (3) aqui

Puesta en comtin
el area bajo la curva de la funcion

f(t) cos (Zan t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por cos (Zan t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El érea bajo la curva de la funcion

f(t) cos (ZkTﬂ t) es igual al area bajo la curva de
la expansion en serie trigonométrica de f(t)

multiplicada por cos (Zan t).

Puesta en comun
[VG]-6-/03:12:47|

P: Entonces cuando k igual a m, jentonces
?

H3: bk

P: bk

H3: Periodo p entre 2.

P: Por p entre 2. Aja, por el periodo entre
2. (Y cuando k es distinto de m?

M3: Cero.

P: Cero (y en el caso de sen por coseno?

H3:

[VG]-6-/03:13:20]- se pone en comun que el
razonamiento es similar al utilizado en la Parte II
para calcular ay, con la diferencia de que se debe

multiplicar por sen (21{7” t) para luego integrar de

0 a p. Al final se despeja el valor de b, para
obtener la formula solicitada.

el valor del area bajo la curva para
distintos valores de k y m.
el area bajo la curva de la funcion

K , .
f(t) sen (27” t) con el area bajo la curva de su
expansion en serie trigonométrica de f(t)
- k
multiplicada por sen (27” t).

Analizando el applet suministrado.
Utilizando la integral definida sobre la igualdad
presentada.

(A) Se nota a partir del applet, que el area bajo la
curva en cada caso es cero.
(A) El area bajo la curva de la funcidon

f(t)sen (Zan t) es igual al area bajo la curva de la
expansion en serie trigonométrica de f(t)
multiplicada por sen (Zan t).

Puesta en comun
[VG]-6-/01:18:28]

He: (x)Es una proporcion. Lo que hice fue
integrar.

P: (Proporcion de qué con qué?

Hé: De la amplitud del area de una region
pequeiiita, una de las (incomprensible,
1)

P: Ok, entonces viste una de las
coloreadas, ;una nada mas?

Heé: No, bueno, integré todo.

P: Aja, integraste todo.

Hé: Aja, bueno, primero noté que son, que

p entre

4, p entre 4, p entre 4, p entre 4.

P: Ok.

Hé6: Si saco el area total, bueno eso permite
decir que

P: Ujt.

Hé: Entonces calculé el area total de esta
((sefialando la curva coseno)), y el area
total de esta ((sefnalando la curva seno))
eso da una expresion, se igualan y al
final da llegas a conseguir una
proporcion.

P: Ah, o sea, igualaste el area de esta con

la de esta ((refiriéndose a ambas

curvas)).

No, no las igualé, o sea como tal

encontré una proporcion, o sea, hay una

proporcion que siguen.

Heé:

[VG]-6-/01:21:14|- el profesor pregunta quien
dio respuesta solo a partir de ver la grafica, M2
levanta la mano, luego pregunta quien respondid
a partir de calcular las integrales y el resto de los
estudiantes levantan la mano.

[VG]-6-|01:22:28|

P: (Para ? cudl es el area?
M3: a, sobre 2 por p ((junto con ella H1, H3,
H6 y M1 dan la respuesta))

Hé:



Parte 1.

Intencion:
Estudiante

(Znt)
=a;cos|—
y 1 p

=b (— t)
sen
y 1 p

(41tt)
=a,cos|(—
y 2 P

=b (— t)
sen
y 2 p

=b (— t)
sen
y 3 p

Intencionalidad

(,Sobre qué
objetos lo hace?

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

Pregunta c

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

[VG]-6-101:22:28|- y = ? el profesor pregunta

quién usé primero el ,
M2 levant6 la mano.

A = 0 (argumentacion en la hoja)

A=0
A=0
A=0
A=0
A=0

M3

3

¢ ,=a‘_m(%"‘)

..b_w(i;'e]

y= b,sm(‘pl':)

(Th‘c-n(?l)

H1

A=p az—" En la hoja hice las integrales

[VG]-6-01:22:28)- y = *
quién uso primero el ,
H1 levanté la mano, e indicé que termind
calculando la integral porque los demas casos eran
mas complejos.

el profesor pregunta

A = 0 En la hoja hice las integrales

A=0
A=0
A=0
A=0
A=0

H3
Tolesrendo
a fe] . A
1 - »
)’—7 j—(:c' 7 f
o
2l —q ¢ -]
/et ® oy S |
y=a,cos(30e) 5
/, 2 Y
)& P b G5
N (z;[) o
p| ¢ o
T T
L . ¢ fAAV‘ .(L
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P
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Lo (O et el
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L
- [ -
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| &)
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. (67 7 6m o
n
y=b,stn(pk)

. , . , . . . , . a . , agp . ~
Se busca que el estudiante se percate de que el area bajo la curva de los términos de la serie son todos iguales a cero, salvo el del término constante 70, que tiene area % en un intervalo de tamaifio p.

Las regiones sombreadas.

Geometrizar
.7 . a .
La region bajo la curva y = 70 en el intervalo

[0,p].

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Geometrizar
El area de la region bajo la curva y = % en el
intervalo [0,p] es igual al area del rectangulo
cuyos lados miden p y ?

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Verbal: El valor de cada area sombreada es la
misma.

Geometrizar
Verbal: [VG]-6-|01:22:28]- y = az—"
pregunta quién usé primero el argumento del
rectangulo, M2 levanto6 la mano.

el profesor

Calcular
Algebraico:

”n
'

Las regiones sombreadas.

Calcular
El 4rea bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Verbal: Que ambas regiones en el intervalo de p,
sus areas son 0. Ya que tienen simetria.

Calcular
Algebraico:

»—b_"n(l:(’

- Las regiones sombreadas tienen la misma area.
- El area de la region bajo la curva y = az—" en el intervalo [0, p] es igual al area del rectangulo de cuyos lados miden p y %

Las regiones sombreadas.

Geometrizar
I3 . a .
La region bajo la curva y = 70 en el intervalo

[0,p].

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Geometrizar
El area de la region bajo la curva y = % en el
intervalo [0,p] es igual al area del rectangulo
cuyos lados miden p y ?

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Verbal: Todas las regiones sombreadas tienen la
misma area.

Geometrizar
Verbal: [VG]-6-|01:22:28|- y =%
pregunta quién us6 primero el argumento del
rectangulo, H1 levant6 la mano.

el profesor

Calcular
Algebraico:

]
' fi ‘ K]

- El valor del area bajo la curva en un intervalo de tamafio p es igual al valor de la integral definida sobre ese intervalo de la curva dada.
- El valor del area bajo la curva en un intervalo de tamafio p es igual a la suma de las areas de las regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Las areas son iguales.

Las areas son iguales ya que

Las regiones sombreadas.

Calcular
El 4rea bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamaflo p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Verbal: Para cada una, es claro de la grafica que
el valor de las areas es igual.

Calcular
Algebraico:
T becrendo
Lteg
% 2 e
y 2 ‘,i 2 ax 7
o
J —,éi/ t __-' _. |
=8 (;" O
(1 ¢ (22 X
y = bysen( )
£l £ o)
v LTSy

H4

ag (P Qo
Ag=—| dt =—
0 zfo ZP

P 21
Alzalf cos(—t)dtzo
0 p
P 21
Az=b1f sen(—t)dtzo
0 p
P 41
A3=a2f cos(—t)dtzo
0 p
P 41
A4=bzf Sen(—t)dtzo
0 p

P 61
A5=a3f cos(—t)dtzo
0 p

I
o

p 61
= by f Sen (— t) dt
0 p

Las regiones sombreadas.

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Verbal: El area bajo la curva de cada una es un
cuarto del area bajo la curva de toda la seccion.

Calcular
Algebraico:

‘.s(:

Equipo 3
. Entonces seria
la integral, uh::: de cero a la mitad del
periodo.

H3: Ah::: el area bajo la, si.

M3: Pues si, jno?

H3: Pero aqui esta de cero a p.

M3: Aja:m

H3: Uju, entonces integras esta constante, de
cero [a p].

M3: [A p].

H3: Entonces te queda p veces esto.

M3: jAja!

[VE3]-6-100:13:52]

M3: Coseno de cero es uno, /no?

H3: jAjal

M3: Y el coseno de 2m, (5) huy no me voy a
matar, este también da cero, ;no?

H3: Si, da cero, ¢no?

M3: Si, porque

también da cero.

[VE3]-6-/00:42:06|

H3: También lo puedes obtener
, de base p y altura a,
M3: igju!
H3: Entonces el area vale a, sobre 2 por p, y
eso es igual a esta integral.
M3: iuju!

Las regiones sombreadas.

Geometrizar
.7 . a .
La region bajo la curva y = ?" en el intervalo

[0,p].

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Geometrizar
El area de la region bajo la curva y = % en el
intervalo [0,p] es igual al area del rectangulo
cuyos lados midenp y ?

Calcular

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual a la suma de las areas de las
regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas
de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Verbal: Tienen la misma area.

Geometrizar
Verbal: [VE3]-6-/00:02:20|
M3: Aja, mira te da la funcion y el intervalo
en donde la tienes que integrar, (3) aqui
seria como un rectangulo. Entonces seria
la integral.

Verbal: [VE3]-6-|00:42:06|

H3: También lo puedes obtener como un
rectangulo, de base p y altura a,

M3: jujua!

H3: Entonces el area vale a, sobre 2 por p, y
eso es igual a esta integral.

M3: juja!

Calcular
Verbal: [VE3]-6-|00:13:52|

M3: Coseno de cero es uno, /no?

H3: jAjal

M3: Y el coseno de 2m, (5) huy no me voy a
matar, este también da cero, ;no?

H3: Si, da cero, /no?

M3: Si, porque esta 4rea menos esta area

también da cero.

[VE3]-6-/00:21:51]

Puesta en comin
[VG]-6-|01:22:28]- para y =
pregunta quién us6 primero el

, levantaron la mano M1, M2, H1, H6,
H7 y H9. Luego preguntd quienes de primero
utilizaron el ,M3,H2,H3y
H4 levantaron la mano.

a
=2 el

5 profesor

[VG]-6-/01:23:49)|

P: (Cuanto da el area, bajo la curva?
((refiriéndose a y = a4 cos (%ﬂ t)))

H3: Cero.

P: Cero, {por qué?

HI: Dos argumentos (x)uno que

son areas de misma magnitud, pero aja
areas sobre la curva es positivo y bajo la
curva negativa, o ya

[VG]-6-|01:25:59]- el profesor pregunta qué
sucede con los demas y los estudiantes responden
que lo mismo y que los argumentos son los
mismos, uno geométrico y el otro con integrales
definidas.

Las regiones sombreadas.

Geometrizar
.y . a, .
La region bajo la curva y = 70 en el intervalo

[0, p].

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Geometrizar
El area de la region bajo la curva y = % en el

intervalo [0,p] es igual al area del rectangulo
cuyos lados midenp y az_o

Calcular

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual a la suma de las areas de las
regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas
de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Verbal: [VG]-6-/01:18:50]

Hé6: Ajé, bueno, primero noté que son, que
estan divididas en partes iguales p entre
4, p entre 4, p entre 4, p entre 4.

P: Ok.

Heé: Si saco el area total, bueno eso permite
decir que cada uno de esos tiene la misma

area.
Geometrizar
Verbal: [VG]-6-|01:22:28]
P: (Para % cual es el area?

M3: a, sobre 2 por p ((junto con ella H1, H3,
H6 y M1 dan la respuesta))
Heé: Puedo integrar o es un rectangulo.
Calcular
Verbal: [VG]-6-|01:23:49|
P: (Cuanto da el area, bajo la curva?
((refiriéndose a y = a, cos (27” t)))

H3: Cero.

P: Cero, {por qué?

HI1: Dos argumentos (x)uno geométrico que
son areas de misma magnitud, pero aja
areas sobre la curva es positivo y bajo la
curva negativa, o ya haciendo integrales.

[VG]-6-|01:26:36]
M2: Son iguales



Parte I. El céalculo de a,
Intencion: Significar el calculo del coeficiente de Fourier ag, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4
) ’ 3 e o souul Vo o f .
a 2km c : T oo
f@) =—+Zakcos(—t) Gl , ,
/ k=1 1 ) L
/ \ ) ) 3 I 1 /, “ (5 4 g o Lotve, pveita @a color F S
/ e ZkT[ == \“""*" 1 eX wuzss vu lof gue o) Ciiel rombmauda €7 cody o,
1 P or k=1 p X ’ ?
Y las areas de los términos trigonomeétricos son 0| ™ *vcér J er el perod wrplelo £ o gl acero, bers
ya que se anulan por simetria al sumar las dreas | 77 ™" 24 e ek o 756 Sg e GF B T E
superiores y restar las inferiores. i e el i basDoane ke Repre i
O \V
Pregunta d 2 (P 2 (P P
e = [ rear = [ rear " ol . [ rear
D o p 0 = aece g Je/dE = _')& ;—’_ 0

Equipo 3

M3: Pues solamente seria el area de esta, /jno?
Porque todas las demas areas van a ser
cero.

H3: Pero no sé si te pregunta por este f(t),
porque toda las demas son y.

M3: No:::, o sea si, pero son componentes en
XyenY.

H3: Ya vi, la siguien- no, la secuencia
muestra los términos de la serie (3) sa
poco valen lo mismo?

M3: ;Qué?

H3: Esta y esta.

M3: Pos al parecer, ;jno? Tiene sentido por

que al sumar esta cosa ((hace un sonido
para expresarse))

[VE3]-6-/00:23:00)

M3: Aqui dice explique su respuesta de forma
geométrica. Eso no lo wacho, es que de
manera algebraica el f(t)

% mas la sumatoria, ;jno? Pero esa

sumatoria suma dio A cero.

H3: Esa sumatoria vale cero.

M3: Aja, eso es por que siempre estan en cero
entonces no importa cuantos existen, van
a seguir valiendo cero, entonces
solamente el area seria la integral de esta.

H3: Pero de forma geométrica.

M3: Como (incomprensible, 1)

H3: (Qué seria eso? Seria como dibujarlo,

{no?

[VE3]-6-/00:26:19)

H3: Eso significa que el area bajo la curva, de
que esta area esta. Ese seria el
argumento geométrico, creo yo.

M3: Tiene sentido.

[VE3]-6-/00:39:27|

H3: Propoén una féormula para calcular el valor
de a, [en términos]

M3: [En términos] de f(t), pero es ya
la integral, ;no?

H3: Eso yo pensé, yo dije si, porque si las
integrales valen lo mismo, tienen la
misma area, pero es que aqui decia que

M3: Mmm, es que (x)yo siento que f(t) lo
puedes expresar asi, /,no?

H3: No, ya s¢é, porque si tienes, jay!

(25)
Es como una manera de ver de donde
salen las series de Fourier

Puesta en comun

P: Aja ;por qué?

H4: Se supone que f(t) , con expansion
de senos y cosenos, bueno esta expandida
en senos y COsenos.

P: Uju.

H4: Entonces integramos en un ciclo y todas

la integrales son cero, menos (x)la

primera

[la de aq].

[la del aq]. Entonces ya solo queda la

integral de f(t) a a, por p entre

2. Y geométricamente, pues ya vimos

que todas las demas son cero, (no?

Porque simétricamente se van anulando

sus areas y solo queda que el area del

rectangulito al area de la curva

f@®.

Ma3:
H4:

[VG]-6-|01:28:35|- H4 para a escribir a la pizarra
su respuesta.
E L

2
J‘ I Qs {1,:—1; H{)‘“'
(L= 22 )

/

(-]
El profesor hace el comentario de que esto sale a
partir del ultimo argumento de la pregunta
anterior, ,y los
estudiantes afirman que asi es.

Intencionalidad | Se pretende que el estudiante utilice argumentos geométricos y sus conocimientos sobre integral definida para decir que el area bajo la curva de la funcion f(t) es igual a la suma de las areas bajo la curva de los términos de la serie. De esta manera el estudiante puede construir la formula para el calculo con un significado asociado a la nocion de area bajo la

curva.
(Sobre qué
objetos lo hace? = La igualdad: La igualdad: La igualdad: La igualdad: La igualdad:

~ S 2kn 2kn L ay . N 2kn _a S 2kn 2kn L ay N 2kn 2kn L ay .\ 2kn 2kn
f@) = +;akcos(p t)+bksen<p t) f@) = 2+kz=1akcos< t>+bksen<p t) f) = k=1akcos(p t)+bksen(p t) f@) = 2+kz=1akcos(p t)+bksen(p t) f@) = 2+kz=1akcos< » t)+bksen< > t)

(Sobre qué
relaciones lo El area bajo la curva y = f(t) es igual al area bajo | El area bajo la curva y = f(t) es igual al area bajo | El rea bajo la curva y = f(t) es igual al area bajo | El area bajo la curvay = f(t) es igual al area bajo | El area bajo la curva y = f(t) es igual al area bajo
hace? lacurvay = %, en un intervalo de tamafo p. lacurvay = %, en un intervalo de tamafo p. lacurvay = %, en un intervalo de tamafo p. lacurvay = ?, en un intervalo de tamafo p. lacurvay = ?, en un intervalo de tamafio p.

(Por medio de

qué lo hace? Verbal: Las areas son iguales. Verbal/Iconico/Algebraico: Verbal: Las areas son iguales, ya que los términos Verbal/lconlco/Algebralco Algebraico:
Iconico: “Enef i ‘ trigonométricos se anulan por simetria. e el @ 2 - U de 4
Iconico/Algebraico: g 5
/ : A g biss Doconiv b en color a2
| s i Lk or e &0
. 4 f 3 ;‘— RIS en el peroco completo P oor Lowl ucero c0c, Iv
Algebraico: porkucior ol walor dell s beip Au cona de Ry Loncion S €5 nily ) i 9ep ®
v A P 3+ 0 2 2 pues, 7o smpar ta ol) Limime 0. se e Lriwromitricu ¢
‘ b M ) % Iconico:
Algebraico: Algebraico: ‘ o
! < ; - "_, T “ /? - <3
} 7 S
Invariantes de - El areabajo la curva y = f(t) es igual al area bajo la curvay = %, en un intervalo de tamafio p.
Acciones
Parte II. [El calculo de a,
Intencion: Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4
Pregunta a Las areas sombreadas . El area . El valor de la integral esta en las area por simetria. 4 = &b Tienen valor La suma de las areas del doble ashurado
El area bajo la curva de la funcion y = |latarea 6, parte 2, hoja 11. 2 que la suma de las areas del ashurado
¥ f £ ) .
a, Cos? (2—”1:) esA = %p \ — ; oy (2 Jos o f[hg + (0 (19).02 42 simple.
p ) . 7. ) -t . , / . _:1 e ;J ‘ol T8 j"_z‘ :/Z""./J
) ( ; " { . - 47:: t

La igualdad:

f® —7°+§:akcos(—t) +bksen(2pgt)

k=1

El area bajo la curvay = f(t) es igual al area bajo
lacurvay = az_o’ en un intervalo de tamafo p.

Verbal: [VE3]-6-/00:21:51|

M3: Pues solamente seria el area de esta, {no?
Porque todas las demas areas van a ser
cero.

Verbal: [VE3]-6-|00:23:00|

M3: Aqui dice explique su respuesta de forma
geométrica. Eso no lo wacho, es que de
manera algebraica el f(t) se escribe
como % mas la sumatoria, ;no? Pero esa

sumatoria suma dio A cero.

Esa sumatoria vale cero.

Aja, eso es por que siempre estan en cero
entonces no importa cuantos existen, van
a seguir valiendo cero, entonces
solamente el area seria la integral de esta.

H3:
M3:

Equipo 3

[VE3]-6-101:28:48]

M3: (Cual es la relacion entre las areas
sombreadas? Eh::: el area ,
(no?

[VE3]-6-101:29:41]
M3: (Cual es el valor del area bajo la cur-?
Uh::: a ver,

[VE3]-6-|01:31:06|- entre M3 y H3 discuten la
resolucion algebraica-analitica de la integral,
primero consideran aplicar el método de
integracion por partes para tratar de observar una
integral ciclica. Se deciden al final por utilizar la
1+cos(2u)
2
expresion y calcular la integral de forma directa,
concluyendo que el area bajo la curva es igual a
a,p
2

identidad cos?u = para reescribir la

La igualdad .
f() = + Z ay cos (— t) + by sen (21;% t)

k=1

El area bajo la curva y = f(t) es igual al area bajo
lacurvay = ?, en un intervalo de tamafio p.

Verbal: [VG]-6-/01:26:36]

M2: Son iguales

P: Aja ;por qué?

H4: Se supone que f(t) es la, con expansion
de senos y cosenos, bueno esta expandida
€n Senos y cosenos.

P: Uju.

H4: Entonces integramos en un ciclo y todas

la integrales son cero, menos (x)la

primera

[la de ag].

[la del ay]. Entonces ya solo queda la

integral de f(t) es igual a a, por p entre

2. Y geométricamente, pues ya vimos

que todas las demas son cero, {no?

Porque simétricamente se van anulando

sus areas y solo queda que el area del

rectangulito es igual al area de la curva

f@®.

Ma3:
H4:

Algebraica:
S ¥

fioy 2 > @=% JO&
) ,,

Puesta en comun

[VG]-6-/02:43:02

P: (Cudl es la relacion entre las areas

sombreadas? Aca estd esta rayadita asi y

la cuadriculada, ;verdad? Entonces cual

es la relacion.

La cuadriculada

rayadita.

P: Son lo mismo, ;verdad? ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) Ahi lo pueden
ver, (verdad? Como que este con este es
uno de estos, jverdad? ((sefialando las
regiones sombreadas))

Hé: Por simetria.

P: Y este es el otro, por simetria, ;verdad?
Y luego pregunta cual es el valor del area
bajo la curva y igual a, coseno cuadrado,
en un intervalo de longitud p.

H4: a, por g.

H4: que la

P: a, por%ycémo lo:::
M2:



Parte II. El cilculo de a,
Intencion: Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.
Estudiante M2 M3 H1 H3 H4 Equipo 3 Puesta en comun

P: Hicieron la integral ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) de coseno
cuadrado ;Quién quiere venir a hacerla?
((M2 pasa y escribe en la pizarra))

¢
a,fCoS' (5reet = ﬂzt[ 14 Gs(F Ot
o o
L ! a 5 = \dt'
= ;Lidt +2 [ fos(Ft
P 3
= %’-fL + a_z' _;WM!H)L
= ‘11.‘? +0

[VG]-6-/02:45:19]- M2 explica que utilizd la

identidad cos? u = <25 para resolver la

integral, ademas explica el resto de la solucion.

[VG]-6-]02:45:54|

P: (Todos lo hicieron de esa manera?

HO: También se:::, si es por simetria queda el
area igual a la misma, entonces calcular
nada mas el area del rectangulo y lo
dividis entre 2.

Pregunta b Por simetria, el area bajo la curva en cada caso es En cada caso el area es 0. [VE3]-6-|01:36:26]- M3 y H3 empiezan la | [VG]-6-/02:48:23|
cero. : 0dt] Lo , B O 0 o ’g' e (=4 resolucion algebraica-analitica de la integral, al | H3: Cero.
i /4 J Wler(VE) Ja(Wb) d k= @“4"'“"""{“)! J Caledt - M o U L) parecer de forma individual. P: Cero ;,qué estrategia usaron?
s 0o e G| o (a(ot) 3 Sl dL | ’ 5 o sl . S = HI: Integrales ((varios estudiantes responden
g1 dorw Cawblle . L o) e N N S5l 4 [VE3]-6-]01:39:43| a la vez)).
e | . / ) e Coa L (LT s 25 e M3: A mi no me daba cero. P: Integraron directo, (verdad? ;Como lo
-4/ e prede corckour banbes por it yrpines o ceomilico - ‘ L H3: (La de coseno por seno? Mira es esto, pueden ver con la grafica?
- ‘ k “ forra el Lo D corve de Y2 0,0, (2 a7 S o : esto, esto y esto ((sefialando las regiones
€5 cerc, ce K gedacu B N /( e e 3 R Rkl hE de la grafica)). El argumento lo de los | [VG]-6-]02:48:33|- los estudiantes, varios a la vez,
kD > : L e [ A valores geométricos se ve que da cero. | explica que se pueden hacer corresponder las
% e’ e[ S M3: Déjame hacerlo (incomprensible, 1) regiones para darse cuenta que el area bajo la
H3: “M3” ((se refiere a M3 por su nombre)) | curva es igual a cero, en ambos casos.
, checa la grafiquirri.
R \’ Iy _{ g ;’ ||+ %T( e -1 ) M3: Si, ahorita veo la grafiquirri (3) si, si da
2 Ta= 7| 3wl cero.
. roop ~ H3: (Incomprensible, 2) es que mira, aqui
=5 3% (#55 wi LS ' también se ve, ¢no? Aqui esta ((se
wi_ g o (na)=o Y mEE escucha un sonido como sefialando en la
: ‘ J pantalla de la computadora))
S o M3: Si, esa madre.
— H3: Y la otra también ((se escucha un sonido
como senalando en la pantalla de la
computadora))
Pregunta c Segiin la applet, y la funcion y= En todos los casos valen cero, excepto por el area | De acuerdo al Applet, para k # 1 en los términos | [VE3]-6-|01:44:39|- Se ve en la pantalla de H3 | [VG]-6-|02:49:53|
a; Cos (2_” t) o (ﬂ t), el 4rea bajo la curva es o W k | coscos | cossen bajo la curva de y = ay cos? (2_”)’ este del Cose, todas las dreas son cero. Para la g'rafica que para responder primero manipula el applet H6: Pues, cuando k es igual a 1 da lo mismo,
e © ) 0 1 | &P 0 ) el literalment ’; dos 1 de Seno y Coseno, las areas son cero Vk € Z variando los valores de k y en algunos casos se a, sobre 2 porp. Y para k distinto, bueno
A = a, - parael caso k=1, luego, para k>1, el area el > razonamiento incluye literalmente a todos los nota como el cursor va sobre las 4reas sombreadas los demés k esos son cero. En
es cero. P 2 |0 0 demas terminos. comparando unas con otras. P: Todos son cero.
Mientras que para la funcibn y = 3 10 0 Hé6: En el caso de la morada es cero para
a, Cos (2_1'[ t) Sen (ﬂ t) el area bajo la curva es [VE3]-6-/01:46:55] cualquier k.
p p M3: Todos valen cero.
cero para todo k. (©) [VG]-6-102:50:31]
H3: Ah no manches, es que por ejemplo, esta | P: (Calcularon las integrales?
((se ve en la pantalla de M3 que colocan | H6: No ((la mayoria responde lo mismo)).
k = 1)), esta area no vale cero. P: (O lo vieron con el:::
M3: (Porqué no vale cero? H3: Lo vimos de ahi ((sefialando el applet)).
H3: Mira=
M3: =Ah::: por que esta no tiene parte
negativa. En todas las demas ya si.
(8) ((se ve en la pantalla de H3 que
cambia los valores de k))
H3: Ah si es cierto, mira en esta ((se refiere a
la curva se coseno por seno)) también.
M3: No esa desde ahi ((se ve en la pantalla de
H3 que colocan k = 1)) ya daba cero.
Pregunta d Las areas son iguales Las areas son iguales. Ya que los demas términos [VE3]-6-|01:51:57| [VG]-6-/02:51:49]- el profesor escribe en la
e ok aeilo de la expansion trigonométrica se anulan. Bt): TG94 G5t 1l (2R A, f N ( (e (zspzé | M3t Estas se van a ir a cero, (no? pizarra:
ol ! T ' 0 o Sy b i =l H3: Todas menos esta. J0= Lyo
. ) # b senfise £ 2 ¥ RIS ' M3:  Menos esta y la de a, dos. B e el
Logrurdo en ymles 0Dl o ; oz i ek ‘ H3: Esa tampoco. iﬁ@ﬁ)‘!‘(
o6z ¢ memeatos ader e < = r = M3: Ahno, si, esta también vale cero, por que
an ; L WP ‘ ‘ es el coseno de::: [VG]-6-]02:53:18|
J . ST = - H3: De una funcion entre el periodo, ;no? | P: A partir de eso, dice jcual es la relacion
2 A X SLFl Digo, de un coseno en su periodo. entre el area bajo la curva de esta
M3: A parte no hemos calculado el coseno de ((sefialando el £(¢) cos (2_71 t))) y el area
esta, ;no? . L
H3: A poco? bajo la curva de esta ((sefialando el
M3: Si, a bueno eso da cero. a, cos? (%ﬂ t)))?
M2: Es la misma ((varios alumnos responden
[VE3]-6-|01151157| ) junto con ella))
Ma3: Estas se van a ir a cero, ;no? P: Es la misma, ;por qué?
H3: Todas menos esta. H6: Porque las areas se hacen cero.

H4: Si uno los integra, se van anulando los
términos que no tienen coseno cuadrado.
O sea, todos los que no tiene coseno
cuadrado se anulan, por todo lo que ya
vimos arriba.

Pregunta e No hubo interaccion al responder esta pregunta. | [VG]-6-/02:51:49|- el profesor indica que a partir

a, =§f0pf(t)C05<2?nt)dt

a; = %J;pf(t)Cos(ZPTnt>dt

a, =§fopf(t) Cos(%rt)dt

de la pregunta anterior se tiene lo siguiente:

l‘?

iy

I‘ft]tﬁﬁg*)n: I“m L

VG]-6-]02:55:01|- M3 pasa a la pizarra y escribe:

[VG]-6-|02:55:53]- el profesor plantea la pregunta
de como se interpreta el coeficiente a,
geométricamente.

[VG]-6-02:57:08|

H4: Con las graficas.

P: Uju, ;qué?

H4: Por ejemplo, tendriamos la grafica de

f(t) por cos (2?”) y medimos el area de




Parte I1.
Intencion:

Estudiante

Intencionalidad

(,Sobre qué
objetos lo hace?

(,Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

M3

H1

H3

H4

Equipo 3

Puesta en comun
esa grafica y luego tenemos la grafica de
a; por cosenos cuadrado (x)de p, (no?
Entonces medimos el area, las
comparamos.

Se espera que el estudiante signifique geométricamente la ortogonalidad de las funciones trigonométricas y que utilice este hecho para calcular el valor de a; pues, sera capaz de identificar que la multiplicacion de cos (%ﬂ t) por cualquier otro término de la serie —excepto el término a4 cos (2?" t)— tendra area bajo la curva igual a cero, y a partir de ellos

a
que el valor de %p

Las regiones sombreadas.

Calcular
El area bajo la curva.

Las regiones sombreadas.

Calcular
El 4rea bajo la curva.

Las regiones sombreadas.

Calcular
El area bajo la curva.

corresponde al area bajo la curva que resulta de multiplicar la funcion f(t) por cos (%ﬂ t). Lo que permite determinar el valor de a; en términos de f(t), la funcion conocida.

Las regiones sombreadas.

Calcular
El area bajo la curva.

Las graficas para distintos valores de k en los | Las graficas para distintos valores de k en los Las graficas para distintos valores de k en los | Las graficas para distintos valores de k en los

applets.

Equivaler
La igualdad:

< 2kn
) = G Z ay, cos (— t) + by sen (— t)
2 e P

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual a la suma de las reas de las
regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas
de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Cuando k=1, la curva y =
a,; cos (27” t) cos ( t) tiene area bajo la curva
no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y =
21 2mk .
a; cos (? t) sen (T t) es 0, para cualquier

valor de k.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (%ﬂ t) es igual

, . 2m
al 4rea bajo la curva y = a, cos? (— t), en un
P

intervalo de tamafio p.

Verbal: Las areas sombreadas son iguales.

Calcular
Verbal: Por simetria, el area bajo la curva en cada
caso es cero.
Algebraico:

Verbal: Segtiin el applet, para la funcion y =
a, Cos (2—” t) Cos (ﬂ t) el area bajo la curva es
A=a,® 5 para el caso k=1, luego, para k>1, el area
es cero. Mientras que para la funcion y =
21 21k 2 g
a, Cos (? t) Sen (T t) el area bajo la curva es
cero para todo k.
Equivaler

Verbal: Las areas son iguales.
Algebraico:

applets.

Equivaler
La igualdad:

— 2k
f@ = —O Z ay cos (— t) + by, sen (— t)
2 o p

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Cuando k=1, la

21
a, cos (? t) co

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y =

a, cos (%nt) sen( t) es 0, para cualquier

curva y=

2mk . , .
S (7 t), tiene area bajo la curva

valor de k.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (%" t) es igual

. . 2m
al area bajo la curva y = a, cos? (? t), en un

intervalo de tamatfio p.

Verbal: El area es la misma.

Calcular
Algebraico:
Algebraico:

g
£ senfd

Verbal:

Equivaler
Algebraico:

applets.
Equivaler
La igualdad:
f = —+ i ay cos (—t) + by sen (£t>
K K »

k=1

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Cuando k=1, la y =

a, cos (27” t) cos ( t) tiene area bajo la curva

curva

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

a, cos (%”t) sen( t) es 0, para cualquier

valor de k.
Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (27" t) es igual

. . 2n
al area bajo la curva y = a, cos? (? t), en un

intervalo de tamaifio p.

Verbal: Las areas sombreadas son iguales, por
simetria.

Calcular
Algebraico:
Algebraico:
Algebraico:
k | coscos | cossen
1 | &P 0
2
2 |0 0
3 10 0
Equivaler

Verbal: Las areas son iguales. Ya que los demas
términos de la expansién trigonométrica se
anulan.

applets.

Equivaler
La igualdad:

-~ 2k
o) = _0 Z ay cos (— t) + by sen (—n t)
2 k=1 p

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Cuando k=1, la

21
a; cos (? t') co

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

a, cos (%”t) sen( t) es 0, para cualquier

curva y=

2mk . , .
S (T t), tiene area bajo la curva

valor de k.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (%ﬂ t) es igual

. . 2
al area bajo la curva y = a, cos? (? t), en un

intervalo de tamafio p.

Verbal: Tienen el mismo valor.

Calcular
Algebraico:

= | — f SIe ) b I
4 / - \
\|

‘ "t J‘Ty;‘

Algebraico/Verbal:

Verbal: En todos los casos valen cero, excepto por
el 4rea bajo la curva de y = a; cos? (2?”), este

razonamiento incluye literalmente a todos los
demas términos.

Equivaler
Algebraico:

Las regiones sombreadas.

Calcular
El area bajo la curva.

Las graficas para distintos valores de k en los
applets.

Equivaler
La igualdad:

fO =2+

Ms

2km 2km
ay Ccos (— t) + by, sen (— t)
p p

=
]
=

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular
El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

Cuando k=1, la y =

a, cos (%ﬂ t) cos ( t) tiene area bajo la curva

curva

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y =

a4 cos (%”t) sen( t) es 0, para cualquier

valor de k.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (2?” t) es igual
al area bajo la curva y = a, cos? (%ﬂ t), en un

intervalo de tamaifio p.

Verbal: La suma de las areas del doble achurado
es la misma que la suma de las areas del achurado
simple.

Calcular
Algebraico:

Los™( T8

Algebraico:

Verbal: De acuerdo con el applet, para k # 1 en
los términos del coseno, todas las areas son cero.
Para la grafica de seno y coseno, las areas son cero
vk € Z.

Equivaler
Algebraico:

Las regiones sombreadas.
Calcular
El area bajo la curva.
Las graficas para distintos valores de k en los

applets.

Equivaler

2km 2km
ay cos (— t) + by sen (— t)
p p

La igualdad:

NgE

f© =2+

==
1l

1

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Calcular

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

El valor del 4rea bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual a la suma de las areas de las
regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas
de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Cuando k=1, la curva y =
21 . , .
a, cos (? t) cos ( t) tiene area bajo la curva

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.

El area bajo la curva y =

2m 2mk .
a, cos (? t) sen (T t) es 0, para cualquier
valor de k.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (%ﬂ t) es igual

, . 2
al 4rea bajo la curva y = a, cos? (— t), en un
P

intervalo de tamaiio p.

Verbal: [VE3]-6-|01:28:48|

M3: (Cudl es la relacion entre las areas
sombreadas? Eh::: el area es la misma,
({no?

Calcular
Verbal: [VE3]-6-|01:29:41|
M3: (Cual es el valor del area bajo la cur-?
Uh::: a ver, vamos a integrar.

Verbal: [VE3]-6-|01:39:43|

M3: A mi no me daba cero.

H3: (La de coseno por seno? Mira es esto,
esto, esto y esto ((sefalando las regiones
de la grafica)). El argumento lo de los
valores geométricos se ve que da cero.

Verbal: [VE3]-6-|01:46:55|

M3: Todos valen cero.
(6)

H3: Ah no manches, es que por ejemplo, esta
((se ve en la pantalla de M3 que colocan
k = 1)), esta area no vale cero.

M3: (Porqué no vale cero?

H3: Mira=

M3: =Ah::: por que esta no tiene parte
negativa. En todas las demas ya si.
(8) ((se ve en la pantalla de H3 que
cambia los valores de k))

H3: Ah si es cierto, mira en esta ((se refiere a
la curva se coseno por seno)) también.

M3: No esa desde ahi ((se ve en la pantalla de

H3 que colocan k = 1)) ya daba cero.

Equivaler
Verbal: [VE3]-6-/01:51:57

M3: Estas se van a ir a cero, ;no?

H3: Todas menos esta.

M3: Menos esta y la de a, dos.

H3: Esa tampoco.

M3: Ah no, si, esta también vale cero, por que
es el coseno de:::

H3: De una funcién entre el periodo, ;/no?
Digo, de un coseno en su periodo.

M3: A parte no hemos calculado el coseno de
esta, {no?

H3: LA poco?

M3: Si, a bueno eso da cero.

Las regiones sombreadas.

Geometrizar
oz . 21
La region bajo la curva y = a, cos? (7 t) en el

intervalo [0, p].

Calcular
El 4rea bajo la curva.

Las graficas para distintos valores de k en los
applets.

La igualdad

f@) = + i ay cos (— t) + by sen <ZI;7T t)

k=1

Las regiones sombreadas tienen la misma area.

Geometrizar
e . 21
La region bajo la curva y = a, cos? (? t) en el

intervalo [0, p] es igual a la mitad del area del
rectangulo cuyos lados miden p y a;.

Calcular

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual al valor de la integral definida
sobre ese intervalo de la curva dada.

El valor del area bajo la curva en un intervalo de
tamafio p es igual a la suma de las areas de las
regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas
de las regiones bajo el eje X, en ese intervalo.

Cuando k=1, la curva y =
a, cos (%ﬂ t) cos ( t) tiene area bajo la curva

no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.

El area bajo la curva y =

21 2wk .
a, cos (7 t) sen (T t) es 0, para cualquier
valor de k.

Equivaler

El area bajo la curva y = f(t) cos (2?” t) es igual
al 4rea bajo la curva y = a, cos? (%ﬂ t), en un

intervalo de tamafo p.

Verbal: [VG]-6-/02:43:02

P: (Cudl es la relacion entre las areas
sombreadas? Aca esta esta rayadita asiy
la cuadriculada, ;verdad? Entonces cual
es la relacion.

H4: La cuadriculada es la misma que la
rayadita.

P: Son lo mismo, ¢ verdad? ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) Ahi lo pueden
ver, ¢verdad? Como que este con este es
uno de estos, ;verdad? ((sefialando las
regiones sombreadas))

Hé: Por simetria.

Geometrizar

Verbal: [VG]-6-|02:45:54|

P: (Todos lo hicieron de esa manera?

H9: También se:::, si es por simetria queda el
area igual a la misma, entonces calcular
nada mas el area del rectangulo y lo
dividis entre 2.

Calcular

Verbal: [VG]-6-|02:43:25]

P: (Cual es el valor del area bajo la curva y
igual a; coseno cuadrado, en un
intervalo de longitud p?

H4: a, por g.

P: a, porgycémo lo:::

M2:

Algebraico:

v ¢
(115 COS( (‘:;n ()dt = JT{[ ]’” (o)[q_’; Q),(dt
o

o

; A
=4 ‘} dt + 9 | Gos(fFe)at
2, PREA
. 0y 4)° \P
— -:’—fl -+ aT“' _gﬁgg/}(tbj‘h
p
= % ro
Verbal: [VG]-6-/02:48:23]
H3: Cero.
P: Cero ;qué estrategia usaron?
HI: Integrales ((varios estudiantes responden
a la vez)).

Verbal: [VG]-6-02:48:33|- los estudiantes, varios
a lavez, explica que se pueden hacer corresponder
las regiones para darse cuenta que el area bajo la
curva es igual a cero, en ambos casos.

Verbal: [VG]-6-/02:49:53]

He: Pues, cuando k es igual a 1 da lo mismo,
a, sobre 2 porp. Y para k distinto, bueno
los demas k esos son cero. En

P: Todos son cero.

En el caso de la morada es cero para

cualquier k.



Parte I1.

Intencion:
Estudiante

Invariantes de
Acciones

Pregunta f

Pregunta g

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

M3 H1

- Las regiones sombreadas tienen la misma area.
- Elvalor del area bajo la curva en un intervalo de tamafio p es igual al valor de la integral definida sobre ese intervalo de la curva dada.
- El valor del area bajo la curva en un intervalo de tamafio p es igual a la suma de las areas de las regiones sobre el eje X, menos la suma de las areas de las regiones bajo ¢l eje X, en ese intervalo.

k L . . .
- Cuando k = 1,lacurvay = a, cos (%ﬂ t) cos (2% t), tiene area bajo la curva no nula. cuando k > 1 su area bajo la curva es 0.

- El area bajo la curva y = a, cos (%ﬂ t) sen (% t) es 0, para cualquier valor de k.

- Elareabajo lacurvay = f(t) cos (%ﬂ t) es igual al area bajo la curva y = a, cos? (27” t), en un intervalo de tamafo p.

Para la funcion y = a; Cos (Zan t) Cos (27;%" t),

segun la applet, el area bajo la curva

cuando k=m, en cualquier otro caso.

2mm

Para la funcion y = a; Cos (21{7” t) Sen (T t

el area bajo la curva en cualquier caso.

ay =§f0pf(t) Cos(#t)dt

En la primera expresion de "y" si k=m el valor del | En y cOos cos &P
ai2.1, mientras que en la diferente de k. :
segunda expresion de "y" si k=m el valor del En y sen cos
0.
)’ Ahora bien para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del
0, mientras que en la segunda expresion de
k y m son distintos 0.

nen

y" si

si m=k y 0 si m

0 para todo m y k.

H3

La funciéon que contiene el seno por el coseno
siempre tiene un a cero
en un periodo.
La funcién coseno por coseno tiene un

sim # n,
Solo cuando m = n el area bajo la curva tiene un
valor distinto de cero, mas aun, para cualquier k €

N porakg
[~
5 5 e / ALV N
= B ] TN Res U o ©/ctT
P | %
/
6

H4

Cuando k = mVk,m € Z,

el caso contrario k = m, A = 0, siendo A el are
bajo las curvas

Equipo 3

A= %’ en | [VE3]-6-|01:59:39|- Se ve en las pantallas de M3

Puesta en comun

Verbal: [VG]-6-/02:50:31]

P:
He:
P:
H3:

(Calcularon las integrales?

No ((la mayoria responde lo mismo)).
(O lo vieron con el:::

Lo vimos de ahi ((sefialando el applet)).

Equivaler

Verbal: [VG]-6-|02:53:18|

P:

M2:

Heé:
H4:

2y H3 que para responder primero manipulan el | P:
applet variando los valores de m y k.

Heé:

[VE3]-6-102:00:22]

H3:

M3:

H3:

M3:

Cuando son iguales eso, solo cuando no

A partir de eso, dice ;cual es la relacion
entre el area bajo la curva de esta
((sefialando el f(t) cos (%ﬂ t))) y el area
bajo la curva de esta ((sefialando el
a, cos? (27” t)))?

Es la misma ((varios alumnos responden
junto con ella)).

Es la misma, ;por qué?

Porque las areas se hacen cero.

Si uno los integra, se van anulando los
términos que no tienen coseno cuadrado.
O sea, todos los que no tiene coseno

cuadrado se anulan, por todo lo que ya
vimos arriba.

[VG]-6-]02:59:20]

Hablemos de esta primero, coseno por
coseno.

Si k es igual a m,
por p.

a,, sobre 2

se vale tu camote ((refiriéndose al valor | [VG]-6-/03:00:22]

de k)), ;/no? Cuando son distintas P:
siempre vale cero. H3:
Ah no ma-, a ver, dices tu que cuando son
iguales es cuando si va, hay wvalor P:
principal, ;no? No ma-, y ya (y todas H3:
valen 2.1 te has dado cuenta?

iAja:::! Valen lo mismo, entonces valen
lo mismo que la que habiamos calculado, | P:
(no? Ah, sabiendo que (incomprensible,

3) M3:

O sea, podriamos decir que, ah bueno,
pero ;y de esto? ((se refiere a las P:
funciones que son coseno por seno))

[VE3]-6-102:01:12]

H3:

M3:

Para la del coseno por seno, siempre
estan, ese siempre vale cero.
Si.

[VE3]-6-/02:05:10)

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

M3:

H3:

No hubo interaccion al responder esta pregunta.

Pero::: por ejemplo cuando k tenga un

valor mayor que 1, esto valga
exactamente a; s por p’s.
(En donde?

Aqui. (Incomprensible, 1) Cuando son
iguales, si vale lo mismo, pero estas
viendo la pura cantidad, te falta
multiplicar por la amplitud.

Pero es una constante. Cuando integras
al fina de cuentas la amplitud siempre la
sacas.

Entonces si queda (x)el coeficiente a
subindice k por p sobre 2, jno?

Pues si, es una constante esto. Acuérdate
que la, que integrar es una transformada
bilineal.

O sea, si, si, si, pero lo que digo es que
integrando coseno cuadrado de cualquier
cosa siempre te va a dar esto, p sobre 2.
No lo wacho. Eso es lo que no wacho.

M2:

P:
Heo:

‘(J)m:(’;ie) -u;' ¢'(’,:_'T,)r ‘s

LY si son distintos k y m?
((varios estudiantes responden con
él)).
Y lo vieron del:::
De ahi ((sefialando el applet))

[VG]-6-/03:01:01]

(Con este qué pasa? ((refiriéndose a las
curvas coseno por seno))

((varios estudiantes responden con
ella)).
Siempre es cero, (verdad?
estudiantes asienten con la cabeza))

((los

[VG]-6-/03:01:45|
P:

(Qué argumento utilizaron?
Lo hicimos similar a como lo hicimos
para calcular a;.

Ujt, entonces ;qué habria que hacer?
Multiplicar  por  cos (? t) ((los
estudiantes asientes con la cabeza)).
Aja. Entonces si, como que si quiero
encontrar el coeficiente de a; multiplico
por:::

El coseno.

Su respectivo coseno ((los estudiantes
asienten con la cabeza)) Entonces ¢
queda, voy a escribirlo.

)= 2y nlm(&,! ")'h‘“('—: N u‘m(gi)a \‘t-(!;‘t)., |

L.ragcof (l:ff)~ Bks«( ?%" o)t*r!“)l-.

[VG]-6-/03:02:54]

P:

M2:

P:

H3:

M2:

LY ahora?

Ahora integra todos, bueno integramos
(incomprensible, 2).

(Solo integramos asi? (3) ;o integramos
de 0 a p? ((los alumnos asienten con la
cabeza y rien)) Si, el area bajo la curva,
(verdad? Entonces seria aqui integral de
Oapde f(t)

(9) ((escribiendo en la pizarra))

If}rﬂ%‘?ﬁ e 2

.Y entonces qué pasa con estos, los que
son seno por coseno?
((varios estudiantes responden

junto con él)).
Todos dan cero, por lo anterior. ;Y los
que son coseno por coseno?

((varios estudiantes asienten con al
cabeza)).
Todos dan cero, salvo el caso de coseno
cuadrado que es el k por k, ;verdad? k



Parte I1.
Intencion:

Estudiante

Pregunta h

Intencionalidad

(Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

El calculo de a,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier ay, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2

M3

H1

Si tomamos k=0 se llega a la formula propuesta | Se puede decir que la formula de a;, es la Es mas general la tltima que la primera.

anteriormente.

generalidad y la formula

particularidad.

de a, es una

H3

H4

Equipo 3

El caso de a,, se observa que es un caso especifico | Esta necesita que se le multplique el término | [VE3]-6-/02:11:48|

de la expresion encontrada en el inciso anterior | ¢

cuando k = 0.

0s (2"—” t).
p

H3: Lo que si se vale es que es casi lo mismo,
encuentras el area bajo la curva, pero de
esta funcion. Es el area bajo la curva de
la funcién, pero multiplicada por la
funcién coseno.

M3: Si,  echémosle

convencida)).

€S0

((no

muy

[VE3]-6-|03:02:21|- Tanto M3 como H3 cambian
su respuesta después de la puesta en comun.

Las preguntas de esta parte tienen la misma intencioén que las propuestas para el calculo de a4, la idea es que utilicen argumentos similares para concluir que el valor de a;, estd dado por la féormula: % ) : f(t) cos (2711 t) dt, cuyo significado esté asociado al area bajo la curva.

Las graficas para distintos valores de k y m en
los applets.

Equivaler
La igualdad:

(o)

f) = 70 Z kcos(%t) + by, sen(%t)

Cuando k=m, la

ay, cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curvaes 0.

El area bajo la
by, cos (ZRT" t) sen
valorde k y m.

curva y=

(%t), tiene areca bajo la

curva y=

(21;%" t) es 0, para cualquier

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (21{7” t) es
igual al area bajo la curva y = a; cos? (ZRTH t),

en un intervalo de tamafo p.

Verbal/Algebraico: Para la funcion y =
2km 2mm ,

ay Cos (T t) Cos (T t), segun el applet, el

area bajo la curvaes A = ay, g cuando k =m,y

cero en cualquier otro caso. Para la funcion y =
2km 2mm 2 2

a; Cos (T t) Sen (T t), el area bajo la curva

es cero, en cualquier caso.

Equivaler
Algebraico: @ = 2 [7 £(¢) Cos (%7¢) e

K
- Cuando k = m, lacurvay = a; cos (27” t) cos

- El area bajo la curva y = by cos (ZkTH t) sen

Las graficas para distintos valores de k y m en
los applets.

Equivaler
La igualdad:

f = 70 i kcos(%t)+bksen(%t)

Cuando k=m, la

ay cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curva es 0.

El area bajo la
by, cos (2’(7" t) sen
valor de k y m.

curva y=

(?t), tiene areca bajo la

curva y=

(Zan t) es 0, para cualquier

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (Zant) es

igual al area bajo la curva y = a; cos? (ZKT" t),

en un intervalo de tamafo p.

Verbal/Algebraico: En la primera expresion de
"y" si k=m el valor del area bajo la curva es
a,2.1, mientras que en la segunda expresion de
"y" si k=m el valor del area bajo la curva es 0.
Ahora bien, para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del area baJo la curva
es 0, mientras que en la segunda expresion de "y"

si k y m son distintos el area bajo la curva es O

Equivaler
Algebraico:

K

(Zr:fﬂ t) es 0, para cualquier valor de k y m.

Las graficas para distintos valores de k y m en
los applets.

Equivaler

- 2km 2km
Z ay COoS (— t) + by sen (— t)
p p

k=1

La igualdad:
)
F© =2+

Cuando
a cos ( t)
curva no nula cuando k # m su area bajo la

curva es 0.
El area

k=m, la curva

y =
(%t), tiene area bajo la

bajo la curva y =
by, cos (— t) sen (— t) es 0, para cualquier

valor de k y m.
Equivaler
, . 2km
El area bajo la curva y = f(t)cos (T t) es

igual al area bajo la curva y = a; cos? (ZkT" t),

en un intervalo de tamafio p.

Verbal/Algebraico: Eny cos cos el area es % si

m = k y 0 si m diferente de k. En y sen cos el
area siempre es 0 para todomy k.

Equivaler
Algebraico:

2km . , . ; .
(T t), tiene area bajo la curva no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.

- Eléareabajo lacurvay = f(t) cos (Zan t) es igual al 4rea bajo la curva y = ay, cos? (% t), en un intervalo de tamaio p.

Las graficas para distintos valores de kK y m en
los applets.

Equivaler
La igualdad:
a <2k7t ) (an )
t)=—+ ) agcos(—t|+bysen(—t
f®O=- ; k » k 5
Cuando k=m, la curva y =

ay cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curvaes 0.
El area

(%t), tiene areca bajo la

bajo la curva y =
by, cos (ZRT" t) sen (21%" t) es 0, para cualquier

valorde k y m.

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (2an t) es

igual al area bajo la curva y = a; cos? (Zan t),

en un intervalo de tamafo p.

Verbal/Algebraico: La funcién que contiene el
seno por el coseno siempre tiene un area de bajo
de ella igual a cero en un periodo. La funcion
coseno por coseno tiene un area bajo la curva
igual a cero si m # n, solo cuando m = n el area
bajo la curva tiene un valor distinto de cero, mas
aun, para cualquier k € N el area bajo la curva

queda dada por a; g.

Equivaler
Algebraico:

oL

Las graficas para distintos valores de k y m en
los applets.

Equivaler
La igualdad:

f®) —70 z kcos(—t)+bksen(2p¥t)

k=

Cuando k=m, la

ay cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curva es 0.

El area bajo la
by, cos (? t) sen
valor de k y m.

curva y=

(?t), tiene areca bajo la

curva y=

(an t) es 0, para cualquier

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (? t) es
igual al area bajo la curva y = a;, cos? (% t),

en un intervalo de tamafo p.

Verbal/Algebraico: Cuando k =m Vk,m € Z,
el area es A = %, en el caso contrario k # m,

A = 0, siendo A el area bajo las curvas.

Equivaler
Algebraico: a; = %f: f(t) Cos (an t) dt.

Las graficas para distintos valores de k y m en
los applets.

Cuando k=m, la

ay cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curvaes 0.
El area

curva y=

(%t), tiene area bajo la

bajo la curva y =
by, cos (Zan t) sen (z:%n t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Verbal: [VE3]-6-02:00:22|

H3: Cuando son iguales eso, solo cuando no
se vale tu camote ((refiriéndose al valor
de k)), ;no? Cuando son distintas
siempre vale cero.

Verbal: [VE3]-6-[02:01:12|

H3: Para la del coseno por seno, siempre
estan, ese siempre vale cero.
M3: Si.

Puesta en comiin
igual m. ;Y este? ((sefialando el término
2km
a, cos (T t))).
((varios estudiantes responden
junto con ella)).
P: También da cero, ;verdad? Entonces nos
queda de este lado
(11) ((escribiendo en la pizarra))

Ma3:

: ? : H\n \
_ ' L Gy (05 | -—-*
| (i) & |

o

(Si? ((los alumnos asienten con la

cabeza))

.Y esta da?
M3: 2 ((H3 responde junto con

ella)).

[VG]-6-/03:04:22|- el profesor pregunta que falta
para dar la formula solicitada y los alumnos
indican que solo despejar y se obtiene:

P
\? = F[ART,
j ‘F((')N(zi‘"* JL = J‘GKC% (—P—--l’)
0

2] ? i u
o &) el

- asf
&

[VG]-6-/03:04:59]
M2: Es un caso particular, cuando k igual a
cero.

Las graficas para distintos valores de kK y m en
los applets.

Equivaler
La igualdad:
@ - 2km 2km
f(t) 7 Z ay Cos (T t) + bk sen (T t)
Cuando k=m, la curva y =

ay cos ( t)

curva no nula cuando k # m su area bajo la
curvaes 0.

El area bajo la
by, cos (ZRTH t) sen
valorde k y m.

(%t), tiene areca bajo la

curva y=

(27;%” t) es 0, para cualquier

Equivaler
El area bajo la curva y = f(t) cos (ZRTH t) es

igual al area bajo la curva y = a; cos? (Zan t),

en un intervalo de tamafio p.

Verbal: [VG]-6-02:59:20|

P: Hablemos de esta primero, coseno por
coseno.

Hé: Si k es igual a m, el area es a,,, sobre 2
por p.

Verbal [VG]-6-]03:00:22
P: .Y si son distintos k y m?
H3:

Cero ((varios estudiantes responden con
él)).

P: Y lo vieron del:::

H3: De ahi ((sefialando el applet))

Verbal: [VG]-6-03:01:01|
P: (Con este qué pasa? ((refiriéndose a las
curvas coseno por seno))

M3: Cero ((varios estudiantes responden con
ella)).

P: Siempre es cero, /verdad? ((los
estudiantes asienten con la cabeza))

Equivaler

Verbal: [VG]-6-03:01:45|

P: (Qué argumento utilizaron?

M2: Lo hicimos similar a como lo hicimos

para calcular a; .
P: Uju, entonces ;,qué habria que hacer?

Hé: Multiplicar  por cos( t) ((los

estudiantes asientes con la cabeza)).
P: Aja. Entonces si, como que si quiero

encontrar el coeficiente de ay
multiplico por:::

M2: El coseno.

P: Su respectivo coseno ((los estudiantes

asienten con la cabeza)) Entonces e
queda, voy a escribirlo.
0= 8o yo .‘(u v s -’») G LTI L

i) oyt )

Verbal: [VG]-6-/03:02:54|

P: (Y ahora?

M2: Ahora integra todos, bueno integramos
(incomprensible, 2).




Parte I1I.

Intencion:
Estudiante
Pregunta a

Pregunta b

Intencionalidad

(,Sobre qué
objetos lo hace?

(Sobre qué
relaciones lo
hace?

(Por medio de
qué lo hace?

Invariantes de
Acciones

El calculo de by,

Significar el calculo del coeficiente de Fourier by, a partir de la articulacion de los registros geométrico-analitico y algebraico, para validar el segundo en el primero.

M2
Para la funciéon y = by Sen (21(7” t) Sen (22:%7I t)
A= gbk cuando k=m, y
en otro caso, mientras que para la funcion

y = by Sen (? t) Cos (2:%" t)
cualquier

para

by = %fgpf(t) Sen(?t) dt

M3
En la primera expresion de "y" si k=m
b, 3.16, mientras que en
la segunda expresion de "y" si k=m el valor del
0.

Ahora bien para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del

0, mientras que en la segunda expresion de "y"
si k y m son distintos 0.

H1
b
Para y=sen sen %p Siem-

Para y=sen cos o para toda k,m.

by, =§f0pf(t)sen(?t)dt

2km

Se busca que el estudiante utilice estrategias similares a las utilizadas para calcular ay, y de esta manera concluir que b, = % f: f(t)sen (T t) dt.

Observar
Las graficas para distintos valores de k y m en los

applets.
Equivaler
La igualdad:
ao S 2kn 2kn
fl)=—+ Z ay cos (—t) + by sen (—t)
2 k=1 p p
Observar
Cuando k=m, la curva y =

K k S .
b, sen (27” t) sen (27" t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

b, sen (2’(7” t) cos (2:%" t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Equivaler
; . 2km 0
El area bajo la curvay = f(t) sen (T t) es igual
al area bajo la curva y = b, sen? (? t), en un

intervalo de tamatfio p.

Observar
Verbal/Algebraico: Para la funcion y =
b, Sen (2""—7I t) Sen (Zm—n t) el area bajo la curva es

P P
A= Sbk cuando k =m, y cero en otro caso,
y =
2km 2mm .
b, Sen (7 t) Cos (T t) es cero para cualquier.

mientras que para la  funcion

Equivaler
Algebraico:

Observar

H3
En esta ocasion, la funcién que contiene seno por
seno siempre que m # k y el
ay P cuandom = n.
2
El el caso de las funciones que contienen seno
por coseno, de nuevo, el valor del
cero en todos los casos.

b, = %J:)f(t) cos (?t)dt

Observar

Las graficas para distintos valores de k y m en los | Las graficas para distintos valores de k y m en los | Las graficas para distintos valores de k y m en los

applets.
Equivaler
La igualdad:
ao ¢ 2km 2km
f)=—+ Z ay cos (—t) + by sen (—t)
2 k=1 p p
Observar
Cuando k =m, la curva y =

k k L .
by sen (ZTH t) sen (27” t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su érea bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

by sen (ZRT’T t) cos (2:%" t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Equivaler

El 4rea bajo la curvay = f(t) sen (Zan t) es igual

, o 2km
al area bajo la curva y = b, sen? (T t), en un

intervalo de tamatfio p.

Observar
Verbal/Algebraico: En la primera expresion de
"y" si k = m el valor del area bajo la curva es
b, 3.16, mientras que en la segunda expresion de
"y" si k = m el valor del area bajo la curva es 0.
Ahora bien, para la primera expresion de "y" si k
y m son distintos el valor del area bajo la curva es
0, mientras que en la segunda expresion de "y" si
k y m son distintos el drea bajo la curva es 0.

Equivaler
Algebraico:

n2EE 144 = beP 5 bz 2 J_nr
I Z v ) ¥

Observar
applets.
Equivaler
La igualdad:
a ¢ 2kn 2km
f)=—+ Z ay cos (—t) + by sen (—t)
A P P
Observar
Cuando k=m, la curva y=

k k L .
by sen (27" t) sen (ZTH t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y =

b; sen (2an t) cos (21%" t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Equivaler
. . 2km o
El area bajo la curvay = f(t) sen (7 t) es igual
al area bajo la curva y = by, sen? (ZRTH t), en un
intervalo de tamafio p.
Observar
Verbal/Algebraico: Para y=sen sen el area es

bgp _ .
T6km. Para y=sen cos el area es 0 para toda k,
m.

Equivaler
Algebraico: by, = gfop f(t)sen (Zkf t) dt.

k k . , . ; .
- Cuando k = m, la curva y = b, sen (ZTn t) sen (27” t), tiene 4rea bajo la curva no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.

2m:

- El area bajo la curva y = b, sen (ZRT” t) cos (—n t) es 0, para cualquier valor de k y m.

14

- Elareabajo la curva y = f(t) sen (Zan t) es igual al area bajo la curva y = by, sen? (Zan t), en un intervalo de tamafio p.

applets.
Equivaler
La igualdad:
ao $ 2kn 2kn
fO)=—+ z ay cos (—t) + by, sen (—t)
2 k=1 P p
Observar
Cuando k=m, la curva y =

k k L .
by sen (27” t) sen (27” t), tiene area bajo la curva
no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y =
k .
b, sen (27" t) cos (2:%” t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Equivaler

El 4rea bajo lacurvay = f(t) sen (Zan t) es igual

, 0 2km
al area bajo la curva y = by, sen? (T t), en un

intervalo de tamatfio p.

Observar
Verbal/Algebraico: En esta ocasion, la funcion
que contiene seno por seno es cero siempre que
m # k y el area bajo la curva vale akg cuando
m = n. El el caso de las funciones que contienen
seno por coseno, de nuevo, el valor del area bajo
la curva es igual a cero en todos los casos.

Equivaler
Algebraico: by, = %f:f(t) cos (MTﬂ t) dt.

H4

Para el casode k = m,

k + mVk, meZ, A=0, donde A es el area bajo las
curvas.

en el caso en que

by =§J;pf(t) Sen(z%kt> dt

Observar
Las graficas para distintos valores de k y m en los
applets.

Equivaler
La igualdad:
a ¢ 2km 2km
flt) ==+ Z ay, cos (—t) + by sen (—t)
R P P
Observar
Cuando k =m, la curva y =

k k L .
by sen (ZTH t) sen (27” t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su érea bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

by sen (ZI‘TH t) cos (2:%" t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Equivaler
3 . 2km o
El area bajo lacurvay = f(t) sen (T t) es igual

, 9 2km
al area bajo la curva y = b, sen? (T t), en un

intervalo de tamatfio p.

Observar

Verbal/Algebraico: Para el caso de k =m, A =
b%p, en el caso en que k # mVk,meZ, A=0,

donde A es el area bajo las curvas.

Equivaler
ico: b, = 2 (P 2mk
Algebraico: by, = pfo f(® Sen( > t) dt.

Equipo 3
[VE3]-6-02:15:20|

Ma3: Ay va a ser lo mismo, seguramente va a
dar.

H3: Lo mismo, pero con seno, /no?

M3: No tiene sentido. Ay, ya sé que voy a

hacer ((se va a la Parte II pregunta f)),
porque me da weba escribir todo esto
otra vez, lo voy a copiar y después le
voy a cambiar eso.

[VE3]-6-]02:15:55]
M3: Es lo mismo, ;jno? (Incomprensible, 1)
Se ve claramente.

[VE3]-6-/01:31:06]-

1-cos(2u)

M3 identidad

y le indica a M3 que va a valer

revisa la
senu =

lo mismo (refiriéndose a lo obtenido en la Parte
10).

Observar
Las graficas para distintos valores de k y m en los
applets.

Observar

Cuando k=m, la curva

y =
k k L .

b, sen (27" t) sen (2Tn t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su area bajo la curva es 0.

El area bajo la curva y =
k .

b, sen (27" t) cos (2:%” t) es 0, para cualquier

valor de k y m.

Observar
Verbal: [VE3]-6-02:15:20|

M3: Ay va a ser lo mismo, seguramente va a
dar.
H3: Lo mismo, pero con seno, ;no?

[VE3]-6-|02:15:55]
M3: Es lo mismo, ;no? (Incomprensible, 1)
Se ve claramente.

Puesta en comun
[VG]-6-03:12:47

P: Entonces cuando k igual a m, ;entonces
?

H3: bk

P: by,

H3: Periodo p entre 2.

P: Por p entre 2. Aja, por el periodo entre
2. (Y cuando k es distinto de m?

M3: Cero.

P: Cero (y en el caso de sen por coseno?

H3:

[VG]-6-/03:13:20]- se pone en comun que el
razonamiento es similar al utilizado en la Parte 11
para calcular ay, con la diferencia de que se debe

multiplicar por sen (% t) para luego integrar de

0 a p. Al final se despeja el valor de b, para
obtener la formula solicitada.

Observar
Las graficas para distintos valores de k y m en los
applets.

Equivaler
La igualdad:
a ¢ 2km 2km
i) ==+ Z ay, cos (—t) + by sen (—t)
z & P P
Observar
Cuando k =m, la curva y =

k k L .
by sen (27” t) sen (27” t), tiene area bajo la curva

no nula, cuando k # m su éarea bajo la curva es 0.
El area bajo la curva y=

2km 2mm o
by sen (T t) cos (T t) es 0, para cualquier
valor de k y m.

Equivaler
; . 2km o
El area bajo la curvay = f(t) sen (T t) es igual
al 4rea bajo la curva y = b, sen? (ZRT" t), en un

intervalo de tamatfio p.

Observar
Verbal: [VG]-6-/03:12:47

P: Entonces cuando k igual a m, ;entonces
el area da?

H3: b

P: b,

H3: Periodo p entre 2.

P: Por p entre 2. Aja, por el periodo entre 2.
(Y cuando k es distinto de m?

M3: Cero.

P: Cero (y en el caso de sen por coseno?

H3: Siempre vale cero.

Equivaler
Verbal: [VG]-6-/03:13:20|- se pone en comin que
el razonamiento es similar al utilizado en la Parte
II para calcular ai, con la diferencia de que se

debe multiplicar por sen (? t) para luego

integrar de 0 a p. Al final se despeja el valor de by,
para obtener la férmula solicitada.



	Tarea #1. Etapa 1: Identificación de acciones
	Tarea #1. Etapa 2: Identificación de los invariantes de las acciones
	Tarea #2. Etapa 1: Identificación de acciones
	Tarea #2. Etapa 2: Identificación de los invariantes de las acciones
	Tarea #5. Etapa 1: Identificación de acciones
	Tarea #5. Etapa 2: Identificación de los invariantes de las acciones
	Tarea #6. Etapa 1: Identificación de acciones
	Tarea #6. Etapa 2: Identificación de los invariantes de las acciones

