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Introduccién

En estas paginas, se pretende obtener una visiéon de conjunto de diversos
aspectos de la problematica de cuantizacion con simetria. Desde las primeras
formulaciones sisteméticas de la mecdnica cudntica en los afios veinte de este
siglo, ha destacado el papel de los grupos de simetria de sistemas cuanticos
sencillos (y a veces no tan sencillos); uno de sus momentos culminantes fue la
formulacion de Wigner de que un “sistema cudntico elemental” no es mas ni
menos que una representacion unitaria de un grupo de simetria. De hecho, la
teoria de representaciones de grupos de Lie, desde los trabajos fundamentales de
Weyl a nuestros dias, ha sido impulsada y constantemente retroalimentada por
los problemas basicos de la mecénica cuantica.

Por otro lado, el papel de los grupos de simetria en la mecéanica cldsica no
es menos notable. Una técnica bésica para la integracion de las ecuaciones dife-
renciales de movimiento es la busqueda de “primeras integrales” que permitan
reducir el nimero de grados de libertad del sistema; y podemos obtener una de
estas “constantes de movimiento” cada vez que el sistema total admite un grupo
uniparamétrico de simetria. Si se adopta la postura de que un “sistema de la
mecéanica clasica” es el flujo de un campo vectorial sobre una determinada varie-
dad diferencial, entonces las simetrias del sistema forman la accién de un grupo
de Lie sobre esta variedad; y podemos hablar de un “sistema clasico elemental”
cuando este grupo actia transitivamente.

Habiendo formulado los papeles de grupos de simetria en sus aspectos clasico
(acciones sobre una variedad) y cudntico (representaciones matriciales u operato-
riales), sobreviene el problema de correspondencia: {cémo emparejar un sistema
de cada tipo, de modo que se pueda pasar libremente de uno al otro, conservando
las interpretaciones fisicas? El punto de vista més sano es el de postular que el
mundo es cuantico, y que la mecédnica cldsica no es mas que una aproximacién
que es permisible cuando se consideran fenémenos a escalas macroscépicas tales
que ciertos parametros, como la constante de Planck 7, pueden despreciarse. El
proceso de tomar limy_.g se conoce como “limite clasico” y es recomendable toda
vez que se tiene un sistema cuantico completamente integrable.

El problema practico es que son los sistemas cldsicos que mas facilmente se
dejan integrar en forma completa, y se hace necesario buscar, para un sistema
cldsico dado, un sistema cudntico (o mejor dicho, una familia paramétrica de
sistemas cudnticos) cuyo “limite cldsico” es el sistema inicial. Esto es, en sintesis,
el problema de la cuantizacién.

Hay varios enfoques posibles para atacar este problema. La teoria de defor-
maciones (a veces llamada “el programa de x—cuantizacién”) consiste en variar
los corchetes de Poisson en forma paramétrica, e interpretar los nuevos corchetes
como objetos cuanticos. El programa de los grupos cudnticos, hoy dia muy en
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boga, asocia al sistema cldsico una cierta dlgebra de Hopf (“coconmutativa”),
e introduce variaciones paramétricas en los generadores de esta algebra para
producir otras dlgebras de Hopf (“no coconmutativas”), cuyo estructura puede
reproducir los fendmenos usuales de la mecanica cuantica.

Para tener una teoria convincente, se debe introducir los nuevos pardmetros
siguiendo algunas reglas sistematicas, para elegir entre la profusién de posibili-
dades aquéllas que dan la cuantizacién “correcta”, que esperamos sea tnica (salvo
factores de escala); porque el mundo cudntico es como es, y no como queremos
que debe ser. Un procedimiento sisteméatico respetable es la llamada “cuanti-
zacion geométrica” , que propone —simplificando mucho el caso— interpretar un
sistema cuantico como un fibrado vectorial de cierta especie, cuyo espacio base
es la variedad diferencial del sistema clasico asociado. Desafortunadamente, el
estudio de estos sistemas requiere un aparato geométrico bastante formidable,
que hace dificil la extraccién de predicciones experimentalmente verificables.

Retrocedemos, entonces, al estudio de una subclase de problemas de cuan-
tizacion que permiten soluciones exactas. Elegimos para nuestra consideracion
solamente aquéllos sistemas —clasicos o cudnticos— que poseen tanta simetria
que el mismo grupo de simetria encierra la solucion al problema de cuantizacion.
Se puede objetar que la gran mayoria de sistemas no poseen alta simetria; pero,
como bien senala Marsden para sistemas dindmicos clédsicos [32, p. 1] los sistemas
de alta simetria son “puntos de bifurcacién” en el conjunto de todos los sistemas
dindmicos, y por ende su estudio merece atencién.

Siguiendo estos lineamientos, el desarrollo que sigue puede dividirse, como
Galia, en tres partes. Los Capitulos 1 y 2 repasan los aspectos de las teorias
de grupos de Lie y espacios de Hilbert que son relevantes para lo que sigue.
Abundan los tratados excelentes y exhaustivas sobre estos temas, y no pretende-
mos sustituirlos, sino ofrecer un mend de ejemplos accesibles de grupos y sus
representaciones antes de ir mas a fondo. Los Capitulos 3 y 4 versan sobre las
simetrias de sistemas clésicos, es decir, acciones simplécticas de grupos de Lie;
en el Capitulo 4 trazamos la conexién entre las acciones compatibles con estruc-
turas de Poisson y las extensiones centrales de algebras y grupos de Lie. Este
estudio nos conduce a definir un “espacio de fases homogéneo” como una drbita
coadjunta de un grupo de Lie, o de una extension central de él.

Los Capitulos 5 a 8 trazan el puente a sistemas cuanticos con simetria. El
ejemplo paradigmatico es la conocida regla de cuantizacién de Weyl para el espa-
cio de fases plano. Desarrollamos este ejemplo con detalle, poniendo énfasis en el
papel del grupo de Heisenberg, para llegar a una formulacién axiomatico de cuan-
tizacién covariante que fue adumbrado por primera vez por Stratonovich [42]; su
propiedad esencial, que llamamos “tracialidad”, permite calcular valores espera-
dos de observables cuanticas mediante integrales sobre el espacio de fases. En
el Capitulo 6, mostramos céomo este esquema axiomatico conduce a reformular
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la teorfa de spin como un céalculo de funciones sobre la esfera. En el Capitulo 7,
descubrimos que esta “cuantizaciéon de Moyal” sobre la esfera puede obtenerse
de los llamados estados coherentes de spin mediante un procedimiento interpola-
tivo. Finalmente, mostramos en el Capitulo 8 la generalizacién del método de
estados coherentes a la cuantizacion de sistemas cuyo grupo de simetria es un
grupo compacto semisimple cualquiera.

Hay dos Apéndices que complementan este estudio. En el Apéndice A,
esbozamos la cuantizacion de Moyal para un grupo no compacto semisimple,
SL(2,R); el espacio de fases correspondiente es el disco de Poincaré. En el
Apéndice B, desarrollamos los detalles de un algoritmo reciente para hallar co-
ordenadas candnicas sobre una érbita coadjunta de SU(n); las coordenadas asf
obtenidas permiten expresar la medida de Liouville sobre la érbita (y por ende,
la medida de Haar sobre el grupo) en una forma covariante.

Desde el punto de vista estrictamente matematico, este libro es una medi-
tacion sobre el “paradigma de Kirillov”, segtin el cual hay —o debe de haber—
una correspondencia entre las representaciones unitarias irreducibles de un grupo
de Lie y ciertas érbitas de la accién coadjunta del grupo sobre el espacio dual
de su algebra de Lie. Digo “paradigma” y no “teoria” porque la relaciéon entre
representaciones y érbitas, bien conocida ya para grupos nilpotentes y grupos
compactos, no ha sido del todo esclarecido en el caso general; y subsisten diversos
problemas interesantes en el caso de grupos infinitodimensionales.

Este libro vio la luz como un curso de posgrado en el Departamento de
Matematicas del Centro de Investigacién y Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional en México, entre setiembre de 1991 y enero de 1992. Quiero
agradecer al Dr. Guillermo Moreno la magnifica oportunidad que me brindé de
interactuar con colegas y estudiantes de dicho departamento durante una estadia
sabatica en el Centro; y a las personas que hicieron valiosas aportes al curso, en
particular a Egidio Barrera, Sastry Bhaskara, Guillermo Davila, Cesario Garcia,
Victor Martinez Olivé, Isidro Nieto y Michael Porter. Las influencias de José
Carinena y de José Gracia-Bondia, originadores de varias de las ideas aqui discu-
tidas, han pesado mucho en su desarrollo; pero, desde luego, las fallas y omisiones
que permanecen son solamente mias.

Se trata, en fin, de un libro de matemaéticas con cierto interés y aplicaciéon
fisica, y no de un libro de fisica para matematicos. Si es cierto, como ha dicho
George Bernard Shaw, que “los ingleses y los norteamericanos son dos pueblos
separados por un idioma comun”, tratemos aqui de dilucidar parte del lenguaje
comun que separa a fisicos y matematicos.

Joseph C. Vdrilly

CINVESTAYV del IPN, México, DF
Febrero 1992






1. Grupos y Algebras de Lie

Los grupos de Lie han llegado a ser el
centro de las matemdticas.

—J. Dieudonné
1.1. Grupos de Lie: definicion y primeros ejemplos

1.1. Definicion. Un grupo de Lie es un grupo G que es a su vez una varie-
dad diferencial real, de modo que el producto (g,h) — gh : G x G — G y la

L. G — G son aplicaciones suaves, es decir, indefinidamente

inversién g — g~

diferenciables.
Hay una coleccién de grupos de Lie, llamados “grupos cldsicos”, que son

grupos de matrices reales o complejos (o inclusive de cuaterniones). En todo

caso, conviene considerar la variedad subyacente como variedad real.

1.2. Definicién. Una variedad diferencial (real) de dimensién finita n es un
conjunto (mejor dicho: un espacio topolégico Hausdorff y paracompacto) M,
provisto de un “atlas” de cartas locales { (Uq, o) : o € A} donde {U, : a0 €
A} es un recubrimiento abierto de M y cada ¢o:U, — R™ es una aplicacién
continua uno-a-uno, y toda vez que U, NUg # 0, las “funciones de transicién”
q © ¢El 1 93(Ua NUB) — ¢o(Us NUg) son suaves.

Una variedad compleja de dimensién finita m tiene definicién analoga, pero
con C™ en lugar de R™ y con el requisito de que las funciones de transicién sean
holomorfas. Evidentemente, una variedad compleja de dimensién compleja m es
también una variedad real de dimensién 2m.

Se define un grupo de Lie complejo como un grupo que sea a su vez una
variedad compleja, tal que las operaciones de multiplicacién e inversién sean
holomorfas.

1.3. Ejemplos.

1. Un espacio vectorial real (finitodimensional) es un grupo de Lie abeliano,
con la operacién de suma. Un espacio vectorial complejo es un grupo de Lie
complejo abeliano.

2. R* := R\ {0}, con la multiplicacién ordinaria, es un grupo de Lie uni-
dimensional no compacto. T := {z € C : |z| = 1} es un grupo de Lie
unidimensional compacto. C* := {z € C: z # 0} es un grupo de Lie

complejo unidimensional.
3. GL(n,R) := {g € R™*": g~ ! existe } es un grupo de Lie de dimensién n?;
de hecho es el abierto det_l(RX) en R™*™, El grupo lineal especial es el
subgrupo SL(n,R) := {g € R"*" : detg =1} de GL(n,R). Andlogamente
se definen los grupos de Lie complejos GL(n,C) y SL(n,C) al reemplazar R
por C.
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1.4. Definicién. Sea d una forma bilineal simétrica no degenerada sobre R™,
es decir, d(z,y) = d(y,x) para todo z,y € R", y d(z,y) = 0 para todo y solo si
x = 0. Por el teorema de Sylvester, podemos elegir una base de R" respecto del
cual d se expresa como:

d(@,y) = T1y1 + -+ TpYp — Tp+1Yp+1 — *** — Tp+q¥ptas (1.1)
con p+ g =n (pues d es no degenerada). Definase
O(p.q) :={g € GL(n,R) : d(gz, gy) = d(z,y) para z,y € R" }. (1.2)

Si ¢ = 0, es decir, si d es definida positiva, escribimos O(n) en vez de O(n,0);
este se llama el grupo ortogonal de R™. Si en (1.2) tomamos g € SL(n,R), es
decir, si agregamos la restriccién detg = 1, obtenemos los grupos SO(p,q) y
SO(n); este dltimo es el grupo ortogonal especial de R™.

1.5. Definicién. Sea s una forma bilineal alternante no degenerada sobre R?",
(se sabe que tales formas existen solo si la dimensién es par). Entonces hay una
base de R™ respecto del cual s se expresa como:

5(x,y) = Tnp1y1 + -+ TonYn — T1Yng1 —  — Tnlon. (1.3)

Si

L 0 In 2nx2n
J = (_In 0 > eR ,

entonces dy(x,y) := s(x, Jy) es simétrica y definida positiva. El grupo simpléc-
tico de R?" se define como:

Sp(n,R) :={g € GL(2n,R) : s(gz, gy) = s(x,y) para z,y € R**}.  (1.4)

Si g — g* denota la transpuesta de la matriz g respecto de la forma simétrica d s,
tenemos que g € Sp(n, R) si y solo si d;(Jgz, gy) = dj(Jx,y) siy solosi g'Jg =
J.

Obsérvese que J € Sp(n,R) y que J? = —Iy,.

1.6. Podemos amplificar las formas d y s a formas bilineales sobre C", C2"
respectivamente, al tomar las coordenadas x;, y; complejos en (1.1) y (1.3). (Al-
ternativamente, tome d(z + iy, u + ) = d(x,u) + id(z,v) + id(y,u) — d(y,v)
si x,y,u,v € R" y andlogamente para s.) (Fijese bien que las formas amplifi-
cadas son bilineales, no sesquilineales.) Obtenemos los grupos complejos O(n, C),
Sp(n, C) al reemplazar R por C en las definiciones (1.2), (1.4). (Se puede suponer
g = 0 para d sin perder generalidad.)
Definimos también SO(n,C) := O(n,C) N SL(n,C).
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1.7. Definicién. Denotamos por ¢* el conjugado hermitico de g € C™*". (Su
entrada (4,7) es g;i.) El grupo unitario U(n) := {g € C"*" : g*g = I, } es
un grupo de Lie real (su variedad subyacente no es, en general, una variedad
compleja) que es, ademds, compacto: tenemos g € U(n) si y solo si las columnas
de la matriz g forman una base ortonormal de C", asique { g;; : 4,5 =1,2,...,n}
es acotado y cerrado en C". (Por la misma razén, los grupos O(n) y SO(n) son
también compactos.)

El subgrupo cerrado SU(n) := U(n) N SL(n,C)={ge U(n):detg=1},
el grupo especial unitario de C™, es también compacto.

1.8. Obsérvese que R" encaja en C" de modo natural, y que la forma hermitica
(z | w) := d(z,w) sobre C™ se reduce a d sobre R", ya que identificamos R"
con {z € C": z = z}. Asi tenemos O(n) = U(n) N GL(n,R) y SO(n) =
SU(n) N SL(n,R). (Esto nos da otra manera de comprobar que O(n) y SO(n)
son compactos.) También el grupo Sp(n) := Sp(n,C) NU(2n) es compacto.

1.9. El grupo SL(n,R) posee un subgrupo soluble maximal B(n,R) := {g €
SL(n,R) : g;; =0 para i > j }. Recuerde que G es soluble si la serie de subgru-
pos derivados G', G” := (G"Y, ..., G := (G~ VY ... sereduce a G = {e}
en un nimero finito de pasos; aqui G’ es el subgrupo cerrado de G generado por
los “conmutadores™: G’ := (zyz~ly~!: 2,y € G).

El subgrupo N(n,R) := {g € B(n,R) : g;; = 1 parai = j} es nilpotente.
Recuerde que un grupo G es nilpotente si la serie de subgrupos v1(G) := G/, ...,
Y (G) == (zyz~ly™ 12 € G, y € 1,-1(G) ), ... se reduce a 7, (G) = {e} en un
numero finito de pasos.

1.10. Definicién. El grupo de Heisenberg H(n) (a veces llamado el “grupo
de Heisenberg—Weyl”) es un subgrupo de N(n + 2, R) que consta de matrices de
la forma:

1 a2t
(x,y;2):= 0 I,
0 O

i SR\

con z,y € R™ z € R. Es nilpotente (con k = 2.) La variedad subyacente a H(n)
es el espacio vectorial R?"+1 asf que H(n) es un grupo no compacto de dimensién
(2n+1). La multiplicacién de matrices da la “ley de grupo” de H(n) en la forma

(@1, y1521) (T2, Y23 22) = (21 + T2, y1 + Y2521 + 22 + T1Y2).

Aqui y en lo sucesivo adoptamos el convenio de que la yuxtaposicién de dos
vectores en R™ significa su “producto interno euclidiano”:

n,n

vy =alyt F %y 2™y st = (2. 2", y=(y',...,y") ER".
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Denotamos por ﬁ(n) el grupo (abstracto) parametrizado por R?"*+1 cuyos
elementos (z,y; z) cumplen la regla

(21, Y15 21) (%2, Y25 22) := (21 + T2, Y1 + Y23 21 + 22 + 3 (21y2 — 2201)).  (1.5)
2

Esta es también una “ley de grupo” (es asociativa, posee identidad y cada ele-
mento tiene inverso). Es facil comprobar que (x,y;z) — (z,y;2z + %xy) es un
isomorfismo biyectivo de H(n) en H(n). Adoptaremos la versién (1.5) de la ley
de grupo cuando discutimos el papel del grupo de Heisenberg en la cuantizacién
de Weyl.

1.11. No todos los grupos de Lie son “grupos lineales”, es decir, subgrupos
de GL(n,R) o de GL(n,C). Una manera importante de obtener nuevos grupos
de Lie a partir de los ejemplos bésicos anteriores es la de formar productos
semidirectos de grupos conocidos. Un grupo G es un producto semidirecto
de dos subgrupos H y K si H es un subgrupo normal de G, HN K = {e} y
G = HK. Asi, cada elemento g de G se puede escribir en forma tnica como
g = hk (COH h € I’I7 ke K), y luego g192 = hikihoks = (hlklhgkfl)(klkg).
Mids abstractamente, podemos formar un producto semidirecto de dos gru-
pos dados H y K, si disponemos de un homomorfismo «: K — Aut(H), porque
podemos definir una “ley de grupo” en el producto cartesiano de H y K por:

(h1, k1) (h2, ko) = (hia(ki)[he], k1k2).

(Se verifica enseguida que este producto de pares es asociativo.) El grupo asf
formado se denota por H X, K, o simplemente por H X K si no hay am-
bigiiedad en cuanto a a. Obsérvese que (h,k)~! = (a(k~1)[h"!],k71) v que
(e, k) (h,e) (e,k)~t = (a(k)[h],e), asi que esta descripcién “abstracta” del pro-
ducto semidirecto es esencialmente a la anterior. (Al identificar h con (h,e) vy k
con (e, k), se puede considerar H y K como subgrupos de H X K cuya interseccién
es la identidad.)

1.12. Ejemplos.

1. E(n) :==R" x SO(n) es el grupo euclidiano de movimientos rigidos de R";
el grupo de rotaciones SO(n) actia sobre R” de la manera usual. La ley de
grupo es

((El, Rl) (252, RQ) = (1‘1 + Rixo, R1R2).

R™ x SO(n) es isomorfo a un grupo de matrices por (z, R) — (R x) €
R(+1)x(n+1) 0 1

2. El grupo galileano homogéneo T' es el grupo de transformaciones lineales
(t,7) — (t,vt + Rr) de R x R3, donde v € R, R € SO(3). (Se puede ver
que I' 2 E(3).) El grupo de traslaciones (¢,7) — (t + b,7 + a) de R x R3,
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junto con T, genera el grupo galileano R* x ' = R* x (R3 x SO(3)), cuyo
ley de grupo es:

(blvalavlle) (bQ,GQ,UQ,RQ) - (bl + b27a1 + R1a27v1 + Rl'UQ,RlRQ).

3. El grupo de Lorentz O(3,1) es el grupo de invariancia de la forma bilineal
(vy) := —2%° + 2y’ + 22y + 23y3 sobre R*. Al agregar las traslaciones
de R%, se forma el grupo de Poincaré P :=R* x O(3,1).

1.2. Algebras de Lie

1.13. Definicién. Un algebra de Lie es un espacio vectorial g, provisto de
un corchete bilineal (X,Y) — [X,Y] que es antisimétrico: [Y,X] = —[X,Y],y
que cumple la identidad de Jacobi:

(X, Y, Z]|+ [Y.[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0  paratodo X,Y,Z¢€g.

1.14. El lado izquierdo es una suma de tres copias del primer término, modifi-
cadas por permutaciones ciclicas de sus argumentos X,Y, Z. Tales expresiones
apareceran a menudo en lo sucesivo, y adoptaremos la notacién ) ; ;.. para
abreviarlos. Una “suma ciclica” de una expresion es la suma de todas las expre-
siones obtenidas por permutaciones ciclicas de los argumentos de la original; asi,
la identidad de Jacobi se puede reescribir como sigue:

Z [X,[Y,Z]]=0 paratodo X,Y,Z € g.

ciclica

1.15. Definicién. Si M es una variedad diferencial, sea TM := |, ), To M
su fibrado tangente, con la proyeccién natural 7:TM — M dado por 7(v) :=
r siv € T,M. Entonces TM es a su vez una variedad diferencial de modo
natural. Un campo vectorial sobre M es una seccién (suave) de 7, es decir,
una aplicacion X:M — TM tal que y +— )?y € TyM. Denotamos la totalidad
de campos vectoriales sobre M por X(M).

Ahora T, M es, por definicién, el espacio vectorial de formas lineales so-
bre C*°(M) que cumplen la “regla de Leibniz local”:

v(fg) = v(f)g(x) + f(x)v(g),  paratodo f,g€ C™(M).

Un campo vectorial es entonces una aplicacién lineal f — X f : C>®(M) —
C>° (M) que obedece la regla de Leibniz:

X(fg)=(Xf)g+f(Xg), paratodo f,g€ C®(M); (1.6)
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la funcién )A(:f se define por )Z'f(y) = )Z'yf En otras palabras, X(M) es el
espacio de “derivaciones” del dlgebra C*°(M).

1.16. Si M, N son dos variedades diferenciales y si ¢: M — N es una aplicacién
diferenciable, hay una aplicacién lineal ¢,: X(M) — X(N) dado por (¢, X)(h) :=
)A(:(h o ¢) para h € C*°(N).

En el caso de que N = M y ¢ es un difeomorfismo de M, decimos que X es
invariante bajo ¢ si qb*)? =X.

1.17. Definicién. Si G es un grupo de Lie, las traslaciones a la izquierda
Ag:h — gh son difeomorfismos de G (ffjese que (A\g)™' = A,~1 en general).
Decimos que un campo vectorial X € X(G) es invariante a la izquierda, o sim-
plemente invariante, si (/\g)*f( =X para todo g € G. Obsérvese que en ese caso,
X es determinado por )?e, ya que X, = ()\g)*)?e para todo g € G. Inversamente,
si X € T.G, la féormula X g = (Ag)+X define un campo vectorial invariante cuyo
valor en la identidad es X. Sobra decir que X — X’e es lineal; de esta manera

identificamos el conjunto de campos vectoriales invariantes sobre G con T.G.

1.18. X(M) es un &lgebra de Lie (en general, infinitodimensional). Su corchete
es dado simplemente por:

(X, Y](f) = X(Y [) - Y(X ). (1.7)

(Se verifica que el lado derecho de (1.7) cumple la propiedad de derivacién (1.6).)
Ademés, si ¢: M — M es un difeomorfismo, es inmediato de la definicién de ¢,
que @([)? ,57]) = [qb*)~( , qb,J?]. En particular, los campos vectoriales invariantes
bajo ¢ forman una subédlgebra de Lie de X(M).

1.19. Definicién. Si G es un grupo de Lie, el lgebra de Lie de G es el espacio
vectorial g := T.G, dotado del corchete inducido por (1.7) sobre la subdlgebra
de campos vectoriales invariantes. En otras palabras, si X,Y € g, sean X , Y los
campos invariantes definidos por X, := (A,). X, Yy := (Ay).Y. Como

(M)« (X, Y]) = [(Ag): X, (Ag):Y] = [X, Y],

si g € G, entonces [X' ,}7] es un campo vectorial invariante; coloque [X,Y] :=
[X,Y]. € g. Es evidente que [X, Y] depende linealmente de X y de Y, y su anti-
simetria y la identidad de Jacobi son consecuencias de las propiedades anédlogas
de X(G).

1.8. La aplicacion exponencial

1.20. Una carta local ¢,:U, — R™ de una variedad M, junto con las proyec-
ciones 7:R" — R : (a',...,a") — a’, determina, por 27 := 7/ 0 ¢, un “sistema

de coordenadas locales” x!,...,2":U, — R. La propiedad (1.6) implica que
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cualquier campo vectorial es localmente de la forma X = > iy [70/027 en U,
con fl,... fm" € C®(U,). Siv:(—€,€) — M es una curva suave, su vector tan-
gente en () es §(t) € T,y M dado por §(t)(f) := & o (fov)(s). La ecuacién
diferencial

J(t) = Xy@), 7(0)=p € Uy,

determina una tnica curva integral t — ,(t) del campo vectorial X , para —e <
t < e con € > 0; ademds, esta curva depende suavemente del punto inicial p. A lo
mejor, podemos extender la curva (hacer crecer €) al tomar otras cartas locales
amén de (Uy, ¢ ); asumimos, entonces, que el intervalo —e < t < € de definicién
de v, sea el mayor posible (no se excluye € = +00). Ahora ¢:p — ~,(t) es
un difeomorfismo sobre su dominio, y ademas ¥4 5(p) = ¥+ (¥s(p)) toda vez que
¥s(p) € Dom(¢:). Los 44 constituyen el flujo del campo vectorial X.

Si M es compacto, es Dom(;) = M para todo t € R, y entonces el flujo
de X es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos de M.

1.21. Definicién. Sean G un grupo de Lie, g su dlgebra de Lie y sea X € g.
La curva integral vx del campo vectorial invariante X € X(Q) tal que vx(0) = e
cumple 4x(0) = X, y su intervalo de definicién inicial —e < t < € se puede
prolongar en R; porque si —e < s < ¢, la curva n determinada por 7(0) = vx(s),
W) = Koy = Og)eXgmta con g = 7x(s), la cual es n(t) = yx(s)yx (t).
constituye una prolongacién de vx al intervalo s — e < t < s 4+ €. De este modo,
se obtiene una curva yx:R — G, que ademds cumple yx (s +t) = yx(8)yx (¢)
para todo s,t € R.

La curva vx asi definida es un subgrupo uniparamétrico de G, determinada
univocamente por la condicién x(0) = X € g.

Escribimos exp X := 7x(1). La construccién de yx hace evidente que
Yx (1) = vx(¢), es decir, yx(t) = exptX para todo t € R. La aplicacién
exp: g — G asi definida se llama la aplicacion exponencial del grupo de Lie G.

1.22. Ejemplo. Si G es un grupo de Lie lineal, es decir, G C GL(m,R) o bien
G C GL(m,C) para algin m € N, el espacio tangente T.G se puede identificar
con un subespacio vectorial (real) de R™*™ o de C™*™. En estos casos, la
exponencial matricial exp X := Y 7o (1/k!) X* coincide con la aplicacién expo-
nencial de G. De hecho, tenemos la férmula utilisima:

g={X eR™™ (6 C™™) :exptX € G para todo t € R},
en vista del siguiente resultado sobre exponenciales matriciales.
1.23. Lema. Si X,Y € R™*™  tenemos

1 d?

338 (exptX exptY exp(—tX) exp(—tY)) = XY - Y X.
t=0
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Demostracion: Esta igualdad se basa en la llamada formula de Campbell-Baker—
Hausdorff:

exptX exptY =exp(t(X +Y) + 13(XY - Y X)+O(t*)). (1.8)

[Aqui la notacién O(t?) de Landau significa alguna funcién F(t) tal que F(t)/t3
es acotada cuando t — 0, y por ende puede despreciarse en comparacién con t2
cuando t es pequeno.] La férmula (1.8) se obtiene del desarrollo:

exptX exptY = (I +tX + $t°X° + O(t%)) (I +tY + 5t°Y* + O(t*))
=I+HX+Y)+ (X2 +2XY +Y?) + O(#)
=T+tX+Y)+ 33X +Y)? + L2(XY - YX) +O(t)
=exp(H(X +Y) + (XY - YX) + O(#)),

yaque I + A =exp(4 — %AQ + %A3 — --+) si esta ultima serie converge. (Aqui
A=t(X+Y), y habrd convergencia si ¢ es suficientemente pequeno.)
Aplicando (1.8) dos veces, se obtiene

exptX exptY exp(—tX) exp(—tY)
=exp(t(X +Y) + $t2(XY —YX) + O(t*))
x exp(—t(X +Y)+ (XY - Y X) + O(t?))
=exp(t*(XY - YX) 4+ O(t%)).

Luego, al derivar dos veces en t = 0 y al dividir por 2, se obtiene la férmula
deseada. O

1.24. En consecuencia, XY —Y X € T.(G) toda vez que X,Y € T.G (de hecho,
podemos identificar T.G con el subespacio tangente en I,,, a la subvariedad G
de R™*™; la curva t — exptX (exponencial matricial) es un subgrupo uni-
paramétrico de G cuyo vector tangente en I, es X, asi que X — exp X es la
aplicacién exponencial de ). El corchete en g es también entonces el “conmu-
tador matricial” [X,Y]:= XY —-Y X €g.

1.25. Ejemplos.

1. Para G = GL(n,R), es g = gl(n,R) := R™*"; para G = GL(n,C), es
g =gl(n,C) := C"*".

2. Como det(exp X) = eT** para cualquier matriz X, la condicién det g = 1
para g € G se traduce en Tr X = 0 para X € g. Luego sl(n,R) = {X €
R™™:Tr X =0}, sl(n,C) = {X € C"" : Tr X = 0} son las algebras de
Lie respectivas de SL(n,R) y de SL(n,C). Como dim G = dim TG = dim g,
concluimos que dim SL(n,R) = n? — 1, dim SL(n,C) = 2n? — 2.
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3. Si X € o(n), es decir, exptX € O(n) para t € R, tenemos la identidad
d((exptX)u, (exptX)v) = d(u,v) para cualesquiera u,v € R™. Derivando
en t = 0, obtenemos la condicién d(Xwu,v) + d(u, Xv) = 0; o bien, Xt =
—X. Luego o(n) = { X € R"*" : X! = —X } = s0(n), y en consecuencia
dim O(n) = dim SO(n) = in(n — 1).

4. De igual modo, se obtiene la condicién s(Xu,v) + s(u, Xv) = 0 para X €
sp(n,R); luego dj(JXu,v) + dy(Ju, Xv) = 0. Por ende, sp(n,R) = { X €
R2n*2n . Xt ] = —JX }, y en consecuencia dim Sp(n,R) = 2n% + n.

0 a' ¢ 0 0 ab
5. LamatrizX =0 0 b |cumpleX?=[0 0 0 |yX?=0,asique
0 0 O 0 0 O

es nilpotente, si a,b € R, ¢ € R. Se nota que exptX € H(n) parat € R,
ya que en este caso exptX =1 +tX + %tQX2 en vista de X3 = 0. Luego X
es un elemento tipico del dlgebra de Lie h(n) del grupo de Heisenberg H(n)
(de dimensién 2n + 1). Visto de esta forma, tenemos

t t

1 z¥ =z 0 ¢ z—uaoy
0 I, y|=exp|0 0 Y ,
0 0 1 0 0 0
asi que exp:h(n) — H(n) es sobreyectiva. Si abreviamos X =: (a,b;c),

obtenemos la regla: para corchetes en h(n):

[(a1,b1;c1), (az, ba; c2)] = (0,05 arby — azby).

1.4. Relaciones de conmutacion

1.26. Sea g un dlgebra de Lie de dimensién n. Elegimos una base {X1,...,X,}
para el espacio vectorial g. Como (X,Y) — [X,Y] es una forma bilineal, para
determinar el corchete basta calcular los corchetes bésicos [X;, X;]; obtenemos

(X5, X5 = ki X,
k=1

donde los nimeros reales cfj se llaman constantes de estructura de g.
Las constantes de estructura obedecen las relaciones

ko k
Cji = —Cij
n
k m k m k. m __
E CijCrl + CiiCr; + ey =0, (1.9)

k=1
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debido a la antisimetria del corchete y a la identidad de Jacobi, respectivamente.
Inversamente, cualquier coleccion de ntimeros reales {cfj ci,5,k=1,2,...,n}
que obedece (1.9) determina un &dlgebra de Lie de dimensién n.

1.27. Ejemplos.

1. Un &lgebra de Lie de dimensién 1 es necesariamente abeliana (es decir,
[X,Y] = 0 para todo X,Y) ya que c}; = —c}; implica ¢}; = 0. En este
caso, g = R, y hay un solo dlgebra de Lie unidimensional, hasta isomorfismo.
Obsérvese, sin embargo, que hay varios grupos de Lie unidimensionales no
isomorfos: R* (no conexo), T (conexo y compacto pero no simplemente
conexo) y R (conexo y simplemente conexo, pero no compacto). T y R
poseen el mismo algebra de Lie porque R es el grupo recubridor universal
de T mediante el homomorfismo ¢ — .

2. Hay dos élgebras de Lie de dimensién 2: R? (abeliano) y m(1) := { (§ ¥) :
x,y ER};si Xy = ((1) 8), X5 := (8 (1)), la tinica relacién de conmutacién no
trivial es [X1, Xso] = Xo.

3. En dimensién 3, tenemos R? (abeliano) y m(1) @ R. Ademés tenemos 4
nuevas dlgebras de Lie h(1), ¢(2), su(2) y sl(2,R), determinadas por:

h(1) : base {X,Y,T}: [X,Y]|=T, [I,X]=0, [T,Y]=0;
¢(2) : base {J, P, P} : [J,Pi]=P, [J,P]=—-P, [P,P]=0;
su2): base {X,Y,Z}: [X,Y]=2, [V,Z]=X, [Z X]=Yi.10)
5[(2,R) : base {X,Z,W}: Z,X|=Ww, W, Z]=-X, [W,X]|=2Z

Unos grupos de Lie tridimensionales que les corresponden son, respectiva-
mente, H(1); E(2); SU(2) 6 SO(3); SL(2,R) 6 SU(1,1) o bien SO(2,1).

Es conveniente tener presentaciones explicitas de estas bases. Si £;; denota
la matriz 3 x 3 con entrada (i, j) igual a 1 y las demds entradas cero, la base
de h(1) es dada por X = Eq9, Y = Eas, T = Eq3. La base de ¢(2) es dada
por J = Es; — E1, P = E3, P, = E»3. Para su(2), una base conveniente

i (0 1 1/0 -1 i1 0
X_§<1 o)’ Y‘§<1 0)’ Z‘i(o —1)'

Para sl(2,R), podemos tomar:

1/0 1 1(1 0 1/0 1
X_§<1 o)’ Z‘i(o —1)’ W_§<—1 0)' (111)

€es:



GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 15

1.5. Complexificacion

1.28. Uno de los teoremas fundamentales de la teorfa de grupos de Lie (que
no mostraremos aqui, pero vea [45, Teorema 3.15.1], por ejemplo) es el “tercer
teorema fundamental de Lie”, que dice que cada dlgebra de Lie real [respec-
tivamente, compleja] de dimension finita es el dlgebra de Lie de un grupo de
Lie G real [respectivamente, complejo] que es conexo y simplemente conexo; y
este grupo G es unico hasta isomorfismo.

En los ejemplos anteriores de dimensién 3, los grupos SO(3) y SO(2,1) no
son simplemente conexos; y SL(2,R) = SU(1,1).

1.29. Definicién. Si g es un &lgebra de Lie, X € g, definimos ad X € £(g) por
(ad X)Y := [X,Y]. La identidad de Jacobi entonces muestra que

ad([X, Z]) = (ad X)(ad Z) — (ad Z)(ad X)

en £(g), asi que ad: g — £(g) es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Si g es
finitodimensional, definase la forma de Killing de g por

B(X,Y) :=Tr[(ad X)(ad Y)].
Es obvio que B es una forma bilineal simétrica sobre g, y que
B((ad Z2)X,Y) = -B(X, (ad 2)Y)

para X,Y, Z € g. Se dice que g es semisimple si B es una forma no degenerada.
Por ejemplo, su(2) es semisimple ya que B(X,X) < 0 para todo X € su(2).
(La negatividad de la forma de Killing es caracteristica de grupos compactos
semisimples.)

1.30. Definicién. Si g es un algebra de Lie real, el espacio vectorial complejo
¢ :=g®r C (= “g@ig”) es un algebra de Lie complejo, llamado la complexifi-
cacion de g.

Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Una complexificacién de G
es un grupo de Lie complejo GC, cuya algebra de Lie es g€, tal que G sea un
subgrupo de Lie real de G©.

1.31. Ejemplos.
1. GL(n,C), SL(n,C), O(n,C), SO(n,C), Sp(n,C) son complexificaciones de
GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R), Sp(n,R) respectivamente.
2. C* es una complexificacién de R*; también es una complexificacion de T.
Las algebras de Lie de estos dos grupos reales son R e iR respectivamente,
como subespacios reales de C.
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3. El algebra de Lie de U(n) es u(n) := {X € C"*" : X* = —X }; entonces
wun) ={Y eC™ :Y* =Y}, yun)@rC :=un) ®iun) = gl(n,C).
Luego GL(n,C) es una complexificacién del grupo compacto U(n).

4. De modo similar, los grupos SL(n,C) y Sp(n,C) son complexificaciones de
los grupos compactos SU(n) y Sp(n) respectivamente.

5. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces U(N) contiene un subgrupo
isomorfo a G si N € N es suficientemente grande; podemos suponer entonces
que G C U(N). Si G es conexo, podemos tomar G¢ := exp(g @r C),
donde exp denota la exponencial matricial en CV*V. Se puede mostrar que
cualquier otra complexificacién del grupo compacto conexo G es isomorfo
a GC, y as{ podemos hablar de “la” complexificacién de G.

1.6. Grupos infinitodimensionales

1.32. Las consideraciones anteriores se aplican, sobre todo, al caso de un grupo
de Lie de dimension finita. Buena parte de la teoria es aplicable a grupos de
dimensién infinita también. En el caso infinitodimensional, falta precisar el
concepto de “variedad diferencial” y “funcién suave”. Lo que hay que aclarar es
la nocién de diferenciabilidad de una funcion f: U — F, donde U C FE es abierto
y donde E y F son espacios vectoriales reales, de dimensién posiblemente infinita.
Si la derivada direccional D, f se define como D, f(x) := limp_o(f(z + hv) —
f(x))/h, decimos que f es diferenciable en U si (x,v) — D, f(x) existe y es
continua como funcién de U x E en F. Esta condicién de continuidad conjunta
(que es bastante exigente en espacios infinitodimensionales) permite desarrollar
el calculo diferencial usual con su regla de cadena, etc. [26].

La existencia de una teoria adecuada de variedades diferenciales infinitodi-
mensionales nos permite considerar grupos de Lie G cuyas dlgebras de Lie T.G
son espacios vectoriales infinitodimensionales. Cabe notar, sin embargo, que
ahora el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordi-
narias no estd disponible, y la existencia de la aplicacién exponencial estd en
entredicho. Esta circunstancia nos obliga a buscar ejemplos cuya aplicacion ex-
ponencial existe de antemano.

1.33. Si G esun grupo de Lie finitodimensional, el grupo de lazos LG es { v: St —
G suave }, donde S! es el circulo T considerado como variedad (olvidando su es-
tructura de grupo). El producto de LG es “composicién puntual”: (y172)(0) :=
v1(0) v2(#). La identidad es evidentemente el lazo constante () = e. El dlgebra
de Lie de LG es Lg := { &:S! — g suave }, que es un espacio vectorial infinitodi-
mensional. Con la topologia de convergencia uniforma de £ y de sus derivadas
d™¢/d0™, Lg es un espacio de Fréchet [38]. La aplicacién exponencial es (por
definicién) la exponencial “puntual”, es decir, (exp &)(0) := exp(&(6)). Definimos
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la topologia de LG al declarar (a) que cada traslacién v — 71y sea un homeo-
morfismo (y de hecho, serd un difeomorfismo); (b) que un sistema de vecindades
basicas de € es formado por los Vi := {&:S! — exp(U) }, donde U C g es una
vecindad abierta de 0 tal que exp: U — exp(U) C G sea una biyeccién. Con esta
topologia, la aplicacion exp: Lg — LG es automaticamente continua.

El estudio detallado de grupos de lazos es una herramienta poderosa para in-
vestigar sistemas fisicos con un nimero infinito de grados de libertad; y también
establece conexiones sorprendentes entre varios aspectos de andlisis y topologia.
Remitimos a la monografia [37] para una introduccién a este tema de actualidad.
Aqui nos limitaremos a grupos de simetria finitodimensionales: pero los métodos
aqui resenados pueden explotarse con provecho en algunos casos mas complejos.



2. Espacios de Hilbert y Representaciones de Grupos

jCaballeros! Ain queda mucho lugar en
el espacio de Hilbert!

—S. MacLane
2.1. Operadores sobre espacios de Hilbert

2.1. Definicién. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial complejo
con un producto interno (z,y) — (x| y), que es completo respecto de la norma
inducida. Adoptamos el convenio de que (z | y) es antilineal en x y lineal en y;
la norma es ||z|| := /(z|z). Siempre asumiremos que H es separable en la
topologia de la norma (posee un conjunto numerable denso), o equivalentemente,
que H posee una base ortonormal numerable.

2.2. Recordemos las propiedades principales de los espacios de Hilbert. Si { ey :
k € J} es una base ortonormal de H, donde el conjunto indice J es N, Z

6 {1,..., N} segun el caso, tenemos la igualdad de Parseval:
21> =" Kex | 2)I%,
keJ

lo cual permite desarrollar x € H en una “serie de Parseval”:

x = Z(ek | ) ex

keJ

(donde esta tiltima serie converge en la norma de H.) Luego, una corresponden-
cia ey — e entre bases ortonormales de dos espacios de Hilbert H y H’ (que
poseen bases ortonormales de la misma cardinalidad) se extiende por lineali-
dad y continuidad a un operador unitario (es decir, una isometria sobreyectiva)
U:H — H'. (Un operador V:'H — H' es una isometria si (Vz | Vy) = (x| y)
para todo x,y € H.)

Si M < H es un subespacio cerrado, su complemento ortogonal

M+ :={yecH:(y|z)=0, para todo z € H}

es un subespacio cerrado con M+ N M = {0}. Ademds H =2 M & M+, donde el
lado derecho es la “suma directa de espacios de Hilbert”; esto significa que cada
vector en H se expresa de manera tinica como z+vy, conz € M yy € M+, y que
ademds vale || z+yl|? = ||z||>+||y||?. Sise define Py;: H — H por Py (z+y) := ,
entonces Py es el proyector ortogonal con rango M.

2.3. Un operador lineal T: H — H es acotado si hay M > 0 tal que ||Tz| <
M]||z|| para todo x € H. El menor M posible es la norma del operador T,
denotado por:

T :=inf{M >0:||Tz|| < M|z|, Ve € H} =sup{||Tz| : |lz]| <1} (2.1)

18
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La condicién |T|| < oo es equivalente a la continuidad del operador lineal T’
denotamos por L(H) el espacio normado (pues T' — ||T'|| es de hecho una norma)
de operadores acotados. L£(H) es un espacio de Banach, es decir, es completo
en la norma (2.1), es un &lgebra bajo composicién de aplicaciones lineales, y
satisface

1ST) < ISIHIT)I para todo S, T € L(H).

Ademds L(H) posee una involucién T' — T™*, determinado por
(T"y | z) = (y | Tx),

que es una involucion isométrica: (T + 3S)* = aT* + BS* sia, B € C, (T*)* =
T,(TS)*=S5*T"y ||T*|| = ||T||. Resumimos todas estas propiedades algebraicas
al decir que L(H) es un dlgebra de Banach involutiva.

El operador T* se llama el adjunto de T. Obsérvese que su existencia se
debe al teorema de Riesz, que dice que cada forma lineal y continua sobre H
es © — (z | z) para algin z € H; la continuidad de z — (y | Tx) se debe a la
desigualdad de Schwarz: [{(y|Tz)| < |lyll ITz| < (IT|I Iyl llz]], v la consiguiente
continuidad y linealidad de y — z dice que z = T*y para cierto elemento T*
de L(H).

De estas consideraciones obtenemos otra férmula 1til para la norma de un
operador:

1T = sup{ | (g Ta)] s all < 1, [lgll < 1}. (2:2)

El élgebra de Banach involutiva £(H) posee otra propiedad importante:
|T*T| = ||T)?, para todo T € L(H), (2.3)

como consecuencia inmediata de (2.2). Un &lgebra de Banach involutiva que
cumple (2.3) se llama una “C*-dlgebra”.

2.4. Llamamos la atencién sobre tres clases especiales de operadores en L£(H):

1. Operadores unitarios: U € L(H) con U*U = UU* = I. Tales U son
isométricos (ya que (Uy|Uz) = (y|U*Ux) = (y|z) en general) e invertibles, con
U~ = U*. Los operadores unitarios forman un grupo de Lie U(H), isomorfo
a U(n) si dimg H = n e infinitodimensional si dim¢ H = oo.

2. Proyectores ortogonales: P € L(H) con P2 = P = P*. Si M es un subes-
pacio cerrado, Py es de esta clase, porque P?(z +y) = P(x +0) =z siz € M,
yeM*, y (Py(z+y)|a +y) = (@ +yla) = (x]|2) = (@ +y | Pu(a’ +y')) si
x,2' € M, y,yy € M+. Inversamente, un proyector ortogonal P es de la forma
Py con M = PH.

3. Operadores positivos: A € L(H) con A = B*B para algin B € L(H).
Obsérvese que A* = A porque (B*B)* = B*B** = B*B. Se ve que (z | Az) =
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(z | B*Bx) = (Bz | Bz) = ||Bz|* > 0. Inversamente, A es positivo si y solo si
(x | Az) > 0 para todo z € H. Ademads, se puede elegir B de manera tnica tal
que B? = Ay B sea también positiva, en cuyo caso B se llama la raiz cuadrada
positiva de A, y se escribe B =: A2,

2.5. Definicion. Hay una cuarta clase de operadores de importancia, que son
los operadores de la clase de Hilbert—Schmidt. Sea {e; : k € J} una base
ortonormal de H; se dice que T' € L(H) es de clase de Hilbert—Schmidt, escrito
T € Lo(H), si Y ey ITex|* < co. No es dificil comprobar que esta definicién
no depende de la base elegida: si {eg}ren, {ur}ren son dos bases ortonormales
de H, la igualdad de Parseval muestra que las tres series

o0 o0 o0
SITed? Sl Te)P. ST
k=0 k=0 k=0

o bien divergen o bien convergen a la misma suma. Se puede verificar que || 7|2 :=
VS, TTer]FE define una norma tal que |Tll2 = [I7*]l2 y [RT]l2 < |1R] [Tl
ITR|2 < ||IT|l2||R|| para T € L2(H), R € L(H). De ahi resulta que Lo(H) es
un ideal (no cerrado) de L(H), es decir, si T' € L3(H) y R € L(H), entonces
RT, TR € Lo(H) también. Ademds, L£2(H) es a su vez un espacio de Hilbert,
bajo el producto interno (S| T) := Y, . ;(Sex | Tex); tenemos (T | T') = ||T||3 >
IT||, pero usualmente no hay igualdad.

2.6. Definicién. La traza de un operador positivo A es

TrA:= (ex|Aex) € [0,00], (2.4)

keJ

y se dice que A es trazable si y solo si Tr A < oo. Obsérvese que T € Lo(H)
si y solo si T*T es trazable. La serie (2.4) para Tr A converge absolutamente,
aunque A no sea positivo, toda vez que (A*A)l/2 sea trazable. La clase de traza
es L1(H) :={ A€ L(H) : Tr((A*A)/?) < 00}, la cual es también un ideal (no
cerrado) de L(H), y resulta que £1(H) C L2(H); de hecho, A € £;(H) si y solo
si A = BC con B,C € L3(H). Se verifica la férmula (S| T) = Tr(S*T) para
S, T € Lo(H).

2.7. Un operador de rango uno sobre H es de la forma z — (y | z)x para un par
de vectores x,y € H (como consecuencia del teorema de Riesz). Denotaremos
este operador por |z){y|. Obsérvese que |z){y|* = |y)(z| y que Tr[|z)(y|] = (y|z).
Si ||z|| = 1, entonces |z){z| es un proyector ortogonal.

2.2. Ejemplos de espacios de Hilbert
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2.8. Los ejemplos més cotizados de espacios de Hilbert son espacios de funciones.
Destaca el ejemplo

L*(R") := { f:R" — C medible : ||f|*> = / If(2)]? d™x < 00},
]Rn
donde d"z denota la medida de Lebesgue en R™. En general, si ;1 es una medida
(boreliana, regular) sobre un espacio localmente compacto X, entonces L (X, dju)
denota el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable sobre X. El
producto interno de dos elementos de L?(X,du) es

(f1g) = /X F@)a(x) du(z).

Otros dos ejemplos importantes son L?(St, % df) y L*(S?, ﬁ sen 6 df do).

2.9. Otra clase de ejemplos aparece cuando X es una variedad compleja y H
es un subespacio de L?(X,du) que consta de funciones holomorfas sobre X.
El ejemplo mejor conocido es el llamado espacio de Bargmann [4], que es el
subespacio F(C") de L?(C", du(z)), cuyos elementos son funciones holomorfas
enteras f:C" — C tales que

I191= [ @R e =7 [ 1Pz < .
(Aqui dz := dzy ...dx, dy; ...dy, denota la medida de Lebesgue sobre C™).
La medida du(z) := 7"~ 1" dz se llama la medida gaussiana (normalizada)
sobre C™. La constante 7~ garantiza que ftcn 1du(z) = 1. Se puede comprobar
que sus funciones enteras forman un subespacio cerrado de L?(C",du), asi que
F(C™) es un espacio de Hilbert.

2.10. Hay que conocer bases ortonormales especificas de estos espacios de Hil-
bert de funciones. Si H = L?(R), la base ortonormal méds manejable es dado por
las funciones de Hermite:

2

ho(t) := 2720 ARl Hy (e 20, Hy(t) = (—1)”et2d—

s (e7").

Aqui H,, es el polinomio de Hermite de grado n. Vale la pena notar que los H,, (y
también los h,,) son funciones pares o impares segiin n sea par o impar, lo cual es
evidente de la dependencia de las férmulas de t? y de las propiedades elementales
de la derivada. Luego hy(—t) = (—=1)"h,(t). Las funciones de Hermite poseen
la propiedad importante de ser autofunciones de la transformacién de Fourier:

Fhizx) = \/Lz_w /R e "Th(t) dt,
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ya que
Fhy =1i"hy, para todo n € N. (2.5)

Se sabe que F es un operador unitario en L?(R) (teorema de Plancherel), y que
F* =T en L(L*(R)). Luego (2.5) muestra que sus cuatro autovalores 1,i, —1, —i
tienen multiplicidad infinita.

2.11. Una base ortonormal de L2(S!) (con la medida de Lebesgue normalizada
df/27) es dado por las funciones exponenciales e, () := € para n € Z. El
desarrollo de Parseval f =3 (e, | f)en es en este caso la serie de Fourier
de f. (La igualdad de Parseval garantiza que la serie de Fourier de una funcién
en L%(S!) converge a dicha funcién en medio cuadrado, pero no asegura nada
acerca de la convergencia puntual. Sin embargo, hay un teorema de Carleson que
afirma que la serie de Fourier de una funcién de cuadrado integrable converge a
esa funcién casi por doquier.)

2.12. Una base ortonormal de L?(S?) (con la medida sen @ df d¢/47) es dado
por los arménicos esféricos

i (0.0) 1= (—i)™ | U Py cos ) e,
donde P™ es la funcion asociada de Legendre:

(_1)l+m 2\m/2 dl—i—m
g o)

P (z) = (1—z?)..

(Fijese que P/™(cos#) es un polinomio en cosf y senf.) Aqui el rango de los
indicesesl e Ny m € {-l,-1l+1,...,1—1,1}. Es Yoo = 1 (funcién constante
sobre S?). Ademds Yjo(6, ¢) = P(cos®), donde

(-1)! d! .
5 g )

P(z) :=

es el polinomio de Legendre de grado [. Los Yy son las llamadas “funciones
esféricas zonales” sobre S2.

2.13. Para F(C), una base ortonormal consta de los “monomios” { z¥/Vk! : k €
N1. En F(C"), los 2*/vk! también forman una base ortonormal, donde los k

son “multifndices” en N”, con z* := zflzé” cozkny k=R Vha! k)

2.14. Un ejemplo parecido es H = H?(ID), el espacio de funciones holomorfas
eneldiscoD={zeC:|z] <1} con |f[*:=7"" [, |f(2)]?dR(z)dS(2) < .
Aqui una base ortonormal es dado por los monomios { z¥/vk +1:k € N},

2.8. Nicleos reproductores
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2.15. Definicién. Un concepto importante en la teoria de espacios de Hilbert
es el de un ntcleo reproductor. Si H < L?(X, du) posee una base ortonormal
de funciones {ej }re.s, definase la serie formal

I(z,y) = Zek(x) er(y). (2.6)

keJ

Se puede mostrar que el lado derecho no depende de la base ortonormal elegida,
y tenemos, para f € H:

/X 1, 9) f() duty) = 3 en(a) ens f) = F(2). (2.7)

keJ

Las tdltimas féormulas deben tomarse cum grano salis en general, porque la con-
vergencia de la serie de Parseval debe entenderse como convergencia en media
cuadrética, mientras que la convergencia indicada en (2.6) es la convergencia
puntual (o casi por doquier) de funciones. Sin embargo, hay varios casos en
donde estos dos tipos de convergencia son compatibles; por ejemplo, cuando H
es finitodimensional o cuando consta de funciones holomorfas.

Para el caso H = F(C"), una aplicacién de la desigualdad de Schwarz a la
serie de Taylor de f € F(C) muestra que

|f(2)] Se%‘z‘2||f|| para todo z € C.

Por ende, f +— f(w) es una forma lineal continua sobre F(C), y (por el teorema
de Riesz) hay un elemento e,, € F(C) tal que f(w) = (ey, f) para cada w € C.
Ahora tenemos

I(z,w) := — 2t = e, para todo z,w € C".

Esta funcién es holomorfa en z y antiholomorfa en w. Tenemos entonces que

1 _
— ez“’f(w)e_“”l2 dw = f(z) para todo f € F(C"),
™ cn
lo cual es un cdlculo directo para f(z) = 2™; el caso general puede obtenerse
(con cierto cuidado con intercambios de sumas e integrales) de la serie de Taylor
de f. Se ve que e,(z) = e*™.
En el caso H = H?*(D), obtenemos

- 1
I(z,w) := Z 1 2P P = log(1 — 2w), para todo z,w € D.
k=0
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Este ntcleo reproductor proporciona la férmula conocida
1
— // f(w) log(1 — zw) dRw dSw = f(z).
TJJD

2.16. Cuando H = L?(R), la serie (2.6) es I(z,y) = > pe hr(z) hi(y) (no se
requiere conjugacién compleja pues las funciones de Hermite son reales). Esta
serie es divergente, pero es sumable en el sentido distribucional y su suma es la
distribucién §(z —y) en D'(R?) cuyo soporte es la diagonal y = z. Esto se ve de
la conocida férmula distribucional:

/R 5z — ) f(y)dy = f(z).

Concluimos que aun cuando la serie (2.6) es divergente, es util considerar un
ntcleo reproductor como una distribucién en X x X que cumple (2.7).

2.4. Representaciones unitarias de grupos de Lie

2.17. Definicién. Ahora sea G un grupo de Lie. Una representacién uni-
taria de G es un homomorfismo m: G — U(H), donde H es algin espacio de
Hilbert.

Si m1: G — U(H1), m2: G — U(Hs2) son dos representaciones de G, se dice
que un operador (lineal, continuo) A: Hy — Ho entrelaza m; y o si

Ami(g) = m2(g9)A, para todo g€ G. (2.8)

Se dice que m y 72 son equivalentes, escrito m; ~ g, si existe un opera-
dor invertible que los entrelaza, y que son unitariamente equivalentes si hay
un operador unitario que los entrelaza. Sucede que dos representaciones uni-
tarias equivalentes son de hecho unitariamente equivalentes (si A es un operador
entrelazante invertible, el operador U := A(A*A)~'/? es un operador unitario
entrelazante). En este caso, hay un isomorfismo unitario U: H; — Ha tal que

Uri(g) U™ = ma(g), para todo g € G. (2.9)

Sim = mysi A€ L(H) cumple (2.8), decimos que A conmuta con la
representacion .

La dimension de una representaciéon m: G — U(H) es d(w) = dimH; es
obvio que d(m) = d(m2) cuando 71, T2 son equivalentes, porque un isomorfismo
unitario U: H1 — Ho lleva una base ortonormal de H; en una base ortonormal
de Hg.

2.18. Definicién. Sea G un grupo de Lie, m: G — U(H) una representacién
unitaria. Un subespacio invariante para 7w es un subespacio cerrado K de H
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tal que 7(g)K C K para todo g € G. Como cada 7(g) es unitario, tenemos
7(g7) = m(g)~* = m(g)*, la restriccién g — m(g) | K es una representacion de
G sobre K, es decir, una subrepresentacion de w. También,

(m(g)y|z) = (y|m(9)"x) =(y|n(g Nz)=0 si zek, yeck",

ast que 7(g)K+ C K*: tenemos 7 = (7 | K) @ (7 | £1). Si {0} # K # H,
decimos que 7 es reducible. Por el contrario, si los inicos subespacios invariantes
de 7 son los subespacios triviales {0} y H, decimos que 7 es irreducible.

2.19. Lema de Schur. Sean 71, w3 dos representaciones unitarias irreducibles
de un grupo de Lie G, y sea A:Hy — Hs un operador que las entrelaza. Si
w1, T son inequivalentes, entonces A = 0. Si m; ~ mg, todos los operadores
entrelazantes son proporcionales. Si my = m, entonces A = Al para algun
AeC.

Demostracién: Consideramos los subespacios cerrados ker A € Hi, AH1 C He.
Si Az = 0, entonces Ami(g)r = ma(g)Axz = 0, asi que ker A es un subespacio
invariante de Hy. Ademds, m2(g)(Az) = A(m2(g)z) para todo z € H;, asi que
AH; es un subespacio invariante de Hs. Si 7 o o, A no puede ser invertible, asi
que o bien ker A # {0} o bien AH; # Ha. Luego ker A = H; o bien AH; = {0};
en ambos casos, A = 0.

Si 7y ~ ma, entonces hay U:H; — Ha tal que vale (2.9). Debemos mostrar
que cualquier A que cumple (2.8) es de la forma A = AU para algin A € C, o lo
que es lo mismo, que AU~ = M. Para ese efecto, podemos entonces suponer
que m; =7y y que U = 1.

Supongamos primero que A posee un autovalor u € C. Entonces ker(A— )
es un subespacio no cero, y es invariante porque

Az = pr = Am(g9)z = m(g9)Ax = umi(g)x.

Luego ker(A — pl) = Hy, asi que A = ul.

Ahora Ami(9) = m(9)A = m(g HA* = A*mi(g7!) al tomar ad-
juntos, asi que A* conmuta con 7; también. Luego A = A; + iA; donde
Ay = (A" + A)/2, Ay = (A* — A)/2i son autoadjuntos y conmutan con 7.
Basta entonces suponer que A es autoadjunto. Ahora, si dimH; es finito, cada
operador autoadjunto posee un autovalor, y hemos terminado. Si dim’H = oo,
A* = A, entonces —por el teorema espectral— tenemos A = fR tdE4(t), v las

proyectores espectrales P’ := f; dFE 4(t) son proyectores ortogonales que conmu-
tan con cualquier operador que conmuta con A (en particular, con cada 71(g));
luego cada PPH; es un subespacio invariante, y por ende P2 = 0 6 I para todo
a < b. Eso solo es posible si hay un A € R tal que P’ = I cuando a < A < b,
P? = 0 si no; en cuyo caso A = \I. O
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2.20. Ejemplo. Si G es un grupo conmutativo, cada representacién unitaria
irreducible es unidimensional. Esto es una consecuencia inmediata del lema de
Schur, ya que 7(g)n(h) = n(gh) = w(hg) = w(h)7(g) para todo g,h € G implica
que w(h) = A(h)I para todo h € G; si © # 0 en H, entonces el subespacio
unidimensional Cz es invariante, asi que Cz = H.

2.21. Ejemplo. Tome G = SU(2). Hay una representacién unitaria irre-
ducible obvia, la “autorepresentaciéon” sobre C? dado por la inclusién SU(2) —
U(2) = U(C?). También hay una representacién trivial g — 1 € T = U(C).
Se obtienen otras representaciones finitodimensionales como sigue. Tome j €
{0, %, 1, %, 2,...} (es decir, 2j € N) y sea H, el espacio vectorial de dimensién
2j 4+ 1 de polinomios homogéneos de grado 2j en dos variables complejas:

2j
. k_2i—k .
H,; :{E ck2y 2y’ .CO,Cl,...,CQjEC}C(C[Zl,ZQ].
k=0

. . 2j—k
Dotamos H; del producto interno respecto del cual los monomios 2§25’ " forman

una base ortonormal. La representacién unitaria m; sobre H; se define por:

7 (_0‘6 g) L 20 22TF s (2 + Ba)F(— B + az) PR (2.10)
La ecuacién aa+33 = 1 implica que los polinomios del lado derecho de (2.10) son
ortonormales, y por ende esta representacién es unitaria. Se puede comprobar
por célculo directo que los tnicos operadores en £(7;) que conmutan con m; son
los escalares, asi que 7; es irreducible. Estas representaciones son inequivalentes,
ya que sus dimensiones d(m;) = 2j +1 son distintas. También es posible verificar
que cualquier representacién unitaria irreducible de SU(2) es de dimensién finita
(esto ocurre para cualquier grupo de Lie compacto) y que es equivalente a 7, si
su dimension es 25 + 1.

2.22. Ejemplo. Tome G = H(n). Si g = (a,b;¢) € H(n), el subgrupo Z =
{(0,0;¢) : c € R} es el centro de H(n) y H(n)/Z = R?*". Si x,y € R", la repre-
sentaciéon unidimensional (a,b) — eila’z+b'y) el grupo aditivo R?” proporciona
una representacién unitaria irreducible p,, de H(n) que es unidimensional y es
trivial sobre el centro Z:

pay(a,b; ) := €@ T,

Hay otra clase de representaciones, no triviales sobre Z, que son infinitodimen-
sionales: tome H := L*(R") y tome h # 0 en R. Entonces

[ (a, b; )] (z) = ei(cfbt””)/hw(x —a) (2.11)
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es una representacién unitaria irreducible de H(n) sobre L?(R™). Las representa-
ciones para distintos valores de h son inequivalentes.

2.23. Ejemplo. El grupo no compacto SU(1,1) posee varias familias (llamadas
“series”) de representaciones unitarias irreducibles. Exhibimos la llamada “se-
rie discreta holomorfa” (también hay una serie discreta antiholomorfa, una serie
principal y y una serie suplementaria). Tomemos el disco de Poincaré D :=
{¢eC: [l <1}, yparak € {1,3,2,3,..} sea Hy, := L*D,d)\) con
d\e(¢) = ((2k — 1)/7)(1 — [¢]?)?*~2 dR¢ d3¢. El grupo SU(1,1) acttia sobre D
por transformaciones de Mébius:

<a ﬁ)K%—?C+ﬂ

g a B¢ +a’
y entonces
(0‘ 6>1 (] = ac—p
B a B+ a’

La representacién 7y, de SU(1, 1) se define por

w (G D)e]@=caerare(S20) e

2.24. Después de pasar revista a estos ejemplos, cabe preguntar si es posible
buscar representaciones de grupos en una forma maés sistemdtica. Aunque no
hay (todavia) una vara méagica que produce todas las representaciones unitarias
irreducibles de cualquier grupo, hay un procedimiento “de induccién” que pro-
duce muchas representaciones a partir de otras representaciones iniciales. Si G
es un grupo de Lie y H es un subgrupo, y si por cualquier artificio disponemos ya
de una representacién unitaria irreducible ¢ de H sobre un determinado espacio
de Hilbert H,, es posible obtener una representacién asociada p de G. Definimos

E:=Gx,H,:={[g,v]: g€ G, veEH,}

donde [g, v] denota la clase de (g, v) bajo la relacién de equivalencia dada por la
regla: (gh,v) ~ (g,0(h)"'v) para h € H.

La correspondencia 7: [g,v] — ¢gH es una proyeccién de E en G/H, con
n Y gH) = {[g,v] : v € Hy } = H,. Tenemos entonces un fibrado vectorial
E-LaG /H, con fibra tipica H,. El subgrupo H actia a la derecha sobre las
fibras por [g,v] - h := [gh,v] = [g,0(h")v]. El grupo G actiia a la izquierda
sobre el espacio total F por g - [¢',v] := [gg’,v], lo cual es compatible con la
accién ¢'H — gg'H de G sobre G/H.

Sea K el espacio de secciones de cuadrado integrable del fibrado vecto-
rial E—5 G/H. Una seccidn es una funcién (boreliana) s: G/H — E tal que



28 TEORIA DE GRUPOS EN CUANTIZACION

nos =lIdg, u; es decir, s(gH) := [g, f(g)] donde f:G — H, es una aplicacién
que cumple la condicién de compatibilidad f(gh) = o(h™1) f(g) para g € G,
h € H. Si G/H posee una medida u tal que du(gg'H) = du(g’H) para todo
g € G (lo cual no ocurre siempre, pero es frecuente en los ejemplos de interés),
entonces la cantidad | f(g)||> = (f(9) | f(g))», depende solamente de la clase
degen G/H,y ||f||?:= fg/H |l f(9)|I? du(gH) define una norma hilbertiana en el
espacio de secciones. Ahora la férmula [p(g)s|(¢'H) := s(g~1g'H), o equivalente-
mente [p'(9)f](¢'H) := f(9~'¢g'H), o equivalentemente define una representacién
unitaria p: G — U(K), que es la representacion inducida a partir de o.

2.25. Sea G = H x K un producto semidirecto con H abeliano y normal en G.
Las representaciones unitarias irreducibles de H son unidimensionales, A\: H — T.
Resulta que estos “caracteres” A forman un grupo de Lie “dual” a H, que se
denota comunmente por H, con producto (A;A2)(h) := Ar(h)Az(h), el cual es
también abeliano. Para simplificar un poco, supongamos que H = R™; si H*
es el espacio vectorial dual, cada A € H es de la forma h s eifvlh) para algin
v € H*. Tome v € H* y k € K; entonces (k- v,h) := (v,k~hk) define una
accién de K sobre H*. Sea L, :={k € K : k-v =wv} el subgrupo de isotropia
de v; este es el llamado grupo chico de v. Se puede inducir una representacién
p de G a partir de una representacién o de L,, y si o es irreducible, también lo
es p, toda vez que G cumple la llamada “condicién de Mackey”: que H* posee
una parte boreliana que encuentra cada orbita de K en un solo punto. Es un
teorema (de Mackey) que todas las representaciones unitarias irreducibles de G
se obtienen de esta manera.

2.26. Ejemplo. Tomamos G = E(3) = R? x SO(3), el grupo euclidiano del
espacio tridimensional. Se verifica (0, R=1) (x,1) (0, R) = (R~ 'z, I) paraz € R3,
R € SO(3), asi que (v, R"'x) = (Rv,z) para v € (R®)*; es decir, SO(3) actiia
sobre (R?)* por rotaciones v — Rv, como era de esperar. Siv = (0,0,1) € (R?)*,
tenemos L, = {R € SO(3) : Rv = v} = SO(2) = T. Las representaciones del
grupo abeliano SO(2) son los caracteres

cosvy  seny

—seny cosl/J> — e para todo n € Z.

O'n:RwE<

Entonces vo,: (7, Ry) — e®®ei™¥ es una representacién de R3 x SO(2). (Aqui
encajamos SO(2) C SO(3) de la manera usual.) Ahora, E(3)/R3? x SO(2) ~
SO(3)/50(2) ~ $2, la esfera unitaria en R3.

Una seccién de E — S? es descrita por una funcién f:S? — C, o bien por
f1E(3) — C que satisface f((z, R) (y, Ry)) = van(—Rlly,Ral) f((z,R)). Sea
A:S? — SO(3) una funcién que asocia una rotacién Agy a cada punto (8, ¢) de
la esfera (es decir, una seccién de SO(3) — S?). Coloque f(8,¢) := f((0, Agy))-
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Si g = (z,R) € E(3), podemos escribir g = (x,1)(0, R); para g = (z,1),
obtenemos

[0(9)£1(6. 6) = f((z, )10, Agg)) = f((~2,1) (0, Apg))
= f((=x,A94)) = F((0, Agy) (~Agyx, 1))
= von(Agie, 1) F((0, Agy)) = exp(iv - Ayjz) f(6,0)

= exp(iz - Aggv) f(0, §).

Para g = (0,R), podemos escribir R = Ag, R, ya que SO(3)/SO(2) ~ S
Entonces

[p(9)f1(0, )

F((0, Ay Ra) (0, Agg)) = f((0, RZ A5y Agy))

F((0, R Agy RR.Y)) = f((0, Ag-1(9,9)R5 1))
F(0,Ag-1(9,6)) (0, R ")) = 00, (0, Ra) f((0, Ap-1(0,)))
e f(R™1(6,9)),

donde R71(0, ¢) es la imagen de (0, ¢) € S? bajo la rotacién R~1. Combinando
las dos férmulas, obtenemos

[p(x, R)f](6, #) = exp(inag + iz - Aggv) f(R™(0, $)). (2.13)

Para terminar la construccién de la representacién inducida (2.13), falta
explicar la factorizacion R = Ag, R,. Sean

cosp sen¢ 0 1 0 0
Ry:=| —sen¢ cos¢p 0|, Se:=|0 cosf senf |, Apy:= RySy.
0 0 1 0 —senf cosd

(Como hemos identificado SO(2) con un subgrupo de SO(3), no hay conflicto
entre las definiciones de Ry y de Ry.) Se puede demostrar que cada rotacién
en SO(3) tiene la factorizaciéon R = R,SgRa, con o,y € (—m, 7], f € [0,7];
estos son los dngulos de Fuler de R € SO(3).



3. Formas Simplécticas y sus Grupos de Simetrias

Para penetrar en la geometria simpléc-
tica sin tomar la ruta historica larga, es
mds simple usar el método axiomdtico,
que tiene, sequn Bertrand Russell, mu-
chas ventajas, semejantes a las ventajas
del Tobo sobre el trabajo honesto.

—V. 1. Arnol’d
3.1. Formas simplécticas bilineales

3.1. Definiciéon. Si E es un espacio vectorial real, una forma simpléctica
sobre F es una forma bilineal s: Ex E — R que es alternante: s(x,y) = —s(y, z),
y no degenerada, en el sentido de que s(z,y) = 0 para todo y € FE solo si z = 0.

Si dim E < oo, esto significa que la matriz de s respecto de una base de F es
antisimétrica e invertible. Se puede hallar una base respecto del cual esta matriz

es de la forma <_OI é) De hecho, tome z7 # 0, tome y; con s(x1,y1) = 1

(siempre posible porque s es no degenerada) y sea Fy := {z € FE : s(x1,2) =
5(y1,2) =0}. Comoy; ¢ Eyaques(zi,y1) =1ymr ¢ Eyaques(y,r1) = —1,
se ve que E = Ry @ Ry; @ E; (suma directa de espacios vectoriales reales). Si
s1 := s [ Ey denota la restricciéon de s al subespacio Fp, entonces s; es una
forma simpléctica sobre Eq. Si Ey # {0}, tome xz2 # 0 en Eq, tome yo € E;
con s(xo,y2) = 1y sea By := {z € Ey : s(x2,2) = $(y2,2) = 0}. Tomando
s9 := 81 | FEa, y repitiendo este argumento n veces, se llega a (E,,s,) donde
dim E,, =16 0. El caso dim E,, = 1 queda excluido porque habria z,, € E,, \ {0}
con $(zy, z,) = 0, que contradice la no degeneracién de s,,. Por lo tanto, dim E

es necesariamente par y la base vectorial {x1,...,Zn,y1,...,yn} asi construida
se llama una base simpléctica de F.
SizeFE,es
z=q'w1 4+ q"T+p1y1+ -+ Puyn
para algunas coordenadas candnicas (q,...,q", p1,...,pn). Obsérvese que las

funciones coordenadas z — ¢, z — pj son lineales, y por ende pertenecen
al espacio vectorial dual E* de formas R-lineales sobre E. De hecho, estas
funciones lineales {¢',...,¢",p1,...,pn} forman la base dual en E* a la base
{z1,.  , Tn,Y1,-.-,Yn} de E.

3.2. Si FF < FE es un subespacio vectorial, el ortogonal simpléctico de F es
el subespacio F* := {y € FE : s(x,y) = 0, Vo € F}. Un subespacio F es
isotrépico si F < F. Un subespacio lagrangiano de E es un subespacio

30
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isotrépico maximal, es decir, un subespacio L de E que cumple L = L*. (Ejem-
plo: L := lin{zy,...,2,)). No es dificil ver que dimL = %dimE si L es un
subespacio lagrangiano.

3.3. [La condicién de que s sea no degenerada es que la aplicacién §: E — E*
dada por §(z):y — s(x,y) es inyectiva: §(x) =0 = z =0. (SidimE < oo,
un conteo de dimensiones muestra que § es sobreyectiva también.) En general,
la transpuesta de 5 es 3': E — E*, dada por

§'(x)y = 3(y)x == s(y,x) = —s(x,y) = —8(x)y,

asi que 3¢ = —35 es también inyectiva. Esto implica que § tiene rango denso en F,
respecto de alguna topologfa apropiada sobre E para la cual s es (separadamente)
continua de E x E en R; pero no garantiza que § sea sobreyectiva, si E es
infinitodimensional. Se dice que s es fuertemente no degenerada si §: E — E* es
un isomorfismo (algebraico y topolégico). En adelante, entendremos “no dege-
nerado” es este sentido fuerte.|

3.2. Variedades simplécticas

3.4. Ahora sea M una wvariedad diferencial de dimensién finita. Usaremos la
notaciéon QF(M) para denotar la totalidad de formas diferenciales (suaves) de
grado k sobre M. Recordemos que X(M ) denota la totalidad de campos vectoria-
les (suaves) sobre M. Un elemento de Q¥(M) es una funcién k-lineal alternante
sobre X(M):

afXy,..., X)) €R, aecQF(M), X1,..., X € X(M).

Si X € X(M), a € Q¥(M), la contraccién o “producto interior” de X y « es el
elemento i(X)a de Q¥~1(M) dado por:

i(X)O{(Xl, “ o 7Xk—1> = Oé()(7 Xl, e 7Xk—1)-

3.5. Ahora sea M una variedad diferencial de dimensién par 2n. Una forma
simpléctica sobre M es una 2-forma cerrada no degenerada sobre M: w €
(M) ydov = 0. Siu € M, w, € A>(T)M) es una forma bilineal anti-
simétrica sobre T, M; la no degeneracién de w es la afirmaciéon de que cada
Wy (X0): Yy — wu(Xy,Ys) es una biyeccion lineal de T,M en T M. Ahora,
se ve que w(X,) = (i(X)w), al examinar las definiciones de ambos lados. En-
tonces la no degeneracién de w es también la afirmacién de que la transformacién
X — i(X)w es un isomorfismo de X(M) en Q' (M).
El par (M, w) se llama una variedad simpléctica.
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3.6. Definicién. Un campo vectorial X € X(M) es hamiltoniano (respecto
de una forma simpléctica w sobre M) si i(X)w es una 1-forma ezacta, es decir,
si existe f € C°°(M) con i(X)w = df. En tal caso,

w(X,Y) = i(X)w(Y) = df(Y) = Y.

Como df; = df, implica que f; — fo es constante en cada componente conexo
de M, f es tnico hasta sumar un elemento de H°(M). (Si M es conexo, f es
Unico hasta sumar una funcién constante.)

Si i(X)w es una 1-forma cerrada, aunque no necesariamente exacta, se dice
que X es un campo localmente hamiltoniano.

3.7. Ejemplo. Sea M = R?"; identificamos los espacios tangentes T, M a R2"
en la forma usual. Més precisamente, T,R?” = TyR?"” mediante la aplicacién
tangente a la traslaciéon v — v — u de R??, e identificamos TyR?” = R?" de
modo convencional. Si w es una 2-forma tal que u — w, sea constante luego
de estas identificaciones (y por ende dw = 0), w es determinada por la forma
bilineal antisimétrica s := wq; respecto de una base simpléctica de R?" para s,
obtenemos .
w = Z dg’ A dp;.
j=1

Luego i(0/0¢’) = dp;, i(0/9pj) = —dg’, asi que i(Xf)w = df siy solo si

N0 0 of 0
X 7; 20,08~ Bed Bp (3.1)

3.8. Para una variedad simpléctica (M, w) de dimensién 2n, la condicién dw = 0
permite hallar un atlas de cartas locales, y coordenadas {q,...,q",p1,...,pn}
en cada carta, tales que w = Z?:l dg’ A dp; localmente. Este hecho se llama el
teorema de Darbouz [1].

3.9. Ejemplo. La esfera S? es una variedad bidimensional orientada, y el ele-
mento de drea w = send df Ad¢ (en coordenadas polares) es una 2-forma; dw = 0
es automatico, porque una 3-forma sobre S? es necesariamente cero. Si elegimos
q:= ¢, p:= cosb, entonces w = dq A dp el la carta local obtenida al omitir una
meridiana ¢ = constante de S?. La variedad compacta S? est4 cubierta por dos
cartas de este tipo.

3.8. Acciones simplécticas de grupos

3.10. Definicién. Sean (M,w), (M’,w") dos variedades simplécticas. Un sim-
plectomorfismo de (M,w) en (M’,w’) es un difeomorfismo ¢: M — M’ tal que
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¢*w’ = w. Decimos que dos variedades simplécticas son simplectomorfos si hay
un simplectomorfismo entre ellas. Es obvio que los simplectomorfismos de (M, w)
en s{ mismo forman un grupo, que denotaremos por Simpl(M,w). Nos interesan
diversos subgrupos de este grupo; estos son los grupos de simetria de (M, w).

3.11. Definicién. Sea G un grupo de Lie y sea M una variedad diferencial.
Una accién (suave) de G sobre M es una aplicacién suave 1: G x M — M, tal
que (i) (e, u) = u, (ii) ¥(g1, (g2, u) = Y(g1g2,u) para todo u € M, g1,z €
G. Si denotamos por 9, la aplicacion u — ¢ - u, tenemos que cada ¥, es un
difeomorfismo de M (ya que (¢4) "' =1),-1) ¥ que g — 1, es un homomorfismo
de G en el grupo de difeomorfismos de M. Generalmente escribimos g - u :=
(g, u), asi que las propiedades de accién se escriben:

e-u=u; g1 (92 - u) = (9192) - u.

Siu e M, laédrbitadeues G-u:={g-u:9g€ G} C M,y el subgrupo
de isotropia de u es G, == {g € G : g-u = u} < G. La correspondencia
9G — g - u determina un difeomorfismo entre el espacio homogéneo G/G,, vy la
subvariedad G - u de M.

3.12. Definicién. Sea G un grupo de Lie y sea (M, w) una variedad simpléctica.
Una accién simpléctica de G sobre (M, w) es una accién suave ¥ de G sobre M
tal que Y w = w para todo g € G. En este caso, g — 1, es un homomorfismo
de G en Simpl(M,w).

3.13. Ejemplo. El grupo Sp(n,R) acttia por simplectomorfismos lineales sobre
la variedad simpléctica (R?",s). Se nota que la érbita de 0 € R*" es {0},
porque toda transformacién lineal deja fijo el origen. No es dificil comprobar
que R?"\ {0} es también una 6rbita de Sp(n, R).

3.14. Ejemplo. El grupo de rotaciones SO(3) actiia sobre la esfera unitaria
S? en R? (en la forma usual, por rotaciones) y preserva areas sobre S%. Si
R € S0O(3), y siw = senf df Adp, tenemos entonces que R*w = w; esta accidn es
simpléctica. Este es un ejemplo de una accién transitiva: la érbita de un punto
u € S? es todo S

El subgrupo de isotropfa del polo norte ug = (0,0,1) € S? se identifica
naturalmente con SO(2) (pues cada uno de sus elementos determina una rotacién
en el plano zy). Por ende tenemos S? ~ SO(3)/SO(2) como espacios homogéneos
para el grupo SO(3).

3.4. Las acciones adjunta y coadjunta de un grupo de Lie

3.15. Definicién. Sea G un grupo de Lie, g su dlgebra de Lie. La accién
adjunta de G sobre g es (g, X) — Ad(g)X donde Ad: G — L(g) es el homomor-
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fismo dado por
Ad(9)X := —| glexptX)g~t. (3.2)

t=0
Esta accién es lineal. Cuando G es un grupo de matrices, G < GL(n,K) con
K =R 6 C, si tomamos g < K®*" por identificacién de la aplicacién exp: g — G
con la exponencial matricial, tenemos g(exptX)g~! = exp(tgXg~!), asi que
Ad(g)X = gXg~! como elementos de K"*™. Obsérvese que en general el lado
derecho de (3.2) es el vector tangente en e a la curva t — g(exptX)g~! en G, y
por ende es un elemento de g.

Si G es un grupo conmutativo, la accién adjunta es trivial: Ad(g)X = X
para todo g € G, X € g.

3.16. Definicién. La derivada de Ad: G — L(g) es la “accién adjunta infinite-
simal” ad: g — £(g), dado por ad(Z)X := & o Ad(exp sZ)X. Tenemos:

T dsls=
d2
ad(Z2)X = (expsZ)(exptX)(exp(—sZ))
dsdt|,_,_,
i exp(sZ +tX + +st[Z, X] + - ) exp(—s2)
= X —_ .. X p—
dsdt|,_,_" " 27 P
d2
= tX +stlZ, X]+--)=[2,X
Todi| X a2 X)) = 12,X]

por la férmula de Campbell-Baker—Hausdorff (1.8) (aqui los puntos suspensivos
denotan términos de grado mayor que 1 en s 6 t). La identidad de Jacobi dice
ahora que ad(Z) es una derivacidon del dlgebra de Lie g:

ad(Z)[Xa Y] = [Za [XvY]] - [[ZvXLY] + [X7 [ZvY]]
— [ad(2)X, Y] + [X, ad(2)Y].

3.17. Definicién. Sea GG un grupo de Lie, g su algebra de Lie y g* su codlgebra
(el espacio vectorial dual de g). Escribimos (u, X) := u(X) cuando u € g*
y X € g; obsérvese que esta forma es bilineal. La accién coadjunta de G
sobre g* es (g, u) — Coad(g)u donde Coad: G — L(g*) es el homomorfismo dado
por

(Coad(g)u, X) := (u, Ad(g~ ") X).

En otras palabras, Coad(g) es la aplicacién lineal contragrediente (transpuesta
del inverso) de Ad(g). En adelante, escribimos g - u como sinénimo de Coad(g)u.

3.18. Ejemplo. Sea G = SU(2). El élgebra de Lie su(2) tiene la base

i (0 1 1/(0 -1 i(1 0
X_§<1 0)’ Y_§<1 o)’ Z‘E(o —1)'
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con [X,Y]=2,[Y,Z] = X, [Z,X] =Y. Estos elementos de base generan tres
subgrupos uniparamétricos de SU(2):

1 - 1 1 1
COS 5 isen s cossf3 —sens
expaX = ( % 2 ) ) exp fY = ( %6 126) )
isensa  COSjQ sen53  cos3f3
ei¥/2 0
expZ = ( 0 e—iv/2 )

Se calcula que Ad(expaX): X — X, Y — Ycosa+ Zsena, Z — —Y sena +
Zcosa ya que Ad(g)X = gXg~! como matrices 2 x 2. Sean (z,y, z) coorde-
nadas de su(2)* para la base dual a {X,Y,Z}. Transponiendo la matriz de
Ad(exp(—aX)), obtenemos

T,

Coad(exp aX): {y — Y coS a + zsen q,
Z = —yseno + z cosa.

Viendo (z,y,2) como coordenadas cartesianas en R3, se ve que Coad(exp aX)
ejecuta una rotacion alrededor del eje x por un angulo «. Es facil verificar de
la misma forma que Coad(exp fY) y Coad(exp1Z) son rotaciones por dngulos
B, 1 alrededor de los ejes y, z respectivamente. Se concluya que SU(2) actia
sobre su(2)* = R? por rotaciones, y que cada rotacién de R? proviene de algiin
elemento de SU(2). Las drbitas coadjuntas de SU(2) son el origen {0} y las
esferas { (z,y,2) € su(2)* : 22 + 9% + 22 = r? } parar > 0.

3.19. El calculo explicito de la accién coadjunta de SU(2) pone en evidencia que
hay un homomorfismo sobreyectivo de SU(2) en SO(3), que es esencialmente el
homomorfismo Coad. Ahora SU(2) es simplemente conexo, porque su varie-
dad diferencial subyacente es la esfera S?, mientras que el grupo fundamental
de SO(3) es Zo. El niicleo de Coad: SU(2) — SO(3) consta de los dos matrices
escalares {+1} (que forman el centro del grupo SU(2)), asi que este homomor-
fismo es un recubrimiento dos-a-uno de SO(3). De ahi se ve que SU(2) = SO(3),
el grupo recubridor universal de SO(3).

3.20. Ejemplo. Se puede calcular la acciéon coadjunta de otros grupos por un
procedimiento similar. Por ejemplo, consideramos el grupo afin M (1) de matri-
ces 2 x 2 de la forma g = (8 11)) cona>0,b¢eR. Laaccién adjunta X — gXg~!
sobre m(1), cuyos elementos son matrices de la forma (g g) es facil de calcular y
tiene como 6rbitas un punto aislado (el origen de m(1)), dos semirectas, y una
familia de rectas.

Por otro lado, el calculo de la accién coadjunta puede expresarse como
g-(&mn) = (£ +bn/a,n/a) en coordenadas apropiadas. De ahi se ve que las

6rbitas coadjuntas son una familia de puntos {(£,0)} y los dos semiplanos n > 0
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y n < 0. Este ejemplo muestra que en general las acciones adjunta y coadjunta
son inequivalentes.

3.21. Ejemplo. Si calculamos la accién coadjunta del grupo euclidiano E(2),
usando la base {J, P1, P} de ¢(2) de (1.10), con coordenadas correspondientes
(4, p1,Dp2) sobre ¢(2)*, obtenemos como 6rbitas una recta de puntos {(j,0,0)} y
los cilindros p? + p3 = C (con C > 0) centrados en esta recta.

3.22. Ejemplo. La accién coadjunta del grupo SL(2,R) pone en evidencia un
esquema mds general de cdlculo. Usamos la base {X,Z, W} de sl(2,R) dado
por (1.11). Ahora, se puede verificar que cada elemento de SL(2,R) puede ex-
presarse en la forma g = (exptZ)(exp sX)(exp ¢W) para algunos t,s,¢ € R
—estos tres subgrupos uniparamétricos generan el grupo— asi que basta deter-
minar las matrices de Coad(exptZ), Coad(exp sX), Coad(exp ¢W). Se obtiene:

Z 2z,
Coad(exptZ) : { 2 — xcosht — wsinht,
w +— wcosht — xsinht,
z +— zcosh s + wsinh s,
Coad(exp sX) :{ = — x,
w +— wcoshs + zsinh s,
2+ 2COoS P + Tsin @,
Coad(exp ¢W) : { T — 2 cosd — zsin ¢,
w — w.

2 es invariante bajo

Por inspeccién, se ve que el polinomio C := 2% + 22 — w
la accion coadjunta. Cada superficie de nivel C' = constante es una unién de
6rbitas coadjuntas. Las drbitas entonces resultan ser: el origen de sl(2,R)*, dos
semiconos sin vértice (para C' = 0), hiperboloides de un manto (C > 0), y los

componentes conexos de hiperboloides de dos mantos (C' < 0).

3.23. Ejemplo. Las funciones 2% + y2 + 22 sobre su(2)* y 22 + 22 — w? sobre
5[(2,R)* son ejemplos de funciones de Casimir (en la terminologia de Wein-
stein [50]). Estas son polinomios sobre la codlgebra g*, que corresponden a
elementos del centro de la llamada dlgebra universal del dlgebra de Lie g (ésta
es el algebra generada por los elementos de g sujeto solamente a las relaciones
XY —-YX —[X,Y] =0). Para g = su(2)* [respectivamente, g = s[(2,R)*] este
centro es generado por el “elemento Casimir” X2 + Y2 + Z? [respectivamente,
Z% + X? —W?]. En general, se espera encontrar un ntimero finito de polinomios
de este tipo; como la accién adjunta (extendida a un automorfismo del dlgebra
universal) deja fijo el centro de dicha dlgebra, las funciones de Casimir son in-
variantes bajo la accién coadjunta. Por lo tanto, las superficies de nivel de estas
funciones de Casimir son uniones de drbitas coadjuntas. Esta informacién es
suficiente, en muchos casos, para determinar estas érbitas completamente.
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3.24. Ejemplo. Las 6rbitas coadjuntas del grupo euclidiano E(3) = R*x SO(3)
pueden calcularse con el uso de coordenadas (j,p) de ¢(3)*, con j,p € R?; la
rotacién R € SO(3) acttia por j — Rj, p — Rp, y la traslacién b € R? acttia por
jrj,p— p+bAj. Las funciones de Casimir son C := [|j||?, C2 := jp. Las
orbitas que corresponden a C7; > 0 son simplectomorfos al fibrado cotangente
T*S? de la esfera, y las que corresponden a C; = 0 son esferas S? y un punto
(el origen). Para los detalles de este y otros cédlculos de 6rbitas coadjuntas,
remitimos a la tesis [3].

3.25. El grupo de Poincaré (propio, ortécrono) ’Pl = R* x 0(3,1) es el grupo
de simetria de una particula relativista, y es importante obtener sus érbitas
coadjuntas. Hay dos funciones de Casimir y las érbitas coadjuntas genéricas son
de dimensién 8. Es posible mostrar [14] que las 6rbitas genéricas que correspon-
den a particulas masivas son simpléctomorfas a R® x S?, donde las coordenadas
esféricas pueden interpretarse como el “spin cldsico” de la particula de marras.

3.5. Estructuras de Poisson

3.26. Definicién. Sea P una variedad diferencial. Una estructura de Pois-
son sobre P es una aplicacién bilineal (f,g) — {f,g} de C®°(P) x C*(P)
en C*°(P), que cumple:

a’) {f}g}:_{gvf}a
b) {fa{gah}}+{gv{haf}}+{h7{f7g}}:O;
o) {f,ght ={fgth+g{f h}; (3.3)

para todo f,g,h € C®(P). De (a) y (b), se ve que (P,{-,-}) es un §lgebra de
Lie (infinitodimensional); de (a) y (c), se ve que g — {g, f} es una derivacién
de C'*°(P), asi que hay un campo vectorial Xy € X(P) tal que

Xrg =19, f} (3.4)

3.27. Si (M,w) es una variedad simpléctica, sea X el campo vectorial hamil-
toniano tal que i(Xf)w = df. (La no degeneracién de w la existencia y unicidad
de Xy para cada f € C*°(P).) Definase ahora

{1, 9} = (X5, Xy). (3.5)

Debemos comprobar que esta es una estructura de Poisson sobre la variedad
simpléctica (M,w). Primero, es 1til notar que

w(Xy, Xg) = (i((Xp)w) Xy = df (Xg) = X, f, (3.6)
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asi que esta estructura de Poisson asocia a cada elemento de C*°(P) el campo
hamiltoniano correspondiente (compare (3.6) con (3.4)). Ahora la antisimetria
de {-,-} sigue de la antisimetria de w, y la propiedad de derivacién (3.3c) es con-
secuencia de (3.6). Falta comprobar la identidad de Jacobi (3.3b). Recordamos
la férmula para la derivada exterior de una 2-formas:
dw(Xl, XQ, Xg) = Xlw(Xg, Xg) — ng(Xl, Xg) + X3W(X1, XQ)
- w([le X2]7 X&) + W([Xl, X?)]v XQ) - W([XQ, X?)]; Xl)
= Z Xlw(Xg, Xg) — w([Xl, )(2]7 Xg),

ciclica

donde la notacién ) . ;.. denota la suma sobre permutaciones ciclicas de las
tres indices que siguen. Tomando en cuenta que (3.6) puede usarse para mostrar
que w(Xyf,Y) =Y f para todo Y € X(M) (con sélo reemplazar X, por Y), la
identidad dw(Xy, X4,Y) = 0 ahora implica que:
w([ Xy, XglY) = Xjw(Xy, V) = Xgw(Xp, Y) + Yw(Xy, Xy)
+w([X5, Y], Xy) — w([Xy, Y], X)
= X;(Yg) = Xo(Y )+ Y{f g} = [Xs, Y]g + [Xy, YIS
=Y(X5g) = Y(X,f) +Y{f, g}
=Y{g, [} -Y{f. g} +Y{f.9} =Y{[. g}
= w(Xqg,p),Y)

para todo Y € X(P). Como w es no degenerada, se concluye que
(X, Xgl = X¢g.51> (3.7)
para todo f,g € C°°(P). Ahora hay que observar que

dw(Xfanth) = Z Xfw(ngXh) - w([vaXg]aXh)

ciclica

= D Xr{gh} = w(X (g1, Xn)
ciclica

= Z {{gvh}a f} - {{gvf}a h}
ciclica

asf que la identidad de Jacobi (3.3b) sigue de dw = 0.
3.28. En el caso “plano” (M,w) = (RQ", Z?Zl dg? A dpj)7 obtenemos de (3.1):

" 9f 9g  Of Og

{f’g}:_ng:;@@_@@’ (3.8)
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que es el ejemplo original de “corchete de Poisson”. Por el teorema de Darboux,
cualquier estructura de Poisson que proviene de una forma simpléctica posee esta
forma respecto de coordenadas canoénicas locales.

3.29. Si P es una variedad (no necesariamente simpléctica) que admite una
estructura de Poisson, sea {x1,..., 2} un juego de coordenadas locales sobre
una carta de P. La propiedad de derivacién (3.3c) permite expresar el corchete
de Poisson de dos funciones cualesquiera en términos de los corchetes de estas
funciones coordenadas (en la carta local). En efecto:

{f,9} = Xof = ZM Z {zi. 9}

> ghtomy == 3 a0

3,7=1

" af 0
= Z &fl J {xz,x]} (3.9)

i,7=1

Para clasificar estructuras de Poisson, es entonces cuestién de analizar las formas
permisibles de los corchetes bésicos {x;,z;}. El caso simpléctico (3.8) corres-
ponde a corchetes bésicos constantes, pues

{¢, ¢} ={pi,p;} =0,  {d',p;} =5

En el ejemplo siguiente, los corchetes bésicos son funciones lineales de las coor-
denadas locales. Otros casos, en donde aparecen funciones afines o cuadraticos
de las coordenadas, forman un tema de mucho estudio actual [8, 9].

3.30. Definicién. Sea g* la codlgebra de un grupo de Lie G. Si {X1,...,X,}
es una base vectorial de g, las funciones u +— (u, X;) determinan coordenadas
(globales) (z1, ..., x,) sobre g* (porque son coordenadas respecto de la base dual
a{X1,...,Xn}). Si (X, X;] =>4, cijk donde las cfj son las constantes de
estructura de g, entonces la definicién

n
{zi,2;} =Y oy
J
k=1

determina, en vista de (3.9) y las relaciones conocidas entre las constantes de
estructura (que reflejan la antisimetria y la identidad de Jacobi del corchete
de g), una estructura de Poisson sobre la variedad g*, por

"L 9f O
{f,.9}= > Zafag (3.10)

ij, k=1
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Esta se llama la estructura de Lie—Poisson sobre g* [30, p. 295].

Siu e g fe C®(g*), laidentificacién candnica de T,g* con el espacio
vectorial g* conlleva una identificacién de la derivada (Df),:T,g* — R con
un elemento d,f € (¢g%*)* = g. Para f = z; : u — (u, Xj), es evidente que
dy(zj) = X; para todo u. Mds generalmente, d,, f = E;LZI Of/0x;(u) X;. Asi,

N a0
{fighw) = 3 iz -(u >8xj< w){u, X1)

1,5,k=1

= > g . % X,)
= (u, [du f, dug]), (3.11)

y por lo tanto la definicién (3.10) no depende de las coordenadas elegidas en g*.

3.31. Si f € C™(g*) y g € G, denotamos por f9 la funcién u — f(g~
u). Tenemos f9(g-u) = f(u), y la regla de cadena aplicada a (Df),: T,g* —
Ty.ug* — R muestra que (Df), = (Df9)g..0D(Coad(g))u, o bien dy, f = dg.. f90
Coad(g): g* — R. Luego

(v,dy f) = (Coad(g)v, dg.u f?) = <U7Ad(9_1>dg~ufg>

para todo v € g*, asi que dg.., f9 = Ad(g)d.f € g. Por lo tanto, aplicando (3.11)
en el punto g - v de la o6rbita G - u, obtenemos

{1909 (g - u) = (g - u,[dg.uf?s dg.uh])
= (g9 u,[Ad(g)du f, Ad(g)duh]) = (g - u, Ad(g)[du f, duh])

para u € g*, asi que la estructura de Lie—Poisson es equivariante bajo la accion
coadjunta de G, es decir,

{f.n} ={f%n?},  paratodo f,h € C™(g"), g € G.

3.6. La forma simpléctica invariante de una orbita coadjunta

3.32. Ahora sea M = G - u una Orbita coadjunta de G. Tenemos T, M =
Tu.(G/G,) = g/gu, donde g, es la subdlgebra de Lie

gy =T.G, ={X €g: (u,ad(X)Y) = (u,[X,Y]) =0, VY € g}. (3.12)

(Fijese que X pertenece al lado derecho si y solo si t — (u, Ad(exp(—tX))Y)
es constante para todo u,Y si y solo si t — Coad(exptX)u es constante para
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todo u si y solo si t — exptX es un subgrupo uniparamétrico del subgrupo de
isotropia G, de u.)

Si X € g, definimos X, := %‘t:O Coad(exp(—tX))u. Fijese que este es un
vector tangente a una curva en la érbita M = G - u. Se ve ademds que X, es
el elemento de T,,M que corresponde a la clase Xg, € g/gy; luego cada vector
tangente en T, M es de la forma X, para algin X € g (que no es tnico, pero
que representa una unica clase en g/g,.)

3.33. Definicién. . Sea G un grupo de Lie, M = G - u una orbita coadjunta
de M. La forma de Kirillov—Kostant—Souriau sobre M es la 2-forma w dado
por:

wy(Xy,Yy) == (v, [X,Y]) para v € M. (3.13)

Hay que comprobar que esta forma estd bien definida; para eso, basta obser-
var que si X € g,, entonces el lado derecho de (3.13) se anula, por la mera
definicién (3.12) de g,.

La antisimetria del lado derecho de (3.13) (més la linealidad de la corres-
pondencia X — X,) muestran que w es una 2-forma sobre M. Es cerrado,
porque se calcula que

(X0, Yo Z) = 3 (o, [X. 1Y, Z))) — (v, [[X. Y], 2)) = 0

ciclica

usando la identidad de Jacobi para g. La definicién también garantiza que w es
no degenerada, porque el lado derecho de (3.13) se anula para todo Y € g solo si
X € gy solosi X, =0en T,M. Por ende, w es una forma simpléctica sobre M.

3.34. Si comparamos (3.11) con (3.13), vemos enseguida que la estructura de
Poisson asociada a la forma de Kirillov—Kostant—Souriau no es otra cosa que
la restriccion a la orbita coadjunta M de la estructura de Lie—Poisson sobre g*.
Empleando otra lenguaje, podemos decir que la “variedad de Poisson” (g*, {-,})
admite una foliacién cuyas hojas (las érbitas coadjuntas) son simplécticas. De-
safortunadamente, el rango de esta estructura de Poisson (la dimensién de un
hoja tipica) no es constante, lo cual complica considerablemente su estudio como
foliacién. La equivariancia de la estructura de Poisson bajo la accién coadjunta
implica una simetria correspondiente para las formas simplécticas en las diversas
Orbitas; en efecto, estas son invariantes, como demuestra el siguiente teorema.

3.35. Teorema. La forma simpléctica (3.13) de Kirillov-Kostant—Souriau es
invariante bajo la accion coadjunta de G sobre la orbita coadjunta M = G - u.
En otras palabras, la accién coadjunta es una accién simpléctica sobre cada
orbita coadjunta.

Demostracién: Si v = g - u, la transformacién lineal Coad(g) de g* deja M
invariante, lleva u en v y lleva la curva ¢ — exp(—tX) - u en la curva ¢t —
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(gexp(—tX)g—!) - v; derivando en t = 0, obtenemos que la aplicacién tangente
de Coad(g) sobre M lleva X, en (Ad(g)X),. Ahora tenemos:

(Coad(9)*w)u(Xu, Yu) = wg.u(Coad(g) X, Coad(g).Yy)

= wgu((Ad(9)X)g.u; (Ad(9)Y)g.u)

= (g u,[Ad(g) X, Ad(g)Y])
(Coad(g)u, Ad(g)[X,Y]) = (u, [X,Y])
= wy (X, Yy).

Como { X, : X € g} =T, M, se ve que Coad(g)*w = w para todo g € G. O



4. Campos Vectoriales y Corchetes de Poisson

Poincaré visualizé un sistema dindmico
como un campo de vectores en el espa-

cio de fases, donde una solucion es una
curva suave, tangente en cada punto al
vector basado en ese punto.

—R. Abraham
4.1. Campos vectoriales hamiltonianos

4.1. Sea (M,w) una variedad simpléctica, tome f € C*(M) y sea Xy el campo
vectorial hamiltoniano asociado a f: w(Xy,Y) = df(Y) = Yf. Sea {¢: €
Diff(M) : —e < t < €} el flujo del campo vectorial X¢. Afirmamos que los ¢,
son simplectomorfismos, es decir, ¢;w = w para cada t.

Recordemos la definicion de la derivada de Lie asociado a un campo vectorial
X € X(M). Si a € QF(M) es una k-forma sobre M, sea { ¢; € Diff(M) : —e <
t < e} el flujo de X; la derivada de Lie Lxa es la k-forma dada por

pra € QF(M).
t=0

L:XCY = %

La derivada de Lie de una k-forma tiene la expresién explicita [15, p. 128]:

Lxa(Xy,. ., Xi) = Xa(Xy,. ., X) = Y o(Xy,. . [X,X], 0, X)

Jj=1
y de ahi se puede comprobar la identidad de Cartan:
Lxa=i(X)da+d(i(X)a). (4.1)

Como w es una forma simpléctica, es dw = 0, asi que Lxw = d(i(X)w). Ahora
si X = Xy es un campo vectorial hamiltoniano, entonces Lx,w = d(df) = 0.
Por lo tanto ¢fw = w para —e < t < e. Concluimos que el flujo de un campo
vectorial hamiltoniano consta de simplectomorfismos.

4.2. Definicién. Decimos que X € X(M) es localmente hamiltoniano (res-
pecto de w) si Lxw = 0, o equivalentemente, si su flujo consta de simplectomor-
fismos de (M, w). Como Lxw = d(i(X)w) en general, se ve que X es localmente
hamiltoniano si y solo si ¢(X)w es una 1-forma cerrada sobre M; en simbolos,
i(X)w € Z1(M). Localmente, es decir, en cada carta local (Uy, ¢) de M, pode-
mos encontrar f, € C®(U,) tal que (i(X)w [ Uy) = df,. Si denotamos por
BY(M) = {df : f € C°°(M) } las 1-formas ezactas, se ve que X es hamiltoniano
si y solo si i(X)w € BY(M). Fijese que el cociente H* (M) := Z*(M)/BY(M) es
el primer grupo de cohomologia de de Rham de la variedad M.

43
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4.3. Denotamos los campos vectoriales hamiltonianos [respectivamente, local-
mente hamiltonianos] por X (M,w) [respectivamente, por X1 (M,w)]. Ahora,
df = 0solosi f € C°°(M) es localmente constante, es decir, solosi f € Z°(M) =
HO(M). Laimagen de f — Xy es Xy (M,w) C Xu(M,w), y el conticleo de esta
aplicacién es isomorfo a Z*(M)/BY(M) = H*(M). Tenemos, pues, una sucesién
exacta:

0—— HY (M) —— C®(M) —— X (M,w) — H (M) —0.
4.4. Lema. Si X,Y € Xpg(M,w), entonces [X,Y] € Xg(M,w). En particular,
Xrp(M,w) es un dlgebra de Lie.
Demostracién: Tenemos una férmula [15]: Lxi(Y)a —i(Y)Lxa = i([X,Y]))a,
vélido para todo a € Q¥(M). De Lxw = Lyw = 0 y de (4.1) obtenemos:

(X, Y)w = Lxi(V)w —i(Y)Lxw = Lxi(Y)w
=i(X)d(i(Y)w) —d(i(X)i(Y)w) =0+ d(w(X,Y)).

Luego [X,Y] = X}, donde h =w(X,Y) € C*(M). O

4.2. Acciones hamiltonianas y poissonianas

4.5. Definicién. Ahora sea G un grupo de Lie que tiene una accién diferencial
sobre una variedad M, denotada por u — ¢ - u. Hay un homomorfismo natural
de dlgebras de Lie de g en X(M), definido como sigue. Para X € g, definimos el
campo fundamental X € X(M) asociado a X por:

- d
(X)) = o tzof(exp(—tX) “u).
Entonces
(X, Y])f(u) = % . f(exp(—tX) exp(—tY) exp(tX) exp(tY) - u)
= 21 F(ep(—X,Y]) - w) = [X V] (u),
t=0

asi que X — X es un homomorfismo de g en X(M).

Si w es una forma simpléctica sobre M y si la accién de G es simpléctica
respecto de w, el flujo de X es el grupo uniparamétrico de simplectomorfismos
u — exp(—tX) - u, asi que X € XL (M,w). En este caso, X +— X es un
homomorfismo de g en Xp (M, w).

4.6. Definicién. Una accién simpléctica de un grupo de Lie G sobre una varie-
dad simpléctica (M,w) es una accién hamiltoniana (o “fuertemente simpléc-
tica”) si los campos fundamentales { X : X € g} son hamiltonianos.
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Esto es automaético si H'(M) = 0. Si G es semisimple, de modo que [g, g] =
g, es una consecuencia del Lema anterior.

4.7. Sea ahora {-,-} la estructura de Poisson sobre (M,w) dada por (3.5). La
aplicacién o: C>*° (M) — Xrag(M,w) : f — —Xy es un homomorfismo de dlgebras
de Lie, puesto que

o({f,9}) = =Xip.9p = —[Xg: Xg] = [Xy, X,

en vista de (3.7). Si M es conexo (para que H°(M) = R), obtenemos un dia-
grama donde las flechas son homomorfismos de dlgebras de Lie:

g

|~ (4.2)
0—R—C®(M) 2= Xy(M,w) —0

y la fila inferior es exacta. Es facil hallar una aplicacién lineal f:g — C°°(M)
tal que o(fx) = X: si {Xi,...,X,} es una base de g, elija fx, € C°(M)
tal que —dfx; = i(X;)w y extiende por linealidad; si X = E?Zl a; X;, tome
f(X) = E?:l ajfx,. Esta aplicacién f se llama una aplicacion comomento [13]
para la accién hamiltoniana de G. Por transposicion, se obtiene una aplicacién

momento [31] P: M — g* definido por (P(u), X) := fx(u), para u € M.

4.8. La aplicacién comomento X +— fx no estd completamente determinado
por (4.2), porque otra funcién que difiere de fx por una constante posee el
mismo campo hamiltoniano; al mantener la dependencia lineal de X, se ve que
X — fx + (v, X) es otra aplicacién comomento, cualquiera que fuera v € g*.
Es legitimo preguntar si esta flexibilidad permite elegir f de modo que sea un
homomorfismo de dlgebras de Lie, de g en C*°(M).

4.9. Obsérvese que o({fx, fr} — fix,y)) = [)Af, }7] —[X,Y] =0, asi que

o(X,Y) = {fx,fr} — fixv] (4.3)

es una funcién constante (M es conexo), y la identificamos con su valor en R.
Fijese que entonces ¢ es una funcién bilineal antisimétrica sobre R. La sustitucién
fx— fx+ (v,X) lleva ¢(X,Y) en ¢(X,Y) — (v, [X,Y]).

Como {{fx,fy},fz} = {f[X’y],fz} = f[[X,Y],Z] + C([X, Y],Z), las identi-

dades de Jacobi para C°°(M) y para g nos lleva a la identidad:
C([X,Y],Z)+C([Y,Z],X)+C([Z,X],Y):0, (44)

que la forma bilineal ¢ debe satisfacer.
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4.10. Proposicién. Si se puede elegir f tal que sea un homomorfismo de g
en C*° (M), entonces la aplicacién momento P: M — g* es equivariante respecto
de la accion dada de G sobre M y la accion coadjunta de G sobre g*.

Demostracion: Tomamos u € M y X,Y € g arbitrarios; entonces

% t=O<P(exp(—tX) cu),Y) = % tzofy(exp(—tX) ) = X fy (u)
= —{fv, fx}) = {fx, fr }(v) = fixy)(u)
= (P(w), [X.¥]) = 5| (P(u), Ad(exptX)Y)
t=0
= — 7O<Coad(exp(—tX))P(u),Y). (4.5)
Luego P(g-u) = Coad(g)P(u) para g € G, u € M. O

4.11. Definicion. Una accién hamiltoniana de un grupo de Lie G sobre una
variedad simpléctica (M, w) es una accién poissoniana (o “fuertemente hamil-
toniana”) si existe un homomorfismo de dlgebras de Lie f:g — C*°(M) tal que
o o f lleva cada elemento de g en el campo fundamental asociado.

La proposicién anterior dice que la aplicacién momento de una acciéon pois-
soniana es equivariante para esta accién y la accién coadjunta de G.

4.12. Proposicién. Cada variedad simpléctica (M,w) que admite una accién
poissoniana y transitiva de un grupo de Lie G es un espacio recubridor de alguna
orbita coadjunta de G.

Demostracion: Supongamos que la accién de G sobre (M,w) es poissoniana y
ademads transitiva. Por la equivariancia (4.5), tenemos que

O:={Pu):ueM}={P(g-up):9g€G}={Coad(g)P(ug) : g € G}

es una orbita coadjunta de G. Recuerde que esta érbita posee una forma simpléc-
tica (KKS) dada por (3.13). El campo fundamental de X € g sobre la érbita
coadjunta O no es otra que la seccién de TO cuya valor en v € O es la X,
de (3.13). Ahora debemos notar que

wu()?ua?u) =: {fX;fY}(U) = <P(u)a [XvYDa

que dice que P entrelaza las formas simplécticas en M y en O.

Como el espacio tangente T,, M es generado por los campos fundamentales
)A(:u (ya que la accién es transitiva), la diferencial P.:T,M — Tp,)O es un
isomorfismo. Por ende, P es un simplectomorfismo local entre M y O, y es
sobreyectivo: P es, en particular, una aplicacién recubridor. O
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4.8. Cohomologia de dlgebras de Lie

4.13. Ahora volvemos al problema de la existencia de una aplicacién comomento
homomorfico; equivalente, al problema de determinar cuales acciones hamilto-
nianas son poissonianas. Por lo dicho después de (4.3), este problema tiene
solucién si y solo si cada forma bilineal antisimétrica sobre g que cumple (4.4)
es da la forma ¢(X,Y) := (v,[X,Y]) para algiin v € g*. Se trata, entonces de
un problema de cohomologia, especificamente de la cohomologia de Chevalley y
Eilenberg para &lgebras de Lie [17].

4.14. Definicién. Sea g un algebra de Lie. Una n-cocadena es una aplicacién
n-linear alternante a: g" — R; el espacio de n-cocadenas serd denotado C™ (g, R),
y escribimos C(g,R) := @, C"(g,R), donde C°(g,R) := R. Para cadan € N,
definimos §: C"(g,R) — C™*1(g,R) por:

(X1, .. X)) = (1) o[, XG0 X0, VY Xag), (46)

i<j

donde V denota la omisién del elemento X;. El operador lineal § sobre C(g,R)

asi definido satisface 62 = 0. Escribimos B"(g,R) := {d3: 3 € C"1(g,R) } =

Im(§ | C"1(g,R)), los n-cobordes; denotamos Z"(g,R) := {a € C"(g,R) :

Sda = 0} = ker(§ | C"(g,R)), los n-cociclos; como 62 = 0, es B"(g,R) C
Z™(g,R). El n-ésimo grupo de cohomologia H"(g,R) se define como

n _ Z"e:R)

H"(g,R) := B o.R)

4.15. Una l-cocadena es entonces un elemento v € g*. Tenemos dv(X,Y) =
(v,[X,Y]): esta es la forma general de un 2-coborde. Una 2-cocadena es una
aplicacién bilineal antisimétrica a: g x g — R. El caso n = 2 de (4.6) da

So(X,Y, Z) = a([X,Y], 2) — a([X, Z],Y) + o([Y, Z, X) = > o([X,Y],2).

ciclica

Luego la ecuacién (4.4) dice que c es un 2-cociclo: ¢ € Z2(g,R). Se puede
entonces garantizar que ¢ es un 2-coborde si y solo si Z2(g,R) = B?(g,R), si y
solo si H?(g,R) = 0. En otras palabras: H?(g,R) mide la obstruccion a que las
acciones hamiltonianas de G sean equivalentes a acciones poissonianas.

4.16. Ejemplo. Sea G = R?", un grupo abeliano. Entonces g = R?", con
corchete trivial: [X,Y] = 0 para todo X,Y € R*". Por ende, en (4.6) tenemos
§ = 0, asf que BF(R?",R) = 0 para k > 1. Es H?(R?>" R) = Z?(R?>",R) =
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C?(R?" R) = 50(2n,R) # 0. Conclusién: la accion del grupo R*" sobre la varie-
dad simpléctica (R?",s) por traslaciones es hamiltoniana (pues Xpg(R?",s) =
X (R2", s) por el lema de Poincaré) pero no es poissoniana, porque g = R?", con
su base usual {Q*,...,Q", Py,..., P}, es abeliana, pero las imdgenes de estos
generadores en C°°(R?"), i.e., las funciones coordenadas {¢',...,¢",p1,--,Pn}s
no conmutan respecto del corchete de Poisson (3.8); de hecho, {¢7,p;} = 1.

4.17. El hecho de que la obstruccién es cohomolédgica nos indica qué es lo que
hay que hacer: es menester reemplazar el grupo abeliano R?” por cierto grupo
no abeliano que sea una extension central de aquél. Esta extension resulta ser
el grupo de Heisenberg H(n).

4.18. Definicién. Sea g un algebra de Lie. Una extensién central de g
por R es una sucesién exacta de algebras de Lie:

0 R——h—sg 0, (4.7)

tal que t((R) C Z(h) :=={X €bh:[X,Y] =0, VY € h}. Con un poco de abuso de
lenguaje, decimos “h es una extensién de g por R” cuando los homomorfismos ¢, n
no son ambiguos. Dos extensiones b, b’ son equivalentes si hay un homomorfismo
Y:h — b’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

en donde el “Lema de cinco” muestra que v es, de hecho, un isomorfismo.

4.19. Si {X1,...,X,} es una base de g, elijamos un elemento s(X;) € n~(Xj)
para cada j, y extendamos s por linealidad a una seccion lineal de 7, es decir,
s:g — b es lineal con 7o s = Idg. Esta seccién lineal no serd en general un
homomorfismo de algebras de Lie, pero de todas formas tendremos

1([s(X),s(V)] = s([X,Y])) = [X,Y] - [X,Y] =0,
asi que [s(X),s(Y)] — s([X,Y]) € kernp = ¢(R). Si¢(X,Y) es el elemento de R
tal que
Ue(X,Y)) = [s(X), s(Y)] = s([X, Y]), (4.8)

la linealidad de s implica que s € C?(g,R), y ademés

6e(X,Y,Z) = Y [[s(X), s(Y)],5(2)] = [(e(X, ), (2)] = s([[X, Y], Z]) = 0

ciclica
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va que t(R) C Z(h); luego ¢ € Z?(g,R). Si elegimos otra seccién lineal s’ de 7,
obtenemos de o (s' —s) = 0 que s'(X) = s(X) + ¢({v, X)) donde v:g — R es
lineal (es decir, v € g* = C*(g,R)). Tenemos:

U (X)) = [s'(X), s (V)] = s ([X,Y]) = o(e(X,Y)) = o({v, [X, Y])),

asi que ¢’ = ¢ — §v. Luego la extensién (4.7) determina una clase [c] € H?(g,R).

4.20. Definicién. Ahora sea c € Z2(g,R) un 2-cociclo y definase una extensién
h. como sigue. Sea h. := R @ g como espacio vectorial, y definase un corchete
en b, por:

(A, X)), (1, V)] = (C(X7 Y), [X, Y])

para A\, u € R; X, Y € g. Esto es evidentemente una forma bilineal antisimétrica,
y ademas

Z [[(/\,X),(H,Y)]C,(V,Z)]C = Z (c([X,Y],Z),[[X,Y],Z]),

asi que la identidad de Jacobi para [-, -], es consecuencia de dc = 0.
Definanse tc(A) := (A,0), nc(A\, X) := X. Estos son obviamente homomor-
fismos de dlgebras de Lie, asi que

0 R—h, g 0

es una extensién de g por R. Al tomar s(X) := (0,X), se ve que la clase
en H?(g,R) determinado por b, es [c], como era de esperar. De este modo, cada
clase en H?(g,R) es asociado a alguna extensién central de g por R.

4.21. Lema. Dos extensiones centrales de g por R son equivalentes si y solo si
determinan la misma clase en H?(g,R).

Demostracién: Si ¢,d € Z*(g,R) son 2-cociclos tales que las extensiones b, hg
son equivalentes mediante un homomorfismo v: . — hg, las condiciones ngov) =
Ney, Yo, = tg muestran que Y(A, X) = (A+ (v, X), X) para alguna v € g*. Luego

P((e(X,Y), [X,Y])) =4 ([(0, X), (0,Y)]c)
- [(<U7X>aX)7 (<U7Y>7Y)]d = (d(X’ Y)’ [X7 Y])7

y por lo tanto d = ¢ + dv, o bien [d] = [c] en H?(g,R).

Por otro lado, si h es una extension cualquiera de g por R, si s: g — b es una
seccién lineal de n:h — g, y ¢ € Z2(g,R) es dado por (4.8), definase 1:h. — b
por (A, X) :=¢(A) + s(X). En vista de que

([N X), (1, Y)]e) = o((e(X,Y), [X,Y])) = o(e(X,Y)) + s([X,Y])
= [s(X), s(Y)] = [(A) + s(X), () + 5(Y)] = [(A, X), ¢ (s, Y],
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se ve que 1 es un homomorfismo de algebras de Lie que da la equivalencia
deseada. O

4.4. Acciones poissonianas de extensiones centrales

4.22. Volvamos a considerar un grupo de Lie G con una acciéon hamiltoniana
sobre una variedad simpléctica conexa (M,w). Sea ¢ € Z2(g,R) el 2-cociclo (4.3)
determinado por una seccién lineal f:Xpy(M,w) — C>®(M) de o:h — —X.
(Recuerde que o(fx) = X , el campo fundamental determinado por X.) Ya
hemos observado que la accién de G determina la clase [c] € H?(g,R). Ahora
tome bh := h. una extensién central de g por R, determinada hasta equivalencia
de extensiones por [c].

4.23. Definicién. Si (A, X) € h = Rdg, colocamos 7(A\, X) := X e Xn(M,w);
entonces 7:h — Xpy(M,w) es un homomorfismo de algebras de Lie. Definase
F:h— C®(M) por F(A\,X) := A+ fx. Es claro que 0 o F' = 7. Ahora F es un
homomorfismo de algebras de Lie, porque

F([()‘aX)v(M7Y)]) = F((C(Xa Y)a [Xv Y])) = C(Xa Y) +f[X,Y]
= {fXafY} = {/\+fX,;U+fY} = {F()\,X),F(,U,Y)}él.Q)

4.24. Definicion. Sea H el grupo de Lie conexo y simplemente conexo cuya
algebra de Lie es h. Entonces H actia sobre M como sigue: para cada Z €
h, sea t — (t,u) la curva en M tal que vz(0,u) = u, v5(0,u) = 7(2),.
Esto determina la accién del subgrupo uniparamétrico ¢ — exp(tZ) de H so-
bre M por exp(tZ) - u := ~vz(t,u). Si escribimos ¢ € G en la forma g =
exp(t121) exp(taZs) ...exp(tmZm) con Z1,...,Zm € @, t1,...,tm € R, coloque
g u:i="yz (t1,7v2,(ta, ... vz, (tm,u)...)). Tal vez no es obvio que g - u estd bien
definido; pero en este caso no hay dificultades. (Se puede apelar a un teorema de
Palais [35, p. 95] segun el cual un homomorfismo 7: — X(M) es “integrable”
a una accién de H sobre M toda vez que haya una base {Zy, Z1,...,Z,} de b
tal que cada 7(Z) es la derivada de una accién de un subgrupo uniparamétrico
de H. Si h es una extension central por R del algebra de Lie de un grupo G
que actia sobre M, esto se verifica, pues ¢t — exp(tZp) actia trivialmente y la
accién de los t — exp(tZy), para k > 1, es dada por la accién de G.) El campo
fundamental asociado a Z € h para esta accién de H es evidentemente 7(Z).

Si ahora (M,w) es una variedad simpléctica, con una accién hamiltoniana
de G, es 7(h) C Xpg(M,w), asi que la accién de H es también simpléctica y
hamiltoniana. Por (4.9), esta accién es poissoniana.

4.25. Supongamos ahora que G es un grupo de Lie conexo. Sea G el grupo
recubridor (universal) de G: G es conexo y simplemente conexo, su algebra de
Lie es la de G, y hay un homomorfismo suave m: G — G que es una aplicacién
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recubridora; de hecho, kerm 2 71 (G). Obsérvese que G es una extension de G
por 1 (G), vale decir, hay una sucesién exacta:

1 m(G) G—-aG 1.

(Aqui 1 denota el grupo trivial de un solo elemento.) El grupo H construido
arriba, cuya algebra de Lie es h, es una extensién central de G por R en el sentido
de que existe una sucesion exacta:

1 R H G 1

tal que la imagen de R es parte del centro Z(H) de H.
Se concluye que una accion hamiltoniana de un grupo de Lie conexo G da
lugar a una accion poissoniana de una extension central del grupo recubridor

de G.

4.26. Ejemplo. Volvemos finalmente a la accién hamiltoniana de R?" sobre
(R?" 5) por traslaciones, que es hamiltoniana pero no es poissoniana. Si defini-

mos fgi = ¢, fp, = pk, para j,k = 1,...,n, obtenemos una seccién lineal f
de 0: C®(R?") — Xy (R?", s). Tenemos
{d,d"y = {pjm} =0, {d,m} =6}, (4.10)

asf que el 2-cociclo ¢ € Z?(R?",R) es dado por

C(Qj,Qk) = c(Pj,Pk) =0, C(ijpk) _ 5;'.

Sea h := R @ R?" la extensién central de R*® por R determinado por [¢]. Si
escribimos X := (0,Q7), Y;, := (0, Py) y T := (1,0), vemos que b tiene la base
{X1,..., X, Y1,...,Y,, T} cuyas relaciones de conmutacién son:

[Xjan] = [Y}vyk] = [Ta Xj] - [T7 Yk] =0, [vayk] =0, T

Luego h = h(n), el dlgebra de Lie del grupo de Heisenberg H(n). Como este
grupo es conexo y simplemente conexo, obtenemos H = H{(n). Luego H(n) tiene
la siguiente accién poissoniana sobre (R?", s):

(a,b;c) ’ (Q7p) = (Q+ a,p+ b) (411)

4.27. Es facil verificar que en este caso la aplicacion momento entrelaza esta
accién con la accién coadjunta de H(n) sobre una drbita de codimensién 1
en h(n)*. Para ver esto, calculemos esta accién coadjunta. Tenemos:

X;—0, Xj|—>—(5£T, X;—0,
ad(X,): { Yo = 6T, ad(Yy): { v, —0, ad(T) {Yk = 0,

(4.12)
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En la notacién g = (a,b;c) para elementos de H(n), vemos que (a,0;0) =
exp(Xor_q arXy), (0,0;0) = exp (31, bsYs), (0,0;¢) = expcT, y que (a,b;¢) =
(a,0;0)(0,b;0)(0,0; c—a’b). Exponenciando (4.12), obtenemos la accién adjunta
de H(n) en la forma:

le—>Xj, XjHXj—bjT,
Ad(a,0;0): { Yi — Yy + aiT, Ad(0,b;0) : { Yy — Yy,
T—T, T—T,
y Ad(0,0;¢) = Id. La accién coadjunta, en coordenadas (1, ...,Tn, Y1, -, Yn,t)
de h(n)* es:
€Lj = Ty, xj'—>$j+bjt,
Coad(a,0;0) : {yk = yr —akt, Coad(0,b;0): < yr — vk,
t—1, tt,

y Coad(0,0; ¢) = 1d; o bien:
(a,b;c) - (z,y;t) = (x + tb,y — ta,t). (4.13)

(De esta ecuacién se ve enseguida que las 6rbitas coadjuntas son puntos {(a, b,0)}
del hiperplano ¢ = 0, o bien hiperplanos t =ty para tg # 0.

Fijamos t = ty # 0, y definimos coordenadas candnicas sobre esta orbita
por ¢ := —y, p := x/ty. Es facil comprobar que la estructura de Lie-Poisson so-
bre h(n)*, restringido a la érbita t = ¢y, reproduce las corchetes de Poisson (4.10).
Obsérvese que en estas coordenadas, la accién coadjunta se expresa asi:

(a,b;c) ’ (Q7p) = (q +toa,p+ b)

La aplicacién momento de R?" en h(n)* es dado por P(q,p) := (g, top, to), que es
equivariante bajo la accién (4.11) de H(n) sobre R?" y su accién coadjunta sobre
la 6rbita t = to. En particular, podemos tomar to = 1 e identificar R?" con el
hiperplano ¢ = 1 en h(n)*; de esta forma la accién traslativa de R?" corresponde
a la accién coadjunta de H(n) sobre una de sus drbitas.



5. La regla de cuantizacion de Weyl

Los problemas concretos fueron resuel-
tos por primera vez en su complejidad
indivisa; por fuerza bruta, por asi de-
cirlo. Antes de poder generalizar, for-
malizar, y ariomatizar, debe haber una
sustancia matemdtica.

—H. Weyl
5.1. Sistemas dindmicos cldsicos y cudnticos

5.1. Entendemos por sistema dinamico clasico un sistema de ecuaciones de
movimiento:
df

A
7 [

en donde una “cantidad observable”, o simplemente un observable, es una funcién
f € C*°(M) sobre alguna variedad diferencial M que incorpora los pardmetros
fisicos del sistema, y X € X(M). En la formulacién hamiltoniana, M es un
espacio de fases, es decir, una variedad simpléctica, con coordenadas canénicas
locales (¢*,...,q" p1,...,Pn), ¥ las ecuaciones de movimiento toman la forma
de las llamadas “ecuaciones de Hamilton”:

dg’ _ 0Oh dp, oh

A TS
para cierta “funcién hamiltoniana” h € C*°(M).
En el caso de que M = R?™, con su estructura simpléctica usual, se puede
reescribir estas ecuaciones en la forma
dg’

i dpy,
_ = — h J _ = — h .
dt { »d }7 dt { 7pk}

Usando la propiedad leibniziana de los corchetes de Poisson, obtenemos, para
cualquier f € C°°(R?") la siguiente ecuacién de Liouville:
df

E - _{haf} (51)

[El signo negativo es consecuencia de los convenios de signo que hemos adoptado;
pueden suprimirse con un simple cambio de notacién, por ejemplo, al redefinir
{,-} como la negativa de la estructura de Poisson usual, o al reemplazar h
por —h.] Ahora —{h, f} = {f,h} = Xnf, asi que las soluciones de la ecuacién
de Liouville (5.1) son las curvas integrales del campo hamiltoniano Xj.

5.2. Por otro lado, la formulacién usual de la mecdnica cudntica “ordinaria” (es
decir: no relativista, sin spin, y con un ntmero finito de pardmetros) parte de un

93
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formalismo distinto. Se postula la disponibilidad de un espacio de Hilbert H, y
los “observables” corresponden a ciertos operadores autoadjuntos sobre H. (El
espacio de Hilbert no es del todo indispensable; al concluir este capitulo, haremos
una reformulacién del formalismo que no exige la presencia de H de antemano.)
En la “presentacion de Heisenberg”, estos observables cambian durante la
evolucién temporal del sistema, de modo que el operador F(t) que representa el
observable en el instante ¢ satisfaga la llamada ecuacion de Heisenberg:
d i i
—F(t) = ﬁ(HF(t) —F(t)H) = 7

= [H, (1)), (52)

donde H es el “operador hamiltoniano”, o simplemente el hamiltoniano, que es un
operador autoadjunto sobre H; para simplificar, asumiremos que H no depende
del tiempo t. Aqui & es una constante positiva fija, interpretada como % = h/2m,
siendo h la constante de Planck.) Se puede adoptar el convenio de elegir las
unidades fisicas (de longitud, masa, tiempo, etc.) tales que i = 1, y asf lo hare-
mos. (Si mantuviéramos la % en nuestras férmulas como pardametro, podriamos
luego consider el “limite semiclasico” limy_.o de las expresiones obtenidas; aqui
no entraremos en esas consideraciones.)

5.3. ;Cdémo elegir el espacio de Hilbert H y el operador hamiltoniano H, para
poder comparar las consecuencias de las ecuaciones de evolucién clésica (5.1) y
cudntica (5.2)? Los procedimientos originales eran (vistos con ojos modernos)
recetarios ad hoc, basados en un “principio de correspondencia” que identificaba
operadores plausibles Q;, Py, para representar las funciones coordenadas ¢’, py,
y luego dictaminé que a la funcién f = f(q',...,pn) le correspondia el operador
F:= f(Q1,..., P,). Pero esta receta no es tnica porque los operadores @Q;, Py
no conmutan, y a la funcién f(q,p) = ¢'p1, por ejemplo, podemos hacer corres-
ponder los operadores Q1 Py, P1Q1, %(QlPl + P1Q1), amén de otras variantes.
Dirac sugirié [18] que lo que hacia falta era una regla de correspondencia
lineal f — F : C*(M) — Op(H), donde Op(H) denota la coleccién de ope-
radores autoadjuntos sobre H, que preserva las relaciones de conmutacion, es
decir,
i
h

Tal correspondencia, si existe, merece el nombre de una regla de cuantizacion.

f—F h—H < {fh}— ——[F H. (5.3)

5.4. El esquema propuesto por Dirac funciona bien para funciones lineales (a
partir de una identificacién inicial ¢/ — Q;, px — P) y para funciones cuadréti-
cas: no es dificil comprobar que la condicién (5.3) exige (¢)% — (Q;)?, (pr)? —
(Pe)?y ¢/pp — %(Qj P+ P,Q;). Pero al pasar a funciones ctibicas, resulta [25,
p. 102] que no hay manera consistente de asignar un operador a la funcién
q'(p1)? en presencia de la condicién (5.3). Este resultado negativo nos obliga a
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abandonar la bisqueda de un homomorfismo entre el dlgebra de Lie C*°(M) y
el algebra de Lie de operadores autodajuntos sobre H.

(El estudio de operadores autoadjuntos conlleva otro problema, de cardcter
técnico: los operadores @, Py son necesariamente operadores no acotados [38],
y hay que asegurarse de que los dominios de definicién de dos operadores dados
tengan intersecciéon no trivial antes de formar su suma. Este problema se resuelve
parcialmente si todos los operadores que debemos considerar tengan un dominio
comin denso e invariante; asi ocurre en los ejemplos principales.)

5.5. No obstante la imposibilidad de ejecutar la correspondencia (5.3) tal cual,
hay ejemplos importantes de correspondencias lineales f — F que cumplen (5.3)
cuando la funcion h es fija. Diremos que una funcion hamiltoniana h es dis-
tinguida si hay una subdlgebra de Lie A de C°°(M) con h € A y si existe una
correspondencia lineal f +— F de A en Op(H) tal que:

f—F = {f,h}H—%[F,H] para todo f € A, (5.4)

donde H es el operador imagen de h.

El problema de cuantizacion para un sistema dindmico clasico (5.1) es hallar
dicha correspondencia tal que h sea distinguida.

El problema de cuantizacion con simetria es encontrar una correspon-
dencia que cumple (5.4) para ciertos funciones hamiltonianas distinguidas cuando
M posee un grupo de invariancia G, tal que f — F sea equivariante respecto de
dos acciones apropiadas de G.

5.2. Cuantizacion de Weyl

5.6. Tomamos (M,w) = (R?",s) donde s es la forma simpléctica usual so-
bre R?". La “representacién de Schrédinger” asocia a las funciones lineales ¢/,
pr los siguientes operadores @);, P respectivamente sobre H := L2(R"):

0
Ql0) = G(0),  [AIQ) = =izt (0 (55)
(Comunmente se escribe Q; = ¢;, Py = —i0/0¢k; aqui {; denota el operador de

multiplicacién correspondiente. )
Si conjugamos con la transformacién de Fourier F € U(L?(R")), dado por:

n

F(E) == (2m) > / Y (C) dC,

y si escribimos @j =FQ;F 1, ]3k := FP,F~!, obtenemos

Q;0)(6) = —ij—g@), Beol(€) = —&d(E). (5.6)
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(La correspondencia (5.6) se llama la “representacién de Schrodinger en el espacio
de momentos”.)

5.7. Cabe aclarar que las férmulas (5.5), (5.6) pueden extenderse a dos repre-
sentaciones equivalentes del algebra de Lie h(n), si agregamos la regla 1 — I
(aqui 1 es la funcién constante de valor 1 sobre R?"). En otras palabras, el
4lgebra de Lie h(n) se representa en C*°(R*") por X; — ¢/, Yy —pp, T— 1,y
la receta (5.5) o bien (5.6) lleva esta en una representacién de h(n) por operadores
autoadjuntos sobre L?(R™). Esta es la versién infinitesimal de la representacién
unitaria irreducible m; de H(n) ya exhibida en (2.11).

5.8. Antes de seguir, recordamos que H(n) es isomorfo al grupo ]ﬁl(n) cuya ley
de grupo es:

(a1,b1;¢1) (ag,bo; c2) := (a1 + ag, by + ba; 1 + c2 + 5(a1by — aghy)).

5.9. Definicion. La regla de cuantizacién de Weyl extiende la represen-
tacién de Schrodinger ¢/ — Q;, px — Pi al asociar un operador Op(f) a una
funcién f € C°°(R?") como sigue. Weyl analizé f en sus componentes de Fourier,
reemplazé las funciones €*? y e™P por las operadores unitarios e*Q y WP
respectivamente, y reconstituye Op(f) por la férmula de inversién de Fourier.
Formalmente:

on(f) =) [[ e (([[ g gary) dady
R2n R2n

M4s correctamente, sea S(R?") el “espacio de Schwartz” de funciones f €
C>(R?") tales que (1 + ||z||2)NOX f sea acotada para todo n € N, K € N2,
(La funcién gaussiana fo(q,p) := exp(3(|lq|* + [[pl|?)) queda en S(R?*").) La
transformada de Fourier inversa de f € S(R?") es dado por:

]:—1 , — —n 1rq+iyp ; d" o d"p.
[z, y) = (2m) //Rzne fla,p)d"qd"p

Para 2,y € R", sean U(z) := e @9, V(y) := e ¥F; tenemos [U(x)Y](¢) :=

e~ H(C), [V(y)](C) = 1(C—y). De ahi se ve que U(@)V (y) = e~V (y)U(a).
Definase

W (z,y) = e™/2U(2)V (y) = e Y2V (y)U (2), (5.7)

de donde: A
W (z,y)0)(¢) = e~ 7299 (¢ — ).
Ahora se puede definir, para f € S(R?"):

on(s)i= 20" [ F W dady 6.9
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como limite de sumas de Riemann, por ejemplo; la integral converge porque
F~1f, al igual que f, queda en S(R?").

5.10. Es importante notar que (5.7) determina una representacién del grupo
de Heisenberg Iﬁl(n) Mejor dicho, la correspondencia (z,y;0) — W(x,y) se
extiende a una representacién de todo H(n) al tomar 7 (z, y; 2) := e~ =W (z,y) €
U(L*(R™)). En efecto:

[7(z1, Y15 21) 7 (22, Y25 22)9](€)
= et R R (22, 42)9] (¢ - 1)
_ e*i(21+22+wl(4*%yl)ﬂfz(C*yr%yz))w(C )

_ e*i((lerIz)(C*%y1*%y2)+21+22+%(I1y2*12y1))w(< —y — y2)

= [m((z1, 15 21) (@2, yo; 22)) ] (C).

5.83. Los operadores de Grossmann y Royer

5.11. Podemos reformular (5.8) de un modo més directo, evitando los procesos
de andlisis y sintesis de Fourier, si tomamos en cuenta el teorema de Plancherel—
Parseval que afirma la unitariedad de la transformacién de Fourier:

/ FF(w,9) Fhiz,y) dzdy = / F@p) ha,p) d*qd"p.
R2n R2n

Si introducimos los operadores de Grossmann [24] y Royer [39] definidos simbé-
licamente por Q(q,p) = “(F'W)(q,p)” := 2m)~" [[ et WP W (z,y) d"z d"y,
podemos redefinir (5.8) como sigue:

Op(f) = (2m)™" / - f(q,p)Q(q,p) d"qd"p. (5.9)

Para obtener la definicién precisa de €2, basta hacer un pequeno calculo
distribucional:

Qg.00)(Q) = ) [[ e O ey
=(2m)™" //]R2n e”(q*CJr%y)eiypw(C —y)d"zdy

= [ 8=+ i -y

= 2n2 (=g (2g — (), (5.10)
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donde hemos usado las identidades distribucionales:
0(Ak) = A7"6(k), para A >0, k€ R"™; (5.11a)
/ ek dny = (2m)"o(k). (5.11b)

5.12. Excursus: calculo de deltas. El desarrollo subsiguiente de la cuanti-
zacién de Weyl se simplifica considerablemente si empleamos sistematicamente
ciertos cdlculos con las deltas de Dirac. (Una ruta alternativa, que no emplea
dichos calculos pero que en su lugar usa técnicas de dualidad en espacios de dis-
tribuciones temperadas, estd expuesta en [23].) La distribucién § —sobre R™—
es el funcional lineal definido sobre C*°(R™) por:

oz —y)f(y)d"y = f(x). (5.12)

Rm

(Dicho de otra forma, (z,y) — d(z — y) es esencialmente un nicleo reproduc-
tor para el espacio de Hilbert L?(R™).) Aparte de las identidades de dilata-
cién (5.11a) que son consecuencia de d™(Ay) = N d™y, y (5.11b) (una formu-
lacién simbdlica del teorema de inversiéon de Fourier), tenemos la propiedad de
reflexion:

(=) = do(x),

(por la invariancia de la medida de Lebesgue bajo z — —z) y la importante regla
de simplificacién:

M(f@) = >,
{zo:f(20)=0}
toda vez que f sea una funcién con ceros simples aislados. La definicién (5.12)
conduce a una identidad reproductora para las deltas:

/m 0z —y)o(y —2)d™y = d(x — 2).

Finalmente, consideramos la distribucién ¥, (y) := é(x — y) sobre R™. La
familia { ¥, : z € R™ }, aunque no incluida en L?(R™) (es parte del espacio més
amplio §'(R™) de distribuciones temperadas) se comporta como una familia de
“vectores principales” para L?(R™). (Por ejemplo, se verifica (¥, | h) = h(z)
para todo & € R™.) En particular, tenemos una férmula para calcular trazas:

Te[A] = /m<\px | AU, d™ (5.13)
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es decir, el lado derecho de (5.13) coincide con la traza de A si esta existe.
Resulta que el lado derecho tiene sentido para ciertos operadores no trazables, en
cuyo caso define una “traza generalizada” del operador que también denotamos
por Tr[A]. Este es el caso, en particular, si A posee un espectro discreto de
autovalores no absolutamente sumable, pero si sumable en el sentido de Abel: la
sumatoria de Abel de sus autovalores es su traza generalizada.

5.13. Teorema. Los operadores { Q(u) : u € R?*"} sobre H = L*(R") poseen
las siguientes propiedades:
i) Q*(u) = Q(u), para todo u € R*";
ii) Tr[Q(u)] = 1, para todo u € R*";
iii) 7(g)Q(u)w(9)"" = Qg - u), para todo u € R*", g € H(n), donde la accién
de H(n) sobre R*" es dado por (z,y;2) - (¢,p) == (¢ +y,p — 2);
iv) Tr[Q(u) Q(v)] = (27)"6(u — v), para todo u,v € R?".

Observacion. Si identificamos R?™ con la 6rbita coadjunta del grupo de Heisen-
berg correspondiente a t = 1 en (4.13), la accién dada en (iii) es precisamente la
accién coadjunta de H(n).

Demostracién: Primero observamos que si (iii) es vélido, la transitividad de
la accién sobre R?" dice que basta verificar (0)* = Q(0), Tr[Q(0)] = 1 para
comprobar (i) y (ii).

Ahora
[20)¢](¢) = 2"(=C)

(tomando ¢ = p = 0 en (5.10)) es un “operador de paridad” sobre L?(R").
Tenemos

(x| 92(0)¢) = 2"(2m) " / X6 (—u) du

R2n

=2n) [ X060 o = @0 | 6)

asi que Q(0)* = Q(0).

Si { hy : @ € N" } denota la base ortonormal de funciones de Hermite para
L?(R™), recordamos que ho(—C) = (—=1)I*lhy(¢) para todo multiindice a, asi
que

THOO)] = 3 (ha |2(0)ha) = 3 2"(-1)%! = (Zz(_m)":l.

OLEN" OLEN"

(La dltima sumatoria se toma en el sentido de Abel.)
Para comprobar la covariancia (iii), usamos el hecho de que cualquier ele-
mento del grupo H(n) puede escribirse en la forma g = exp(aX) exp(bY') exp(cT)
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para a,b € R", ¢ € R. Es w(exp(aX)) = (a,AO;O) = Ul(a), m(exp(bY)) =
7(0,b;0) = V(b), w(exp(cT)) = w(0,0;¢) = e **I. Basta entonces compro-
bar (iii) con U(a) o bien V(b) en lugar de 7(g). Tenemos
[U(a)2(q, p)U (=a)¥](¢) = e~ "**[Qx(q, p)U (—a)¥] (¢)
= 2"e XD (—a)y](2q — ()
= QneTiaCH2p(C—a)+ia(24=C)y (24 — ¢)
= 2neH (P~ Dy(2g — ) = [2g,p — a)¥](Q);
[V (0)2q, p)V (=0)9](C) := [2g, )V (=0)¥](C = b)
= 2" e2P(C=a=D [V (—b)ep)(2q — ¢ +b)
= 2"y (29 + 2b - ()
= [Q(q + b, p)¥](C).

Con esto, hemos verificado (i), (ii) y (iii) del enunciado.
Para (iv), usamos la férmula (5.13) que calcula la traza. Primero observamos

que, para todo ¢ € S(R™):

(Qag,p)Ve [ V) == (Y [ Qg p)Y) = [Qq, p)¥](C)
_ 2"@2”)(4*‘1)1/}(2(] - = 2"e2ip(<7Q)<\Ilgq,< | ),

o bien Q(q,p)¥¢ = 2"e~2PC~DW,, . Luego de (5.11) y (5.13) obtenemos:

Tr[0(g, p) © / (g, p)Ue | ') Te) d°C

2P~ =2 (C=a) 5((2¢ — ¢) — (2¢' — ) d"™¢
o

— 9n6(q )/ (2ilp=p)(C~a) g

(
"5(q—q")m"o(p—p') = 2m)"0(u —u'),

para todo u = (q,p), u' = (¢/,p') € R*". O

5.4. Simbolos de Weyl y su producto torcido

5.14. Definicién. El ntcleo operatorial 2 puede usarse no solamente para
“cuantizar” funciones mediante (5.9), sino también para “decuantizar” opera-
dores. Sea A un operador sobre H = L?(R™). Su simbolo de Weyl es la
funcién:

Wal(q,p) == Tr[AQ(q,p)]



LA REGLA DE CUANTIZACION DE WEYL 61

toda vez que la traza existe (aunque sea en el sentido generalizado). Para sim-
plificar la discusién, supongamos por un momento que A es de clase de traza.
Entonces A — Wa(q,p) es una forma lineal continua sobre £q(H). Ademds,
A pertenece al nucleo de todas estas formas lineales si y solo si A = 0, ya que
{Qu) : u € R?™} genera un subespacio denso de L£(L?(R™)) (con la topologfa
fuerte de operadores); esto se puede demostrar directamente, o bien al notar
que este ultimo conjunto es la imagen de Fourier de { W(z,y) : =,y € R"},
que genera el mismo subespacio que {7 (g) : g € ]ﬁl(n) }, cuya densidad resulta
de la irreducibilidad de la representacion 7. En conclusion, la aplicacion lineal
A — W, de operadores en simbolos es uno-a-uno.

5.15. La propiedad tracial Tr[Q(u) Q(v)] = (2m)"6(u — v) de Q ahora permite
concluir que los procesos de “cuantizacion” y “decuantizacién” son inversos, es

decir:

Op(WA) = A. (5.14)
En efecto, si B := Op(W4), tenemos B = T [rae Wa(v)Q(v) d®™v, asi que

Wp(u) = (2m) " Tr {Q(u)/}R Q(v) Wa(v) d**v

2n
= (2m)~" Wa(v) Tr[Q(u) Q(v)] d*"v = Wa(u).
R2n
Como A — W4 es uno-a-uno, concluimos que B = A.
Podemos entonces reformular las propiedades béasicas del cuantizador 2 en

términos de los simbolos de Weyl.
5.16. Teorema. La correspondencia A — W 4 posee las siguientes propiedades:

i) Wa«(u) = Wa(u), para todo u € R?";

ii) Wy =1, (la funcién constante de valor 1);
iii) Wr(g)ar(g)—1 = (Wa)?, para todo g € H(n);
)

iv Tr[AB] (2m)~" Wa(u)Wg(u) d*™u, para todo A, B.
R2n

Demostracion: 1): Wy« (u) = Tr[A*Q(u)] es el conjugado del nimero complejo
Tr[(A*Q(u))*] = Tr[Q(u)* 4] = Tr[Q(u) A] = Wa(u).

it): Wy(u) = Tr[Q(u)] = 1, para todo u € R?".

iii): Como (Wa)9(u) := Wa(g~! u)=Tr[AQ(g"" - u)], tenemos

Wa(g)an(g)-2 (1) = Tr[n(g9)Am(g) ™' Q(u)] = Tr[A7(9) ' Qu)m(9)] = (Wa)?(u).
iv): En vista de (5.14), tenemos:

R2n

(2m)™" Wa(u)Wg(u) d*y = (2m) " Tr [A /}R2n Q(u) Wg(u) d*y
=Tr[AOp(Wg)|=Tr[AB]. 0O (5.15)
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5.17. La propiedad tracial (5.15) de la correspondencia A — W4 tiene una in-
terpretacion importante. Desde el punto de vista de la fisica estadistica clésica,
una funcién real f (como Wa si A* = A) sobre el espacio de las fases M = R?"
representa una cantidad observable (o simplemente “un observable”) asociado a
un determinado sistema clasico elemental. El valor real que se mide u observa de-
pende del “estado” del sistema, representado por una densidad de probabilidad,
es decir una funcién no negativa p sobre el espacio de las fases. El “valor espera-
do” del observable f en el estado p es entonces (f), := (2m)~" [}, f(u)p(u) d* u.

En la mecanica cudntica ordinaria, se conserva este lenguaje de observables
y estados; pero ahora un observable es un operador autoadjunto A = A*, y un
estado se representa por un operador trazable positivo B; la receta para calcu-
lar valores esperados es: (A)p := Tr[A B]. Fue Moyal [33] quien inicialmente
notd que el esquema de cuantizacién de Weyl tiene la propiedad caracteristica de
que los valores esperados cudnticos se calculan mediante el procedimiento cldsico
sobre los simbolos. (La diferencia entre las teorias cldsica y cudntica se con-
centra entonces en el hecho de que los “estados cuanticos” —simbolos Wg para
operadores positivos B— no siempre son funciones no negativas.) Llamamos
“cuantizacién de Moyal” a una regla de cuantizacién que exhibe la propiedad
tracial (5.15).

5.18. Definicién. El producto de operadores sobre L?(R") induce un pro-
ducto torcido de funciones sobre R?", mediante la correspondencia biunivoca
A — Wy4: colocamos W4 x Wg := Wup. Para poner de manifiesto que esta
definicién no depende de A, B, consideramos el siguiente célculo distribucional:

[Wa x Wg|(u) := Wap(u) = Tr[Q(u) A B]

=(©2m) " Tr {Q(u) /}R Wa(v) Qv) d* v Wg(w) Q(w) d*"w

2n JR2n

= (2m)~°" /}R2n /R% Tr[Q(u) Q(v) Q(w)|[Wa (v)Wg(w) d™ v d“"w

Por la tanto, se puede definir el producto torcido de dos funciones f, g por:

U= [ [ L@@ odte, 6.0
R2n JR2n
donde el “trintcleo” L es dado por:
L(u,v,w) := Tr[Q(u) Q(v) Q(w)].

Obsérvese que (5.16) determina una operacién bilineal (f,g) — f X g, cuya
asociatividad se debe esencialmente a la ciclicidad de la traza: L(u,v,w) =
L(v,w,u). Dejamos de lado el tema importante de precisar el dominio de este
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producto, que es tratado con detalle en [23]; aqui es suficiente notar que f X g
estd bien definida si uno de f, g es una distribucién temperada (en particular, un
elemento de C>°(R?")) y el otro pertenece a S(R?"), y que el producto torcido
es continuo sobre el espacio S(R?").

Debemos calcular el trintcleo L en forma explicita:

L(u,v,w) = / (We [ Qu) Qv) Aw)P¢) d¢

- / (Qu) W | Qv) Qw) W) d™¢

_on / 2 Pu =0 (O (v) Uy, ¢ | Qw)T¢) d™¢

_ 93n / 2P (6= au)+2ipy (200 =C=00)=2iPu (=) (G oy | Wy, _¢) d"C

— 93n2i(2quPy —quPu—qvPv+qwPw) / e2i<(pu7pv*pw)5(2€ — 2qu + 2¢0 — 2q0) d"C

n

— 92n2i(2quPyo —quPu—qvPv+awPw) £ 21(qu — v +qw) (Pu—Pv—Pw)

= 22" exp{2i(quPs — GuPu + QPw — QuwPu + GwPu — GuPuw)}
— 22 exp{~2i[s(u,0) + (v, w) + 5w, W]},

de donde obtenemos la forma explicita del producto torcido:

(fxgﬂu%=W4”A;t@ge‘M“%”“wWH“WWf@Mde%UfWM(5H)

5.19. Definicién. El corchete de Moyal de dos funciones f, g € C*°(R?") se
define ahora por:

{fih}y = —i(f x h—h x f).

El paradigma de Dirac ahora tiene la siguiente respuesta parcial: si h es un
polinomio lineal o cuadrdtico, entonces {f,h},, = {f, h} para todo f € C*(M).
Podemos entonces considerar la cuantizaciéon de Weyl como un proceso de “de-
formacién” que lleva el corchete de Poisson en el corchete de Moyal, dejando
invariante las ecuaciones de movimiento para sistemas gobernados por hamil-
tonianos lineales o cuadréticos. Este es el punto de vista adoptado en [6], que
conduce a una teoria de deformaciones de estructuras de Poisson.

5.20. Proposicién.

u) d®u = u) h(u) d*™u.
[ @xmd= [ pnad

R2n
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Demostracién: Tenemos L(u,v,w) = Tr[Q(u) Q(v) Uw)] = Waw)ow)(u), asi
que

(2m)~" /RQH L(u,v,w) d*u = Tr[Op(Woaw))] = Tr[Q(v) Q(w)]
= (2m)"0(v — w).
Luego
/]R2,L(f x h)(u) d*u = (27) 2" /}R /R /}R . L(u,v,w) () h(w) 4" ud? v d*Mw
- /]R?n /RQ (v — w) f(v)h(w) d*" v d*"w

= f()h(v) d*v. O

R2n
5.21. Corolario. / (f xg)(u) h(u) d*"u = (u) (g% h)(uw) d*™u para todo
R2n R2n
f.g9.h € S(R™).
Demostracién: Ambas expresiones coinciden con [g,, (f X g x h)(u) d*"u. O

5.22. Si definimos (f,h) := (2m) ™™ [g2n (f X h)(u) d*"u, obtenemos una forma
bilineal (no sesquilineal) sobre S(R?"). Con esta notacién, el Corolario se lee:
(f x g,h) = (f,g x h). Podemos entonces extender el producto por dualidad, en
la siguiente forma. Si f € S(R?"), T € &'(R?") (es decir, T es una distribucién
temperada sobre el espacio de las fases), definimos

(T'x f,hy:= (T, f xh), (f xT,hy :=(T,h x f),

para h € S(R*") (los lados derechos denotan la dualidad usual entre S'(R?") y
S(R?")). Este tipo de extensién permite ampliar el dominio del producto torcido
mas alld del &mbito de convergencia de la integral doble (5.17); para més detalles,
remitimos a [23]. Es de notar que la posibilidad de hacer esta extensién surge del
teorema anterior, que a su vez depende de la propiedad tracial del trintcleo €.

5.5. Cuantizacion de Moyal: un esquema axiomdtico

5.23. Recapitulemos ahora el esquema general de la regla de la cuantizacién
de Weyl. Sus ingredientes son: (a) un grupo de Lie G = H(n); (b) una rep-
resentacién unitaria irreducible w de G sobre un espacio de Hilbert separa-
ble H, = L*R"); (c) una érbita coadjunta M = R?" de G; y (d) una nor-
malizacién du(u) := (2m)~" d*"u de la medida G-invariante sobre M. Si w es
la forma simpléctica natural sobre la 6rbita M, la medida G-invariante sobre M
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dada por pp:=CwA---Aw (% dim M veces) se llama una medida de Liouville
sobre M: es tnica salvo por la determinacién de la constante positiva C'. Obser-
vamos ahora que €2 depende tinicamente de estos cuatro datos; esto nos conduce
a la siguiente definicién.

5.24. Definicién. Para una cuaterna dada (G, w, M,dp), un cuantizador de
Stratonovich—Weyl es una aplicacién 2: M — { operadores sobre H, } tal que:
i) Q*(u) = Q(u), para todo u € M;
) Tr[Q(u)] = 1, para todo u € M,
iii) 7(9)Qu)m(g)~t = Q(g - u), para todo u € M, g € G
iv) Tr[Q(u) Q(v)] =: K (u,v) es el nicleo reproductor para el subespacio cerrado
K C L*(M,dp) generado por los sémbolos W := Tr[AQ()].
Si tal Q existe, definimos L(u,v,w) := Tr[Q(u) Q(v) Q(w)] e introducimos el
producto torcido de funciones sobre M por

ii

(f % 9)(u) == / /M L(u, 0, w) f(0)g(w) dp(v) dp(w).

La correspondencia A — W se invierte por la regla A = [, Wa(u) Q(u) du(u),
en vista de la propiedad tracial (iv).

5.25. El programa de cuantizacion de Moyal consiste en la buisqueda de cuanti-
zadores (2, con sus respectivos teoremas de existencia y unicidad, para determi-
nados grupos de Lie G. En lo sucesivo nos dedicaremos a realizar este programa
para grupos compactos. Con esto evitaremos ciertos problemas de rigor analitico
que acompanan el manejo de trazas generalizadas, puesto que los espacios de rep-
resentacién H, serdan finitodimensionales. El interés de los grupos compactos,
con miras a las aplicaciones fisicas, viene de su lugar central en la teoria de spin
y otras teorias de “simetrias internas”.



6. Cuantizacién de Moyal sobre la Esfera

No hay problema fundamental de la
mecdnica cudntica que no puede en-
tenderse en términos de las matrices
2 x 2. (Pero eso nos dice algo impor-
tante acerca de las matrices 2 x 2.)

—E. P. Wigner
6.1. Un cuantizador para la esfera

6.1. En este capitulo, tomamos G = SU(2), que es un grupo de Lie compacto,
simple, conexo y simplemente conexo. Resulta que H?(SU(2),R) = 0, asf que no
hace falta considerar extensiones centrales de SU(2): las variedades simplécticas
homogéneas para SU(2) son precisamente sus érbitas coadjuntas. Estas érbitas
son el origen {0} € su(2)* y las esferas 22 + 32 + 22 = C, donde C es una
constante positiva. Tomamos M = S2, la esfera unitaria en su(2)* = R3, es
decir, tomamos C = 1; recordamos que SU(2) actiia sobre S? por rotaciones.

Las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) forman una familia
{m; : 2j € N}; la dimensién del espacio de representaciéon H; de m; es (25 + 1).
El caso j = 0 corresponde a la representacién trivial sobre C; en adelante supon-
dremos que j > 0.

Las medidas de Liouville sobre S? son los miltiplos positivos de la forma de
drea senddf d¢ (invariante bajo rotaciones; viene de la forma simpléctica w =

201 enododo.

sen®df A d¢). Normalizamos esta medida por du;(0,¢) :=
paraje{Q,l,g,Z 3
6.2. Debemos buscar un cuantizador de Stratonovich-Weyl para la cuaterna
(SU(2),7;,S%, du;). Esta es una funcién Q;:S? — L(H;) =2 CEHD* 25+ " a]
que, para u € S?, g € SU(2):
() Q(u)" = Q;(u);
(i) Tr[€(w)] = 1;
) mi(9)Q(w)mi(g) ™t = Q;(g - u); (6.1c
) Tr[Qj(u) Q;(v)] = Kj(u,v), (6.1d
donde Kj(+,-) es el niicleo reproductor para el subespacio K; C L2(S?, duj) ge-
nerado por los “simbolos” W¥ := Tr[AQ()].

6.3. Es de notar que K; es un espacio de Hilbert finitodimensional. De hecho, si
E,, denota la matriz (2j + 1) x (2j + 1) con entrada (s, r) igual a 1 y sus demds
entradas iguales a 0, cada A € L(H;) tiene la forma A =" _as E,,, asi que K;

66
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es generado por los simbolos de los F,, que son precisamente las entradas (r, s)
de la matriz de ;.

Denotamos por Z7,(u) la entrada (r, s) de 2j(u). Usamos el convenio de que
r,s€{—j,—j+1,...,5—1, 4} (asi que son semienteros cuando j es semientero).
Nuestra tarea es identificar estas “funciones especiales” ZJ_ sobre la esfera.

6.2. Las representaciones unitarias irreducibles de SU(2)

6.4. Notacién. Sea D/ (g) la entrada (r,s) de la matriz de m;(g), para g €
SU(2). Cualquier elemento g € SU(2) puede escribirse como un producto g =
1/0 -1 i1 (1 O
exp(—aZ) exp(fY) exp(—vyZ), donde Y := 3 (1 L Z = 3 (0 _1> son
dos de las tres generadores {X,Y,Z} de su(2) dadas en (1.10). Los éngulos
«, 3,7 son los dngulos de Fuler de g. Los signos siguen el convenio adoptado en
Biedenharn y Louck [10]; en ese libro se recopilan muchas férmulas de funciones
especiales y coeficientes de Clebsch—Gordan que citaremos a continuacién sin
(g) toma la forma

demostracién. Luego DI (a, 8,7) = D’

Dl (o, B,7) = e d (B)e ™",

al usar una base ortonormal de H; respecto del cual los 7;(exp(—aZ)) poseen
matrices diagonales; se puede verificar que

& (8) = VG +r)NG = )G+ 9)G —s)!
it (COS %ﬂ)ijrJrszt(SQn %ﬂ)rferQt
th:(_l) ' G +s—tr—s+t)G—r—t)

(6.2)

donde la suma extiende sobre los valores enteros de t tales que los argumentos
de los factoriales en el denominador sean no negativos: max{0,s —r} < ¢ <
min{j + s,j — r}. Alternativamente, tenemos la férmula:

5 o (j +8)'(] B 8)' cos L3) 5 (sen L 3)5— (s—mr,m+s) cos

donde P{™” denota un polinomio de Jacobi [48].

6.5. Varias funciones especiales sobre la esfera son casos particulares de las fun-
ciones DJ (g). Como S? = SU(2)/T, la fibracién natural SU(2) — S? lleva
angulos de Euler sobre SU(2) en coordenadas esféricas sobre S? por (a, 3,7) —
(8, @); en consecuencia, las funciones sobre SU(2) que son independientes de
se proyectan a S?. Paral € N, m € {—1,...,l — 1,1}, las funciones

Vi (8, ) = 1) 2 Dl(a ,7) (64)
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(donde la barra denota conjugacién compleja) se llaman armdénicos esféricos
sobre S2. Los factores de normalizacién son elegidos para garantizar que los Y,
son ortonormales, respecto de la medida senddf d¢ sobre S?. De hecho, ellos
forman una base ortonormal para L?(S?). En coordenadas esféricas:

20+ 1)(I —m)

Yim(B,a) = (=1)™ Tnl + ) : P™(cos B)eime (6.5)

donde los P/™ son las “funciones asociadas de Legendre”. Cuando m = 0, obte-
nemos
(20+1)

Yl0(67 Oé) = AT

Py(cos B),

donde los P; son los polinomios de Legendre.
Vale la pena tomar nota de una férmula importante que establece una
relacién entre los armoénicos esféricos y los polinomios de Legendre:

l

Z Yim (u)?lm (v) =

m=—

47
20+ 1

Pi(cosbuy), (6.6)

donde 6,, denota el dngulo entre los dos puntos u,v € S?. (Nota: como los
Yim son ortonormales, esta férmula dice que (u,v) — P;(cosf,,) es un nicleo
reproductor para el subespacio de L?(S?,sen @ df d¢) generado por los Y}, con
[ fijo, es decir, las funciones arménicas de grado I.)

6.6. La condicién de covariancia (6.1c) para §2; se escribe en términos de los
elementos de matriz como sigue:

Zilg-u)= 3 D)2, (u)Dy(9), (6.7)

1

ya que m;(g)”" = m;(g)* por unitariedad.

6.7. Las funciones Dﬁp(g)ﬁiq (g) son elementos de matriz del producto tensorial
de matrices 7;(g) ® mj(g)* =: (m; @ T;)(g). La representacién 7, es equivalente
a m; ya que, para SU(2), hay solamente una clase de equivalencia de repre-
sentaciones unitarias irreducibles en cada dimensién finita. Ahora, el producto
tensorial de representaciones m; ® T; ~ m; ® m; no es irreducible, sino que se
descompone en la forma:

2j
Ty QM ~ @T(l,
=0
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un hecho que recibe el nombre de “identidad de Clebsch y Gordan”. Mas gene-
ralmente, el producto tensorial de dos representaciones unitarias irreducibles
cualesquiera de SU(2) se descompone como sigue:

j+k
T Q@M ~ @ . (6.8)

I=]j—k|

6.8. La equivalencia (6.8) tiene la siguiente elaboracién: hay una matriz uni-
taria C, con (25 + 1)(2k + 1) filas, tal que

itk
C(m;(9) @ me(g))C* = @ m1(g), para todo g € SU(2); (6.9)
I=|j—k|

la suma directa a la derecha es la matriz formada por bloques diagonales que
son copias de las matrices de m;(g), paral € {|j — k|,...,j + k}. Denotamos las

. . k|l . .
entradas de la matriz C con la notacién ;7“ s ,donder € {—j,...,j}ys€

{—k,...,k} determinan una filade C; l € {|j —k|,...,j+k} yme {-1,....l}
determinan una columna. La férmula (6.9) no determina C' univocamente (por
ejemplo, es insensible a multiplicacién de C' por un escalar de médulo 1); se
obtiene unicidad al usar el “convenio de fases de Condon y Shortley”, que exige
J gl

1 trad .
que las entradas <‘7 - ‘0

< i ]; 7vl1> se llaman los coeficientes de Clebsch—Gordan para SU(2).

La formula general para los coeficientes de Clebsch—Gordan es [10, férmula

(3.170)]:
<jk l>—(5 (21+1)(j+k—l)!(l+j—k)!(l-i—k‘—j)!X
ros|m/  tem (J+E+141)

(1 VI NG =)k + 8)(E = s)I(T+m)(l —m)!
NG+E—1—tNG—r—t)(k+s—t)NI—k+r+)(l—7—s+1)

> sean positivas. Con este convenio, las entradas

donde la suma extiende sobre los valores enteros de t tales que los argumentos
de los factoriales en el denominador sean no negativos.

6.9. Los coeficientes de Clebsch—Gordan obedecen muchas relaciones combina-
torias, evidentemente. De momento, solo necesitamos tres de ellas:

Jjk
s

l
m

>=0 si r+s#m, (6.10a)
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Gk I\ o [AFL/ 1| K
<r s m>_( 1) 2%k+1\r —m| —s/’ (6.10b)

DR

r,s m
(La dltima férmula dice que las filas de C' son ortogonales, ya que C es una

r4+s=m

matriz unitaria.)

6.3. Los elementos de matriz del cuantizador

6.10. Si escribimos los elementos de matriz de la relacién (6.9) y tomamos en
cuenta la ortogonalidad de las funciones D7, en el espacio de Hilbert L?(SU(2)),
podemos expresar un producto de dos funciones D como una combinacién lineal
de otros. El resultado que necesitamos es el siguiente [46]:

2j . . . .
; —j 20+1 l l —
i (VD () — j AV j
D7,(9)Dsq(9) ;:o 2j+1<r . S><p q_p‘ q>DSr’qp(g). (6.11)

Enchufando esta identidad en (6.7), obtenemos:

l
r—s

x%(_1)j—p<£ _pj_m‘ _lm>5lsr’m(g)Zg’m+p(u),(6.12)

25 .
Zig) =3 (-]

r —S
=0

donde hemos empleado (6.10b), con m := g — p.
6.11. Definase ahora la siguiente combinacién lineal de funciones Z:
J . .
Vi (u) = > (_1)j—p< }Jj _pj_ - ‘ _lm >Zz7m+p(u). (6.13)
p=—j
Entonces podemos reescribir (6.12) en la forma:

_ 2 | C Lo N
Zio-0 =3 (D) S Pl @i,
m=—I

=0 -

En particular, si g = e, tenemos Dj (e) = s, asi que Z/; es una combinacién
lineal de los Y,,:

2j .
Zi0 =Y -]

! >%,H<u>. (6.14)
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La relacién de ortogonalidad (6.10c) ahora muestra que:

Fnlg-w = 3 <—1>”<j; L m} _’m>Zi;,m+p<g-u>

—zp_z’]<p SRR CRETERD S A 20
ZD 9)Yin (w). (6.15)

n=-—I

6.12. La relacién (6.15) es caracteristica de los armdnicos esféricos (6.4). Si
u = (0,¢) € S? en coordenadas esféricas, sea g, € SU(2) el elemento de grupo
con angulos de Euler con dngulos de Euler (¢,0,0), de modo que g, - up = u,
donde ug es el “polo norte” (f = 0) de S%. Entonces u — g, define una seccién
de la fibracién SU(2) — S? dada por (¢,0,1) — (6, ¢); esta seccién es continua
salvo en los polos norte y sur, en donde las coordenadas esféricas son singulares.
De (6.4), vemos que los armdnicos esféricos obedecen la relacién:

Yinn(w) = /25 Blol0) (6.16)

Ademas, debemos notar que si h - ug = u, entonces h = g,ty, donde t; es un

elemento del subgrupo de isotropia SU(2),, = {exp(¥Z) : ¢ € R}, asi que
5ino(h) = ﬁino(gu). Por ende,

120+ 1
Yim (g : u) =Yim (ggu : UO) = A DmO(gu)

A+ 1 _ Lo,
n=-—I

n=-—1

en vista de que m(gg.) = m(9)mi(gu)-
De ahi, podemos concluir que Y, y Y, son proporcionales. De hecho, si
A(l,1") es la matriz (21 + 1) x (2I' + 1) cuya entrada (m,n) es

20+ 1
4

/ }A}lm (97 d))?lm (0a ¢) sen 0 d d¢a
S2

entonces m;(g)* A(l,1")m (g) tiene entrada (m,n) igual a

20+ 1 _
4:: /S Yim(g - (0,0))Y 1m(g - (6, )) sen 0 d6 dop,
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asi que m(g)*A(l,1")m(g) = A(l,1") por la invariancia bajo rotaciones de la
medida sendf d¢. Luego A(l,l') entrelaza las representaciones m; y m;. Por
el Lema de Schur, obtenemos A(l,l') = 0sil # 1"y A(l,l) = )\{I para algin
)\{ € C. En resumen: N '

Yim = )\f Yim.

En consecuencia, la ecuacién (6.14) se reescribe en esta forma:

25 .
Zi0 =Y (L

=0

l

r—s

>A{ Yieor(u). (6.17)

En particular, todos los ZJ, pertenecen al espacio vectorial IC;- generado por
los arménicos esféricos {Ylm 1=0,...,25; m = —1l,...,1} (obsérvese que la
dimensién de este espacio es El 0(21 + 1) (2j +1)?). Por (6.13), en cambio,
los Y}, son combinaciones lineales de los ZJ,; luego estos generan el espacio IC’

asi que IC;- = K;, el espacio de simbolos determinado por el cuantizador €2;.

6.13. El postulado (6.1a), es decir, la coleccién de igualdades Zj =7,
con la conocida propiedad Y, = (— 1)™Y; _p, de los arménicos esféricos —

junto

que se deriva facilmente de (6.2) 6 (6.5)— muestra que los escalares A} en la
férmula (6.17) son reales.

El ntcleo reproductor de K; (considerado como subespacio de L2(S?,dpu;))
es

Kj(u,v): 2]+1Z Z Ylm Yl'm )

=0 m=-1
Ahora la propiedad tracial (6.1d) dice que

J

Kj(u,0) = Te[Q(w) Q(0)] = > Z3,(w)Z),(v)

TG——j
= Z ZAJ}\]/ JJ l j o % Yoo 0T n(0)
r,s=—jl,l'= l —S|TrT—S8 r —s|r—s ,S—T 85—
2 1

SN )i (W)Y i (v), (6.18)

=0 m=—1

al emplear (6.10c) de nuevo. Comparando con coeficientes en estas dos expre-
siones para K, obtenemos X = 4 \/47/2j + 1

6.14. La normalizacién Tr[Q;(u)] = 1 es equivalente, dada la propiedad tracial
(6.1d), a lo siguiente:

(@) [ 2@ adu) =1 (6.19)
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esto se ve de la unicidad de la correspondencia A +— Wg (que a su vez viene de la
igualdad de dimensiones entre el dominio £(;) y el rango K; de esta aplicacién
lineal sobreyectiva), en vista de:

) [ 20 a0 = [ 7000 0,0 iyt

[ K di () = 1.

Como [qo Vi (u) duj(u) = 0 salvo si I = m = 0 (por la ortogonalidad de los
arménicos esféricos; recuerde que Ygo es la funcién constante (47)~'/2), obtene-
mos de (6.17) que:

i (u 1
/S2 er(u)d:uj( ) \/27—+ \/EA

Ahora (6.19) muestra que A} > 0.

Los signos de )\{ para | = 1,2,...,2j quedan indeterminadas —pues ya
hemos todas las condiciones en (6.1)—, asi que hay 2% soluciones distintas para
el cuantizador ), correspondientes a distintas elecciones de estos signos. Para
elegir la opcién que reproduce los signos esperados en la teoria de spin, conveni-
mos en tomar )\{ > 0 para todo [. Hemos obtenido el siguiente resultado.

; (27 +1) = drs SlgnO(AJ)

6.15. Teorema. Para la cuaterna (SU(2),7;,S? du;), con j € {%, 1, %, .
cualquiera, existe un cuantizador de Stratonovich—Weyl. Sus elementos de matriz
son las funciones:

). ZF<

2041 !
2 —|—1 —-r

En particular, si u = (0, ¢) en coordenadas esféricas:

L )

J>n$4m» (6.20)

S

Z%m(u)zlzj:zww | l‘ >Pl(0089) (6.21)

“2j+1\m 0

Cualquier otro cuantizador es obtenido de (6.20) al cambiar los signos de uno o
mads de los términos de la suma con [ > 0. O
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6.4. Simbolos de operadores de spin

6.16. En la teoria de spin, los operadores de principal importancia son J.
drj(Z) = &|,_ mj(exptZ) y J? := drj(X)* + dm;(Y)? + dr;(Z)*. La matriz
de J, es diagonal y su entrada (m,m) es m € {—j,...,5 — 1,5}. El “operador
de Casimir” J? es escalar: J? = j(j + 1) sobre H;. Luego el simbolo W}; es la
funcién constante j(j 4+ 1). El simbolo de J, es

j

Wi (0.9) = Tel. 0, 0)) = Y mZ,,,.(0,0)
27 Y o .
= Z 511 +1 2l+1)<rjn O‘TJn>PZ(c059).

m=—j

Amm<' ‘ >—mA/7:Ta$®e
W3.(6,¢) = viG+1) Ej: i< 'Tjn>< ‘ >21+1)Pl(cost9)

2‘7+1 m=—j l=0
s j\1>< o)
(20 + 1) Py(cos b
i 3(2z+1)mZ m| 0 Hifeost)
DS~ o GED
:% 214+ 1651 P(cos®) j(j+ 1) Pi(cos®)
1=0

=+/j(+1) cosé.
Es posible calcular otros simbolos de manera andloga. En particular, si J, :
drj(X), Jy = dmj(Y), se verifica que W7 (0,¢) = /j(j+1)senf cos¢ y
W}Z (0, ) = sen sen ¢.

6.5. Aplicacion al cdlculo de las matrices de representacion

6.17. Los cuantizadores de Stratonovich—Weyl tienen diversas aplicaciones a la
teoria de spin; lo cual es de esperar, debido a la equivalencia estricta con la
formulacién usual de dicha teoria garantizada por (6.1). En vez de explorar
este tema en detalle, consideramos ahora un ejemplo de la aplicacion de esta
maquinaria a la propia teoria de representaciones del grupo SU(2).

Los elementos matriciales D7, de la representacién m; se escriben, por cos-
tumbre, usando los dngulos de Euler, aunque hay algunas parametrizaciones
alternativas que pueden emplearse. Una parametrizaciéon muy natural de SU(2)
es la llamada “parametrizaciéon dngulo-eje”:

= g, ) = ex _% us3 U] — U
g=9 ’ T p 2 U1+iU2 —usg )
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donde u = (uy,usg,u3) son coordenadas cartesianas de u € S?; es decir, se deter-
mina ¢ al identificar un subgrupo uniparamétrico que lo contiene y su ubicacién
dentro de ese subgrupo. El homomorfismo natural de SU(2) en SO(3) —dado
por la accién coadjunta, por ejemplo— lleva g(1,u) en la rotacién de R?® por
un angulo ¢ alrededor del eje que procede del origen y pasa por el punto u
de la esfera unitaria S?. Se busca una férmula [47] que expresa D (g(1),u))
directamente en términos del angulo ¢ y del eje u.

6.18. Introduzcamos la funcién definida sobre SU(2) x S? por:

E(g; j,u) = Tr[m;(9) i (w)] = > Di(9)Z,(u). (6.22)

r,s=—j

La funcién E puede ser considerado como nucleo integral entre funciones so-
bre SU(2) y funciones sobre la unién disjunta de las esferas de radio 2j; este
segundo espacio juega el papel de “espacio dual” del grupo SU(2) en anélisis
arménico no conmutativo.

Las propiedades (6.1) de €; implican propiedades correspondientes de E,
—itx

andlogas a las del nicleo (¢,z) — e del andlisis de Fourier usual. Tomemos

nota de su “covariancia”, obtenida al insertar (6.1c) en (6.22):

E(hgh™"';j,u) = E(g; j, h - u). (6.23)

De la propiedad tracial, obtenemos la ortogonalidad de las funciones Z7:
/2 Z ( )Zvjn 9’( )d:uj(u) = T‘I‘[E.;"ES'T'] = 57“7"’ 533’-
S

Por lo tanto, una integracién sobre la esfera despeja (6.22) como sigue:

DI ( /Egj, )23, (v) djs; (v). (6.24)

6.19. Sig = g(¢),up) donde ug es el polo norte, sabemos de (6.3) que Di(g9) =0
para r # s, y al derivar respecto de 1 obtenemos ﬁ}wzopik(g(w’ up)) = —ik.
En este caso (6.22) se simplifica:

( (wau() Z eilszj
k=—j

Ahora usaremos la covariancia (6.1c) como sigue. Si g € SU(2), la conjugacién
g — hgh~! induce la accion adjunta Ad(h) sobre su(2) y la accién coadjunta



76 TEORIA DE GRUPOS EN CUANTIZACION

u +— h - u sobre S%. Entonces si g = g(¢,u) € SU(2), se X, := %}tzog(t,u)
el generador del subgrupo uniparamétrico donde queda g; tome h € SU(2) con
Ad(h)X,, = Xu; entonces g(tp,u) = g(¥,h - ug); como h no depende de v, se
obtiene u = h - ug. En vista de (6.23), concluimos:

J
E(g(h,u);j,v) = > e 7], (cos ), (6.25)

k=—j

donde 6,,, denota el 4ngulo entre los dos puntos u,v € S?, y hemos cometido un
leve abuso de notacién al escribir cosf en vez del argumento (6,¢) € S? de la
entrada diagonal Zkk, habido cuenta de (6.21).

Sustituyendo (6.25) en la integral (6.24), obtenemos finalmente, con la ayuda
de (6.6):

J

> e [z eos0u) L0 o)

DI (9(t,u))

k=—j
B Z Z VITRUT D) g iN/j U |j
7”/ 25+ 1 k'O k r s—r|s
X / Py(co80yy) Yy s—r(v) dpy (v) (6.26)
SQ
& I+ ) i\ = /7 13\ i
N lz; 25 +1 <r s—r s>k;j < kolk/€ Vo).

6.20. Como la férmula (6.26) es poco conocida, aprovechamos la oportunidad
para escribir aqui algunos casos particulares simples. Escribimos u = (6, ¢)
como de costumbre, pero advertimos que (¢,6,1) ya no son dngulos de Euler
necesariamente:

Dio(g(¥,u)) = cosyp + (1 — cos ) cos? 0,
Dh(g(w, u)) = %(1 + cos®)) —isiny cosd — —(1 — cos ) cos 2,

e sinf[isiny + (1 — cosv) cos b,



7. El Método de Estados Coherentes

Virtus in medio stat.
—Horacio
7.1. El concepto de estado coherente

7.1. El método empleado en el capitulo anterior para construir un cuantizador
para el grupo G = SU(2), aunque en principio muy general, aproveché de manera
esencial ciertos objetos conocidos del andlisis arménico de SU(2): los arménicos
esféricos Y, v los coeficientes de Clebsch—Gordan, en particular. Para extender
este esquema a otros grupos compactos (o no compactos), vale la pena reformu-
lar la construcciéon del cuantizador de una manera mas facilmente generalizable.
Esta reformulacion estd proporcionada por el llamado “método de estados co-
herentes”.

7.2. El vocabulario de la mecdnica cudntica pone mucho énfasis en dos con-
ceptos basicos: “observables” y “estados”. Hablando en términos generales, un
observable es una cantidad fisica que puede asumir cierto rango de valores reales,
experimentalmente medibles: cantidades como energia, coordenadas de posicién,
componentes de momento angular, etc. Un estado de un sistema fisico es la con-
figuracion interna del sistema, que determina cuales de los posibles valores de los
observables serdn producidos al medirlos en dicha configuracién interna. (Si el
sistema es complejo, no se podra averiguar la configuracién interna con exactitud,
y entonces los “estados” tendrdn cierto cardcter aleatorio o probabilistico.)

Matema&ticamente, los observables forman un algebra involutiva compleja A
(conviene tomar combinaciones complejas de los observables reales), con identi-
dad I, en donde el producto o composicién corresponde a la medicién consecutiva
de dos observables; para la mecédnica cuantica, este producto suele ser no con-
mutativo. Un estado es entonces (por definicién) una forma lineal ¢: A — C que
es positiva, en el sentido de que ¢(A*A) > 0 para todo A € A, y normalizado
por ¢(I) = 1. El ntmero ¢(A), que es real si A* = A, se llama el valor esperado
del observable A en el estado ¢; este es el nimero proporcionado por la medicién
del observable cuando la configuracién interna del sistema es modelado por ¢.
Obsérvese que el formalismo no da méas informacién sobre ¢ que la totalidad de
los valores { #(A) : A € A}. Para una discusién més a fondo de este formalismo
algebraico, recomendamos el libro de Emch [20].

Por ejemplo, si A = C°(M), donde M es una variedad simpléctica, las
formas lineales positivas normalizadas son precisamente las medidas de proba-
bilidad sobre M. Entonces ¢(f) = [, f(u)pe(u) du(u), donde p es una medida
de Liouville sobre M y py es la funcién de densidad correspondiente al estado ¢;
si no hay continuidad absoluta de la medida ¢ respecto de p, entonces pg es una
distribucién (en el sentido de Schwartz). Para el estado f +— f(u), pg es la delta
de Dirac concentrado en el punto u € M.

7
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7.3. Otro ejemplo importante es A = L(H), donde H es un determinado espacio
de Hilbert. En este caso, podemos tomar ¢(A) = Tr[A By, donde By € L1(H)
es un operador trazable. (Para eso, el estado ¢ debe cumplir una condicién de
continuidad suplementaria; pero podemos dejar esta sutileza de lado por ahora.)
Es de particular importancia el caso de un “estado vectorial”, en donde By es
un proyector de rango uno |ze)(ze|:

P(A) = Tr[Afzg) (sl = (x| Al2g). (7.1)

Obsérvese que el valor de (7.1) es invariante bajo la modificacién |z4) — e¥|z4),
si € € T. Por otra parte, el vector |z4) es de norma 1, ya que (x4 | 24) =
¢(I) = 1. Luego la totalidad de estados vectoriales del dlgebra L(H) es el
espacio cociente S(H)/T, donde S(H) es la esfera de norma 1 en H y T actia
sobre esta esfera por multiplicacién escalar. (Para un andlisis de la estructura
simpléctica de este espacio cociente, véase, por ejemplo, [11].)

Para nuestros propdsitos aqui, lo importante es que un estado vectorial es
un vector |z4) de norma 1 en un espacio de Hilbert, y que un multiplo de |z4) por
un escalar unitaria representa el mismo estado. Tenemos entonces la opcién de
pasar al cociente bajo la acciéon de T o de elegir un representante de cada érbita
de esta accién de alguna forma sistemédtica; tomaremos el segundo camino.

7.4. Definicién. Ahora sea H el espacio de Hilbert de alguna representacién
unitaria irreducible 7 de un grupo de Lie G. Elegimos un vector “fiducial”
|zo) € H de norma 1. La familia de vectores { 7(g)|zo) : ¢ € G} quedan en la
esfera unitaria de H —porque cada 7(g) es unitario— y obviamente es permutado
por m(G). Dicha familia se llama una familia de estados coherentes para el
grupo G. (En otras palabras, una familia de estados coherentes es una érbita de
la accién de G sobre la esfera unitaria de H.)

Obsérvese que 7(g)|zo) = em(h)|zo) para algin e € T si y solo si g~th
queda en subgrupo de isotropia H,, del circulo T|zg) para esta accién. Luego
la familia de estados coherentes es parametrizado, no por G, sino por el espacio

cociente G/ Hy,.

7.2. Estados coherentes para el grupo SU(2)

7.5. Volvemos ahora a G = SU(2). Denotamos por |jm), param € {—j,...,5},
el vector unitario en H; = C¥*! tal que ;(exptZ)|jm) = e"™!|jm) para todo
t € R. Los |jm), para j fijo, evidentemente forman una base ortonormal para H,.
Tomaremos el vector |7j) como vector fiducial para una familia de estados cohe-
rentes: {m(g)|7j) : g € SU(2)}. El subgrupo de isotropia de T|jj) es precisa-
mente el “toro maximo” T := {exptZ :t € R} de SU(2).

Para u = (6,¢) € S?, elegimos g, := (¢,6,0) € SU(2) como en (6.16).
Ahora los estados coherentes quedan parametrizados por el cociente SU(2)/T ~
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S? mediante:
17, w) == m;(gu)ld: uo) := 7 (gu)|is)
donde denotamos por ug el polo norte de la esfera S?. En més detalle:
J

|.77U'> = Z ,Din](¢a9a0)|]m>

m=—j
! 2j , ,
= Z (j n m> (cos 20)7™ (sin 20)7 e | im). (7.2)

7.6. Proposicién. La familia de estados coherentes { |j,u) : u € S* } cumple:
i (g)lg, u) < |j,9 - u) para todo u €S?, g€ SU(2); (7.3a)
[ il duy ) = 1. (7.3b)
Demostracion: Tenemos m;(g)|j, u) = mj(9gu)|j, wo) ¥ 99u - w0 = ¢ - u, asi que
g;iggu eT. S{i' g;iggu = exp6Z, entonces 7, (g;igguﬂj, up) = )5, up); luego
mi(9)lj, u) = €7°[j,u).
Sea A := [ |j,u)(j, u| dpuj(u); esta es un limite de sumas de Riemann que

son combinaciones lineales de los proyectores de rango uno |4, u){j, u|, y por ende
A € L(H;). Para todo z € H; tenemos:

AWj(g)x:/ | w) (G| wi(g)a) dp (u /IJ, (mj(9)a |, u) dp; (u)

= [0 TR T3 dist) = [ m)lio) 70 diy o)
=7i(g)Ax,

debido a la invariancia de dp; bajo SU(2) y (7.3a): hemos efectuado el cambio
de variable u — v := g - u en la integral. Se concluye que Am;(g) = m;(g)A, para
todo g € SU(2). Por el lema de Schur, obtenemos A = AI para algin A € C.
Calculamos A con la traza:

@+ DA =0 = 15| [ el dis)] = [ G ) i)

= [ dusto) = L am) =25+ 1, (7.4)
S2 ™

asi que A = 1; por lo tanto, A = I. O

7.7. Es de notar que la demostracién de esta Proposicién no usa propiedades
que son especificas al grupo SU(2); podremos generalizarla a otros grupos sin
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cambio esencial. Lo que debemos notar, sin embargo, es que se obtuvo A = 1
en (7.4) gracias a la normalizacién de la medida de Liouville du; sobre la érbita
coadjunta S?; luego la generalizacién eventual a otros grupos debe tomar en
cuenta esta normalizacién.

7.8. Stmbolos covariante y contravariante de Berezin

7.8. Definicién. Dada la familia de vectores de norma 1, { |j,u) : u € S?}, las
propiedades (7.3) son suficientes para definir dos correspondencias de operadores
en H; a funciones sobre S? por las siguientes férmulas, debidos esencialmente a
Berezin [7]:

Quu) = (yu| Al ju), (7.5a)
A= [ Pt i)l dusw) (7.5b)
SZ

en donde la definicién de los Py4 es implicita (luego identificaremos estas funciones
con mayor detalle). La funcién @ se llama el simbolo covariante, y P4 el
simbolo contravariante del operador A.

Es inmediato que @ = 1, y de (7.3b) se ve que P; = 1 también. Ademds,
es facil ver que Qa~ = Q 4, Pa- = Pa.
7.9. Las correspondencias A — Qa, A — P4 son covariantes para las repre-

sentaciones A — 7;(9)Ar;(9~) y f +— 7(g)f, donde T denota la “representacion
regular” de SU(2) sobre L2(S?,du;) dada por:

[r(9)f](w) = flg™" ).

Explicitamente:

Qﬂ(g)Aﬂ'(g*l) = T(g)QAa Pﬂ'(g)Aﬂ(gfl) = T(g)PA (76)
Vemos que estas son consecuencias inmediatas de (7.3a) y la invariancia de la
medida dyu; bajo el cambio de variable u +— g - u.

Ya sabemos que las correspondencias A — Q4, A — P4 cumplen las
propiedades andlogas a los incisos (i), (ii), (iii) del Teorema 5.16. Falta indagar
si también cumplen la propiedad tracial: [o, Qa(u)Qp(u)du;(u) = Tr[AB] 6
Js2 Pa(u) Pp(u) duj(u) = Tr[A B]. Desdichosamente, la respuesta es negativa.
7.10. Lema. Q;, (0,¢) = jcosO, y P;.(0,¢) = (j + 1)cosf. Por ende, las
correspondencias A — @ a, A — P4 no cumplen la propiedad tracial.
Demostracion:

J J
) ) . . j 2
D G50, ¢ gm)ym (Gm|5;0,¢) = > m|DI,(¢,6,0)]

m=—j m=—j

QJ.(0,9)

J .
2] 2 j+m 2 j—m :
Z m(j n m> (cos® 20)7™ (sen? 36)7 "™ = j cosb.

m=—j
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Por otro lado,

‘ ‘ 9 27 +1
/S2 cos B |(jm |70, ¢)|" du; (6, ¢) = jT

2 +1 [T/ 25 1 grmo g g=m
= j;_ / <_+‘7 )(—FTC()sH) <%s9> cos@senddb
0 JTm
2i+1( 2j ./11+xjﬁn1—x g—m
= . xdz
2 Jg+tm/) J_4 2 2

) 25 /1 : -

2+ 1) . P — )Yt — (1 —¢)) dt
(Y ) [oma-orre-a-o)

SR o (A R A

G4+m+1)—(G-—m+1) m

2j + 2 R

/ ‘Dﬂj(¢79,0)|200595en0d9
0

lo cual muestra que Py, (0,¢) = (j + 1) cosé.
Ahora calculamos que

2j4+1 [T 27+1
/ |QJZ(9,¢))|2duj(9,¢) Y * / 42 cos? Osen 0 df = LjQ, (7.7)
S2 2 0 3
y luego
2j+1 .
P00 dus(0.0) = 2= G+ 17 (7.9
Sin embargo,
j .
. 27+1 ..
1H@J4:Iﬂﬁy:2;xﬁ:: 3 §(3 +1). (7.9)
Tomando A = J, = J;, B = J., vemos que la propiedad tracial se incumple
porque los cdlculos (7.7), (7.7), (7.9) tienen resultados distintos. O
7.11. Lema. Si A, B € L(H;), vale la igualdad:
/ Pa(u) Qs (u) duy (u) = TH{A B). (7.10)
S2

Demostracion:

| Palu) Q) dis () = [ Pa(w) G| B J,) dis )
S2 S2

:éfﬂwﬁwwﬁmmmmmzﬁmm, O
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7.4. Stmbolos de Stratonovich—Weyl

7.12. Elultimo lema sugiere que la falta de tracialidad en los simbolos de Berezin
podria componerse con una astuta interpolacion entre el simbolo covariante y el
simbolo contravariante. Esto es, en efecto, lo que proponemos hacer ahora. Sin
embargo, debemos resolver primero el enigma de la definicién exacta de P4. La
relacién (7.10) —que depende de propiedad (7.5b) de P4, nada més— indica que
P, se obtiene de Q- por dualidad. Recuerde que (A | B) := Tr[A* B] define un
producto interno en £(H;). Si escribimos también (f|g) := s Fu) g(u) du;(u)
para f,g € L*(S? du;), y reemplazamos A por A*, podemos interpretar (7.10)
asf:

(Pa|Qp) =(A|B).

La correspondencia B — Qg es lineal; también es uno-a-uno. Esta univoci-
dad no es obvia, pero se puede comprobar, a partir de la férmula explicita (7.2)
para los estados coherentes, que { Q4 : A € L(H;) } es precisamente el espacio
vectorial /C; de los arménicos esféricos de grado no mayor que 2j. (Confirmare-
mos esta afirmacién con los célculos posteriores.) Luego B — @ p, por ser lineal
y sobreyectivo entre los espacios L£(H;) y K; de igual dimensién (25 + 1)2, es
también inyectivo. Por ende, hay una correspondencia lineal inversa Qp — B.
Luego, para A € L(H;), @ — Tr[A*B] determina una forma lineal sobre el
espacio de Hilbert K; (en cuanto subespacio cerrado de £2(S?, dy;).)

Ahora viene la observacién clave: el teorema de Riesz garantiza la existencia
de un unico elemento P4 del mismo espacio de Hilbert Kj, tal que esta forma
lineal sea Qg — (Pa | @B). Por ende, la férmula sirve para definir Py € K;,
mediante el teorema de Riesz.

7.13. Introducimos un operador lineal K € £(K;) por K(Qa) := P4. Como los
Qa generan KCj, y Q4 depende linealmente de A, se ve que K estd bien definido.
El método de interpolacién de simbolos se basa en el siguiente lema.

7.14. Lema. K es un operador definido positivo.

Demostracion: Basta notar que para todo Q4 € K;,

(K(Qa)| Qa) = (P4 |Qa) =Tr[A*A] >0. O (7.11)

7.15. Definicién. Sea Wa := K'/2(Q4) = K~'/?(Py4), donde K'/? denota
la (tinica) raiz cuadrada positiva del operador positivo K. (Hay un riesgo de
confusion entre esta notacién y el simbolo de Stratonovich—-Weyl W4 definido en
el Capitulo 6; pero mostraremos que estos simbolos coinciden!)
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7.16. Teorema. La correspondencia A — W 4 posee las siguientes propiedades:

i) Wa«(u) = Wa(u), para todo u € S%;
ii) Wy =1 (la funcién constante de valor 1);

iii) Wr(g)ar(g)—1 = 7(9)Wa, para todo g € SU(2);

iv) Tr[AB] = | Wa(u) Wg(u) du,(u), para todo A, B € L(H,;).

SZ
Demostracién: i): Como Qa~ = Q4 v Par = P4 para todo A, se ve que K con-
muta con la conjugacién compleja (la cual es un operador antilineal C: K; — K;);
de CK = KC se deduce que Cp(K) = p(K)C para cualquier polinomio
p con coeficientes reales; si aproximamos la funcién raiz cuadrada (uniforme-
mente sobre un intervalo que contenga cada autovalor de K) por una sucesién
de tales polinomios, obtenemos CK'/? = K'/2C. Luego Wa- = K'/2C(Q,4) =
CKY?(Qa) = Wa.
ii): Como Qr = P; = 1, obtenemos K1 = 1; luego K'/?1 = 1 también, asf que
W;=1.
iii): De (7.6) obtenemos 7(g)K = K7(g) para todo g € SU(2). Ahora 7 es una
representacion unitaria de SU(2) y como tal se descompone en una suma directa
de representaciones unitarias irreducibles; el hecho de que K conmuta con esta
representacién dice (por el Lema de Schur) que K posee una matriz que es
una suma directa de bloques escalares que preservan los subespacios irreducibles
de 7(SU(2)). Luego la matriz de K'/? tiene la misma estructura, y por ende
K'/2 también conmuta con cada 7(g). (Alternativamente, el argumento con
los polinomios aproximantes conduce a la misma conclusién.) Por lo tanto,
Wy an(g)-1 = KY2(7(9)Qa) = 7(9) KY*(Q4) = T(g)Wa.
iv): De la positividad del operador K'/2 y (7.10), obtenemos:

. Wa(u) We(u) dpj(u) = (Wa-

Wp) = (K'*(Qa-) | K'*(Qp))

= (K(Qa~) | Qp) = (Pa-

Qp)=Ti[AB]. O

7.17. Ya tenemos la existencia de una correspondencia lineal A — W4 que
cumple todos los requisitos de una cuantizaciéon de Moyal. De hecho, si aprove-
chamos esta linealidad para definir ':S? — L£(H;) mediante Tr[AQ/(u)] :=
Wa(u), no es dificil comprobar que las cuatro conclusiones del ultimo Teo-
rema implican que Q' cumple los cuatro requisitos (6.1) para un cuantizador
de Stratonovich—Weyl; luego los W4 coincide con los simbolos W4 obtenidos en
el Capitulo 6, salvo por algunos posibles discrepancias de signos. Para cercio-
rarnos que tales discrepancias no se presentan, es necesario calcular los nuevos
W4 en forma explicita.
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Los @4 son explicitamente dados por (7.5a) y (7.2). Luego lo que falta es
computar K'/2, es decir, hallar sus autovalores y la base de K; en la cual K
posee una matriz diagonal.

7.18. Curiosamente, es facil expresar el simbolo conocido Q4 en términos del
simbolo (aun desconocido) P4. Esta expresién conduce a una determinacién del
operador K~'. Veremos:

Q) = Goul AL gw = [ Gl d.0) Pao) a0

.. _ L2
:/82\<JJ|7T(gulgv)|JJ>\ Pa(v) dp; (v), (7.12)
con
) J ) 2
. . . . _—J
el go)f =] 3 tml 0D, (0P ) ‘Z D (0)D (00)
m,n=—j m=—j
= Z ,Dgnj(gu),Dnj(gu)lDilj(gv)ij(gv)
min=—j

_i21+12l’+1<jlj Ul
=212 +1\j 0 /\jol;

S R A AV A
XMZJ< ><mnm

2l+1 2l’+1 ] U
”/ 1 ] 0

x i <m_n m’n><;;_z

m,n=—j

l
_221+1<j ‘ > ZY“" Wil

r=—j
2 +1 i\?
. .

donde hemos usado (6.11), (6.10) y (6.6). Obtenemos finalmente la férmula:

l

j —
n >Dnm,0 (gu)D'lnfm,O(gv)

J 4 4
J 2041V 20 +1

U =
>H,nm (U)Yl/,nfm(v)

2j

Qalw) =Y < i é‘ §>2 /S Py(cos Buy) Pa(v) djus(v). (7.13)

=0
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Para mayor claridad, hacemos constar que el coeficiente de Clebsch—Gordan que
aparece en esta formula es positivo, y que su cuadrado es:

GUiN? 2+l (2 2j +1

joli/ 241+ 1\1 1)
7.19. En vista de la ortogonalidad de los arménicos esféricos, obtenemos de (6.6)
la “férmula de reproduccién”:

/ Py(cos 0y ) Prr(cos Oy ) dp(v) = s Pr(cos Oy ). (7.14)
SQ

El niicleo reproductor de /C; es dado por (6.18); usando (6.6), podemos reexpre-

sarlo como .
J
20 +1
K;(u,v) = Z 11 Pi(cosByy). (7.15)
1=0

Al multiplicar ambos lados de (7.13) por P;(cos 6y,,) y al integrar con dp; (u)
usando (7.14), obtenemos:

<§ é‘ j>_2 /S2 Pi(cos Ouwu) Qa(u) dpy(u) = /sz Py(cos Ou) Pa(v) du(v);

J

integrando ahora con dy;(v), obtenemos de (7.15):

Pa(w) = Z<j ) J> [ P05t Qulu) ). (716)

=0 J

Esta es la férmula que invierte (7.13). Para interpolar entre Q4 y Pa, ahora es
claro que debemos tomar
NFRIFA
Wa(u) == Z<j 0‘ j> /2Pl(cost9uv) Qa(v) du(v). (7.17)
1=0 S
De hecho, de (7.16) vemos que los autovalores del operador positivo K son pre-
JotJ

-2
cisamente los coeficientes < i 0| > : para obtener K/2 simplemente reem-

. S\ —1

l .
plazamoslos por < j 0 ? > . Con esta férmula en mano, es un célculo tedioso
comprobar que los signos signo()\{ ) del cuantizador correspondiente son todos
igual a +1. Hecho eso, se obtiene el mismo cuantizador del Capitulo 6. Luego
el método de estados coherentes es una ruta alternativa a la obtencién de los

cuantizadores para el grupo SU(2).




8. Cuantizacién de Moyal para Grupos Compactos

Hay dos formas de generalizar un esto-
fado: agregar mds agua, o agregar mds
carne.
—G. G. Emch
8.1. Las orbitas coadjuntas de grupos compactos semisimples

8.1. El método de estados coherentes, esbozado en el capitulo anterior para
el grupo SU(2), permite efectuar una cuantizacién de Moyal gobernado por un
grupo de Lie compacto cualquiera. La metodologia es idéntica a la del Capitulo 7:
se construya un juego de estados coherentes, cuyo conjunto indice es una érbita
conjunta del grupo de Lie dado, y asi se definen los simbolos covariantes de
Berezin; luego se introducen los simbolos contravariantes por dualidad; entonces
un proceso de interpolacién permite identificar una clase de simbolos intermedios,
que cumplen la deseada propiedad tracial.

Para efectuar este programa para un grupo de Lie general, tenemos que
tomar los siguientes pasos previos:

a) describir las drbitas coadjuntas;

b) identificar los estados coherentes parametrizados por una dérbita dada;

c¢) describir una coleccién de funciones especiales que permiten calcular los
simbolos en forma explicita.

En el caso de G = SU(2), las drbitas son esferas, los estados coherentes ya
han sido descritas, y las funciones especiales bésicas son los armoénicos esféricos
sobre la esfera unitaria. En este capitulo indicaremos cémo resolver los proble-
mas (a) y (b) para grupos compactos semisimples.

8.2. Para no hacer la exposicién muy extensa, asumiremos en este capitulo cierta
familiaridad con la teoria de grupos de Lie compactos: los sistemas de raices, los
toros maximales, el peso médximo de una representacién unitaria irreducible. Re-
mitimos al excelente texto de Broecker y tom Dieck [12] para mayor informacién
acerca de dichos temas.

Teniendo en cuenta las consideraciones acerca de las extensiones centrales
de G, supondremos desde el principio que G es conexo y simplemente conezo,
ademds de compacto. Esto excluye la posibilidad de que G contenga un sub-
grupo normal toral, y de hecho implica que G sea semisimple. Resulta entonces
que H?(g,R) = 0, asi que no hace falta preocuparnos sobre las extensiones cen-
trales de G: las variedades simplécticas homogéneas son simplemente las 6rbitas
coadjuntas de G.

8.3. Por (3.12), sabemos que el espacio tangente T3, (G -u) de la érbita coadjunta
de u € g* es de la forma g/g,, donde g, = {X €g: (¢, [X,Y]) =0, VY € g }.
Ahora, como G es compacto, la forma de Killing (X,Y) — Tr[ad(X) ad(Y)] es

86
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semidefinida negativa; como G es semisimple, esta forma es no degenerada. Por
lo tanto, su negativa:

(X,Y)x := — Trfad(X) ad(Y)] (8.1)

es definida positiva sobre g; es decir, (-,-)x hace de g un espacio de Hilbert
real (finitodimensional). Si u € g*, el teorema de Riesz garantiza la existencia
de U € g tal que (U,Y)g = (u,Y) para todo Y € g; y la correspondencia u — U
es un isomorfismo real-lineal de g* en g. (En otras palabras, (8.1) nos permite
identificar g* con g.) Ahora

(u,[X,Y]) = (U, [X, Y])x = Trfad(U) ad(Y) ad(X) — ad(U) ad(X) ad(Y)]
= Tr[ad(X) ad(U) ad(Y) — ad(U) ad(X) ad(Y)] = ([U, X],Y)x,

asi que g, = {X € g : ad(X)U = 0}. Como ad(X)
obtenemos

= % ‘t:O Ad(exptX),

G,={9geG:Ad(g)U=U}
={geG:gexp(tU)g ' =exp(tl), Vt € R} = Zg(T})

donde Zg(Th) es el centralizador del toro Th que es la adherencia del subgrupo
uniparamétrico {exp(tU) : t € R}. (Obsérvese que T} es compacto, conexo y
abeliano, luego es un toro, pero su dimensién puede ser mayor que 1.)

Como G es un grupo compacto y conexo, Zg(7T1) es la unién de los toros
maximos de G que incluyen T7. Podemos elegir una cdmara de Weyl (abierta)
K C g* (y por ende fijamos una coleccién de raices positivas de g) tal que u
esté en la adherencia de K. El toro 77 no es maximo si y solo si u queda en
una pared de K. Las érbitas coadjuntas “genéricas” entonces corresponden al
caso u € K, y tienen dimensiéon maxima entre todas las 6rbitas coadjuntas, pues
dim (G - u) es maximo si y solo si dim(Zg(7T1)) es minimo si y solo si dim(7}) es
maximo si y solo si 77 es un toro maximo. Como todos los toros méximos del
grupo compacto G son conjugados, obtenemos para una orbita genérica:

G-u=~G/T,

donde T es un toro maximo fijo de G.

8.4. [Podemos precisar la estructura de G con un poco més de detalle, aunque
no serd imprescindible para nuestro propésito inmediato. Decimos que la érbita
G - u es entera si la forma simpléctica w,, es entera, es decir, si tiene integrales
de valores enteros sobre 2-ciclos enteros. Por un teorema de Kostant [28], esto
ocurre cuando la forma real-lineal 27iu: g, — iR se puede levantar a un caracter
Xu: Gy — U(1) definido por x,(exp X) := >™%X) para X € g,. Estas 6rbitas
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corresponden a representaciones unitarias irreducibles de G por induccién holo-
morfa de y,. Més precisamente, el dlgebra de Lie complexificada g€ posee una
subdlgebra compleja p que incluye la complexificacién de g, y también los espa-
cios de raices de las raices positivas de G. Si P es el subgrupo “parabdlico” de G
con algebra de Lie p, entonces x, se extiende a una representaciéon holomorfa
unidimensional de P. Esto da lugar, por induccién de x,, a una representacién
holomorfa del grupo complexificado G; su restriccién a G es una representacién
unitaria irreducible p,, de G.

Més atn, el teorema de Borel-Weil [40] dice que cada representacién uni-
taria irreducible de G es obtenida por esta via, y que p, y p, son unitariamente
equivalentes si y solo si u y v quedan en la misma érbita coadjunta entera. Asi,
si G - u es una érbita entera, tenemos

G-u~G/Zg(T) ~G°/P

que es una variedad de Kéahler compacta; de hecho, es una de las llamadas
“variedades de bandera”.]

8.2. Estados coherentes y simbolos para grupos compactos semisimples

8.5. Ahora sea 7 una representacién unitaria irreducible fija de G, sobre el
espacio de Hilbert H; escribiremos d(m) := dim(H). El peso méximo de 7
(respecto de una eleccién previa de la cdmara de Weyl positiva K) es un elemento
up € g*. En la terminologia del parrafo anterior, la érbita M := G - ug es entera;
supongamos que esta 6rbita es genérica (es decir, ug € K), y que M = G/T,
donde T es un toro méaximo apropiado.

Sea |up) € ‘H un vector de norma 1 tal que

m(exptX)|ug) = €210 X0 |y0). (8.2)

El llamado “teorema del peso maximo” asegura que existen vectores no ceros que
cumplen (8.2) y que todos son proporcionales, es decir, forman un subespacio
unidimensional de H.

Si z € H es un vector de norma 1 cualquiera, definimos P(z) € g* por:

(P(x),Y) := —i% _O<x | m(exptY) | x).

(P es una “aplicacién momento” para la accién de G sobre la esfera unitaria
de H.) Se ve que (P(w(g)z),Y) = (P(z),Ad(g9)Y), asi que

P(r(g)r) = g - P(x). (8.3)
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Ademés P~ (ug) = { e®|ug) : € € T}, por las propiedades de vectores de peso
méximo. Esto es suficiente para poder concluir que

P=H (M) = {n(g)luo) : g € G},

porque P(z) = g - ug si y solo si P(n(g~")z) = ug si y solo si x = 7(g) e|ug) =
m(g)m(h)|ug) para algin h € G,,, ya que ug es un peso (real) de .

8.6. Definicién. Ahora, para cada u € M = G - ug, elijamos g, € G tal que
Ju U =UY Gu, = 1, y tal que v — ¢, sea una seccién boreliana del fibrado
G — G -ugp. (La érbita coadjunta M esta dotada de una medida de Liouville G-
invariante du, cuya normalizacién serd especificado abajo.) Definimos entonces
los estados coherentes para la representacion m por:

lu) == 7(gu)|uo) € H.

La equivariancia (8.3) de P muestra que P(|u)) = u para todo u € G - ug, asi
que |u) es determinado por u salvo por un multiplo por un elemento de T.
Podemos entonces definir el simbolo covariante de Berezin:

Qa(u) = (u] Alu),

para u € G - ug, A € L(H). De ahora en adelante, el argumento para la cons-
truccién de los simbolos P4 y W4 es idéntica al procedimiento empleado en el
Capitulo 7 en el caso G = SU(2). Lo unico que debemos hacer es asegurarnos
que no se pierde informacion al sustituir @ 4 en lugar de A. Para ese efecto, com-
probaremos la univocidad del simbolo covariante con un argumento inductivo,
debido a Wildberger [51].

8.7. Lema. La correspondencia A +— Q4 : L(H) — L*(M,du) es uno-a-uno.

Demostracion: Para cada raiz positiva o de g podemos elegir vectores X, € gq,
Y, € g_o (para la notacién, remitimos a [12]) tales que

(x| dn(Xa)y) = {(dn(Yo)z | v) para todo z,y € H.

Dotamos el conjunto de pesos (complejos) de m de una orden parcial por: v > w
siysolosiv—w=ciaq+ -+ crag, donde { a1,...,ax } son las raices simples
de g y c1,...,c son enteros no negativos, no todos cero. Hay un elemento
méaximo A para este orden, a saber, la extensién compleja de la forma real-lineal
2miug sobre el algebra de Lie del toro maximo 7. Ordenamos pares de pesos
lexicograficamente por: (v,v') > (w,w’) siv > w ésiv =wy v > w. Sea
H, C 'H el espacio de peso de v; entonces L(H) = @v’w L, donde L,,, es el
espacio vectorial generado por { |z){y| : z € H,, y € H,, }. Para A € L(H), sea
A= Euw Ay la decomposicién correspondiente de A, con Ay € Lyyw.
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La representacién o := m @ 7 acttia sobre L(H) por o(g)A := n(g)Ar(g~1).
Para X € g%, tenemos do(X)A = dn(X)A — Adr(X). En particular,

do(Xa)|x)(y| = ldm(Xa)z)(y| = |z)(dn(Ya)yl,
do (Yo)|x)(y| = ldm (Yo )x)(y| — [} (dm(Xa)yl. (8.4)

Tomamos ahora A € L(H) con A # 0, pero con Q4 = 0 en L2(M,dy) (si
esto fuera posible). Entonces (u | o(g)A|u) = (g7t -u|A|g~! u) = 0 para
g € G, asi que (u|do(X)A|u)y=0parauec M, X €g.

Sea (£,7) un par méximo de pesos tales que exista A con Q4 = 0y A, # 0.
Si & < A, entonces Agy = > iv, |z;)(yi|, donde {y1,...,ym } es una base para
H, y x; € He con x1 # 0. Como n < Ay 7 es irreducible, dn(X,)z1 # 0 para
alguna raiz positiva a. Pero entonces do(X,)A tiene simbolo covariante cero y
por (8.4) tiene un componente (£ + «,n) no cero, violando la maximalidad de &.
Luego & = A.

Ahora, si 7 < X entonces Ay, = |z)(y| con x € Hy, y € Hy, y y # 0; para
alguna raiz positiva a, tenemos entonces que do(Y,)A tiene simbolo covariante
cero y un componente (A, 7 + «) no cero, violando la maximalidad de . Luego
17 = A; se concluye que Ax) es un escalar no cero.

Tenemos |ug) € Hy, y por lo tanto

Qalug) = (uo | A|ug) = Axa(uo | uo) # 0,

lo cual contradice @4 = 0. Se concluye que @ 4 = 0 solo si A = 0. O

8.3. Cuantizadores para grupos compactos semisimples

8.8. Introducimos ahora el simbolo contravariante. Sea K := {Qa: A € L(H) }
el espacio de simbolos; es un subespacio finitodimensional de L?(M,dpu), con
dim(K) = dim(£(H)) = d(r)?. La forma lineal Qp + Tr[A*B] sobre K es dada,
en vista del teorema de Riesz, por Qp +— (Pa | @p) para un tnico elemento
P4 € K; esta definicién de Py es suficiente para comprobar el andlogo de (7.10):

L&fﬂ@@ﬂ@@ﬂdzﬁMBk (8.5)

Ahora podemos precisar la normalizacién de la medida dy. Tenemos Q;y =1y
queremos tener P; = 1 también. Al colocar A = B = I en (8.5), se ve que la
condicidn necesaria y suficiente para eso es:

p(M) = [ dpta) = (e (3.6)

(Para G = SU(2), m = mj, tenemos d(m) = 2j + 1; de ahi el factor de (2j+1) en
la férmula para la medida du,;.)
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Introducimos K € L(K) por K(Qa) := P4. De (7.11), que es valido
en el caso general, vemos que K es definida positiva. Introducimos finalmente
Wa = K'2(Qa) = K~'/2(P,). La demostracién del Teorema 7.16 se transfiere
sin cambio al caso general para mostrar que este iltimo simbolo cumple, mutatis
mutandis, las cuatro propiedades requeridas de una cuantizacién de Moyal.

8.9. Sihacemos W4 =: Tr[A Q(-)], obtenemos que © cumple (6.1). En fin, existe
un cuantizador de Stratonovich-Weyl por la cuaterna (G, m, M,du), donde G
es un grupo compacto simplemente conexo, ™ es una representacién unitaria
irreducible de G cuyo peso maximo pertenece al interior de la cAmara de Weyl,
M =~ G/T es una 6rbita coadjunta genérica y dp es la medida de Liouville
sobre M normalizada por (8.6).

8.10. No estd fuera de lugar preguntar si W, posee una expresion més explicita,
andloga a la férmula (7.17) para SU(2). Es posible desarrollar el formalismo
que condujo a (7.17) para cualquier grupo compacto semisimple, toda vez que
encontremos las generalizaciones adecuadas de los armonicos esféricos Yy, y los
coeficientes de Clebsch—Gordan. Ahora, la biusqueda de coeficientes de Clebsch—
Gordan para grupos compactos generales es un camino trillado; podemos remitir,
por ejemplo, a [5]. Una complicacién nada trivial es que en el caso general, las
subrepresentaciones del producto tensorial m ® 7 tienen multiplicidad mayor
que 1:

W@’TTN@TLW(’)/)’)/,
5

donde ~y recorre las (clases de equivalencia de) representaciones unitarias irre-
ducibles de G presentes en la descomposicién de 7®7, y 1. (y) es la multiplicidad
de v en dicha descomposiciéon. Hay férmulas recursivas que permiten calcular
n.(7); vea, por ejemplo, [27]. El cdlculo explicito de los coeficientes de Clebsch—
Gordan para los grupos cldsicos es, hoy en dia, una subindustria del algebra
simbolica.

8.11. La generalizacion de los arménicos esféricos es menos evidente. Estas
serian funciones sobre 6rbitas conjuntas G/T que tengan propiedades de cova-
riancia adecuadas respecto de la accién coadjunta de G, y que formen una base
ortonormal para L?(G/T,du). Los que ocurren en el andlisis del cuantizador
para (G,m,G/T,du) tienen indices (v, r,m), donde 7 es una subrepresentacién
der@7,r=1,...,n:(7),y m=1,...,d(7y). Una definicién tentativa seria:

Yyrm(u) = % D}, (gu), (8.7)

en donde los D}, (g) son entradas de la matriz de y(g). (Resulta que n.(y) <
d(v), para que las distintas r puedan corresponder a diversas columnas de la
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matriz de 7(g).) En [21] se comprueba que esta definicién conduce a férmulas
que generalizan (7.17) a érbitas de grupos compactos semisimples.

8.12. Un dltimo cabo suelto es la busqueda de una secciéon adecuada u — g,
del fibrado G — G/T. Es sabido que este fibrado no admite secciones continuas;
pero como solo queremos calcular integrales respecto de la medida de Liouville,
es suficiente que nuestra seccién sea continua fuera de algin conjunto de medida
cero. (Para SU(2) — $?, la seccién (0, ¢) — (¢,6,0) es continua salvo en los
polos norte y sur, que forman un conjunto de codimensién dos y de drea cero.)
La solucién de este problema vendra dada por una parametrizacion de G por
dngulos de Fuler generalizados (61, ¢1, ..., 0m, dm;1,..., k), con k = dim T,

m = (dimG — dimT)/2, donde los tdltimos k &ngulos parametrizan el toro
méximo T'. Con esta parametrizacién, podemos tomar u = (61, ¢1, .- ., Om, dm),
gu = (01,01, ..,0m, dm;0,...,0) para expresar funciones como (8.7) explicita-

mente en términos de coordenadas angulares de la variedad de bandera G/T.

Debemos mencionar el trabajo de Chacén y Moshinsky [16], que es al pare-
cer el primer ensayo de un célculo de esta naturaleza para el grupo 8-dimensional
SU(3). De sus férmulas, se percibe que los arménicos esféricos generalizados son
combinaciones lineales de productos de armoénicos esféricos usuales, cuyas expre-
siones dependen de los parametros elegidos.

Curiosamente, los trabajos acerca de angulos de Euler para grupos com-
pactos generales no abundan; pero se pueden calcular estos angulos en algunos
casos. En el Apéndice B, exponemos el método de Shatashvili para G/T =
SU(n)/T™ 1, que produce una parametrizacién angular a partir de un algo-
ritmo de “reduccién simpléctica”. Sin duda, el método puede aplicarse a los
demés grupos simples también; podemos afirmar, entonces, que el problema de
cuantizacién de Moyal para grupos compactos admite una soluciéon completa.



Apéndice A. Cuantizacion sobre el Disco de Poincaré

Mientras aprendia la teoria yo mismo,
me parecio buena idea exponer sobre
SL(2,R).

—S. Lang

A.1. En este apéndice indicamos brevemente (sin demostraciones) un ejemplo
de cuantizacién de Moyal de un grupo no compacto semisimple: G = SL(2,R).
Hay familias de estados coherentes para los diversos representaciones unitarias
irreducibles de este grupo, cuyas construcciones estan expuestas en el libro de
Perelomov [36]. El método del Capitulo 8 puede adaptarse para el caso de
las llamadas “series discretas” de representaciones. Nuestros estados coherentes
difieren de los de Perelomov por ciertos factores de normalizacion; esto hace maés
sencillo el cédlculo del cuantizador de Stratonovich—Weyl.

A.2. Definicién. Para simplificar la notacién, usamos el isomorfismo conocido
entre los grupos SL(2,R) y SU(1,1) dado por la “transformacién de Cayley”

0(g) := CgC~1! para g € SL(2,R), donde C := 1 (_12 _12> € SU(2). La se-

V2

rie discreta (holomorfa) de representaciones unitarias irreducibles de SU(1,1)
es la familia {7 : k = 1, %,2, 3,3, ...} dada por la férmula (2.12). El espacio
de Hilbert es Hj, := L (D, d\;(¢)), donde D es el disco {¢ € C: (| <1}y
A\ (¢) := %771(1 —|¢1?)# =2 dR¢ dSC.

La orbita coadjunta correspondiente puede identificarse con D también.
(Esta 6rbita es un componente de una hiperboloide de dos mantos en su(1, 1); la
identificacién con D se efectia por una proyeccién estereogréfica). En el disco,
en cuanto Orbita coadjunta, usamos la coordenada compleja n = th(%r) €. La
medida de Liouville (con normalizacién apropiada) es

2k —1 k—1

- 2
(1= [nf*)~* d¥n dSn = =—

dpg(n) == sh7dr dg.

El espacio de Hilbert H;. tiene la base ortonormal:

m+2k—1

1/2
m =0,1,2,...).
m > C (m 07 Y ) )

00 = (

Su ntcleo reproductor es Ij,(w, () = Yoo o Um(w)Ym(C) = (1 — w() 2k,

A.3. Los estados coherentes para la representacion 7 son dados por:
() =R(mn) A -¢n)?*,  R(thire'”)=chire”?
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Fijese que |R(n)|~2 = sechQ(%T) =1—|n|?. Se puede comprobar que:

/ i) ol dyas () = 1,
D

v ademés que (¢ |n) = { RE)R(m)(1 - &)} ", asi que

1— —12 —2k
€l = ()~ Cendemy ™

donde d(&,n) denota la funcién de distancia hiperbélica sobre el disco de Poincaré
D. Si escribimos T' = Ty, := 2d(&,n), obtenemos:

1+ ChT@7 ) —2k
5 .

eI = {chd(e.n)) ™ = (

La féormula de adicién de la trigonometria hiperbdlica es:
chTe, = ch7ch7’ —sh7sh7’ cos(¢p — ¢'),
cuando n = th 37 ™, £ = th 17/ i’

A.4. El nicleo reproductor para L?(D, dux(n)) es dado por

I(¢,n) :/ Pféer(cthn)athwadU. (A.1)
0

donde los P_1 ., son funciones de Legendre [29]. Para comprobar (A.1), es
cuestion de notar que la descomposicién espectral del laplaciano sobre D es
dado [43, p. 202] por:

A= / (X 4 0%) E, do,
0
donde los proyectores espectrales tienen el nicleo:
Eq(n,§) == othmo P_y;,(chTye).

El integrando en (A.1) puede desarrollarse como una serie de “arménicos
hiperbdlicos”:
Py o (chTen) = Z (=)™ T%Jrig(ChT)P:;nﬂa(ChT/) o=,
m=—o00

A.5. Los simbolos de Berezin Q 4, P4 de un operador A € L(Hy,) se definen por

Qaln) = (| Aln), A= / Pa(n) )l dyus ().
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Como en (7.12), obtenemos
= [ €1 Pato o). (A2)

Al emplear de nuevo la notacién K(Q4) := Pa, vemos que |(£|n) |2 es el nicleo
del operador K ! (que actia sobre el subespacio cerrado de L?(ID, djuy) generado
por los @Q4). Para obtener una expresién para K, es cuestién de invertir la
transformacion (A.2). Esto se logra mediante la férmula de inversidn de Mehler—
Fock [29, p. 221]:

|<f|77>|2 <1+ChT£n> / fi(0) P_1 45 (chTey) o thmo do
= fk(O'):/ (#) P_1y(chT) shTdT
0

_ /1 - ( ! : m) 7%115”0(3:) da. (A.3)

La expansién de este ntcleo utiliza el hecho de que, debido a la covariancia de
los simbolos Q- y P, el operador K conmuta con el laplaciano A. Luego K1/2
también conmuta con A, y (por cdlculo espectral) podemos desarrollo su nicleo
en la forma:

Kl/Q(Uaf) = /Ooo[fk(a)]1/2P_%+w(cthn)ath7m do. (A.4)

A.6. [Se puede considerar 1/ fi(0) como un coeficiente de Clebsch-Gordan para
SU(1,1) [34]. El producto tensorial de representaciones 7, ® 7, admite una
decomposicién:

(&)
ﬂk®7?k~/ 7T;;0’th7‘r0’d0’,
(0,00)

donde 7} denota una representacién de la serie principal de SU(1,1).]

A.7. De (A.4) obtenemos una receta para el cuantizador:

Quln) = / e S UL (e )e ™€) €] drue)

m=—0o0

x PT%HU(Ch 7)™ o thmo do

= / T / P_y 1 io(ch Tey) [€)(€] dpui(€) o thmo do.
0 D
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Por lo tanto, el problema de hallar el cuantizador 2 se reduce al de calcular
fi(o). De (A.3) y unas tablas de transformadas de Mehler-Fock [19, p. 504]

obtenemos:
D2k — % +io)[(2k — 5 —io)

filo) = (2k — 1)1)2

De la conocida férmula:

I'(1 +i0)l(3 — ic) = wsech o,

obtenemos

P

~

[ V]

—~

Q

N—

I

=

= 43
O W
_|_

-~

q

N~—

4

y en general:
2k—1

7 sech wo .
> [T (G =32 +0.

fk(a) = ((2](3 _ 1)[) =

El calculo de simbolos Q4, P4y W4 := K'/? (Q4) se reduce asi a la evaluacién
de transformadas de Mehler—Fock. De esta forma, vemos una vez més que la
cuantizacién de Moyal nos conduce de manera natural a la teoria de funciones
especiales.

A.8. [Hay otras cuantizaciones del espacio de fases D en la literatura. El método
de los Unterberger [44] generaliza la cuantizacién de Weyl de una forma distinta
a la nuestra: se observa que los operadores de Grossmann y Royer (5.10) dan
simetrias geodésicas de R™: ¢ +— 2g—(. De hecho, si definimos ©(0) como el ope-
rador ¢(C) — 2"p(—C), y Q(u) (para u # 0 en R?™) por covariancia bajo H(n),
obtenemos precisamente los operadores de Grossmann y Royer. Este hecho mo-
tivo a los Unterberger a proponer un algoritmo que en nuestro lenguaje consiste
en tomar [ (0)9](¢) := 2¢(—() (ya que ¢ — —( es la simetria geodésica en el
origen del disco de Poincaré), y en definir Q) (g - 0) := m(g)Q}(0)m(g~1) para
g € SU(1,1). El cuantizador dado por este Ansatz es evidentemente covariante.
En un interesante trabajo, Avila [3] ha mostrado que

sech T 2k1—|—th7
1+thr thr '

Te[S2 (0) ()] = 2(

de donde se concluye que ), no es tracial, ya que el lado derecho no es propor-
cional a §(ch7 — 1) (aunque se aproxima a esta distribucién cuando k — o).
Esto demuestra que la generalizacién de la cuantizacién de Weyl propuesta por
los Unterberger es distinta a la nuestra.]



Apéndice B. Coordenadas Canodnicas en Orbitas Coadjuntas

Un analista funcional es, primero y
ante todo, un analista, y no una especie
degenerada de topdlogo.

—E. Hille
B.1. Las orbitas coadjuntas genéricas de SU(n)

B.1. Como senalamos al final del Capitulo 8, la resolucién explicita del problema
de cuantizacion de Moyal para grupos compactos depende en parte de una buena
eleccién de coordenadas en sus érbitas coadjuntas. Indicaremos en este Apéndice
como hallar coordenadas apropiadas para érbitas coadjuntas genéricas del grupo
compacto simple SU(n), que generalizan las coordenadas candnicas (cos, ¢)
de la esfera S2. El método fue bosquejado en un trabajo reciente acerca de la
cuantizacién por integrales de camino sobre espacios de fases compactos [2], y lo
hemos bautizado el “método de Shatashvili”.

B.2. Sea G un grupo de Lie. En una vecindad V de la identidad e de G, se
puede expresar g € V' como exponencial: g =: exp(a1 X1 + -+ + a,X,,), donde
{X1...,X,} es una base del dlgebra de Lie g de G. Un cdlculo formal nos da la
siguiente férmula:

g_l dgzdal X1 +das Xo + - +da, X, (Bl)

(porque los a; son funciones de g, bien definidas en V). Esto es una forma
diferencial con valores (vectoriales) en el dlgebra de Lie g de G, llamado la forma
de Maurer—Cartan.

Si h es un elemento fijo de G, tenemos

(hg)~'d(hg) = g~ 'h~'(hdg) = g dg,

asi que la forma (B.1) es invariante bajo traslaciones a la izquierda g — hg.
(En general, d(hg) = hdg + (dh)g, pero aqui dh = 0 pues h es constante). La
forma de Maurer—Cartan es, pues, una 1-forma sobre G con valores en g, que es
invariante bajo traslaciones a la izquierda.

B.3. Queremos hallar una buena parametrizacion del grupo G. Si T denota un
toro maximo de G, y dimT = k, los parametros angulares para T son obvios;
falta hallar un juego de pardmetros para el cociente G/T. Vimos en el Capitulo 8
que este cociente es una 6rbita coadjunta (de dimensién mdxima) de Gy por
ende es una variedad simpléctica. Si w denota su forma simpléctica G-invariante
y 2m = dim G — k es su dimensidn, su forma de volumen (medida de Liouville)
es wA - Aw (m veces). Luego se requiere una expresion explicita de w en
coordenadas candnicas.
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B.4. Para G = SU(n), tenemos k =n— 1, y T es el toro de matrices diagonales
unitarias de determinante 1:

el 0 0
0 ez 0

t= : : . . ; Y1+ +1¥, =0 (mod 27).
0 0 ... elm

La conjugacién de los toros méximos de SU(n) es el hecho conocido de que
cualquier matriz unitaria es diagonalizable, mediante conjugacién con otra matriz
unitaria.

B.5. Por ser SU(n) compacto y semisimple, la negativa de la forma de Killing
(X, )k = —Tr(ad(X)ad(Y)) es una forma bilineal definida positiva sobre
su(n), que nos permite identificar su(n)* con su(n).

Para el dlgebra de Lie su(n), resulta que

(X,Y)g = —Tr(XY), para todo X,Y € su(n),
y la accién coadjunta adopta la forma
= Tr((g-w)X) = - Tr(uAd(g™")X) = — Tr(ug™' Xg) = — Tr(gug™ ' X);

terminamos con la simple receta:

g-u=gug !, para todo g € SU(n), u € su(n)*,
ya que Tr(AX) = Tr(BX) para todo X siy solo si A = B. Obsérvese que (por
ser SU(n) semisimple) la forma matricial de las acciones adjunta y coadjunta
coinciden.

B.6. Ahora sea ug una matriz diagonal con entradas imaginarias cuya suma es
cero. Entonces ug pertenece al dlgebra de Lie de T', que es un subespacio del
algebra de Lie su(n). Por la discusién anterior, podemos considerar uy como
elemento de la codlgebra su(n)* también.

El grupo de isotropia Gy,, es {g € G :g-up =uo} = {9 € G : guog™* =
ug} = {9 € G: gup = ugg }. Las matrices (unitarias o no) que conmutan con
una matriz diagonal dada se descomponen en bloques 7 X r, un bloque para cada
autovalor de la matriz diagonal que sea 7 veces repetida. El caso genérico es que
ug tenga entradas diagonales distintas, y en dicho caso obtenemos gug = ugg si
y solo si g es también diagonal. Es decir: G, = T cuando ug tenga autovalores
distintos.

Si uy = diag[imq,ima,...,imy,], con my +ma + -+ + m, = 0, podemos
suponer que

mi>mg > 0 > My, (B.2)
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Si no, sea ¢ € S, la permutacién que reordena {mi,ma,...,m,} en orden
descendente, y sea g, la “matriz de permutacién” (unitaria) con entradas (i, o (7))
iguales a 1 y las otras entradas cero; es det(g,) = €, = %1, asi que €,9, € SU(n)
v uh = (€590 )uo(€59,) " tiene autovalores que sf cumplen (B.2). En adelante,
supondremos que los autovalores imy de up cumplen las desigualdades (B.2).

B.2. Expresion en coordenadas de la forma simpléctica invariante

B.7. La forma simpléctica invariante w sobre la érbita coadjunta SU(n)/T es
una 2-forma diferencial cerrada no degenerada. La condicién dw = 0 abre la
posibilidad de que w = —da en un sistema de coordenadas locales sobre la
orbita, donde « es una 1-forma invariante. Ahora, una 2-forma invariante es una
combinacién matricial de las 2-formas invariantes da; Ada;, asi que se espera que
w tenga una dependencia cuadrética de la forma de Maurer—Cartan. De hecho,
en la drbita SU(n) - ug, w es dado por la férmula:

Wgug = %TY(U'O[Q_l dgag_l dg])

Este corchete de dos 1-formas (con valores en su(n)) debe interpretarse, en vista
de (B.1), como

Wouo = 5 Z Tr(uo[X;, X)) da; A da,.
0,J
B.8. Si ug, X;, X; € su(n), estas son matrices antihermiticas de traza cero, asi
que

- T‘I‘(’U,QX,L'XJ') = TI'(’U,SX:XJ*) = TI'(XJ'X,L"U,Q) = T‘I‘(UOXJXz),
por ende,
%TI‘(U()[Xi, X]]) = %TI‘(U()XZ‘X]‘ - uoXin) = %TI‘(U()XZ‘X]‘),
y entonces
Woug = RTr(ug g~ dg A g™t dg). (B.3)

Ademds, como g € SU(n) es unitario, tenemos g*g = I; al derivar, obtenemos
dg* g+¢* dg = 0, o bien dg* ¢ = —g* dg = —g~ ' dg. Empleando esta observacién,
podemos reescribir (B.3) en la forma

Wouy = —RTr(ugdg* g A g~ dg) = =R Tr(ug dg* A dg)

= —3 Z my dgk A dgk, (B4)
k=1

donde los gi denotan las columnas de la matriz unitaria g. La “R” desaparece
pues dgi A dgr = —dgi A dgi, asi que el lado derecho de (B.4) es real, habido
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cuenta del factor (—i); y la expresion dgi A dgy, significa > | dgix A dgik, vale
decir, se emplea el producto escalar de las dos columnas.

(Podemos notar que la expresién (B.4) de w nos dice que dw = 0, pues w es
una combinacién lineal de expresiones de tipo df A dh.)

Obsérvese también que w puede escribirse en la forma w = —da, donde
a=y > mi(Gr - dg — g - dgr) = 5 2 mk(gikdgir — gjk dgjk),  (B.5)
k=1 Jk=1

porque una aplicacién de la derivada exterior d al lado derecho de (B.5) da el
negativo de (B.4). Hay que tener en cuenta que las “coordenadas locales” g, Gjk
no son parametros del punto g-ug de la 6rbita, sino mas bien del espacio C**™ =2
R2"* de todas las matrices complejas, asi que muchas de esas coordenadas son
redundantes. Lo que falta hacer es eliminar sisteméaticamente esas redundancias,
cambiando el sistema de coordenadas segun las exigencias de dicha eliminacién,
para terminar con una expresion de w anéloga a la de (B.4), pero sin coordenadas

supérfluas. Este es un ejemplo del proceso llamado “reduccion simpléctica”.

B.3. El algoritmo de reduccion simpléctica

B.9. Ahora viene el paso principal: podemos considerar (B.4) como una 2-forma
cerrada sobre R2"2, cuyas coordenadas son las partes reales e imaginarias de las
entradas de la matriz g, y debemos reducirla a una 2-forma cerrada sobre la
6rbita SU(n) - ug, cuyo punto general es de la forma u = g - ug.

Para eliminar las redundancias en las coordenadas matriciales, notamos
primero que la unitariedad de la matriz g se expresa mediante las ecuaciones
cuadraticas:

k- gr = 1, (k=1,2,...,n); (B.6a)
9i-9;=0,  (i#]) (B.6b)

(Es decir, ¢ es unitaria si y solo si sus columnas forman una base ortonormal
de C".) Esto da un total de n? ecuaciones entre las coordenadas g;;, g;; de g:
se obtiene n ecuaciones de (B.6a), y otras (n? — n) ecuaciones de (B.6b). La
dimensién de la orbita es

dim(SU(n)/T) = dim SU(n) — dimT = (n®* = 1) — (n — 1) = n* — n.

Luego hacen falta m ecuaciones suplementarias para caer en una subvariedad
de R?"” de la misma dimensién que esta drbita.

Se trata, pues, de asociar un tdnico elemento g, € SU(n) a cada u €
SU(n)/T, de forma continua (la parametrizacién eventual serd una funcién con-
tinua u +— g,). Pero la aplicacién cociente n: G — G/T no admite seccién
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continua alguna. Afortunadamente, ya que buscamos identificar la medida de
Liouville sobre SU(n)/T, estarfamos dispuestos a sacrificar conjuntos de medida
cero. Si omitimos un conjunto “singular” de la drbita, cuyo complemento U es
abierto y denso en SU(n)/T, entonces si podemos hallar una seccién continua
u— g, parau € U.

B.10. Afirmamos ahora que si u € SU(n)/T, entonces se puede elegir g € U(n)
tal que u = guog~ ' v la dltima fila de la matriz g sea real. Porque si u = h - ug
para algiin h € SU(n), entonces sea hpy =: e~ ¥*|h,;| la expresiéon polar de los
elementos de tiltima fila de h; sea t := diag[e™?,e™¥2, ... e'¥"]y coloque g := ht.
Como t es diagonal, es tugt~! = ug, asi que gugg~! = hugh™' = h-up = u. El
tercer juego de ecuaciones que delimitan los pardametros de la érbita es entonces:

Jnk — Gnk = 0, (k=1,2,...,n). (B.6¢)

Denotamos por gt la matriz que se obtiene al reemplazar la dltima fila de g
por ceros. Si {e1,ea,...,e,} denota la base estdandar de C™ (las columnas de la
matriz identidad I,,), y si gf; es la k-ésima columna de g, entonces gf; ~en, = 0.
Volviendo a (B.5), se ve que la condicién (B.6c) suprime los términos con j = n,
asi que se puede escribir

n

> mi(gi - dgi — gr - dgi). (B.7)

i
a==
2

k=1

B.11. Proposicién. Existen una matriz real nx (n—1), C' (que depende de g)

y una base ortonormal {e}, ... el _;,e,} de C" (que también depende de g) tales
que:
ctc=r1,_, (B.8a)
CTugC =:ufy  es diagonal, (B.8b)
CCT = I — (4")Tg", (B.5¢)
n—1
p=1

Demostracion: Notamos que la ultima fila ¢ de g es real, por hipétesis; luego
(g")Tg" es una matriz real n x n de rango 1. Como g es unitario, (¢™)7 es
un vector columna de norma 1 en R, y (¢g")T g™ es el proyector ortogonal so-
bre el subespacio unidimensional de R™ generado por este vector; por ende,
I, — (g™)T g™ es el proyector ortogonal sobre el complemento ortogonal de éste,
que es un subespacio de dimensién (n—1). Asi, tanto CT'C como CC” deben ser

proyectores ortogonales de rango (n — 1). La matriz C representa entonces una
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isometria parcial de R*~! en R™, cuyo rango es el subespacio mencionado de R™.
Tales isometrias parciales existen: es cuestién de elegir bases ortonormales en
el dominio y en el rango, y ponerlos en correspondencia con una matriz C7. Si
P € O(n — 1) es una matriz ortogonal (cambio de base ortonormal en el do-
minio R"~1), entonces C; P es otra isometrfa parcial que también cumple (B.8a)
y (B.8c).

Si C¥ (—iup)C no es diagonal, es de todas formas una matriz real simétrica.
Por ende es diagonalizable con una matriz ortogonal: tome P € O(n— 1) tal que
PTCT (—iug)Cy P sea diagonal, con autovalores en orden decreciente, y coloque
C := C1P. Entonces uf, := CTugC es una matriz diagonal (n — 1) x (n — 1)
imaginaria. Tenemos, pues,

imy 0 ... 0
0 imhy ... 0
/ ! !
Uy = : : . : , my 2> My 2>+ 2 My, 4.
0 0 ... iml_,4
Finalmente, colocamos e;, := E;LZI C'jpgjL para p = 1,2,...,n— 1. Es

evidente que e;, - en, = 0 para todo p. Ademds tenemos:

n n
eyep=_ CigCipgi g5 = > CigCip(di — gnien) - (95 — Gnjen)

i,j=1 i,5=1
=Y CiyCip(6i5 = Gnigni) = Y, Cig(CCT)35C;p
i,j=1 1,5=1

= (CTCCTC)qp = (Infl)qp = 6qpa

asi que {e],...,el,_;,e,} es una base ortonormal de C™. Ahora calculamos
n—1 n n—1 n
r_ oL Ty L
§ Ckpep* § § CkpCJpgj = § (cc )kjgj
p=1 j=1p=1 j=1

n n
= (Okj — 9nkGni)9; = G — Gnk Y 9ni9; = 9>
=1 =1

porque la entrada ! de la columna E;LZI gnjgjL esOsil=mn,ysil <nes
Z;-l:l Injgl; = g"-g' = g"-g' = 0, porque las filas g" y ¢g' de la matriz unitaria g
son ortogonales, y la fila g™ es real. Luego se verifica (B.8d), y la Proposicién
queda demostrada. O

B.12. Lamatriz C es casi Unica, si los autovalores de u son distintos. Porque si
la matriz ortogonal P’ es tal que C P’ cumple (B.8) también, entonces P’ conmuta
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con ug y por la tanto es diagonal, por un argumento que hemos empleado antes.
Los tinicos matrices ortogonales que son diagonales son los que tienen entradas
diagonales +1. De ahi se ve que se puede cambiar el signo de cualquier columna
de C libremente, pero aparte de eso C' es Unico, en el caso genérico de que los
autovalores de u, resulten distintos.

B.13. Si volvemos ahora a la 1-forma « de (B.7), podemos reescribirla en la
forma:

o= % Z myA{ CrpChq (€, - dej, — e, - de;) + (€, - e)) dCyp — (€, - €;) dCq }

k,p.q
1 n—1
=5 D (CTuoC)py(e), - dey — €], - dey)
P,q=1
i n—1
=3 Z my, (€, - de;, — e, - de,), (B.9)
p=1

ya que dpq dCrp — dpg dCrq = 0.

La matriz (n — 1) x (n — 1) formada por las columnas {e},... e/, _;} al
remover la ultima fila (que consta de ceros) es una matriz unitaria en U(n — 1),
y podriamos volver a aplicar a esta matriz el proceso que hemos hecho con la
matriz g, si la fila (n—1) de la nueva matriz fuera real. En general, no lo es; pero
podemos multiplicar cada columna por un nimero complejo de valor absoluto 1
para que el resultado sea una matriz con ltima fila real. Sea e, _; , =: ' In-1,p
con 9;%1,;; real, para p=1,...,n — 1. Coloque

/ —i¢! 1
Grp =€ e

rp p,r=12,...,n—1.

Entonces ¢’ € U(n — 1) tiene tltima fila real. Podemos volver a escribir (B.9)
como:

. n—1
1 il -t v VA
a=g Y myle g, d(c'%rgy) — c%og, - d(e gy}
p=1
n—1 i n—1
== myddl,+ 5> (g, dg, — g, - dgp). (B.10)
p=1 p=1

La primera suma del lado derecho de (B.10) nos proporciona 2(n — 1)
parametros m},...,ml_1,¢},...,¢,_; para la érbita SU(n)/T. Faltan (n? —
n)—2(n—1)= (n—1)%—(n—1) pardmetros. Es evidente de la forma de (B.10)
que el proceso de reduccién puede repetirse con la matriz ¢’ € U(n—1), aplicando
la Proposicién 1 para obtener una matriz ¢’ de tamano (n — 1) X (n — 2) y una
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familia ortonormal {ef, ... ell_,} que cumple las condiciones andlogas a (B.8).
) . T

Entonces los autovalores ordenados {im{,...,im/_,} de uy := C'" uyC’ y los ar-
gumentos {¢7,..., ¢! _5} de los 6;272,7" proporcionan nuevos parametros para «:

n—1 n—2 i n—2

_ / / " /! _ "= . 1" _ " . I
a__E mpd¢p_ E mrd¢r+2 E :mr(gr dgr 9r dgr)'
p=1 r=1 r=1

Al continuar las repeticiones de este proceso, llegamos finalmente a:
n—1 n—2
a=— Z ml, de), — Z m! dg! + - — m" D dpD)
p=1 r=1
y luego la forma simpléctica w = —da alcanza su forma final:
n—1 n—2
w=Y _dmj Add),+ > dm] Ndg] + - +dm™D Ade"D. (B11)
p=1 r=1

Hay que notar, sin embargo, un detalle: los dngulos ¥, ¢}, @l ete. son
unicos solo si las entradas de las tltimas filas gy, gg_Lq, etc. no son ceros;
luego, para evitar estas “singularidades de coordenadas polares”, hay que quitar
de la 6rbita, en cada etapa de la reduccién, los puntos que corresponden a tiltimas
filas reales con algunas entradas cero. Lo que queda es el abierto denso U, en el
cual los pardmetros m, ¢ estan bien definidos.

B.14. Hay un total de (n — 1) 4+ (n — 2) +--- + 1 = in(n — 1) pares en esta
suma (B.11) (igual a & dim(SU(n)/T). Luego la medida de Liouville es el pro-
ducto exterior de $n(n — 1) copias de la 2-forma w:

WG D) = gl A d A dmly Addh A A dm D A dg .

B.4. El dominio de la parametrizacion canonica de la orbita

B.15. Es evidente que los variables angulares ¢}, /. etc. tienen variacién en el
intervalo 0 < qbg-z) < 27. La variacién de los parametros mg-z) es menos evidente.

Se trata de determinar la ubicacién de los autovalores im},...,im!,_; de
la matriz CTuoC. Para mayor comodidad, dividimos por i y trabajamos con la
matriz real diagonal M := —iug. Escribimos M’ := —iuj, también. Necesitamos

un resultado conocido de dlgebra lineal [22, p. 324].
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B.16. Proposicién. Sea M = diag[mi,ma,...,m,| una matriz diagonal real
con autovalores en orden decreciente: mq > mg > --- > m,. Sea C una matriz
real n x (n — 1) tal que CTC = I,,_1, CCT es un proyector ortogonal de rango
(n — 1),y tal que CT MC =: M’ = diag[m}, m}, ..., m.,_,] sea también diagonal,
con autovalores en orden decreciente. Entonces valen las desigualdades:

my > my>me >mh>mg > > Mg > M,y > My, (B.12)

Demostracion: Sea Ve el subespacio de R™, de dimensién (n — 1), generado por
las columnas de C. (Es decir, V es la imagen de la aplicacién lineal de R™~!
en R™ que corresponde a C.) Sea a € R™ un vector de norma 1 ortogonal a V.

Las condiciones sobre CTC'y CCT son equivalentes a que las (n— 1) colum-
!
P

la forma cuadréatica 7 Mz, correspondientes a * = ¢, (la p-ésima columna
T

nas de C sean ortonormales en R™. Luego los m/ son valores particulares de

de C). Consideramos esta forma cuadrédtica sobre la esfera unitaria 'z = 1;
como funcién continua, alcanza un méaximo en la esfera, lo cual es sup{ 27 Mz :
272 =1} = mq, su mayor autovalor. Para ver esto, escribe 2 = ZZ=1 Ak€E con
Sh_i A2 =1; entonces 2T Mz = Y7 mpAZ < Y miAZ < myq, con igualdad
si x = e;. En particular, m} = clTMcl <mj.

El mismo razonamiento muestra que

m) =sup{z’ Mz : 22 =1, 2 € Vo },

T, _ _ n—1
z =1enlaformax =} " upc, con

porque podemos escribir x € V con x
22;11 pz =1, y entonces &7 Mx = Z;:ll mppz < mj.

Si W es el subespacio 2-dimensional de R™ generado por las columnas ey y e
de I, tenemos Vo N W # {0}; sea y un vector de norma 1 en Vo N W. Entonces,
comoy € W, esy = Aje; + Az2eq con /\%—l—)\% =1yy"My= mlx\%—l—mg)\% > ma.
Pero como y € Vo, es y = > jipcp con ) pr=1,yy" My = > myp2 < mj.
Se concluye que m) > mao.

Si remplazamos el subespacio Vi por un subespacio arbitrario V' de di-
mensién (n — 1), vemos que mo < sup{x?’ Mz : 272 = 1, x € V' } siempre; y
en el caso de que V sea generado por {es, €3,...,e,}, esta desigualdad se con-
vierte en igualdad. Hemos mostrado, entonces, la siguiente propiedad extrema
del segundo mayor autovalor de M:

me = inf{sup{z" Mz : 2Tz =1, 2€V}:dimV =n—1}.

(Esta caracterizacién “minimax” de ms es el “teorema de Courant y Fischer”,
que en el fondo es un caso particular del teorema espectral).

Hemos mostrado que mj > m) > ms. De igual manera obtenemos que

mh = inf{sup{z’ Mz : 2Tz =1, 2€V}:VC Vs, dmV =n-2},

mg = inf{sup{z’ Mz :2Tr =1, 2 €V} :dimV =n—-2}.
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y concluimos que msy > mj, > mg; por repeticién del argumento, llegamos final-
mente a (B.12). O

B.17. Ahora abordamos el problema inverso: jcuéles valores permisibles de
my,...,m,_; realmente ocurren? Es decir, dada la matriz M, y dada una
matriz diagonal M’, de tamafio (n — 1) x (n — 1), cuyos autovalores cumplen las
desigualdades (B.12), ;se podra hallar una isometrfa parcial C tal que CT MC =
M’? La respuesta es positiva, si los autovalores de M son distintos, lo cual
podemos asumir sin dificultad. Ademds, hay un método constructivo [41, p. 280]
de hallar el vector a ortogonal a las columnas de C'; y luego, por Gram—Schmidt
y diagonalizacién con una P € O(n — 1), reconstruir la matriz C' deseada.

B.18. Proposicién. Sea M = diag[mi,ma,..., m,| una matriz diagonal real
n X n con autovalores en orden decreciente. Sea M’ una matriz diagonal real
(n —1) x (n — 1) cuyos autovalores cumplen las desigualdades (B.12). Entonces
hay una matriz n x (n — 1), C, tal que CT'C = I,,_1 y CCT es un proyector
ortogonal de rangon — 1, y tal que CTMC =: M'.

Demostracion: La proposicién es equivalente a demostrar la afirmacién siguiente:
hay un subespacio Vi de R™, de dimensién (n—1), en la cual la forma cuadratica
2T Mx posee los autovalores dados. Como cualquier subespacio de dimensién
(n—1) es de la forma {y € R" : y-a = 0}, y entonces las columnas de C
completan una base ortonormal de R™ cuyo primer vector es a (lo cual siempre
es posible por Gram—Schmidt), el problema se reduce a hallar el vector unitario a,

en funcién de los my, mo, ..., my,.

Vemos primero el proceso inverso: calcular los my,ma, ..., m, en funcién
de las entradas del vector unitario a. Podemos suponer que a,, # 0; luego, la
ecuacién y - a = 0 de Vi se traduce en y,, = —(1/ay,) Zz;ll aryk. Por lo tanto

n—1 m n—1 2
T 2 n
My = — . B.1
yMy =) miyi + — (Z akyk) (B.13)
k=1 o Ng=1
La ecuacion de la esfera unitaria en Vi se expresa en las variables y1,...,yn—1
asi:
n—1 1 n—1 2
2
Y + —( akyk) =1 B.14
2 g\ .

Si analizamos la funcién cuadratica ” Mz sobre la esfera unitaria en R™,
sus valores estacionarios son los autovalores de M. Esto se ve con el empleo de
Ty =1, y las derivadas
parciales de la funcién L(z) = 27 Mz — MxTx dan el sistema de ecuaciones

multiplicadores de Lagrange: la esfera tiene ecuacién x

2Mzx — 2 x = 0, y los valores admisibles del multiplicador A son las soluciones
de la ecuacién det(M — AI) = 0, es decir, A = my, para algin k.
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Si restringimos esta funcién cuadrética a la interseccién de la esfera uni-
taria con el hiperplano V¢, hay dos métodos de hallar los valores estaciona-

rios. Primero, si usamos la base ortonormal {ci,...,¢c,—1}, el pérrafo ante-
rior nos dice que los valores buscados son los autovalores mj,...,m} _; de la
restriccién de la funciéon a V. Por otro lado, podemos usar las coordenadas
Yi,.--,Yn—1 y hallar los valores de A que anulan las derivadas parciales de la
funcién L(y) = (B.13) — A(B.14). De nuevo obtenemos un sistema de ecuaciones
para yi,...,Yn—1, cuyo determinante resulta ser
G\~  a} =
D(X) = k donde G(A) = mp — A). B.15
=TS 0 =ITom-».  ®13)
k=1 k=1
Entonces las soluciones de la ecuacién D(A) = 0 son A = m),...,m,_,, v esto

implica que D(A) es proporcional a D1(A) := Hz;ll (my, — A). El célculo de los
my, en términos de los aj, se reduce al célculo de los raices del polinomio (B.15).
;, son dados, la bisqueda de los ay ya es pan

comido; porque los cocientes ai /a2 (que son suficientes, ya que a es un vector

Por otro lado, si los my y los m

unitario) son proporcionales a los coeficientes by, del desarrollo de D1(\)/G(X)
en fracciones parciales:

DI\ b by b
T T S W —

Ahora los b, son dados por la conocida férmula:

_ . (mk — A)Dl(/\) - Dl(mk)
b = lim G\ T G(my)’ (B-16)

y luego se toma ai = d by, donde d es determinado por la condicién ZZ=1 ai =1.
O

B.19. Observése que el calculo de los by fracasa si hay un autovalor repetido
mj, ya que entonces G'(m;) = 0 y el denominador de (B.16) se anula. (Sin
embargo, las formulas generales obtenidas para el caso de autovalores distintas
pueden extenderse por continuidad al caso general.) También, obsérvese que al
final se obtuvo una determinacion de los cuadrados de los ag, asi que los signos
de los ai pueden ser elegidos a gusto (lo cual corresponde a cambiar los signos
de las columnas individuales de la matriz C).

B.5. Reconstruccion de la parametrizacion candnica

B.20. Ahora que conocemos un juego de coordenadas para un punto genérico
de la érbita SU(n)/T = SU(n) - ug, subsiste el problema inverso: dados los
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pardmetros que representan un punto u € SU(n)/T, hallar un elemento g, € G
tal que u = g, - ug, en funcién de esos mismos pardmetros. Lo que hay que hacer
es correr el algoritmo de reduccion al revés! Resulta que estd muy bien adaptado
a este camino regresivo.

Comenzamos con el caso sencillo de SU(2). Es up = (zgn ?m) con
m > 0. Entonces un punto genérico u de la érbita es dado por un par de
pardmetros (m’,¢) con 0 < ¢ < 2m y —m < m/ < m. El vector unitario €] es
ortogonal a ey = ((1)) y arg(el;) = ¢, asi que e} = (ezj), por ser este el tnico
vector unitario que cumple los requisitos. De la (B.8d) podemos reconstruir g=
si disponemos de la matriz C.

En este caso, C = (g;) es una matriz 2 x 1 que debe cumplir (B.8a) y (B.8b).

Esto nos da:

Ci+0C5 =1,
mC? —mC3s =m/, (B.17)

cuya solucién es Cy = ++/(m +m’)/2m, Cy = £+/(m —m’)/2m. Elegimos el
signo positivo en ambos casos. Podemos eliminar las raices cuadradas si intro-
ducimos 6 := arccos(m’/m), porque entonces se ve de (B.17) que la solucién
tiene la forma C7 = cos %9, Cy = sen %9.

Ahora de (B.8d) obtenemos

e'? cos 30 e sen 0
g = el = ). g =ed= )
0 0
La segunda fila de g debe ser real y ortogonal a la primera, asi que:

_ ewcoséﬁ ewsen%@
9= —sen 16 cos%ﬁ ‘

Esta matriz es unitaria pero no estd necesariamente en SU(2), ya que su de-
terminante es e’?. Recordamos que g = ht donde h € SU(n) y t es unitaria y
diagonal, con dett = det g. Podemos tomar, por ejemplo, t = diag[e%w, e%i‘f)].
Llegamos a g, := h = gt~ € SU(2):
B e%wcosée e2i® sen%@
Ju=\ _e~%i9gen 10 €3 cos 10)°
Finalmente, para obtener la matriz més general g tal que § - ug = g - uo,
tenemos g = g,t’, donde ¢’ es cualquier elemento de G -ug = T. Para SU(2), tal
t’ es de la forma diag[e%“", e*%“/’] para algin angulo ¥ con —27 < ¢ < 27. De
ahi obtenemos
. ez 0t cos 19 ezi@ ) gen 19
I7\ —e3¥=9) sen 10 e300t coslg )
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Se ve que el convenio m’ =: mcos @ identifica 1,6, ¢ con los dngulos de Euler

de SU(2).

B.21. En consecuencia, la medida de Liouville es proporcional a
w=dm' ANd¢p = —msenfdb A do.

Los puntos singulares del sistema de coordenadas esféricas (6, ¢) son los polos
norte y sur en donde = 0 6 7, o lo que es lo mismo, m’ = +m. El abierto
denso U C S? es el conjunto cilindrico obtenido al quitar estos dos puntos de la
esfera.

B.22. Consideramos ahora el caso de SU(3). Tenemos ug = diag[imy, ims, img)]
con my +mg+mg = 0. Los pardmetros de la 6rbita son (m}, mb, m”; &}, &5, "),
donde m; > mj > mg > mf > mg3 y ademds mj > m” > mj}. De nuevo
obtenemos (empezando en el tltimo nivel) ¢/ = ¢®”e;. La matriz 2 x 1 C’
cumple
2 2
Ci +Cy =1,
2 2
myCy” +mHCh™ =m”,

Luego C}% = (m” —mb)/(m}, —mb), C4> = (m} —m”)/(m} — m}). De nuevo,
podemos simplificar esto un poco al colocar 6" := arccos(2m’” —mj —mb)/(m} —

mb), en cuyo caso 0 < #” < 7, y podemos tomar C] = cos %9”, Ch = Sen%H”.
El andlisis hecho para SU(2) nos permite concluir que

N s 1
, (ew cos 30”7 €'” sen %0”)

g = 1 1gn
—sen 50 cos 50
Luego
@19 cos 10" e (@2¢") gen 197
el = —e1sende” |, ey = €%z cos 30" . (B.18)
0 0

Ahora se buscar una matriz 3 x 2, C, que cumple las ecuaciones CTC = I,
CTugC = diag[im},imb]. Se obtienen expresiones explicitas para los Cf, en
funcién de los mj, y los my; con eso, la receta (B.8d) y los vectores (B.18) nos
permiten hallar la matriz g*. Los célculos finales son tediosos, y nos permitire-
mos dejar estos ultimos detalles al sufrido lector.
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