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Introducción

En estas páginas, se pretende obtener una visión de conjunto de diversos
aspectos de la problemática de cuantización con simetŕıa. Desde las primeras
formulaciones sistemáticas de la mecánica cuántica en los años veinte de este
siglo, ha destacado el papel de los grupos de simetŕıa de sistemas cuánticos
sencillos (y a veces no tan sencillos); uno de sus momentos culminantes fue la
formulación de Wigner de que un “sistema cuántico elemental” no es más ni
menos que una representación unitaria de un grupo de simetŕıa. De hecho, la
teoŕıa de representaciones de grupos de Lie, desde los trabajos fundamentales de
Weyl a nuestros d́ıas, ha sido impulsada y constantemente retroalimentada por
los problemas básicos de la mecánica cuántica.

Por otro lado, el papel de los grupos de simetŕıa en la mecánica clásica no
es menos notable. Una técnica básica para la integración de las ecuaciones dife-
renciales de movimiento es la búsqueda de “primeras integrales” que permitan
reducir el número de grados de libertad del sistema; y podemos obtener una de
estas “constantes de movimiento” cada vez que el sistema total admite un grupo
uniparamétrico de simetŕıa. Si se adopta la postura de que un “sistema de la
mecánica clásica” es el flujo de un campo vectorial sobre una determinada varie-
dad diferencial, entonces las simetŕıas del sistema forman la acción de un grupo
de Lie sobre esta variedad; y podemos hablar de un “sistema clásico elemental”
cuando este grupo actúa transitivamente.

Habiendo formulado los papeles de grupos de simetŕıa en sus aspectos clásico
(acciones sobre una variedad) y cuántico (representaciones matriciales u operato-
riales), sobreviene el problema de correspondencia: ¿cómo emparejar un sistema
de cada tipo, de modo que se pueda pasar libremente de uno al otro, conservando
las interpretaciones f́ısicas? El punto de vista más sano es el de postular que el
mundo es cuántico, y que la mecánica clásica no es más que una aproximación
que es permisible cuando se consideran fenómenos a escalas macroscópicas tales
que ciertos parámetros, como la constante de Planck h̄, pueden despreciarse. El
proceso de tomar limh̄→0 se conoce como “ĺımite clásico” y es recomendable toda
vez que se tiene un sistema cuántico completamente integrable.

El problema práctico es que son los sistemas clásicos que más fácilmente se
dejan integrar en forma completa, y se hace necesario buscar, para un sistema
clásico dado, un sistema cuántico (o mejor dicho, una familia paramétrica de
sistemas cuánticos) cuyo “ĺımite clásico” es el sistema inicial. Esto es, en śıntesis,
el problema de la cuantización.

Hay varios enfoques posibles para atacar este problema. La teoŕıa de defor-
maciones (a veces llamada “el programa de ∗–cuantización”) consiste en variar
los corchetes de Poisson en forma paramétrica, e interpretar los nuevos corchetes
como objetos cuánticos. El programa de los grupos cuánticos, hoy d́ıa muy en
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2 TEORIA DE GRUPOS EN CUANTIZACION

boga, asocia al sistema clásico una cierta álgebra de Hopf (“coconmutativa”),
e introduce variaciones paramétricas en los generadores de esta álgebra para
producir otras álgebras de Hopf (“no coconmutativas”), cuyo estructura puede
reproducir los fenómenos usuales de la mecánica cuántica.

Para tener una teoŕıa convincente, se debe introducir los nuevos parámetros
siguiendo algunas reglas sistemáticas, para elegir entre la profusión de posibili-
dades aquéllas que dan la cuantización “correcta”, que esperamos sea única (salvo
factores de escala); porque el mundo cuántico es como es, y no como queremos
que debe ser. Un procedimiento sistemático respetable es la llamada “cuanti-
zación geométrica”, que propone —simplificando mucho el caso— interpretar un
sistema cuántico como un fibrado vectorial de cierta especie, cuyo espacio base
es la variedad diferencial del sistema clásico asociado. Desafortunadamente, el
estudio de estos sistemas requiere un aparato geométrico bastante formidable,
que hace dif́ıcil la extracción de predicciones experimentalmente verificables.

Retrocedemos, entonces, al estudio de una subclase de problemas de cuan-
tización que permiten soluciones exactas. Elegimos para nuestra consideración
solamente aquéllos sistemas —clásicos o cuánticos— que poseen tanta simetŕıa
que el mismo grupo de simetŕıa encierra la solución al problema de cuantización.
Se puede objetar que la gran mayoŕıa de sistemas no poseen alta simetŕıa; pero,
como bien señala Marsden para sistemas dinámicos clásicos [32, p. 1] los sistemas
de alta simetŕıa son “puntos de bifurcación” en el conjunto de todos los sistemas
dinámicos, y por ende su estudio merece atención.

Siguiendo estos lineamientos, el desarrollo que sigue puede dividirse, como
Galia, en tres partes. Los Caṕıtulos 1 y 2 repasan los aspectos de las teoŕıas
de grupos de Lie y espacios de Hilbert que son relevantes para lo que sigue.
Abundan los tratados excelentes y exhaustivas sobre estos temas, y no pretende-
mos sustituirlos, sino ofrecer un menú de ejemplos accesibles de grupos y sus
representaciones antes de ir más a fondo. Los Caṕıtulos 3 y 4 versan sobre las
simetŕıas de sistemas clásicos, es decir, acciones simplécticas de grupos de Lie;
en el Caṕıtulo 4 trazamos la conexión entre las acciones compatibles con estruc-
turas de Poisson y las extensiones centrales de álgebras y grupos de Lie. Este
estudio nos conduce a definir un “espacio de fases homogéneo” como una órbita
coadjunta de un grupo de Lie, o de una extensión central de él.

Los Caṕıtulos 5 a 8 trazan el puente a sistemas cuánticos con simetŕıa. El
ejemplo paradigmático es la conocida regla de cuantización de Weyl para el espa-
cio de fases plano. Desarrollamos este ejemplo con detalle, poniendo énfasis en el
papel del grupo de Heisenberg, para llegar a una formulación axiomático de cuan-
tización covariante que fue adumbrado por primera vez por Stratonovich [42]; su
propiedad esencial, que llamamos “tracialidad”, permite calcular valores espera-
dos de observables cuánticas mediante integrales sobre el espacio de fases. En
el Caṕıtulo 6, mostramos cómo este esquema axiomático conduce a reformular
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la teoŕıa de spin como un cálculo de funciones sobre la esfera. En el Caṕıtulo 7,
descubrimos que esta “cuantización de Moyal” sobre la esfera puede obtenerse
de los llamados estados coherentes de spin mediante un procedimiento interpola-
tivo. Finalmente, mostramos en el Caṕıtulo 8 la generalización del método de
estados coherentes a la cuantización de sistemas cuyo grupo de simetŕıa es un
grupo compacto semisimple cualquiera.

Hay dos Apéndices que complementan este estudio. En el Apéndice A,
esbozamos la cuantización de Moyal para un grupo no compacto semisimple,
SL(2, R); el espacio de fases correspondiente es el disco de Poincaré. En el
Apéndice B, desarrollamos los detalles de un algoritmo reciente para hallar co-
ordenadas canónicas sobre una órbita coadjunta de SU(n); las coordenadas aśı
obtenidas permiten expresar la medida de Liouville sobre la órbita (y por ende,
la medida de Haar sobre el grupo) en una forma covariante.

Desde el punto de vista estrictamente matemático, este libro es una medi-
tación sobre el “paradigma de Kirillov”, según el cual hay —o debe de haber—
una correspondencia entre las representaciones unitarias irreducibles de un grupo
de Lie y ciertas órbitas de la acción coadjunta del grupo sobre el espacio dual
de su álgebra de Lie. Digo “paradigma” y no “teoŕıa” porque la relación entre
representaciones y órbitas, bien conocida ya para grupos nilpotentes y grupos
compactos, no ha sido del todo esclarecido en el caso general; y subsisten diversos
problemas interesantes en el caso de grupos infinitodimensionales.

Este libro vio la luz como un curso de posgrado en el Departamento de
Matemáticas del Centro de Investigación y Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional en México, entre setiembre de 1991 y enero de 1992. Quiero
agradecer al Dr. Guillermo Moreno la magńıfica oportunidad que me brindó de
interactuar con colegas y estudiantes de dicho departamento durante una estad́ıa
sabática en el Centro; y a las personas que hicieron valiosas aportes al curso, en
particular a Egidio Barrera, Sastry Bhāskara, Guillermo Dávila, Cesario Garćıa,
Victor Mart́ınez Olivé, Isidro Nieto y Michael Porter. Las influencias de José
Cariñena y de José Gracia-Bond́ıa, originadores de varias de las ideas aqúı discu-
tidas, han pesado mucho en su desarrollo; pero, desde luego, las fallas y omisiones
que permanecen son solamente mı́as.

Se trata, en fin, de un libro de matemáticas con cierto interés y aplicación
f́ısica, y no de un libro de f́ısica para matemáticos. Si es cierto, como ha dicho
George Bernard Shaw, que “los ingleses y los norteamericanos son dos pueblos
separados por un idioma común”, tratemos aqúı de dilucidar parte del lenguaje
común que separa a f́ısicos y matemáticos.

Joseph C. Várilly
CINVESTAV del IPN, México, DF

Febrero 1992





1. Grupos y Algebras de Lie

Los grupos de Lie han llegado a ser el
centro de las matemáticas.

—J. Dieudonné
1.1. Grupos de Lie: definición y primeros ejemplos

1.1. Definición. Un grupo de Lie es un grupo G que es a su vez una varie-
dad diferencial real, de modo que el producto (g, h) "→ gh : G × G → G y la
inversión g "→ g−1 : G → G son aplicaciones suaves, es decir, indefinidamente
diferenciables.

Hay una colección de grupos de Lie, llamados “grupos clásicos”, que son
grupos de matrices reales o complejos (o inclusive de cuaterniones). En todo
caso, conviene considerar la variedad subyacente como variedad real.

1.2. Definición. Una variedad diferencial (real) de dimensión finita n es un
conjunto (mejor dicho: un espacio topológico Hausdorff y paracompacto) M ,
provisto de un “atlas” de cartas locales { (Uα, φα) : α ∈ A } donde {Uα : α ∈
A } es un recubrimiento abierto de M y cada φα: Uα → Rn es una aplicación
continua uno-a-uno, y toda vez que Uα ∩ Uβ '= ∅, las “funciones de transición”
φα ◦ φ−1

β : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ) son suaves.
Una variedad compleja de dimensión finita m tiene definición análoga, pero

con Cm en lugar de Rn y con el requisito de que las funciones de transición sean
holomorfas. Evidentemente, una variedad compleja de dimensión compleja m es
también una variedad real de dimensión 2m.

Se define un grupo de Lie complejo como un grupo que sea a su vez una
variedad compleja, tal que las operaciones de multiplicación e inversión sean
holomorfas.

1.3. Ejemplos.

1. Un espacio vectorial real (finitodimensional) es un grupo de Lie abeliano,
con la operación de suma. Un espacio vectorial complejo es un grupo de Lie
complejo abeliano.

2. R× := R \ {0}, con la multiplicación ordinaria, es un grupo de Lie uni-
dimensional no compacto. T := { z ∈ C : |z| = 1 } es un grupo de Lie
unidimensional compacto. C× := { z ∈ C : z '= 0 } es un grupo de Lie
complejo unidimensional.

3. GL(n, R) := { g ∈ Rn×n : g−1 existe } es un grupo de Lie de dimensión n2;
de hecho es el abierto det−1(R×) en Rn×n. El grupo lineal especial es el
subgrupo SL(n, R) := { g ∈ Rn×n : det g = 1 } de GL(n, R). Análogamente
se definen los grupos de Lie complejos GL(n, C) y SL(n, C) al reemplazar R
por C.

5



6 TEORIA DE GRUPOS EN CUANTIZACION

1.4. Definición. Sea d una forma bilineal simétrica no degenerada sobre Rn,
es decir, d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ Rn, y d(x, y) = 0 para todo y solo si
x = 0. Por el teorema de Sylvester, podemos elegir una base de Rn respecto del
cual d se expresa como:

d(x, y) = x1y1 + · · · + xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q, (1.1)

con p + q = n (pues d es no degenerada). Def́ınase

O(p, q) := { g ∈ GL(n, R) : d(gx, gy) = d(x, y) para x, y ∈ Rn }. (1.2)

Si q = 0, es decir, si d es definida positiva, escribimos O(n) en vez de O(n, 0);
este se llama el grupo ortogonal de Rn. Si en (1.2) tomamos g ∈ SL(n, R), es
decir, si agregamos la restricción det g = 1, obtenemos los grupos SO(p, q) y
SO(n); este último es el grupo ortogonal especial de Rn.

1.5. Definición. Sea s una forma bilineal alternante no degenerada sobre R2n,
(se sabe que tales formas existen solo si la dimensión es par). Entonces hay una
base de Rn respecto del cual s se expresa como:

s(x, y) = xn+1y1 + · · · + x2nyn − x1yn+1 − · · · − xny2n. (1.3)

Si
J :=

(
0 In

−In 0

)
∈ R2n×2n,

entonces dJ(x, y) := s(x, Jy) es simétrica y definida positiva. El grupo simpléc-
tico de R2n se define como:

Sp(n, R) := { g ∈ GL(2n, R) : s(gx, gy) = s(x, y) para x, y ∈ R2n }. (1.4)

Si g "→ gt denota la transpuesta de la matriz g respecto de la forma simétrica dJ ,
tenemos que g ∈ Sp(n, R) si y solo si dJ (Jgx, gy) ≡ dJ (Jx, y) si y solo si gtJg =
J .

Obsérvese que J ∈ Sp(n, R) y que J2 = −I2n.

1.6. Podemos amplificar las formas d y s a formas bilineales sobre Cn, C2n

respectivamente, al tomar las coordenadas xi, yj complejos en (1.1) y (1.3). (Al-
ternativamente, tome d(x + iy, u + iv) := d(x, u) + id(x, v) + id(y, u) − d(y, v)
si x, y, u, v ∈ Rn y análogamente para s.) (F́ıjese bien que las formas amplifi-
cadas son bilineales, no sesquilineales.) Obtenemos los grupos complejos O(n, C),
Sp(n, C) al reemplazar R por C en las definiciones (1.2), (1.4). (Se puede suponer
q = 0 para d sin perder generalidad.)

Definimos también SO(n, C) := O(n, C) ∩ SL(n, C).
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1.7. Definición. Denotamos por g∗ el conjugado hermı́tico de g ∈ Cn×n. (Su
entrada (i, j) es ḡji.) El grupo unitario U(n) := { g ∈ Cn×n : g∗g = In } es
un grupo de Lie real (su variedad subyacente no es, en general, una variedad
compleja) que es, además, compacto: tenemos g ∈ U(n) si y solo si las columnas
de la matriz g forman una base ortonormal de Cn, aśı que { gij : i, j = 1, 2, . . . , n }
es acotado y cerrado en Cn2

. (Por la misma razón, los grupos O(n) y SO(n) son
también compactos.)

El subgrupo cerrado SU(n) := U(n) ∩ SL(n, C) = { g ∈ U(n) : det g = 1 },
el grupo especial unitario de Cn, es también compacto.

1.8. Obsérvese que Rn encaja en Cn de modo natural, y que la forma hermı́tica
〈z | w〉 := d(z̄, w) sobre Cn se reduce a d sobre Rn, ya que identificamos Rn

con { z ∈ Cn : z̄ = z }. Aśı tenemos O(n) = U(n) ∩ GL(n, R) y SO(n) =
SU(n) ∩ SL(n, R). (Esto nos da otra manera de comprobar que O(n) y SO(n)
son compactos.) También el grupo Sp(n) := Sp(n, C) ∩ U(2n) es compacto.

1.9. El grupo SL(n, R) posee un subgrupo soluble maximal B(n, R) := { g ∈
SL(n, R) : gij = 0 para i > j }. Recuerde que G es soluble si la serie de subgru-
pos derivados G′, G′′ := (G′)′, . . . , G(n) := (G(n−1))′, . . . se reduce a G(k) = {e}
en un número finito de pasos; aqúı G′ es el subgrupo cerrado de G generado por
los “conmutadores”: G′ := 〈xyx−1y−1 : x, y ∈ G 〉.

El subgrupo N(n, R) := { g ∈ B(n, R) : gij = 1 para i = j } es nilpotente.
Recuerde que un grupo G es nilpotente si la serie de subgrupos γ1(G) := G′, . . . ,
γn(G) := 〈xyx−1y−1 : x ∈ G, y ∈ γn−1(G) 〉, . . . se reduce a γk(G) = {e} en un
número finito de pasos.

1.10. Definición. El grupo de Heisenberg H(n) (a veces llamado el “grupo
de Heisenberg–Weyl”) es un subgrupo de N(n + 2, R) que consta de matrices de
la forma:

(x, y; z) :=




1 xt z
0 In y
0 0 1



 ,

con x, y ∈ Rn, z ∈ R. Es nilpotente (con k = 2.) La variedad subyacente a H(n)
es el espacio vectorial R2n+1, aśı que H(n) es un grupo no compacto de dimensión
(2n+1). La multiplicación de matrices da la “ley de grupo” de H(n) en la forma

(x1, y1; z1)(x2, y2; z2) = (x1 + x2, y1 + y2; z1 + z2 + x1y2).

Aqúı y en lo sucesivo adoptamos el convenio de que la yuxtaposición de dos
vectores en Rn significa su “producto interno euclidiano”:

xy := x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn si x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.
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Denotamos por H̃(n) el grupo (abstracto) parametrizado por R2n+1, cuyos
elementos (x, y; z) cumplen la regla

(x1, y1; z1) (x2, y2; z2) :=
(
x1 + x2, y1 + y2; z1 + z2 + 1

2 (x1y2 − x2y1)
)
. (1.5)

Esta es también una “ley de grupo” (es asociativa, posee identidad y cada ele-
mento tiene inverso). Es fácil comprobar que (x, y; z) "→ (x, y; z + 1

2xy) es un
isomorfismo biyectivo de H̃(n) en H(n). Adoptaremos la versión (1.5) de la ley
de grupo cuando discutimos el papel del grupo de Heisenberg en la cuantización
de Weyl.

1.11. No todos los grupos de Lie son “grupos lineales”, es decir, subgrupos
de GL(n, R) o de GL(n, C). Una manera importante de obtener nuevos grupos
de Lie a partir de los ejemplos básicos anteriores es la de formar productos
semidirectos de grupos conocidos. Un grupo G es un producto semidirecto
de dos subgrupos H y K si H es un subgrupo normal de G, H ∩ K = {e} y
G = HK. Aśı, cada elemento g de G se puede escribir en forma única como
g = hk (con h ∈ H , k ∈ K), y luego g1g2 = h1k1h2k2 = (h1k1h2k

−1
1 )(k1k2).

Más abstractamente, podemos formar un producto semidirecto de dos gru-
pos dados H y K, si disponemos de un homomorfismo α: K → Aut(H), porque
podemos definir una “ley de grupo” en el producto cartesiano de H y K por:

(h1, k1) (h2, k2) = (h1α(k1)[h2], k1k2).

(Se verifica enseguida que este producto de pares es asociativo.) El grupo aśı
formado se denota por H !α K, o simplemente por H ! K si no hay am-
bigüedad en cuanto a α. Obsérvese que (h, k)−1 = (α(k−1)[h−1], k−1) y que
(e, k) (h, e) (e, k)−1 = (α(k)[h], e), aśı que esta descripción “abstracta” del pro-
ducto semidirecto es esencialmente a la anterior. (Al identificar h con (h, e) y k
con (e, k), se puede considerar H y K como subgrupos de H!K cuya intersección
es la identidad.)

1.12. Ejemplos.

1. E(n) := Rn ! SO(n) es el grupo euclidiano de movimientos ŕıgidos de Rn;
el grupo de rotaciones SO(n) actúa sobre Rn de la manera usual. La ley de
grupo es

(x1, R1) (x2, R2) = (x1 + R1x2, R1R2).

Rn ! SO(n) es isomorfo a un grupo de matrices por (x, R) "→
(

R x
0 1

)
∈

R(n+1)×(n+1).
2. El grupo galileano homogéneo Γ es el grupo de transformaciones lineales

(t, r) "→ (t, vt + Rr) de R × R3, donde v ∈ R3, R ∈ SO(3). (Se puede ver
que Γ ∼= E(3).) El grupo de traslaciones (t, r) "→ (t + b, r + a) de R × R3,
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junto con Γ, genera el grupo galileano R4 ! Γ ∼= R4 ! (R3 ! SO(3)), cuyo
ley de grupo es:

(b1, a1, v1, R1) (b2, a2, v2, R2) = (b1 + b2, a1 + R1a2, v1 + R1v2, R1R2).

3. El grupo de Lorentz O(3, 1) es el grupo de invariancia de la forma bilineal
(xy) := −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3 sobre R4. Al agregar las traslaciones
de R4, se forma el grupo de Poincaré P := R4 ! O(3, 1).

1.2. Algebras de Lie

1.13. Definición. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g, provisto de
un corchete bilineal (X, Y ) "→ [X, Y ] que es antisimétrico: [Y, X ] = −[X, Y ], y
que cumple la identidad de Jacobi :

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X ]] + [Z, [X, Y ]] = 0 para todo X, Y, Z ∈ g.

1.14. El lado izquierdo es una suma de tres copias del primer término, modifi-
cadas por permutaciones ćıclicas de sus argumentos X, Y, Z. Tales expresiones
aparecerán a menudo en lo sucesivo, y adoptaremos la notación

∑
ćıclica para

abreviarlos. Una “suma ćıclica” de una expresión es la suma de todas las expre-
siones obtenidas por permutaciones ćıclicas de los argumentos de la original; aśı,
la identidad de Jacobi se puede reescribir como sigue:

∑

ćıclica

[X, [Y, Z]] = 0 para todo X, Y, Z ∈ g.

1.15. Definición. Si M es una variedad diferencial, sea TM :=
⊎

x∈M TxM
su fibrado tangente, con la proyección natural τ : TM → M dado por τ(v) :=
x si v ∈ TxM . Entonces TM es a su vez una variedad diferencial de modo
natural. Un campo vectorial sobre M es una sección (suave) de τ , es decir,
una aplicación X̃: M → TM tal que y "→ X̃y ∈ TyM . Denotamos la totalidad
de campos vectoriales sobre M por X(M).

Ahora TxM es, por definición, el espacio vectorial de formas lineales so-
bre C∞(M) que cumplen la “regla de Leibniz local”:

v(fg) = v(f) g(x) + f(x) v(g), para todo f, g ∈ C∞(M).

Un campo vectorial es entonces una aplicación lineal f "→ X̃f : C∞(M) →
C∞(M) que obedece la regla de Leibniz:

X̃(fg) = (X̃f) g + f (X̃g), para todo f, g ∈ C∞(M); (1.6)
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la función X̃f se define por X̃f(y) := X̃yf . En otras palabras, X(M) es el
espacio de “derivaciones” del álgebra C∞(M).

1.16. Si M , N son dos variedades diferenciales y si φ: M → N es una aplicación
diferenciable, hay una aplicación lineal φ∗: X(M) → X(N) dado por (φ∗X̃)(h) :=
X̃(h ◦ φ) para h ∈ C∞(N).

En el caso de que N = M y φ es un difeomorfismo de M , decimos que X̃ es
invariante bajo φ si φ∗X̃ = X̃.

1.17. Definición. Si G es un grupo de Lie, las traslaciones a la izquierda
λg: h "→ gh son difeomorfismos de G (f́ıjese que (λg)−1 = λg−1 en general).
Decimos que un campo vectorial X̃ ∈ X(G) es invariante a la izquierda, o sim-
plemente invariante, si (λg)∗X̃ = X̃ para todo g ∈ G. Obsérvese que en ese caso,
X̃ es determinado por X̃e, ya que X̃g = (λg)∗X̃e para todo g ∈ G. Inversamente,
si X ∈ TeG, la fórmula X̃g := (λg)∗X define un campo vectorial invariante cuyo
valor en la identidad es X . Sobra decir que X̃ "→ X̃e es lineal; de esta manera
identificamos el conjunto de campos vectoriales invariantes sobre G con TeG.

1.18. X(M) es un álgebra de Lie (en general, infinitodimensional). Su corchete
es dado simplemente por:

[X̃, Ỹ ](f) := X̃(Ỹ f)− Ỹ (X̃f). (1.7)

(Se verifica que el lado derecho de (1.7) cumple la propiedad de derivación (1.6).)
Además, si φ: M → M es un difeomorfismo, es inmediato de la definición de φ∗
que φ∗([X̃, Ỹ ]) = [φ∗X̃, φ∗Ỹ ]. En particular, los campos vectoriales invariantes
bajo φ forman una subálgebra de Lie de X(M).

1.19. Definición. Si G es un grupo de Lie, el álgebra de Lie de G es el espacio
vectorial g := TeG, dotado del corchete inducido por (1.7) sobre la subálgebra
de campos vectoriales invariantes. En otras palabras, si X, Y ∈ g, sean X̃, Ỹ los
campos invariantes definidos por X̃g := (λg)∗X , Ỹg := (λg)∗Y . Como

(λg)∗([X̃, Ỹ ]) = [(λg)∗X̃, (λg)∗Ỹ ] = [X̃, Ỹ ],

si g ∈ G, entonces [X̃, Ỹ ] es un campo vectorial invariante; coloque [X, Y ] :=
[X̃, Ỹ ]e ∈ g. Es evidente que [X, Y ] depende linealmente de X y de Y , y su anti-
simetŕıa y la identidad de Jacobi son consecuencias de las propiedades análogas
de X(G).

1.3. La aplicación exponencial

1.20. Una carta local φα: Uα → Rn de una variedad M , junto con las proyec-
ciones πj : Rn → R : (a1, . . . , an) → aj , determina, por xj := πj ◦φα un “sistema
de coordenadas locales” x1, . . . , xn: Uα → R. La propiedad (1.6) implica que
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cualquier campo vectorial es localmente de la forma X̃ =
∑n

j=1 f j ∂/∂xj en Uα,
con f1, . . . , fn ∈ C∞(Uα). Si γ: (−ε, ε) → M es una curva suave, su vector tan-
gente en γ(t) es γ̇(t) ∈ Tγ(t)M dado por γ̇(t)(f) := d

ds

∣∣
s=t

(f ◦γ)(s). La ecuación
diferencial

γ̇(t) = X̃γ(t), γ(0) = p ∈ Uα,

determina una única curva integral t "→ γp(t) del campo vectorial X̃, para −ε <
t < ε con ε > 0; además, esta curva depende suavemente del punto inicial p. A lo
mejor, podemos extender la curva (hacer crecer ε) al tomar otras cartas locales
amén de (Uα, φα); asumimos, entonces, que el intervalo −ε < t < ε de definición
de γp sea el mayor posible (no se excluye ε = +∞). Ahora ψt: p "→ γp(t) es
un difeomorfismo sobre su dominio, y además ψt+s(p) = ψt(ψs(p)) toda vez que
ψs(p) ∈ Dom(ψt). Los ψt constituyen el flujo del campo vectorial X̃ .

Si M es compacto, es Dom(ψt) = M para todo t ∈ R, y entonces el flujo
de X̃ es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos de M .

1.21. Definición. Sean G un grupo de Lie, g su álgebra de Lie y sea X ∈ g.
La curva integral γX del campo vectorial invariante X̃ ∈ X(G) tal que γX(0) = e
cumple γ̇X(0) = X , y su intervalo de definición inicial −ε < t < ε se puede
prolongar en R; porque si −ε < s < ε, la curva η determinada por η(0) = γX(s),
η̇(t) = X̃η(t) = (λg)∗X̃g−1η(t) con g = γX(s), la cual es η(t) = γX(s)γX(t),
constituye una prolongación de γX al intervalo s− ε < t < s + ε. De este modo,
se obtiene una curva γX : R → G, que además cumple γX(s + t) = γX(s)γX(t)
para todo s, t ∈ R.

La curva γX aśı definida es un subgrupo uniparamétrico de G, determinada
uńıvocamente por la condición γ̇X(0) = X ∈ g.

Escribimos expX := γX(1). La construcción de γX hace evidente que
γtX(1) = γX(t), es decir, γX(t) = exp tX para todo t ∈ R. La aplicación
exp: g → G aśı definida se llama la aplicación exponencial del grupo de Lie G.

1.22. Ejemplo. Si G es un grupo de Lie lineal, es decir, G ⊂ GL(m, R) o bien
G ⊂ GL(m, C) para algún m ∈ N, el espacio tangente TeG se puede identificar
con un subespacio vectorial (real) de Rm×m o de Cm×m. En estos casos, la
exponencial matricial exp X :=

∑∞
k=0(1/k!)Xk coincide con la aplicación expo-

nencial de G. De hecho, tenemos la fórmula utiĺısima:

g = {X ∈ Rm×m (ó Cm×m) : exp tX ∈ G para todo t ∈ R },

en vista del siguiente resultado sobre exponenciales matriciales.

1.23. Lema. Si X, Y ∈ Rm×m, tenemos

1
2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(
exp tX exp tY exp(−tX) exp(−tY )

)
= XY − Y X.
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Demostración: Esta igualdad se basa en la llamada fórmula de Campbell–Baker–
Hausdorff :

exp tX exp tY = exp
(
t(X + Y ) + 1

2 t2(XY − Y X) + O(t3)
)
. (1.8)

[Aqúı la notación O(t3) de Landau significa alguna función F (t) tal que F (t)/t3

es acotada cuando t → 0, y por ende puede despreciarse en comparación con t2

cuando t es pequeño.] La fórmula (1.8) se obtiene del desarrollo:

exp tX exp tY =
(
I + tX + 1

2 t2X2 + O(t3)
)(

I + tY + 1
2 t2Y 2 + O(t3)

)

= I + t(X + Y ) + 1
2 t2(X2 + 2XY + Y 2) + O(t3)

= I + t(X + Y ) + 1
2 t2(X + Y )2 + 1

2 t2(XY − Y X) + O(t3)
= exp

(
t(X + Y ) + 1

2 t2(XY − Y X) + O(t3)
)
,

ya que I + A = exp(A − 1
2A2 + 1

3A3 − · · ·) si esta última serie converge. (Aqúı
A = t(X + Y ), y habrá convergencia si t es suficientemente pequeño.)

Aplicando (1.8) dos veces, se obtiene

exp tX exp tY exp(−tX) exp(−tY )
= exp

(
t(X + Y ) + 1

2 t2(XY − Y X) + O(t3)
)

× exp
(
−t(X + Y ) + 1

2 t2(XY − Y X) + O(t3)
)

= exp
(
t2(XY − Y X) + O(t3)

)
.

Luego, al derivar dos veces en t = 0 y al dividir por 2, se obtiene la fórmula
deseada.

1.24. En consecuencia, XY −Y X ∈ Te(G) toda vez que X, Y ∈ TeG (de hecho,
podemos identificar TeG con el subespacio tangente en Im a la subvariedad G
de Rm×m; la curva t "→ exp tX (exponencial matricial) es un subgrupo uni-
paramétrico de G cuyo vector tangente en Im es X , aśı que X "→ exp X es la
aplicación exponencial de G). El corchete en g es también entonces el “conmu-
tador matricial” [X, Y ] := XY − Y X ∈ g.

1.25. Ejemplos.

1. Para G = GL(n, R), es g = gl(n, R) := Rn×n; para G = GL(n, C), es
g = gl(n, C) := Cn×n.

2. Como det(exp X) = eTr X para cualquier matriz X , la condición det g = 1
para g ∈ G se traduce en Tr X = 0 para X ∈ g. Luego sl(n, R) = {X ∈
Rn×n : Tr X = 0 }, sl(n, C) = {X ∈ Cn×n : TrX = 0 } son las álgebras de
Lie respectivas de SL(n, R) y de SL(n, C). Como dim G = dimTeG = dim g,
concluimos que dim SL(n, R) = n2 − 1, dimSL(n, C) = 2n2 − 2.
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3. Si X ∈ o(n), es decir, exp tX ∈ O(n) para t ∈ R, tenemos la identidad
d((exp tX)u, (exp tX)v) = d(u, v) para cualesquiera u, v ∈ Rn. Derivando
en t = 0, obtenemos la condición d(Xu, v) + d(u, Xv) ≡ 0; o bien, Xt =
−X . Luego o(n) = {X ∈ Rn×n : Xt = −X } = so(n), y en consecuencia
dimO(n) = dimSO(n) = 1

2n(n− 1).

4. De igual modo, se obtiene la condición s(Xu, v) + s(u, Xv) ≡ 0 para X ∈
sp(n, R); luego dJ(JXu, v) + dJ (Ju, Xv) ≡ 0. Por ende, sp(n, R) = {X ∈

R2n×2n : XtJ = −JX }, y en consecuencia dim Sp(n, R) = 2n2 + n.

5. La matriz X =




0 at c
0 0 b
0 0 0



 cumple X2 =




0 0 ab
0 0 0
0 0 0



 y X3 = 0, aśı que

es nilpotente, si a, b ∈ Rn, c ∈ R. Se nota que exp tX ∈ H(n) para t ∈ R,
ya que en este caso exp tX = I + tX + 1

2 t2X2 en vista de X3 = 0. Luego X
es un elemento t́ıpico del álgebra de Lie h(n) del grupo de Heisenberg H(n)
(de dimensión 2n + 1). Visto de esta forma, tenemos




1 xt z
0 In y
0 0 1



 = exp




0 xt z − xy
0 0 y
0 0 0



 ,

aśı que exp: h(n) → H(n) es sobreyectiva. Si abreviamos X =: (a, b; c),
obtenemos la regla: para corchetes en h(n):

[
(a1, b1; c1), (a2, b2; c2)

]
= (0, 0; a1b2 − a2b1).

1.4. Relaciones de conmutación

1.26. Sea g un álgebra de Lie de dimensión n. Elegimos una base {X1, . . . , Xn}
para el espacio vectorial g. Como (X, Y ) "→ [X, Y ] es una forma bilineal, para
determinar el corchete basta calcular los corchetes básicos [Xi, Xj ]; obtenemos

[Xi, Xj ] =
n∑

k=1

ck
ijXk,

donde los números reales ck
ij se llaman constantes de estructura de g.

Las constantes de estructura obedecen las relaciones

ck
ji = −ck

ij ,
n∑

k=1

ck
ijc

m
kl + ck

jlc
m
ki + ck

lic
m
kj = 0, (1.9)
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debido a la antisimetŕıa del corchete y a la identidad de Jacobi, respectivamente.
Inversamente, cualquier colección de números reales { ck

ij : i, j, k = 1, 2, . . . , n }
que obedece (1.9) determina un álgebra de Lie de dimensión n.

1.27. Ejemplos.

1. Un álgebra de Lie de dimensión 1 es necesariamente abeliana (es decir,
[X, Y ] = 0 para todo X, Y ) ya que c1

11 = −c1
11 implica c1

11 = 0. En este
caso, g ∼= R, y hay un solo álgebra de Lie unidimensional, hasta isomorfismo.
Obsérvese, sin embargo, que hay varios grupos de Lie unidimensionales no
isomorfos: R× (no conexo), T (conexo y compacto pero no simplemente
conexo) y R (conexo y simplemente conexo, pero no compacto). T y R
poseen el mismo álgebra de Lie porque R es el grupo recubridor universal
de T mediante el homomorfismo t "→ eit.

2. Hay dos álgebras de Lie de dimensión 2: R2 (abeliano) y m(1) := {
(x y
0 0

)
:

x, y ∈ R }; si X1 :=
(1 0
0 0

)
, X2 :=

(0 1
0 0

)
, la única relación de conmutación no

trivial es [X1, X2] = X2.
3. En dimensión 3, tenemos R3 (abeliano) y m(1) ⊕ R. Además tenemos 4

nuevas álgebras de Lie h(1), e(2), su(2) y sl(2, R), determinadas por:

h(1) : base {X, Y, T } : [X, Y ] = T, [T, X ] = 0, [T, Y ] = 0;
e(2) : base {J, P1, P2} : [J, P1] = P2, [J, P2] = −P1, [P1, P2] = 0;
su(2) : base {X, Y, Z} : [X, Y ] = Z, [Y, Z] = X, [Z, X ] = Y ;(1.10)

sl(2, R) : base {X, Z, W} : [Z, X ] = W, [W, Z] = −X, [W, X ] = Z.

Unos grupos de Lie tridimensionales que les corresponden son, respectiva-
mente, H(1); E(2); SU(2) ó SO(3); SL(2, R) ó SU(1, 1) o bien SO(2, 1).
Es conveniente tener presentaciones expĺıcitas de estas bases. Si Eij denota
la matriz 3×3 con entrada (i, j) igual a 1 y las demás entradas cero, la base
de h(1) es dada por X = E12, Y = E23, T = E13. La base de e(2) es dada
por J = E21 − E12, P1 = E13, P2 = E23. Para su(2), una base conveniente
es:

X =
i

2

(
0 1
1 0

)
, Y =

1
2

(
0 −1
1 0

)
, Z =

i

2

(
1 0
0 −1

)
.

Para sl(2, R), podemos tomar:

X =
1
2

(
0 1
1 0

)
, Z =

1
2

(
1 0
0 −1

)
, W =

1
2

(
0 1
−1 0

)
. (1.11)
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1.5. Complexificación

1.28. Uno de los teoremas fundamentales de la teoŕıa de grupos de Lie (que
no mostraremos aqúı, pero vea [45, Teorema 3.15.1], por ejemplo) es el “tercer
teorema fundamental de Lie”, que dice que cada álgebra de Lie real [respec-
tivamente, compleja] de dimensión finita es el álgebra de Lie de un grupo de
Lie G real [respectivamente, complejo] que es conexo y simplemente conexo; y
este grupo G es único hasta isomorfismo.

En los ejemplos anteriores de dimensión 3, los grupos SO(3) y SO(2, 1) no
son simplemente conexos; y SL(2, R) ∼= SU(1, 1).

1.29. Definición. Si g es un álgebra de Lie, X ∈ g, definimos ad X ∈ L(g) por
(ad X)Y := [X, Y ]. La identidad de Jacobi entonces muestra que

ad([X, Z]) = (adX)(ad Z)− (ad Z)(adX)

en L(g), aśı que ad: g → L(g) es un homomorfismo de álgebras de Lie. Si g es
finitodimensional, def́ınase la forma de Killing de g por

B(X, Y ) := Tr[(adX)(adY )].

Es obvio que B es una forma bilineal simétrica sobre g, y que

B((ad Z)X, Y ) = −B(X, (adZ)Y )

para X, Y, Z ∈ g. Se dice que g es semisimple si B es una forma no degenerada.
Por ejemplo, su(2) es semisimple ya que B(X, X) ≤ 0 para todo X ∈ su(2).
(La negatividad de la forma de Killing es caracteŕıstica de grupos compactos
semisimples.)

1.30. Definición. Si g es un álgebra de Lie real, el espacio vectorial complejo
gC := g⊗R C (= “g⊕ ig”) es un álgebra de Lie complejo, llamado la complexifi-
cación de g.

Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Una complexificación de G
es un grupo de Lie complejo GC, cuya álgebra de Lie es gC, tal que G sea un
subgrupo de Lie real de GC.

1.31. Ejemplos.

1. GL(n, C), SL(n, C), O(n, C), SO(n, C), Sp(n, C) son complexificaciones de
GL(n, R), SL(n, R), O(n, R), SO(n, R), Sp(n, R) respectivamente.

2. C× es una complexificación de Rx; también es una complexificación de T.
Las álgebras de Lie de estos dos grupos reales son R e iR respectivamente,
como subespacios reales de C.
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3. El álgebra de Lie de U(n) es u(n) := {X ∈ Cn×n : X∗ = −X }; entonces
iu(n) := { Y ∈ Cn×n : Y ∗ = Y }, y u(n) ⊗R C := u(n) ⊕ iu(n) = gl(n, C).
Luego GL(n, C) es una complexificación del grupo compacto U(n).

4. De modo similar, los grupos SL(n, C) y Sp(n, C) son complexificaciones de
los grupos compactos SU(n) y Sp(n) respectivamente.

5. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces U(N) contiene un subgrupo
isomorfo a G si N ∈ N es suficientemente grande; podemos suponer entonces
que G ⊂ U(N). Si G es conexo, podemos tomar GC := exp(g ⊗R C),
donde exp denota la exponencial matricial en CN×N . Se puede mostrar que
cualquier otra complexificación del grupo compacto conexo G es isomorfo
a GC, y aśı podemos hablar de “la” complexificación de G.

1.6. Grupos infinitodimensionales

1.32. Las consideraciones anteriores se aplican, sobre todo, al caso de un grupo
de Lie de dimensión finita. Buena parte de la teoŕıa es aplicable a grupos de
dimensión infinita también. En el caso infinitodimensional, falta precisar el
concepto de “variedad diferencial” y “función suave”. Lo que hay que aclarar es
la noción de diferenciabilidad de una función f : U → F , donde U ⊂ E es abierto
y donde E y F son espacios vectoriales reales, de dimensión posiblemente infinita.
Si la derivada direccional Dvf se define como Dvf(x) := limh→0(f(x + hv) −
f(x))/h, decimos que f es diferenciable en U si (x, v) "→ Dvf(x) existe y es
continua como función de U × E en F . Esta condición de continuidad conjunta
(que es bastante exigente en espacios infinitodimensionales) permite desarrollar
el cálculo diferencial usual con su regla de cadena, etc. [26].

La existencia de una teoŕıa adecuada de variedades diferenciales infinitodi-
mensionales nos permite considerar grupos de Lie G cuyas álgebras de Lie TeG
son espacios vectoriales infinitodimensionales. Cabe notar, sin embargo, que
ahora el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordi-
narias no está disponible, y la existencia de la aplicación exponencial está en
entredicho. Esta circunstancia nos obliga a buscar ejemplos cuya aplicación ex-
ponencial existe de antemano.

1.33. Si G es un grupo de Lie finitodimensional, el grupo de lazos LG es { γ: S1 →
G suave}, donde S1 es el ćırculo T considerado como variedad (olvidando su es-
tructura de grupo). El producto de LG es “composición puntual”: (γ1γ2)(θ) :=
γ1(θ) γ2(θ). La identidad es evidentemente el lazo constante ε(θ) ≡ e. El álgebra
de Lie de LG es Lg := { ξ: S1 → g suave}, que es un espacio vectorial infinitodi-
mensional. Con la topoloǵıa de convergencia uniforma de ξ y de sus derivadas
dmξ/dθm, Lg es un espacio de Fréchet [38]. La aplicación exponencial es (por
definición) la exponencial “puntual”, es decir, (exp ξ)(θ) := exp(ξ(θ)). Definimos



GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 17

la topoloǵıa de LG al declarar (a) que cada traslación γ "→ γ1γ sea un homeo-
morfismo (y de hecho, será un difeomorfismo); (b) que un sistema de vecindades
básicas de ε es formado por los VU := { ξ: S1 → exp(U) }, donde U ⊂ g es una
vecindad abierta de 0 tal que exp: U → exp(U) ⊂ G sea una biyección. Con esta
topoloǵıa, la aplicación exp:Lg→ LG es automáticamente continua.

El estudio detallado de grupos de lazos es una herramienta poderosa para in-
vestigar sistemas f́ısicos con un número infinito de grados de libertad; y también
establece conexiones sorprendentes entre varios aspectos de análisis y topoloǵıa.
Remitimos a la monograf́ıa [37] para una introducción a este tema de actualidad.
Aqúı nos limitaremos a grupos de simetŕıa finitodimensionales: pero los métodos
aqúı reseñados pueden explotarse con provecho en algunos casos más complejos.



2. Espacios de Hilbert y Representaciones de Grupos

¡Caballeros! Aún queda mucho lugar en
el espacio de Hilbert!

—S. MacLane
2.1. Operadores sobre espacios de Hilbert

2.1. Definición. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial complejo
con un producto interno (x, y) "→ 〈x | y〉, que es completo respecto de la norma
inducida. Adoptamos el convenio de que 〈x | y〉 es antilineal en x y lineal en y;
la norma es ‖x‖ :=

√
〈x | x〉. Siempre asumiremos que H es separable en la

topoloǵıa de la norma (posee un conjunto numerable denso), o equivalentemente,
que H posee una base ortonormal numerable.

2.2. Recordemos las propiedades principales de los espacios de Hilbert. Si { ek :
k ∈ J } es una base ortonormal de H, donde el conjunto ı́ndice J es N, Z
ó {1, . . . , N} según el caso, tenemos la igualdad de Parseval :

‖x‖2 =
∑

k∈J

|〈ek | x〉|2,

lo cual permite desarrollar x ∈ H en una “serie de Parseval”:

x =
∑

k∈J

〈ek | x〉 ek

(donde esta última serie converge en la norma de H.) Luego, una corresponden-
cia ek "→ e′k entre bases ortonormales de dos espacios de Hilbert H y H′ (que
poseen bases ortonormales de la misma cardinalidad) se extiende por lineali-
dad y continuidad a un operador unitario (es decir, una isometŕıa sobreyectiva)
U :H → H′. (Un operador V :H → H′ es una isometŕıa si 〈V x | V y〉 = 〈x | y〉
para todo x, y ∈ H.)

Si M ≤ H es un subespacio cerrado, su complemento ortogonal

M⊥ := { y ∈ H : 〈y | x〉 = 0, para todo x ∈ H}

es un subespacio cerrado con M⊥ ∩M = {0}. Además H ∼= M ⊕M⊥, donde el
lado derecho es la “suma directa de espacios de Hilbert”; esto significa que cada
vector en H se expresa de manera única como x+y, con x ∈M y y ∈ M⊥, y que
además vale ‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2. Si se define PM :H → H por PM (x+y) := x,
entonces PM es el proyector ortogonal con rango M .

2.3. Un operador lineal T :H → H es acotado si hay M ≥ 0 tal que ‖Tx‖ ≤
M‖x‖ para todo x ∈ H. El menor M posible es la norma del operador T ,
denotado por:

‖T ‖ := inf{M ≥ 0 : ‖Tx‖ ≤M‖x‖, ∀x ∈ H} = sup{ ‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1 }. (2.1)

18



ESPACIOS DE HILBERT Y REPRESENTACIONES 19

La condición ‖T ‖ < ∞ es equivalente a la continuidad del operador lineal T ;
denotamos por L(H) el espacio normado (pues T "→ ‖T ‖ es de hecho una norma)
de operadores acotados. L(H) es un espacio de Banach, es decir, es completo
en la norma (2.1), es un álgebra bajo composición de aplicaciones lineales, y
satisface

‖ST ‖ ≤ ‖S‖ ‖T ‖ para todo S, T ∈ L(H).

Además L(H) posee una involución T "→ T ∗, determinado por

〈T ∗y | x〉 := 〈y | Tx〉,

que es una involución isométrica: (αT +βS)∗ = ᾱT ∗ + β̄S∗ si α, β ∈ C, (T ∗)∗ =
T , (TS)∗ = S∗T ∗ y ‖T ∗‖ = ‖T ‖. Resumimos todas estas propiedades algebraicas
al decir que L(H) es un álgebra de Banach involutiva.

El operador T ∗ se llama el adjunto de T . Obsérvese que su existencia se
debe al teorema de Riesz, que dice que cada forma lineal y continua sobre H
es x "→ 〈z | x〉 para algún z ∈ H; la continuidad de x "→ 〈y | Tx〉 se debe a la
desigualdad de Schwarz: |〈y |Tx〉| ≤ ‖y‖ ‖Tx‖ ≤ (‖T ‖ ‖y‖) ‖x‖, y la consiguiente
continuidad y linealidad de y "→ z dice que z = T ∗y para cierto elemento T ∗

de L(H).
De estas consideraciones obtenemos otra fórmula útil para la norma de un

operador:
‖T ‖ = sup{ |〈y, Tx〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 }. (2.2)

El álgebra de Banach involutiva L(H) posee otra propiedad importante:

‖T ∗T ‖ = ‖T ‖2, para todo T ∈ L(H), (2.3)

como consecuencia inmediata de (2.2). Un álgebra de Banach involutiva que
cumple (2.3) se llama una “C∗-álgebra”.

2.4. Llamamos la atención sobre tres clases especiales de operadores en L(H):
1. Operadores unitarios: U ∈ L(H) con U∗U = UU∗ = I. Tales U son

isométricos (ya que 〈Uy |Ux〉 = 〈y |U∗Ux〉 = 〈y |x〉 en general) e invertibles, con
U−1 = U∗. Los operadores unitarios forman un grupo de Lie U(H), isomorfo
a U(n) si dimC H = n e infinitodimensional si dimC H = ∞.
2. Proyectores ortogonales : P ∈ L(H) con P 2 = P = P ∗. Si M es un subes-

pacio cerrado, PM es de esta clase, porque P 2(x + y) = P (x + 0) = x si x ∈ M ,
y ∈M⊥, y 〈P ∗

M (x + y) | x′ + y′〉 = 〈x + y | x′〉 = 〈x | x′〉 = 〈x + y |PM (x′ + y′〉) si
x, x′ ∈ M , y, y′ ∈ M⊥. Inversamente, un proyector ortogonal P es de la forma
PM con M = PH.
3. Operadores positivos: A ∈ L(H) con A = B∗B para algún B ∈ L(H).

Obsérvese que A∗ = A porque (B∗B)∗ = B∗B∗∗ = B∗B. Se ve que 〈x | Ax〉 =
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〈x | B∗Bx〉 = 〈Bx | Bx〉 = ‖Bx‖2 ≥ 0. Inversamente, A es positivo si y solo si
〈x | Ax〉 ≥ 0 para todo x ∈ H. Además, se puede elegir B de manera única tal
que B2 = A y B sea también positiva, en cuyo caso B se llama la ráız cuadrada
positiva de A, y se escribe B =: A1/2.

2.5. Definición. Hay una cuarta clase de operadores de importancia, que son
los operadores de la clase de Hilbert–Schmidt. Sea { ek : k ∈ J } una base
ortonormal de H; se dice que T ∈ L(H) es de clase de Hilbert–Schmidt, escrito
T ∈ L2(H), si

∑
k∈J ‖Tek‖2 < ∞. No es dif́ıcil comprobar que esta definición

no depende de la base elegida: si {ek}k∈N, {ur}r∈N son dos bases ortonormales
de H, la igualdad de Parseval muestra que las tres series

∞∑

k=0

‖Tek‖2,
∞∑

k=0

|〈ur, T ek〉|2,
∞∑

k=0

‖T ∗ur‖2,

o bien divergen o bien convergen a la misma suma. Se puede verificar que ‖T ‖2 :=√∑∞
k=0 ‖Tek‖2 define una norma tal que ‖T ‖2 = ‖T ∗‖2 y ‖RT ‖2 ≤ ‖R‖ ‖T ‖2,

‖TR‖2 ≤ ‖T ‖2 ‖R‖ para T ∈ L2(H), R ∈ L(H). De ah́ı resulta que L2(H) es
un ideal (no cerrado) de L(H), es decir, si T ∈ L2(H) y R ∈ L(H), entonces
RT, TR ∈ L2(H) también. Además, L2(H) es a su vez un espacio de Hilbert,
bajo el producto interno 〈S | T 〉 :=

∑
k∈J 〈Sek | Tek〉; tenemos 〈T | T 〉 = ‖T ‖22 ≥

‖T ‖, pero usualmente no hay igualdad.

2.6. Definición. La traza de un operador positivo A es

Tr A :=
∑

k∈J

〈ek | Aek〉 ∈ [0,∞], (2.4)

y se dice que A es trazable si y solo si TrA < ∞. Obsérvese que T ∈ L2(H)
si y solo si T ∗T es trazable. La serie (2.4) para TrA converge absolutamente,
aunque A no sea positivo, toda vez que (A∗A)1/2 sea trazable. La clase de traza
es L1(H) := {A ∈ L(H) : Tr((A∗A)1/2) < ∞}, la cual es también un ideal (no
cerrado) de L(H), y resulta que L1(H) ⊂ L2(H); de hecho, A ∈ L1(H) si y solo
si A = BC con B, C ∈ L2(H). Se verifica la fórmula 〈S | T 〉 = Tr(S∗T ) para
S, T ∈ L2(H).

2.7. Un operador de rango uno sobre H es de la forma z "→ 〈y | z〉x para un par
de vectores x, y ∈ H (como consecuencia del teorema de Riesz). Denotaremos
este operador por |x〉〈y|. Obsérvese que |x〉〈y|∗ = |y〉〈x| y que Tr[|x〉〈y|] = 〈y |x〉.
Si ‖x‖ = 1, entonces |x〉〈x| es un proyector ortogonal.

2.2. Ejemplos de espacios de Hilbert
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2.8. Los ejemplos más cotizados de espacios de Hilbert son espacios de funciones.
Destaca el ejemplo

L2(Rn) := { f : Rn → C medible : ‖f‖2 =
∫

Rn

|f(x)|2 dnx < ∞},

donde dnx denota la medida de Lebesgue en Rn. En general, si µ es una medida
(boreliana, regular) sobre un espacio localmente compacto X , entonces L2(X, dµ)
denota el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable sobre X . El
producto interno de dos elementos de L2(X, dµ) es

〈f | g〉 :=
∫

X
f(x)g(x) dµ(x).

Otros dos ejemplos importantes son L2(S1, 1
2π dθ) y L2(S2, 1

4π sen θ dθ dφ).

2.9. Otra clase de ejemplos aparece cuando X es una variedad compleja y H
es un subespacio de L2(X, dµ) que consta de funciones holomorfas sobre X .
El ejemplo mejor conocido es el llamado espacio de Bargmann [4], que es el
subespacio F(Cn) de L2(Cn, dµ(z)), cuyos elementos son funciones holomorfas
enteras f : Cn → C tales que

‖f‖ :=
∫

Cn

|f(z)|2 dµ(z) := π−n

∫

Cn

|f(z)|2e−|z|2 dz <∞.

(Aqúı dz := dx1 . . . dxn dy1 . . . dyn denota la medida de Lebesgue sobre Cn).
La medida dµ(z) := π−ne−|z|2 dz se llama la medida gaussiana (normalizada)
sobre Cn. La constante π−n garantiza que

∫
Cn 1 dµ(z) = 1. Se puede comprobar

que sus funciones enteras forman un subespacio cerrado de L2(Cn, dµ), aśı que
F(Cn) es un espacio de Hilbert.

2.10. Hay que conocer bases ortonormales espećıficas de estos espacios de Hil-
bert de funciones. Si H = L2(R), la base ortonormal más manejable es dado por
las funciones de Hermite:

hn(t) := 2n/2π1/4
√

n! Hn(t)e−
1
2 t2 , Hn(t) := (−1)net2 dn

dtn
(e−t2).

Aqúı Hn es el polinomio de Hermite de grado n. Vale la pena notar que los Hn (y
también los hn) son funciones pares o impares según n sea par o impar, lo cual es
evidente de la dependencia de las fórmulas de t2 y de las propiedades elementales
de la derivada. Luego hn(−t) = (−1)nhn(t). Las funciones de Hermite poseen
la propiedad importante de ser autofunciones de la transformación de Fourier:

Fh(x) :=
1√
2π

∫

R
e−itxh(t) dt,
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ya que
Fhn = inhn para todo n ∈ N. (2.5)

Se sabe que F es un operador unitario en L2(R) (teorema de Plancherel), y que
F4 = I en L(L2(R)). Luego (2.5) muestra que sus cuatro autovalores 1, i,−1,−i
tienen multiplicidad infinita.

2.11. Una base ortonormal de L2(S1) (con la medida de Lebesgue normalizada
dθ/2π) es dado por las funciones exponenciales en(θ) := einθ para n ∈ Z. El
desarrollo de Parseval f =

∑∞
n=−∞〈en | f〉en es en este caso la serie de Fourier

de f . (La igualdad de Parseval garantiza que la serie de Fourier de una función
en L2(S1) converge a dicha función en medio cuadrado, pero no asegura nada
acerca de la convergencia puntual. Sin embargo, hay un teorema de Carleson que
afirma que la serie de Fourier de una función de cuadrado integrable converge a
esa función casi por doquier.)

2.12. Una base ortonormal de L2(S2) (con la medida sen θ dθ dφ/4π) es dado
por los armónicos esféricos

Ylm(θ, φ) := (−i)m

√
(l −m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ) e−imφ,

donde Pm
l es la función asociada de Legendre:

Pm
l (x) :=

(−1)l+m

2l l!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(1 − x2)l.

(F́ıjese que Pm
l (cos θ) es un polinomio en cos θ y sen θ.) Aqúı el rango de los

ı́ndices es l ∈ N y m ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l}. Es Y00 = 1 (función constante
sobre S2). Además Yl0(θ, φ) = Pl(cos θ), donde

Pl(x) :=
(−1)l

2l l!
dl

dxl
(1− x2)l

es el polinomio de Legendre de grado l. Los Yl0 son las llamadas “funciones
esféricas zonales” sobre S2.

2.13. Para F(C), una base ortonormal consta de los “monomios” { zk/
√

k! : k ∈
N }. En F(Cn), los zk/

√
k! también forman una base ortonormal, donde los k

son “multíındices” en Nn, con zk := zk1
1 zk2

2 . . . zkn
n y k! := k1! k2! . . . kn!.

2.14. Un ejemplo parecido es H = H2(D), el espacio de funciones holomorfas
en el disco D = { z ∈ C : |z| < 1 } con ‖f‖2 := π−1

∫
D |f(z)|2 d8(z) d9(z) < ∞.

Aqúı una base ortonormal es dado por los monomios { zk/
√

k + 1 : k ∈ N }.

2.3. Núcleos reproductores
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2.15. Definición. Un concepto importante en la teoŕıa de espacios de Hilbert
es el de un núcleo reproductor. Si H ≤ L2(X, dµ) posee una base ortonormal
de funciones {ek}k∈J , def́ınase la serie formal

I(x, y) :=
∑

k∈J

ek(x) ek(y). (2.6)

Se puede mostrar que el lado derecho no depende de la base ortonormal elegida,
y tenemos, para f ∈ H:

∫

X
I(x, y)f(y) dµ(y) =

∑

k∈J

ek(x) 〈ek, f〉 = f(x). (2.7)

Las últimas fórmulas deben tomarse cum grano salis en general, porque la con-
vergencia de la serie de Parseval debe entenderse como convergencia en media
cuadrática, mientras que la convergencia indicada en (2.6) es la convergencia
puntual (o casi por doquier) de funciones. Sin embargo, hay varios casos en
donde estos dos tipos de convergencia son compatibles; por ejemplo, cuando H
es finitodimensional o cuando consta de funciones holomorfas.

Para el caso H = F(Cn), una aplicación de la desigualdad de Schwarz a la
serie de Taylor de f ∈ F(C) muestra que

|f(z)| ≤ e
1
2 |z|

2
‖f‖ para todo z ∈ C.

Por ende, f "→ f(w) es una forma lineal continua sobre F(C), y (por el teorema
de Riesz) hay un elemento ew ∈ F(C) tal que f(w) = 〈ew, f〉 para cada w ∈ C.
Ahora tenemos

I(z, w) :=
∑

k∈Nn

1
k!

zk w̄k = ezw̄, para todo z, w ∈ Cn.

Esta función es holomorfa en z y antiholomorfa en w. Tenemos entonces que

1
πn

∫

Cn

ezw̄f(w)e−|w|2 dw = f(z) para todo f ∈ F(Cn),

lo cual es un cálculo directo para f(z) = zm; el caso general puede obtenerse
(con cierto cuidado con intercambios de sumas e integrales) de la serie de Taylor
de f . Se ve que ew(z) := ezw̄.

En el caso H = H2(D), obtenemos

I(z, w) :=
∞∑

k=0

1
k + 1

zk w̄k = log(1− zw̄), para todo z, w ∈ D.
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Este núcleo reproductor proporciona la fórmula conocida

1
π

∫∫

D
f(w) log(1 − zw̄) d8w d9w = f(z).

2.16. Cuando H = L2(R), la serie (2.6) es I(x, y) =
∑∞

k=0 hk(x)hk(y) (no se
requiere conjugación compleja pues las funciones de Hermite son reales). Esta
serie es divergente, pero es sumable en el sentido distribucional y su suma es la
distribución δ(x− y) en D′(R2) cuyo soporte es la diagonal y = x. Esto se ve de
la conocida fórmula distribucional:

∫

R
δ(x− y)f(y) dy = f(x).

Concluimos que aun cuando la serie (2.6) es divergente, es útil considerar un
núcleo reproductor como una distribución en X ×X que cumple (2.7).

2.4. Representaciones unitarias de grupos de Lie

2.17. Definición. Ahora sea G un grupo de Lie. Una representación uni-
taria de G es un homomorfismo π: G → U(H), donde H es algún espacio de
Hilbert.

Si π1: G → U(H1), π2: G → U(H2) son dos representaciones de G, se dice
que un operador (lineal, continuo) A:H1 → H2 entrelaza π1 y π2 si

Aπ1(g) = π2(g)A, para todo g ∈ G. (2.8)

Se dice que π1 y π2 son equivalentes, escrito π1 ∼ π2, si existe un opera-
dor invertible que los entrelaza, y que son unitariamente equivalentes si hay
un operador unitario que los entrelaza. Sucede que dos representaciones uni-
tarias equivalentes son de hecho unitariamente equivalentes (si A es un operador
entrelazante invertible, el operador U := A(A∗A)−1/2 es un operador unitario
entrelazante). En este caso, hay un isomorfismo unitario U :H1 → H2 tal que

Uπ1(g)U−1 = π2(g), para todo g ∈ G. (2.9)

Si π1 = π2 y si A ∈ L(H1) cumple (2.8), decimos que A conmuta con la
representación π1.

La dimensión de una representación π: G → U(H) es d(π) := dimH; es
obvio que d(π1) = d(π2) cuando π1, π2 son equivalentes, porque un isomorfismo
unitario U :H1 → H2 lleva una base ortonormal de H1 en una base ortonormal
de H2.

2.18. Definición. Sea G un grupo de Lie, π: G → U(H) una representación
unitaria. Un subespacio invariante para π es un subespacio cerrado K de H
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tal que π(g)K ⊂ K para todo g ∈ G. Como cada π(g) es unitario, tenemos
π(g−1) = π(g)−1 = π(g)∗, la restricción g "→ π(g) ! K es una representación de
G sobre K, es decir, una subrepresentación de π. También,

〈π(g)y | x〉 = 〈y | π(g)∗x〉 = 〈y | π(g−1)x〉 = 0 si x ∈ K, y ∈ K⊥,

aśı que π(g)K⊥ ⊂ K⊥: tenemos π = (π ! K) ⊕ (π ! K⊥). Si {0} '= K '= H,
decimos que π es reducible. Por el contrario, si los únicos subespacios invariantes
de π son los subespacios triviales {0} y H, decimos que π es irreducible.

2.19. Lema de Schur. Sean π1, π2 dos representaciones unitarias irreducibles
de un grupo de Lie G, y sea A:H1 → H2 un operador que las entrelaza. Si
π1, π2 son inequivalentes, entonces A = 0. Si π1 ∼ π2, todos los operadores
entrelazantes son proporcionales. Si π1 = π2, entonces A = λI para algún
λ ∈ C.

Demostración: Consideramos los subespacios cerrados kerA ⊂ H1, AH1 ⊂ H2.
Si Ax = 0, entonces Aπ1(g)x = π2(g)Ax = 0, aśı que kerA es un subespacio
invariante de H1. Además, π2(g)(Az) = A(π2(g)z) para todo z ∈ H1, aśı que
AH1 es un subespacio invariante de H2. Si π1 '∼ π2, A no puede ser invertible, aśı
que o bien kerA '= {0} o bien AH1 '= H2. Luego kerA = H1 o bien AH1 = {0};
en ambos casos, A = 0.

Si π1 ∼ π2, entonces hay U :H1 → H2 tal que vale (2.9). Debemos mostrar
que cualquier A que cumple (2.8) es de la forma A = λU para algún λ ∈ C, o lo
que es lo mismo, que AU−1 = λI. Para ese efecto, podemos entonces suponer
que π1 = π2 y que U = I.

Supongamos primero que A posee un autovalor µ ∈ C. Entonces ker(A−µI)
es un subespacio no cero, y es invariante porque

Ax = µx =⇒ Aπ1(g)x = π1(g)Ax = µπ1(g)x.

Luego ker(A− µI) = H1, aśı que A = µI.
Ahora Aπ1(g) = π1(g)A =⇒ π1(g−1)A∗ = A∗π1(g−1) al tomar ad-

juntos, aśı que A∗ conmuta con π1 también. Luego A = A1 + iA2 donde
A1 := (A∗ + A)/2, A2 := (A∗ − A)/2i son autoadjuntos y conmutan con π1.
Basta entonces suponer que A es autoadjunto. Ahora, si dimH1 es finito, cada
operador autoadjunto posee un autovalor, y hemos terminado. Si dimH = ∞,
A∗ = A, entonces —por el teorema espectral— tenemos A =

∫
R t dEA(t), y las

proyectores espectrales P b
a :=

∫ b
a dEA(t) son proyectores ortogonales que conmu-

tan con cualquier operador que conmuta con A (en particular, con cada π1(g));
luego cada P b

aH1 es un subespacio invariante, y por ende P b
a = 0 ó I para todo

a ≤ b. Eso solo es posible si hay un λ ∈ R tal que P b
a = I cuando a ≤ λ ≤ b,

P b
a = 0 si no; en cuyo caso A = λI.
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2.20. Ejemplo. Si G es un grupo conmutativo, cada representación unitaria
irreducible es unidimensional. Esto es una consecuencia inmediata del lema de
Schur, ya que π(g)π(h) = π(gh) = π(hg) = π(h)π(g) para todo g, h ∈ G implica
que π(h) = λ(h)I para todo h ∈ G; si x '= 0 en H, entonces el subespacio
unidimensional Cx es invariante, aśı que Cx = H.

2.21. Ejemplo. Tome G = SU(2). Hay una representación unitaria irre-
ducible obvia, la “autorepresentación” sobre C2 dado por la inclusión SU(2) ↪→
U(2) = U(C2). También hay una representación trivial g "→ 1 ∈ T = U(C).
Se obtienen otras representaciones finitodimensionales como sigue. Tome j ∈
{0, 1

2 , 1, 3
2 , 2, . . .} (es decir, 2j ∈ N) y sea Hj el espacio vectorial de dimensión

2j + 1 de polinomios homogéneos de grado 2j en dos variables complejas:

Hj :=
{ 2j∑

k=0

ckzk
1 z2j−k

2 : c0, c1, . . . , c2j ∈ C
}
⊂ C[z1, z2].

Dotamos Hj del producto interno respecto del cual los monomios zk
1z2j−k

2 forman
una base ortonormal. La representación unitaria πj sobre Hj se define por:

πj

(
α β
−β̄ ᾱ

)
: zk

1z2j−k
2 "→ (αz1 + βz2)k(−β̄z1 + ᾱz2)2j−k. (2.10)

La ecuación αᾱ+ββ̄ = 1 implica que los polinomios del lado derecho de (2.10) son
ortonormales, y por ende esta representación es unitaria. Se puede comprobar
por cálculo directo que los únicos operadores en L(Hj) que conmutan con πj son
los escalares, aśı que πj es irreducible. Estas representaciones son inequivalentes,
ya que sus dimensiones d(πj) = 2j +1 son distintas. También es posible verificar
que cualquier representación unitaria irreducible de SU(2) es de dimensión finita
(esto ocurre para cualquier grupo de Lie compacto) y que es equivalente a πj si
su dimensión es 2j + 1.

2.22. Ejemplo. Tome G = H(n). Si g = (a, b; c) ∈ H(n), el subgrupo Z =
{ (0, 0; c) : c ∈ R } es el centro de H(n) y H(n)/Z ∼= R2n. Si x, y ∈ Rn, la repre-
sentación unidimensional (a, b) "→ ei(atx+bty) del grupo aditivo R2n proporciona
una representación unitaria irreducible ρxy de H(n) que es unidimensional y es
trivial sobre el centro Z:

ρxy(a, b; c) := ei(atx+bty) ∈ T.

Hay otra clase de representaciones, no triviales sobre Z, que son infinitodimen-
sionales: tome H := L2(Rn) y tome h̄ '= 0 en R. Entonces

[πh̄(a, b; c)ψ](x) := ei(c−btx)/h̄ψ(x− a) (2.11)
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es una representación unitaria irreducible de H(n) sobre L2(Rn). Las representa-
ciones para distintos valores de h̄ son inequivalentes.

2.23. Ejemplo. El grupo no compacto SU(1, 1) posee varias familias (llamadas
“series”) de representaciones unitarias irreducibles. Exhibimos la llamada “se-
rie discreta holomorfa” (también hay una serie discreta antiholomorfa, una serie
principal y y una serie suplementaria). Tomemos el disco de Poincaré D :=
{ ζ ∈ C : |ζ| < 1 }, y para k ∈ {1, 3

2 , 2, 5
2 , . . .} sea Hk := L2(D, dλk) con

dλk(ζ) := ((2k − 1)/π)(1− |ζ|2)2k−2 d8ζ d9ζ. El grupo SU(1, 1) actúa sobre D
por transformaciones de Möbius :

(
α β
β̄ ᾱ

)
[ζ] :=

αζ + β
β̄ζ + ᾱ

,

y entonces (
α β
β̄ ᾱ

)−1

[ζ] =
ᾱζ − β
−β̄ζ + α

.

La representación πk de SU(1, 1) se define por
[
πk

(
α β
β̄ ᾱ

)
ψ

]
(ζ) := (−β̄ζ + α)2kψ

(
ᾱζ − β
−β̄ζ + α

)
. (2.12)

2.24. Después de pasar revista a estos ejemplos, cabe preguntar si es posible
buscar representaciones de grupos en una forma más sistemática. Aunque no
hay (todav́ıa) una vara mágica que produce todas las representaciones unitarias
irreducibles de cualquier grupo, hay un procedimiento “de inducción” que pro-
duce muchas representaciones a partir de otras representaciones iniciales. Si G
es un grupo de Lie y H es un subgrupo, y si por cualquier artificio disponemos ya
de una representación unitaria irreducible σ de H sobre un determinado espacio
de Hilbert Hσ, es posible obtener una representación asociada ρ de G. Definimos

E := G×σ Hσ := { [g, v] : g ∈ G, v ∈ Hσ }

donde [g, v] denota la clase de (g, v) bajo la relación de equivalencia dada por la
regla: (gh, v) ∼ (g, σ(h)−1v) para h ∈ H .

La correspondencia η: [g, v] "→ gH es una proyección de E en G/H , con
η−1(gH) = { [g, v] : v ∈ Hσ } ∼= Hσ. Tenemos entonces un fibrado vectorial
E

η−→G/H , con fibra t́ıpica Hσ. El subgrupo H actúa a la derecha sobre las
fibras por [g, v] · h := [gh, v] = [g, σ(h−1)v]. El grupo G actúa a la izquierda
sobre el espacio total E por g · [g′, v] := [gg′, v], lo cual es compatible con la
acción g′H "→ gg′H de G sobre G/H .

Sea K el espacio de secciones de cuadrado integrable del fibrado vecto-
rial E

η−→G/H . Una sección es una función (boreliana) s: G/H → E tal que
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η ◦ s = IdG/H ; es decir, s(gH) := [g, f(g)] donde f : G → Hσ es una aplicación
que cumple la condición de compatibilidad f(gh) = σ(h−1) f(g) para g ∈ G,
h ∈ H . Si G/H posee una medida µ tal que dµ(gg′H) = dµ(g′H) para todo
g ∈ G (lo cual no ocurre siempre, pero es frecuente en los ejemplos de interés),
entonces la cantidad ‖f(g)‖2 = 〈f(g) | f(g〉)Hσ depende solamente de la clase
de g en G/H , y ‖f‖2 :=

∫
G/H ‖f(g)‖2 dµ(gH) define una norma hilbertiana en el

espacio de secciones. Ahora la fórmula [ρ(g)s](g′H) := s(g−1g′H), o equivalente-
mente [ρ′(g)f ](g′H) := f(g−1g′H), o equivalentemente define una representación
unitaria ρ: G → U(K), que es la representación inducida a partir de σ.

2.25. Sea G = H ! K un producto semidirecto con H abeliano y normal en G.
Las representaciones unitarias irreducibles de H son unidimensionales, λ: H → T.
Resulta que estos “caracteres” λ forman un grupo de Lie “dual” a H , que se
denota comunmente por Ĥ, con producto (λ1λ2)(h) := λ1(h)λ2(h), el cual es
también abeliano. Para simplificar un poco, supongamos que H ∼= Rm; si H∗

es el espacio vectorial dual, cada λ ∈ Ĥ es de la forma h "→ ei〈v|h〉 para algún
v ∈ H∗. Tome v ∈ H∗ y k ∈ K; entonces 〈k · v, h〉 := 〈v, k−1hk〉 define una
acción de K sobre H∗. Sea Lv := { k ∈ K : k · v = v } el subgrupo de isotroṕıa
de v; este es el llamado grupo chico de v. Se puede inducir una representación
ρ de G a partir de una representación σ de Lv, y si σ es irreducible, también lo
es ρ, toda vez que G cumple la llamada “condición de Mackey”: que H∗ posee
una parte boreliana que encuentra cada órbita de K en un solo punto. Es un
teorema (de Mackey) que todas las representaciones unitarias irreducibles de G
se obtienen de esta manera.

2.26. Ejemplo. Tomamos G = E(3) = R3 ! SO(3), el grupo euclidiano del
espacio tridimensional. Se verifica (0, R−1) (x, I) (0, R) = (R−1x, I) para x ∈ R3,
R ∈ SO(3), aśı que 〈v, R−1x〉 = 〈Rv, x〉 para v ∈ (R3)∗; es decir, SO(3) actúa
sobre (R3)∗ por rotaciones v "→ Rv, como era de esperar. Si v = (0, 0, 1) ∈ (R3)∗,
tenemos Lv = {R ∈ SO(3) : Rv = v } ∼= SO(2) ∼= T. Las representaciones del
grupo abeliano SO(2) son los caracteres

σn : Rψ ≡
(

cosψ senψ
− senψ cosψ

)
"−→ einψ para todo n ∈ Z.

Entonces vσn: (x, Rψ) "→ eiv·xeinψ es una representación de R3 ! SO(2). (Aqúı
encajamos SO(2) ⊂ SO(3) de la manera usual.) Ahora, E(3)/R3 ! SO(2) ≈
SO(3)/SO(2) ≈ S2, la esfera unitaria en R3.

Una sección de E → S2 es descrita por una función f̃ : S2 → C, o bien por
f : E(3) → C que satisface f((x, R) (y, Rψ)) = vσn(−R−1

ψ y, R−1
ψ ) f((x, R)). Sea

A: S2 → SO(3) una función que asocia una rotación Aθφ a cada punto (θ, φ) de
la esfera (es decir, una sección de SO(3) → S2). Coloque f̃(θ, φ) := f((0, Aθφ)).
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Si g = (x, R) ∈ E(3), podemos escribir g = (x, I)(0, R); para g = (x, I),
obtenemos

[ρ(g)f̃ ](θ, φ) = f((x, I)−1(0, Aθφ)) = f((−x, I) (0, Aθφ))
= f((−x, Aθφ)) = f((0, Aθφ) (−A−1

θφ x, I))

= vσn(A−1
θφ x, I) f((0, Aθφ)) = exp(iv · A−1

θφ x) f̃(θ, φ)

= exp(ix · Aθφv) f̃(θ, φ).

Para g = (0, R), podemos escribir R = AβγRα ya que SO(3)/SO(2) ≈ S2.
Entonces

[ρ(g)f̃ ](θ, φ) = f((0, AβγRα)−1(0, Aθφ)) = f((0, R−1
α A−1

βγAθφ))

= f((0, R−1AθφRR−1
α )) = f((0, AR−1(θ,φ)R

−1
α ))

= f((0, AR−1(θ,φ)) (0, R−1
α )) = vσn(0, Rα) f((0, AR−1(θ,φ)))

= einαf̃(R−1(θ, φ)),

donde R−1(θ, φ) es la imagen de (θ, φ) ∈ S2 bajo la rotación R−1. Combinando
las dos fórmulas, obtenemos

[ρ(x, R)f̃ ](θ, φ) = exp(inαR + ix · Aθφv)f̃(R−1(θ, φ)). (2.13)

Para terminar la construcción de la representación inducida (2.13), falta
explicar la factorización R = AβγRα. Sean

Rφ :=




cosφ senφ 0
− senφ cosφ 0

0 0 1



 , Sθ :=




1 0 0
0 cos θ sen θ
0 − sen θ cos θ



 , Aθφ := RφSθ.

(Como hemos identificado SO(2) con un subgrupo de SO(3), no hay conflicto
entre las definiciones de Rφ y de Rψ .) Se puede demostrar que cada rotación
en SO(3) tiene la factorización R = RγSβRα, con α, γ ∈ (−π, π], β ∈ [0, π];
estos son los ángulos de Euler de R ∈ SO(3).



3. Formas Simplécticas y sus Grupos de Simetŕıas

Para penetrar en la geometŕıa simpléc-
tica sin tomar la ruta histórica larga, es
más simple usar el método axiomático,
que tiene, según Bertrand Russell, mu-
chas ventajas, semejantes a las ventajas
del robo sobre el trabajo honesto.

—V. I. Arnol’d
3.1. Formas simplécticas bilineales

3.1. Definición. Si E es un espacio vectorial real, una forma simpléctica
sobre E es una forma bilineal s: E×E → R que es alternante: s(x, y) = −s(y, x),
y no degenerada, en el sentido de que s(x, y) = 0 para todo y ∈ E solo si x = 0.

Si dimE <∞, esto significa que la matriz de s respecto de una base de E es
antisimétrica e invertible. Se puede hallar una base respecto del cual esta matriz

es de la forma
(

0 I
−I 0

)
. De hecho, tome x1 '= 0, tome y1 con s(x1, y1) = 1

(siempre posible porque s es no degenerada) y sea E1 := { z ∈ E : s(x1, z) =
s(y1, z) = 0 }. Como y1 /∈ E ya que s(x1, y1) = 1 y x1 /∈ E ya que s(y1, x1) = −1,
se ve que E = Rx1 ⊕ Ry1 ⊕ E1 (suma directa de espacios vectoriales reales). Si
s1 := s ! E1 denota la restricción de s al subespacio E1, entonces s1 es una
forma simpléctica sobre E1. Si E1 '= {0}, tome x2 '= 0 en E1, tome y2 ∈ E1

con s(x2, y2) = 1 y sea E2 := { z ∈ E1 : s(x2, z) = s(y2, z) = 0 }. Tomando
s2 := s1 ! E2, y repitiendo este argumento n veces, se llega a (En, sn) donde
dimEn = 1 ó 0. El caso dimEn = 1 queda excluido porque habŕıa xn ∈ En \{0}
con s(xn, xn) = 0, que contradice la no degeneración de sn. Por lo tanto, dimE
es necesariamente par y la base vectorial {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn} aśı construida
se llama una base simpléctica de E.

Si z ∈ E, es

z = q1x1 + · · · + qnxn + p1y1 + · · · + pnyn

para algunas coordenadas canónicas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn). Obsérvese que las
funciones coordenadas z "→ qj , z "→ pk son lineales, y por ende pertenecen
al espacio vectorial dual E∗ de formas R-lineales sobre E. De hecho, estas
funciones lineales {q1, . . . , qn, p1, . . . , pn} forman la base dual en E∗ a la base
{x1, . . . , xn, y1, . . . , yn} de E.

3.2. Si F ≤ E es un subespacio vectorial, el ortogonal simpléctico de F es
el subespacio F⊥ := { y ∈ E : s(x, y) = 0, ∀x ∈ F }. Un subespacio F es
isotrópico si F ≤ F⊥. Un subespacio lagrangiano de E es un subespacio

30
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isotrópico maximal, es decir, un subespacio L de E que cumple L = L⊥. (Ejem-
plo: L := lin〈x1, . . . , xn〉). No es dif́ıcil ver que dim L = 1

2 dimE si L es un
subespacio lagrangiano.

3.3. [La condición de que s sea no degenerada es que la aplicación ŝ: E → E∗

dada por ŝ(x): y "→ s(x, y) es inyectiva: ŝ(x) = 0 =⇒ x = 0. (Si dimE < ∞,
un conteo de dimensiones muestra que ŝ es sobreyectiva también.) En general,
la transpuesta de ŝ es ŝt: E → E∗, dada por

ŝt(x)y := ŝ(y)x := s(y, x) = −s(x, y) = −ŝ(x)y,

aśı que ŝt = −ŝ es también inyectiva. Esto implica que ŝ tiene rango denso en E,
respecto de alguna topoloǵıa apropiada sobre E para la cual s es (separadamente)
continua de E × E en R; pero no garantiza que ŝ sea sobreyectiva, si E es
infinitodimensional. Se dice que s es fuertemente no degenerada si ŝ: E → E∗ es
un isomorfismo (algebraico y topológico). En adelante, entendremos “no dege-
nerado” es este sentido fuerte.]

3.2. Variedades simplécticas

3.4. Ahora sea M una variedad diferencial de dimensión finita. Usaremos la
notación Ωk(M) para denotar la totalidad de formas diferenciales (suaves) de
grado k sobre M . Recordemos que X(M) denota la totalidad de campos vectoria-
les (suaves) sobre M . Un elemento de Ωk(M) es una función k-lineal alternante
sobre X(M):

α(X1, . . . , Xk) ∈ R, α ∈ Ωk(M), X1, . . . , Xk ∈ X(M).

Si X ∈ X(M), α ∈ Ωk(M), la contracción o “producto interior” de X y α es el
elemento i(X)α de Ωk−1(M) dado por:

i(X)α(X1, . . . , Xk−1) := α(X, X1, . . . , Xk−1).

3.5. Ahora sea M una variedad diferencial de dimensión par 2n. Una forma
simpléctica sobre M es una 2-forma cerrada no degenerada sobre M : ω ∈
Ω2(M) y dω = 0. Si u ∈ M , ωu ∈ Λ2(T ∗

uM) es una forma bilineal anti-
simétrica sobre TuM ; la no degeneración de ω es la afirmación de que cada
ω̂u(Xu): Yu "→ ωu(Xu, Yu) es una biyección lineal de TuM en T ∗

uM . Ahora,
se ve que ω̂(Xu) = (i(X)ω)u al examinar las definiciones de ambos lados. En-
tonces la no degeneración de ω es también la afirmación de que la transformación
X "→ i(X)ω es un isomorfismo de X(M) en Ω1(M).

El par (M,ω) se llama una variedad simpléctica.
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3.6. Definición. Un campo vectorial X ∈ X(M) es hamiltoniano (respecto
de una forma simpléctica ω sobre M) si i(X)ω es una 1-forma exacta, es decir,
si existe f ∈ C∞(M) con i(X)ω = df . En tal caso,

ω(X, Y ) = i(X)ω(Y ) = df(Y ) = Y f.

Como df1 = df2 implica que f1 − f2 es constante en cada componente conexo
de M , f es único hasta sumar un elemento de H0(M). (Si M es conexo, f es
único hasta sumar una función constante.)

Si i(X)ω es una 1-forma cerrada, aunque no necesariamente exacta, se dice
que X es un campo localmente hamiltoniano.

3.7. Ejemplo. Sea M = R2n; identificamos los espacios tangentes TuM a R2n

en la forma usual. Más precisamente, TuR2n ∼= T0R2n mediante la aplicación
tangente a la traslación v "→ v − u de R2n, e identificamos T0R2n ∼= R2n de
modo convencional. Si ω es una 2-forma tal que u "→ ωu sea constante luego
de estas identificaciones (y por ende dω = 0), ω es determinada por la forma
bilineal antisimétrica s := ω0; respecto de una base simpléctica de R2n para s,
obtenemos

ω =
n∑

j=1

dqj ∧ dpj .

Luego i(∂/∂qj) = dpj, i(∂/∂pj) = −dqj , aśı que i(Xf)ω = df si y solo si

Xf =
n∑

j=1

∂f

∂pj

∂

∂qj
− ∂f

∂qj

∂

∂pj
. (3.1)

3.8. Para una variedad simpléctica (M,ω) de dimensión 2n, la condición dω = 0
permite hallar un atlas de cartas locales, y coordenadas {q1, . . . , qn, p1, . . . , pn}
en cada carta, tales que ω =

∑n
j=1 dqj ∧ dpj localmente. Este hecho se llama el

teorema de Darboux [1].

3.9. Ejemplo. La esfera S2 es una variedad bidimensional orientada, y el ele-
mento de área ω = sen θ dθ∧dφ (en coordenadas polares) es una 2-forma; dω = 0
es automático, porque una 3-forma sobre S2 es necesariamente cero. Si elegimos
q := φ, p := cos θ, entonces ω = dq ∧ dp el la carta local obtenida al omitir una
meridiana φ = constante de S2. La variedad compacta S2 está cubierta por dos
cartas de este tipo.

3.3. Acciones simplécticas de grupos

3.10. Definición. Sean (M,ω), (M ′, ω′) dos variedades simplécticas. Un sim-
plectomorfismo de (M,ω) en (M ′, ω′) es un difeomorfismo φ: M → M ′ tal que



FORMAS SIMPLECTICAS Y SIMETRIAS 33

φ∗ω′ = ω. Decimos que dos variedades simplécticas son simplectomorfos si hay
un simplectomorfismo entre ellas. Es obvio que los simplectomorfismos de (M,ω)
en śı mismo forman un grupo, que denotaremos por Simpl(M,ω). Nos interesan
diversos subgrupos de este grupo; estos son los grupos de simetŕıa de (M,ω).

3.11. Definición. Sea G un grupo de Lie y sea M una variedad diferencial.
Una acción (suave) de G sobre M es una aplicación suave ψ: G×M → M , tal
que (i) ψ(e, u) = u, (ii) ψ(g1, ψ(g2, u)) = ψ(g1g2, u) para todo u ∈ M , g1, g2 ∈
G. Si denotamos por ψg la aplicación u "→ g · u, tenemos que cada ψg es un
difeomorfismo de M (ya que (ψg)−1 = ψg−1) y que g "→ ψg es un homomorfismo
de G en el grupo de difeomorfismos de M . Generalmente escribimos g · u :=
ψ(g, u), aśı que las propiedades de acción se escriben:

e · u = u; g1 · (g2 · u) = (g1g2) · u.

Si u ∈ M , la órbita de u es G · u := { g · u : g ∈ G } ⊂ M , y el subgrupo
de isotroṕıa de u es Gu := { g ∈ G : g · u = u } ≤ G. La correspondencia
gGu "→ g · u determina un difeomorfismo entre el espacio homogéneo G/Gu y la
subvariedad G · u de M .

3.12. Definición. Sea G un grupo de Lie y sea (M,ω) una variedad simpléctica.
Una acción simpléctica de G sobre (M,ω) es una acción suave ψ de G sobre M
tal que ψ∗

gω = ω para todo g ∈ G. En este caso, g "→ ψg es un homomorfismo
de G en Simpl(M,ω).

3.13. Ejemplo. El grupo Sp(n, R) actúa por simplectomorfismos lineales sobre
la variedad simpléctica (R2n, s). Se nota que la órbita de 0 ∈ R2n es {0},
porque toda transformación lineal deja fijo el origen. No es dif́ıcil comprobar
que R2n \ {0} es también una órbita de Sp(n, R).

3.14. Ejemplo. El grupo de rotaciones SO(3) actúa sobre la esfera unitaria
S2 en R3 (en la forma usual, por rotaciones) y preserva áreas sobre S2. Si
R ∈ SO(3), y si ω = sen θ dθ∧dφ, tenemos entonces que R∗ω = ω; esta acción es
simpléctica. Este es un ejemplo de una acción transitiva: la órbita de un punto
u ∈ S2 es todo S2.

El subgrupo de isotroṕıa del polo norte u0 = (0, 0, 1) ∈ S2 se identifica
naturalmente con SO(2) (pues cada uno de sus elementos determina una rotación
en el plano xy). Por ende tenemos S2 ≈ SO(3)/SO(2) como espacios homogéneos
para el grupo SO(3).

3.4. Las acciones adjunta y coadjunta de un grupo de Lie

3.15. Definición. Sea G un grupo de Lie, g su álgebra de Lie. La acción
adjunta de G sobre g es (g, X) "→ Ad(g)X donde Ad:G → L(g) es el homomor-
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fismo dado por

Ad(g)X :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g(exp tX)g−1. (3.2)

Esta acción es lineal. Cuando G es un grupo de matrices, G ≤ GL(n, K) con
K = R ó C, si tomamos g ≤ Kn×n por identificación de la aplicación exp: g → G
con la exponencial matricial, tenemos g(exp tX)g−1 = exp(t gXg−1), aśı que
Ad(g)X = gXg−1 como elementos de Kn×n. Obsérvese que en general el lado
derecho de (3.2) es el vector tangente en e a la curva t "→ g(exp tX)g−1 en G, y
por ende es un elemento de g.

Si G es un grupo conmutativo, la acción adjunta es trivial: Ad(g)X = X
para todo g ∈ G, X ∈ g.

3.16. Definición. La derivada de Ad:G → L(g) es la “acción adjunta infinite-
simal” ad: g→ L(g), dado por ad(Z)X := d

ds

∣∣
s=0

Ad(exp sZ)X . Tenemos:

ad(Z)X =
d2

ds dt

∣∣∣∣
s=t=0

(exp sZ)(exp tX)(exp(−sZ))

=
d2

ds dt

∣∣∣∣
s=t=0

exp(sZ + tX + 1
2st[Z, X ] + · · ·) exp(−sZ)

=
d2

ds dt

∣∣∣∣
s=t=0

exp(tX + st[Z, X ] + · · ·) = [Z, X ]

por la fórmula de Campbell–Baker–Hausdorff (1.8) (aqúı los puntos suspensivos
denotan términos de grado mayor que 1 en s ó t). La identidad de Jacobi dice
ahora que ad(Z) es una derivación del álgebra de Lie g:

ad(Z)[X, Y ] = [Z, [X, Y ]] = [[Z, X ], Y ] + [X, [Z, Y ]]
= [ad(Z)X, Y ] + [X, ad(Z)Y ].

3.17. Definición. Sea G un grupo de Lie, g su álgebra de Lie y g∗ su coálgebra
(el espacio vectorial dual de g). Escribimos 〈u, X〉 := u(X) cuando u ∈ g∗

y X ∈ g; obsérvese que esta forma es bilineal. La acción coadjunta de G
sobre g∗ es (g, u) "→ Coad(g)u donde Coad: G → L(g∗) es el homomorfismo dado
por

〈Coad(g)u, X〉 := 〈u, Ad(g−1)X〉.

En otras palabras, Coad(g) es la aplicación lineal contragrediente (transpuesta
del inverso) de Ad(g). En adelante, escribimos g ·u como sinónimo de Coad(g)u.

3.18. Ejemplo. Sea G = SU(2). El álgebra de Lie su(2) tiene la base

X =
i

2

(
0 1
1 0

)
, Y =

1
2

(
0 −1
1 0

)
, Z =

i

2

(
1 0
0 −1

)
.
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con [X, Y ] = Z, [Y, Z] = X , [Z, X ] = Y . Estos elementos de base generan tres
subgrupos uniparamétricos de SU(2):

expαX =
(

cos 1
2α i sen 1

2α
i sen 1

2α cos 1
2α

)
, expβY =

(
cos 1

2β − sen 1
2β

sen 1
2β cos 1

2β

)
,

expψZ =
(

eiψ/2 0
0 e−iψ/2

)
.

Se calcula que Ad(expαX): X "→ X , Y "→ Y cosα + Z senα, Z "→ −Y senα +
Z cosα ya que Ad(g)X = gXg−1 como matrices 2 × 2. Sean (x, y, z) coorde-
nadas de su(2)∗ para la base dual a {X, Y, Z}. Transponiendo la matriz de
Ad(exp(−αX)), obtenemos

Coad(expαX):

{x "→ x,
y "→ y cosα+ z senα,
z "→ −y senα+ z cosα.

Viendo (x, y, z) como coordenadas cartesianas en R3, se ve que Coad(expαX)
ejecuta una rotación alrededor del eje x por un ángulo α. Es fácil verificar de
la misma forma que Coad(expβY ) y Coad(expψZ) son rotaciones por ángulos
β, ψ alrededor de los ejes y, z respectivamente. Se concluya que SU(2) actúa
sobre su(2)∗ ∼= R3 por rotaciones, y que cada rotación de R3 proviene de algún
elemento de SU(2). Las órbitas coadjuntas de SU(2) son el origen {0} y las
esferas { (x, y, z) ∈ su(2)∗ : x2 + y2 + z2 = r2 } para r > 0.

3.19. El cálculo expĺıcito de la acción coadjunta de SU(2) pone en evidencia que
hay un homomorfismo sobreyectivo de SU(2) en SO(3), que es esencialmente el
homomorfismo Coad. Ahora SU(2) es simplemente conexo, porque su varie-
dad diferencial subyacente es la esfera S3, mientras que el grupo fundamental
de SO(3) es Z2. El núcleo de Coad: SU(2) → SO(3) consta de los dos matrices
escalares {±I} (que forman el centro del grupo SU(2)), aśı que este homomor-
fismo es un recubrimiento dos-a-uno de SO(3). De ah́ı se ve que SU(2) = S̃O(3),
el grupo recubridor universal de SO(3).

3.20. Ejemplo. Se puede calcular la acción coadjunta de otros grupos por un
procedimiento similar. Por ejemplo, consideramos el grupo af́ın M(1) de matri-
ces 2× 2 de la forma g =

(
a b
0 1

)
con a > 0, b ∈ R. La acción adjunta X "→ gXg−1

sobre m(1), cuyos elementos son matrices de la forma
(

x y
0 0

)
es fácil de calcular y

tiene como órbitas un punto aislado (el origen de m(1)), dos semirectas, y una
familia de rectas.

Por otro lado, el cálculo de la acción coadjunta puede expresarse como
g · (ξ, η) = (ξ + bη/a, η/a) en coordenadas apropiadas. De ah́ı se ve que las
órbitas coadjuntas son una familia de puntos {(ξ, 0)} y los dos semiplanos η > 0
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y η < 0. Este ejemplo muestra que en general las acciones adjunta y coadjunta
son inequivalentes.

3.21. Ejemplo. Si calculamos la acción coadjunta del grupo euclidiano E(2),
usando la base {J, P1, P2} de e(2) de (1.10), con coordenadas correspondientes
(j, p1, p2) sobre e(2)∗, obtenemos como órbitas una recta de puntos {(j, 0, 0)} y
los cilindros p2

1 + p2
2 = C (con C > 0) centrados en esta recta.

3.22. Ejemplo. La acción coadjunta del grupo SL(2, R) pone en evidencia un
esquema más general de cálculo. Usamos la base {X, Z, W} de sl(2, R) dado
por (1.11). Ahora, se puede verificar que cada elemento de SL(2, R) puede ex-
presarse en la forma g = (exp tZ)(exp sX)(expφW ) para algunos t, s, φ ∈ R
—estos tres subgrupos uniparamétricos generan el grupo— aśı que basta deter-
minar las matrices de Coad(exp tZ), Coad(exp sX), Coad(expφW ). Se obtiene:

Coad(exp tZ) :

{ z "→ z,
x "→ x cosh t− w sinh t,
w "→ w cosh t− x sinh t,

Coad(exp sX) :






z "→ z cosh s + w sinh s,
x "→ x,
w "→ w cosh s + z sinh s,

Coad(expφW ) :

{ z "→ z cosφ+ x sinφ,
x "→ x cosφ− z sinφ,
w "→ w.

Por inspección, se ve que el polinomio C := z2 + x2 − w2 es invariante bajo
la acción coadjunta. Cada superficie de nivel C = constante es una unión de
órbitas coadjuntas. Las órbitas entonces resultan ser: el origen de sl(2, R)∗, dos
semiconos sin vértice (para C = 0), hiperboloides de un manto (C > 0), y los
componentes conexos de hiperboloides de dos mantos (C < 0).

3.23. Ejemplo. Las funciones x2 + y2 + z2 sobre su(2)∗ y z2 + x2 − w2 sobre
sl(2, R)∗ son ejemplos de funciones de Casimir (en la terminoloǵıa de Wein-
stein [50]). Estas son polinomios sobre la coálgebra g∗, que corresponden a
elementos del centro de la llamada álgebra universal del álgebra de Lie g (ésta
es el álgebra generada por los elementos de g sujeto solamente a las relaciones
XY − Y X − [X, Y ] = 0). Para g = su(2)∗ [respectivamente, g = sl(2, R)∗] este
centro es generado por el “elemento Casimir” X2 + Y 2 + Z2 [respectivamente,
Z2 +X2−W 2]. En general, se espera encontrar un número finito de polinomios
de este tipo; como la acción adjunta (extendida a un automorfismo del álgebra
universal) deja fijo el centro de dicha álgebra, las funciones de Casimir son in-
variantes bajo la acción coadjunta. Por lo tanto, las superficies de nivel de estas
funciones de Casimir son uniones de órbitas coadjuntas. Esta información es
suficiente, en muchos casos, para determinar estas órbitas completamente.
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3.24. Ejemplo. Las órbitas coadjuntas del grupo euclidiano E(3) = R3!SO(3)
pueden calcularse con el uso de coordenadas (j, p) de e(3)∗, con j, p ∈ R3; la
rotación R ∈ SO(3) actúa por j "→ Rj, p "→ Rp, y la traslación b ∈ R3 actúa por
j "→ j, p "→ p + b ∧ j. Las funciones de Casimir son C1 := ‖j‖2, C2 := jp. Las
órbitas que corresponden a C1 > 0 son simplectomorfos al fibrado cotangente
T ∗S2 de la esfera, y las que corresponden a C1 = 0 son esferas S2 y un punto
(el origen). Para los detalles de este y otros cálculos de órbitas coadjuntas,
remitimos a la tesis [3].

3.25. El grupo de Poincaré (propio, ortócrono) P↑
+ := R4 ! O0(3, 1) es el grupo

de simetŕıa de una part́ıcula relativista, y es importante obtener sus órbitas
coadjuntas. Hay dos funciones de Casimir y las órbitas coadjuntas genéricas son
de dimensión 8. Es posible mostrar [14] que las órbitas genéricas que correspon-
den a part́ıculas masivas son simpléctomorfas a R6 × S2, donde las coordenadas
esféricas pueden interpretarse como el “spin clásico” de la part́ıcula de marras.

3.5. Estructuras de Poisson

3.26. Definición. Sea P una variedad diferencial. Una estructura de Pois-
son sobre P es una aplicación bilineal (f, g) "→ {f, g} de C∞(P ) × C∞(P )
en C∞(P ), que cumple:

a) {f, g} = −{g, f};
b) {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0;
c) {f, gh} = {f, g}h + g{f, h}; (3.3)

para todo f, g, h ∈ C∞(P ). De (a) y (b), se ve que (P, {·, ·}) es un álgebra de
Lie (infinitodimensional); de (a) y (c), se ve que g "→ {g, f} es una derivación
de C∞(P ), aśı que hay un campo vectorial Xf ∈ X(P ) tal que

Xfg = {g, f}. (3.4)

3.27. Si (M,ω) es una variedad simpléctica, sea Xf el campo vectorial hamil-
toniano tal que i(Xf )ω = df . (La no degeneración de ω la existencia y unicidad
de Xf para cada f ∈ C∞(P ).) Def́ınase ahora

{f, g} := ω(Xf , Xg). (3.5)

Debemos comprobar que esta es una estructura de Poisson sobre la variedad
simpléctica (M,ω). Primero, es útil notar que

ω(Xf , Xg) = (i(Xf )ω)Xg = df(Xg) = Xgf, (3.6)
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aśı que esta estructura de Poisson asocia a cada elemento de C∞(P ) el campo
hamiltoniano correspondiente (compare (3.6) con (3.4)). Ahora la antisimetŕıa
de {·, ·} sigue de la antisimetŕıa de ω, y la propiedad de derivación (3.3c) es con-
secuencia de (3.6). Falta comprobar la identidad de Jacobi (3.3b). Recordamos
la fórmula para la derivada exterior de una 2-forma:

dω(X1, X2, X3) = X1ω(X2, X3)−X2ω(X1, X3) + X3ω(X1, X2)
− ω([X1, X2], X3) + ω([X1, X3], X2)− ω([X2, X3], X1)

=
∑

ćıclica

X1ω(X2, X3)− ω([X1, X2], X3),

donde la notación
∑

ćıclica denota la suma sobre permutaciones ćıclicas de las
tres ı́ndices que siguen. Tomando en cuenta que (3.6) puede usarse para mostrar
que ω(Xf , Y ) = Y f para todo Y ∈ X(M) (con sólo reemplazar Xg por Y ), la
identidad dω(Xf , Xg, Y ) = 0 ahora implica que:

ω([Xf , Xg], Y ) = Xfω(Xg, Y )−Xgω(Xf , Y ) + Y ω(Xf , Xg)
+ ω([Xf , Y ], Xg)− ω([Xg, Y ], Xf)

= Xf (Y g)−Xg(Y f) + Y {f, g} − [Xf , Y ]g + [Xg, Y ]f
= Y (Xfg)− Y (Xgf) + Y {f, g}
= Y {g, f} − Y {f, g} + Y {f, g} = Y {f, g}
= ω(X{g,f}, Y )

para todo Y ∈ X(P ). Como ω es no degenerada, se concluye que

[Xf , Xg] = X{g,f}, (3.7)

para todo f, g ∈ C∞(P ). Ahora hay que observar que

dω(Xf , Xg, Xh) =
∑

ćıclica

Xfω(Xg, Xh)− ω([Xf , Xg], Xh)

=
∑

ćıclica

Xf{g, h} − ω(X{g,f}, Xh)

=
∑

ćıclica

{{g, h}, f} − {{g, f}, h}

= −2
(
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}}

)
,

aśı que la identidad de Jacobi (3.3b) sigue de dω = 0.

3.28. En el caso “plano” (M,ω) =
(
R2n,

∑n
j=1 dqj ∧ dpj

)
, obtenemos de (3.1):

{f, g} = −Xfg =
n∑

j=1

∂f

∂qj

∂g

∂pj
− ∂f

∂pj

∂g

∂qj
, (3.8)
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que es el ejemplo original de “corchete de Poisson”. Por el teorema de Darboux,
cualquier estructura de Poisson que proviene de una forma simpléctica posee esta
forma respecto de coordenadas canónicas locales.

3.29. Si P es una variedad (no necesariamente simpléctica) que admite una
estructura de Poisson, sea {x1, . . . , xm} un juego de coordenadas locales sobre
una carta de P . La propiedad de derivación (3.3c) permite expresar el corchete
de Poisson de dos funciones cualesquiera en términos de los corchetes de estas
funciones coordenadas (en la carta local). En efecto:

{f, g} = Xgf =
m∑

i=1

(Xgxi)
∂f

∂xi
=

m∑

i=1

∂f

∂xi
{xi, g}

= −
m∑

i=1

∂f

∂xi
{g, xi} = −

m∑

i,j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj
{xj , xi}

=
m∑

i,j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj
{xi, xj}. (3.9)

Para clasificar estructuras de Poisson, es entonces cuestión de analizar las formas
permisibles de los corchetes básicos {xi, xj}. El caso simpléctico (3.8) corres-
ponde a corchetes básicos constantes, pues

{qi, qj} = {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij .

En el ejemplo siguiente, los corchetes básicos son funciones lineales de las coor-
denadas locales. Otros casos, en donde aparecen funciones afines o cuadráticos
de las coordenadas, forman un tema de mucho estudio actual [8, 9].

3.30. Definición. Sea g∗ la coálgebra de un grupo de Lie G. Si {X1, . . . , Xn}
es una base vectorial de g, las funciones u "→ 〈u, Xi〉 determinan coordenadas
(globales) (x1, . . . , xn) sobre g∗ (porque son coordenadas respecto de la base dual
a {X1, . . . , Xn}). Si [Xi, Xj ] =

∑n
k=1 ck

ijXk donde las ck
ij son las constantes de

estructura de g, entonces la definición

{xi, xj} :=
n∑

k=1

ck
ijxk

determina, en vista de (3.9) y las relaciones conocidas entre las constantes de
estructura (que reflejan la antisimetŕıa y la identidad de Jacobi del corchete
de g), una estructura de Poisson sobre la variedad g∗, por

{f, g} =
n∑

i,j,k=1

ck
ij
∂f

∂xi

∂g

∂xj
xk. (3.10)
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Esta se llama la estructura de Lie–Poisson sobre g∗ [30, p. 295].
Si u ∈ g∗, f ∈ C∞(g∗), la identificación canónica de Tug∗ con el espacio

vectorial g∗ conlleva una identificación de la derivada (Df)u: Tug∗ → R con
un elemento duf ∈ (g∗)∗ = g. Para f = xj : u "→ 〈u, Xj〉, es evidente que
du(xj) = Xj para todo u. Más generalmente, duf =

∑n
j=1 ∂f/∂xj(u)Xj . Aśı,

{f, g}(u) =
n∑

i,j,k=1

ck
ij
∂f

∂xi
(u)

∂g

∂xj
(u)〈u, Xk〉

=
n∑

i,j=1

∂f

∂xi
(u)

∂g

∂xj
(u)〈u, [Xi, Xj ]〉

= 〈u, [duf, dug]〉, (3.11)

y por lo tanto la definición (3.10) no depende de las coordenadas elegidas en g∗.

3.31. Si f ∈ C∞(g∗) y g ∈ G, denotamos por fg la función u "→ f(g−1 ·
u). Tenemos fg(g · u) ≡ f(u), y la regla de cadena aplicada a (Df)u: Tug∗ →
Tg·ug∗ → R muestra que (Df)u = (Dfg)g·u◦D(Coad(g))u, o bien duf = dg·ufg◦
Coad(g): g∗ → R. Luego

〈v, duf〉 = 〈Coad(g)v, dg·ufg〉 = 〈v, Ad(g−1)dg·ufg〉

para todo v ∈ g∗, aśı que dg·ufg = Ad(g)duf ∈ g. Por lo tanto, aplicando (3.11)
en el punto g · u de la órbita G · u, obtenemos

{fg, hg}(g · u) = 〈g · u, [dg·ufg, dg·uhg]〉
= 〈g · u, [Ad(g)duf, Ad(g)duh]〉 = 〈g · u, Ad(g)[duf, duh]〉
= 〈u, [duf, duh]〉 = {f, h}(u) = {f, h}g(g · u)

para u ∈ g∗, aśı que la estructura de Lie–Poisson es equivariante bajo la acción
coadjunta de G, es decir,

{f, h}g = {fg, hg}, para todo f, h ∈ C∞(g∗), g ∈ G.

3.6. La forma simpléctica invariante de una órbita coadjunta

3.32. Ahora sea M = G · u una órbita coadjunta de G. Tenemos TuM =
Tu(G/Gu) ∼= g/gu, donde gu es la subálgebra de Lie

gu := TeGu = {X ∈ g : 〈u, ad(X)Y 〉 = 〈u, [X, Y ]〉 = 0, ∀Y ∈ g }. (3.12)

(F́ıjese que X pertenece al lado derecho si y solo si t "→ 〈u, Ad(exp(−tX))Y 〉
es constante para todo u, Y si y solo si t "→ Coad(exp tX)u es constante para
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todo u si y solo si t "→ exp tX es un subgrupo uniparamétrico del subgrupo de
isotroṕıa Gu de u.)

Si X ∈ g, definimos Xu := d
dt

∣∣
t=0

Coad(exp(−tX))u. F́ıjese que este es un
vector tangente a una curva en la órbita M = G · u. Se ve además que Xu es
el elemento de TuM que corresponde a la clase Xgu ∈ g/gu; luego cada vector
tangente en TuM es de la forma Xu para algún X ∈ g (que no es único, pero
que representa una única clase en g/gu.)

3.33. Definición. . Sea G un grupo de Lie, M = G · u una órbita coadjunta
de M . La forma de Kirillov–Kostant–Souriau sobre M es la 2-forma ω dado
por:

ωv(Xv, Yv) := 〈v, [X, Y ]〉 para v ∈M. (3.13)

Hay que comprobar que esta forma está bien definida; para eso, basta obser-
var que si X ∈ gu, entonces el lado derecho de (3.13) se anula, por la mera
definición (3.12) de gu.

La antisimetŕıa del lado derecho de (3.13) (más la linealidad de la corres-
pondencia X "→ Xu) muestran que ω es una 2-forma sobre M . Es cerrado,
porque se calcula que

dωv(Xv, Yv, Zv) =
∑

ćıclica

〈v, [X, [Y, Z]]〉 − 〈v, [[X, Y ], Z]〉 = 0

usando la identidad de Jacobi para g. La definición también garantiza que ω es
no degenerada, porque el lado derecho de (3.13) se anula para todo Y ∈ g solo si
X ∈ gu solo si Xv = 0 en TvM . Por ende, ω es una forma simpléctica sobre M .

3.34. Si comparamos (3.11) con (3.13), vemos enseguida que la estructura de
Poisson asociada a la forma de Kirillov–Kostant–Souriau no es otra cosa que
la restricción a la órbita coadjunta M de la estructura de Lie–Poisson sobre g∗.
Empleando otra lenguaje, podemos decir que la “variedad de Poisson” (g∗, {·, ·})
admite una foliación cuyas hojas (las órbitas coadjuntas) son simplécticas. De-
safortunadamente, el rango de esta estructura de Poisson (la dimensión de un
hoja t́ıpica) no es constante, lo cual complica considerablemente su estudio como
foliación. La equivariancia de la estructura de Poisson bajo la acción coadjunta
implica una simetŕıa correspondiente para las formas simplécticas en las diversas
órbitas; en efecto, estas son invariantes, como demuestra el siguiente teorema.

3.35. Teorema. La forma simpléctica (3.13) de Kirillov–Kostant–Souriau es
invariante bajo la acción coadjunta de G sobre la órbita coadjunta M = G · u.
En otras palabras, la acción coadjunta es una acción simpléctica sobre cada
órbita coadjunta.

Demostración: Si v = g · u, la transformación lineal Coad(g) de g∗ deja M
invariante, lleva u en v y lleva la curva t "→ exp(−tX) · u en la curva t "→
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(g exp(−tX)g−1) · v; derivando en t = 0, obtenemos que la aplicación tangente
de Coad(g) sobre M lleva Xu en (Ad(g)X)v. Ahora tenemos:

(Coad(g)∗ω)u(Xu, Yu) = ωg·u(Coad(g)∗Xu, Coad(g)∗Yu)
= ωg·u((Ad(g)X)g·u, (Ad(g)Y )g·u)
= 〈g · u, [Ad(g)X, Ad(g)Y ]〉
= 〈Coad(g)u, Ad(g)[X, Y ]〉 = 〈u, [X, Y ]〉
= ωu(Xu, Yu).

Como {Xu : X ∈ g } = TuM , se ve que Coad(g)∗ω = ω para todo g ∈ G.



4. Campos Vectoriales y Corchetes de Poisson

Poincaré visualizó un sistema dinámico
como un campo de vectores en el espa-
cio de fases, donde una solución es una
curva suave, tangente en cada punto al
vector basado en ese punto.

—R. Abraham
4.1. Campos vectoriales hamiltonianos

4.1. Sea (M,ω) una variedad simpléctica, tome f ∈ C∞(M) y sea Xf el campo
vectorial hamiltoniano asociado a f : ω(Xf , Y ) = df(Y ) = Y f . Sea {φt ∈
Diff(M) : −ε < t < ε } el flujo del campo vectorial Xf . Afirmamos que los φt

son simplectomorfismos, es decir, φ∗tω = ω para cada t.
Recordemos la definición de la derivada de Lie asociado a un campo vectorial

X ∈ X(M). Si α ∈ Ωk(M) es una k-forma sobre M , sea {φt ∈ Diff(M) : −ε <
t < ε } el flujo de X ; la derivada de Lie LXα es la k-forma dada por

LXα :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗tα ∈ Ωk(M).

La derivada de Lie de una k-forma tiene la expresión expĺıcita [15, p. 128]:

LXα(X1, . . . , Xk) := Xα(X1, . . . , Xk)−
k∑

j=1

α(X1, . . . , [X, Xj ], . . . , Xk)

y de ah́ı se puede comprobar la identidad de Cartan:

LXα = i(X) dα+ d(i(X)α). (4.1)

Como ω es una forma simpléctica, es dω = 0, aśı que LXω = d(i(X)ω). Ahora
si X = Xf es un campo vectorial hamiltoniano, entonces LXfω = d(df) = 0.
Por lo tanto φ∗tω = ω para −ε < t < ε. Concluimos que el flujo de un campo
vectorial hamiltoniano consta de simplectomorfismos.

4.2. Definición. Decimos que X ∈ X(M) es localmente hamiltoniano (res-
pecto de ω) si LXω = 0, o equivalentemente, si su flujo consta de simplectomor-
fismos de (M,ω). Como LXω = d(i(X)ω) en general, se ve que X es localmente
hamiltoniano si y solo si i(X)ω es una 1-forma cerrada sobre M ; en śımbolos,
i(X)ω ∈ Z1(M). Localmente, es decir, en cada carta local (Uα, φa) de M , pode-
mos encontrar fα ∈ C∞(Uα) tal que (i(X)ω ! Uα) = dfa. Si denotamos por
B1(M) := { df : f ∈ C∞(M) } las 1-formas exactas, se ve que X es hamiltoniano
si y solo si i(X)ω ∈ B1(M). F́ıjese que el cociente H1(M) := Z1(M)/B1(M) es
el primer grupo de cohomoloǵıa de de Rham de la variedad M .

43
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4.3. Denotamos los campos vectoriales hamiltonianos [respectivamente, local-
mente hamiltonianos] por XH(M,ω) [respectivamente, por XLH(M,ω)]. Ahora,
df = 0 solo si f ∈ C∞(M) es localmente constante, es decir, solo si f ∈ Z0(M) =
H0(M). La imagen de f "→ Xf es XH(M,ω) ⊂ XLH(M,ω), y el conúcleo de esta
aplicación es isomorfo a Z1(M)/B1(M) = H1(M). Tenemos, pues, una sucesión
exacta:

0−−→H0(M)−−→C∞(M)−−→XLH(M,ω)−−→H1(M)−−→ 0.

4.4. Lema. Si X, Y ∈ XLH(M,ω), entonces [X, Y ] ∈ XH(M,ω). En particular,
XLH(M,ω) es un álgebra de Lie.

Demostración: Tenemos una fórmula [15]: LXi(Y )α − i(Y )LXα = i([X, Y ])α,
válido para todo α ∈ Ωk(M). De LXω = LY ω = 0 y de (4.1) obtenemos:

i([X, Y ])ω = LXi(Y )ω − i(Y )LXω = LXi(Y )ω
= i(X) d(i(Y )ω)− d(i(X)i(Y )ω) = 0 + d(ω(X, Y )).

Luego [X, Y ] = Xh, donde h = ω(X, Y ) ∈ C∞(M).

4.2. Acciones hamiltonianas y poissonianas

4.5. Definición. Ahora sea G un grupo de Lie que tiene una acción diferencial
sobre una variedad M , denotada por u "→ g · u. Hay un homomorfismo natural
de álgebras de Lie de g en X(M), definido como sigue. Para X ∈ g, definimos el
campo fundamental X̃ ∈ X(M) asociado a X por:

(X̃f)(u) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
exp(−tX) · u

)
.

Entonces

[X̃, Ỹ ]f(u) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
exp(−tX) exp(−tY ) exp(tX) exp(tY ) · u

)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
exp(−t[X, Y ]) · u

)
= ˜[X, Y ]f(u),

aśı que X "→ X̃ es un homomorfismo de g en X(M).
Si ω es una forma simpléctica sobre M y si la acción de G es simpléctica

respecto de ω, el flujo de X̃ es el grupo uniparamétrico de simplectomorfismos
u "→ exp(−tX) · u, aśı que X̃ ∈ XLH(M,ω). En este caso, X "→ X̃ es un
homomorfismo de g en XLH(M,ω).

4.6. Definición. Una acción simpléctica de un grupo de Lie G sobre una varie-
dad simpléctica (M,ω) es una acción hamiltoniana (o “fuertemente simpléc-
tica”) si los campos fundamentales { X̃ : X ∈ g } son hamiltonianos.
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Esto es automático si H1(M) = 0. Si G es semisimple, de modo que [g, g] =
g, es una consecuencia del Lema anterior.

4.7. Sea ahora {·, ·} la estructura de Poisson sobre (M,ω) dada por (3.5). La
aplicación σ: C∞(M) → XLH(M,ω) : f "→ −Xf es un homomorfismo de álgebras
de Lie, puesto que

σ({f, g}) = −X{f,g} = −[Xg, Xf ] = [Xf , Xg],

en vista de (3.7). Si M es conexo (para que H0(M) = R), obtenemos un dia-
grama donde las flechas son homomorfismos de álgebras de Lie:

g
?∼

0−−→R−−→C∞(M) σ−−→XH(M,ω)−−→ 0

(4.2)

y la fila inferior es exacta. Es fácil hallar una aplicación lineal f : g → C∞(M)
tal que σ(fX) = X̃ : si {X1, . . . , Xn} es una base de g, elija fXj ∈ C∞(M)
tal que −dfXj = i(X̃j)ω y extiende por linealidad; si X =

∑n
j=1 ajXj , tome

f(X) :=
∑n

j=1 ajfXj . Esta aplicación f se llama una aplicación comomento [13]
para la acción hamiltoniana de G. Por transposición, se obtiene una aplicación
momento [31] P : M → g∗ definido por 〈P (u), X〉 := fX(u), para u ∈M .

4.8. La aplicación comomento X "→ fX no está completamente determinado
por (4.2), porque otra función que difiere de fX por una constante posee el
mismo campo hamiltoniano; al mantener la dependencia lineal de X , se ve que
X "→ fX + 〈v, X〉 es otra aplicación comomento, cualquiera que fuera v ∈ g∗.
Es legitimo preguntar si esta flexibilidad permite elegir f de modo que sea un
homomorfismo de álgebras de Lie, de g en C∞(M).

4.9. Obsérvese que σ({fX , fY } − f[X,Y ]) = [X̃, Ỹ ]− ˜[X, Y ] = 0, aśı que

c(X, Y ) := {fX , fY } − f[X,Y ] (4.3)

es una función constante (M es conexo), y la identificamos con su valor en R.
F́ıjese que entonces c es una función bilineal antisimétrica sobre R. La sustitución
fX "→ fX + 〈v, X〉 lleva c(X, Y ) en c(X, Y )− 〈v, [X, Y ]〉.

Como {{fX , fY }, fZ} = {f[X,Y ], fZ} = f[[X,Y ],Z] + c([X, Y ], Z), las identi-
dades de Jacobi para C∞(M) y para g nos lleva a la identidad:

c([X, Y ], Z) + c([Y, Z], X) + c([Z, X ], Y ) = 0, (4.4)

que la forma bilineal c debe satisfacer.
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4.10. Proposición. Si se puede elegir f tal que sea un homomorfismo de g
en C∞(M), entonces la aplicación momento P : M → g∗ es equivariante respecto
de la acción dada de G sobre M y la acción coadjunta de G sobre g∗.

Demostración: Tomamos u ∈M y X, Y ∈ g arbitrarios; entonces

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈P (exp(−tX) · u), Y 〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

fY (exp(−tX) · u) = X̃fY (u)

= −{fY , fX}(u) = {fX , fY }(u) = f[X,Y ](u)

= 〈P (u), [X, Y ]〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈P (u), Ad(exp tX)Y 〉

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈Coad(exp(−tX))P (u), Y 〉. (4.5)

Luego P (g · u) = Coad(g)P (u) para g ∈ G, u ∈M .

4.11. Definición. Una acción hamiltoniana de un grupo de Lie G sobre una
variedad simpléctica (M,ω) es una acción poissoniana (o “fuertemente hamil-
toniana”) si existe un homomorfismo de álgebras de Lie f : g → C∞(M) tal que
σ ◦ f lleva cada elemento de g en el campo fundamental asociado.

La proposición anterior dice que la aplicación momento de una acción pois-
soniana es equivariante para esta acción y la acción coadjunta de G.

4.12. Proposición. Cada variedad simpléctica (M,ω) que admite una acción
poissoniana y transitiva de un grupo de Lie G es un espacio recubridor de alguna
órbita coadjunta de G.

Demostración: Supongamos que la acción de G sobre (M,ω) es poissoniana y
además transitiva. Por la equivariancia (4.5), tenemos que

O := {P (u) : u ∈M } = {P (g · u0) : g ∈ G } = {Coad(g)P (u0) : g ∈ G }

es una órbita coadjunta de G. Recuerde que esta órbita posee una forma simpléc-
tica (KKS) dada por (3.13). El campo fundamental de X ∈ g sobre la órbita
coadjunta O no es otra que la sección de TO cuya valor en v ∈ O es la Xv

de (3.13). Ahora debemos notar que

ωu(X̃u, Ỹu) =: {fX , fY }(u) = 〈P (u), [X, Y ]〉,

que dice que P entrelaza las formas simplécticas en M y en O.
Como el espacio tangente TuM es generado por los campos fundamentales

X̃u (ya que la acción es transitiva), la diferencial P∗: TuM → TP (u)O es un
isomorfismo. Por ende, P es un simplectomorfismo local entre M y O, y es
sobreyectivo: P es, en particular, una aplicación recubridor.
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4.3. Cohomoloǵıa de álgebras de Lie

4.13. Ahora volvemos al problema de la existencia de una aplicación comomento
homomorfico; equivalente, al problema de determinar cuales acciones hamilto-
nianas son poissonianas. Por lo dicho después de (4.3), este problema tiene
solución si y solo si cada forma bilineal antisimétrica sobre g que cumple (4.4)
es da la forma c(X, Y ) := 〈v, [X, Y ]〉 para algún v ∈ g∗. Se trata, entonces de
un problema de cohomoloǵıa, espećıficamente de la cohomoloǵıa de Chevalley y
Eilenberg para álgebras de Lie [17].

4.14. Definición. Sea g un álgebra de Lie. Una n-cocadena es una aplicación
n-linear alternante α: gn → R; el espacio de n-cocadenas será denotado Cn(g, R),
y escribimos C(g, R) :=

⊕∞
n=0 Cn(g, R), donde C0(g, R) := R. Para cada n ∈ N,

definimos δ: Cn(g, R) → Cn+1(g, R) por:

δα(X1, . . . , Xn+1) :=
∑

i<j

(−1)i+j+1α([Xi, Xj ], X1, . . .
i
∨. . .

j
∨. . . , Xn+1), (4.6)

donde
i
∨ denota la omisión del elemento Xi. El operador lineal δ sobre C(g, R)

aśı definido satisface δ2 = 0. Escribimos Bn(g, R) := { δβ : β ∈ Cn−1(g, R) } =
Im(δ ! Cn−1(g, R)), los n-cobordes; denotamos Zn(g, R) := {α ∈ Cn(g, R) :
δα = 0 } = ker(δ ! Cn(g, R)), los n-cociclos; como δ2 = 0, es Bn(g, R) ⊂
Zn(g, R). El n-ésimo grupo de cohomoloǵıa Hn(g, R) se define como

Hn(g, R) :=
Zn(g, R)
Bn(g, R)

.

4.15. Una 1-cocadena es entonces un elemento v ∈ g∗. Tenemos δv(X, Y ) :=
〈v, [X, Y ]〉: esta es la forma general de un 2-coborde. Una 2-cocadena es una
aplicación bilineal antisimétrica α: g× g → R. El caso n = 2 de (4.6) da

δα(X, Y, Z) = α([X, Y ], Z)− α([X, Z], Y ) + α([Y, Z], X) =
∑

ćıclica

α([X, Y ], Z).

Luego la ecuación (4.4) dice que c es un 2-cociclo: c ∈ Z2(g, R). Se puede
entonces garantizar que c es un 2-coborde si y solo si Z2(g, R) = B2(g, R), si y
solo si H2(g, R) = 0. En otras palabras: H2(g, R) mide la obstrucción a que las
acciones hamiltonianas de G sean equivalentes a acciones poissonianas.

4.16. Ejemplo. Sea G = R2n, un grupo abeliano. Entonces g ∼= R2n, con
corchete trivial: [X, Y ] = 0 para todo X, Y ∈ R2n. Por ende, en (4.6) tenemos
δ = 0, aśı que Bk(R2n, R) = 0 para k > 1. Es H2(R2n, R) = Z2(R2n, R) =
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C2(R2n, R) ∼= so(2n, R) '= 0. Conclusión: la acción del grupo R2n sobre la varie-
dad simpléctica (R2n, s) por traslaciones es hamiltoniana (pues XLH(R2n, s) =
XH(R2n, s) por el lema de Poincaré) pero no es poissoniana, porque g = R2n, con
su base usual {Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn}, es abeliana, pero las imágenes de estos
generadores en C∞(R2n), i.e., las funciones coordenadas {q1, . . . , qn, p1, . . . , pn},
no conmutan respecto del corchete de Poisson (3.8); de hecho, {qj, pj} = 1.

4.17. El hecho de que la obstrucción es cohomológica nos indica qué es lo que
hay que hacer: es menester reemplazar el grupo abeliano R2n por cierto grupo
no abeliano que sea una extensión central de aquél. Esta extensión resulta ser
el grupo de Heisenberg H(n).

4.18. Definición. Sea g un álgebra de Lie. Una extensión central de g

por R es una sucesión exacta de álgebras de Lie:

0−−→R ι−−→ h
η−−→ g−−→ 0, (4.7)

tal que ι(R) ⊂ Z(h) := {X ∈ h : [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ h }. Con un poco de abuso de
lenguaje, decimos “h es una extensión de g por R” cuando los homomorfismos ι, η
no son ambiguos. Dos extensiones h, h′ son equivalentes si hay un homomorfismo
ψ: h → h′ tal que el siguiente diagrama conmuta:

0−−→R ι−−→ h
η−−→ g−−→ 0

∥∥∥
?ψ

∥∥∥

0−−→R ι′−−→ h′
η′

−−→ g−−→ 0

en donde el “Lema de cinco” muestra que ψ es, de hecho, un isomorfismo.

4.19. Si {X1, . . . , Xn} es una base de g, elijamos un elemento s(Xj) ∈ η−1(Xj)
para cada j, y extendamos s por linealidad a una sección lineal de η, es decir,
s: g → h es lineal con η ◦ s = Idg. Esta sección lineal no será en general un
homomorfismo de álgebras de Lie, pero de todas formas tendremos

η
(
[s(X), s(Y )]− s([X, Y ])

)
= [X, Y ]− [X, Y ] = 0,

aśı que [s(X), s(Y )] − s([X, Y ]) ∈ ker η = ι(R). Si c(X, Y ) es el elemento de R
tal que

ι(c(X, Y )) = [s(X), s(Y )]− s([X, Y ]), (4.8)

la linealidad de s implica que s ∈ C2(g, R), y además

δc(X, Y, Z) =
∑

ćıclica

[[s(X), s(Y )], s(Z)]− [ι(c(X, Y )), s(Z)]− s([[X, Y ], Z]) = 0
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ya que ι(R) ⊂ Z(h); luego c ∈ Z2(g, R). Si elegimos otra sección lineal s′ de η,
obtenemos de η ◦ (s′ − s) = 0 que s′(X) = s(X) + ι(〈v, X〉) donde v: g → R es
lineal (es decir, v ∈ g∗ = C1(g, R)). Tenemos:

ι(c′(X, Y )) = [s′(X), s′(Y )]− s′([X, Y ]) = ι(c(X, Y ))− ι(〈v, [X, Y ]〉),

aśı que c′ = c− δv. Luego la extensión (4.7) determina una clase [c] ∈ H2(g, R).

4.20. Definición. Ahora sea c ∈ Z2(g, R) un 2-cociclo y def́ınase una extensión
hc como sigue. Sea hc := R ⊕ g como espacio vectorial, y def́ınase un corchete
en hc por:

[(λ, X), (µ, Y )]c :=
(
c(X, Y ), [X, Y ]

)
.

para λ, µ ∈ R; X, Y ∈ g. Esto es evidentemente una forma bilineal antisimétrica,
y además

∑

ćıclica

[[(λ, X), (µ, Y )]c, (ν, Z)]c =
∑

ćıclica

(
c([X, Y ], Z), [[X, Y ], Z]

)
,

aśı que la identidad de Jacobi para [·, ·]c es consecuencia de δc = 0.
Def́ınanse ιc(λ) := (λ, 0), ηc(λ, X) := X . Estos son obviamente homomor-

fismos de álgebras de Lie, aśı que

0−−→R ιc−−→ hc
ηc−−→ g−−→ 0

es una extensión de g por R. Al tomar s(X) := (0, X), se ve que la clase
en H2(g, R) determinado por hc es [c], como era de esperar. De este modo, cada
clase en H2(g, R) es asociado a alguna extensión central de g por R.

4.21. Lema. Dos extensiones centrales de g por R son equivalentes si y solo si
determinan la misma clase en H2(g, R).

Demostración: Si c, d ∈ Z2(g, R) son 2-cociclos tales que las extensiones hc, hd

son equivalentes mediante un homomorfismo ψ: hc → hd, las condiciones ηd ◦ψ =
ηc, ψ◦ιc = ιd muestran que ψ(λ, X) = (λ+〈v, X〉, X) para alguna v ∈ g∗. Luego

ψ
(
(c(X, Y ), [X, Y ])

)
= ψ
(
[(0, X), (0, Y )]c

)

= [(〈v, X〉, X), (〈v, Y 〉, Y )]d =
(
d(X, Y ), [X, Y ]

)
,

y por lo tanto d = c + δv, o bien [d] = [c] en H2(g, R).
Por otro lado, si h es una extensión cualquiera de g por R, si s: g→ h es una

sección lineal de η: h → g, y c ∈ Z2(g, R) es dado por (4.8), def́ınase ψ: hc → h
por ψ(λ, X) := ι(λ) + s(X). En vista de que

ψ
(
[(λ, X), (µ, Y )]c

)
= ψ
(
(c(X, Y ), [X, Y ])

)
= ι(c(X, Y )) + s([X, Y ])

= [s(X), s(Y )] = [ι(λ) + s(X), ι(µ) + s(Y )] = [ψ(λ, X), ψ(µ, Y )],
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se ve que ψ es un homomorfismo de álgebras de Lie que da la equivalencia
deseada.

4.4. Acciones poissonianas de extensiones centrales

4.22. Volvamos a considerar un grupo de Lie G con una acción hamiltoniana
sobre una variedad simpléctica conexa (M,ω). Sea c ∈ Z2(g, R) el 2-cociclo (4.3)
determinado por una sección lineal f : XH(M,ω) → C∞(M) de σ: h "→ −Xh.
(Recuerde que σ(fX) = X̃, el campo fundamental determinado por X .) Ya
hemos observado que la acción de G determina la clase [c] ∈ H2(g, R). Ahora
tome h := hc una extensión central de g por R, determinada hasta equivalencia
de extensiones por [c].

4.23. Definición. Si (λ, X) ∈ h = R⊕g, colocamos τ(λ, X) := X̃ ∈ XH(M,ω);
entonces τ : h → XH(M,ω) es un homomorfismo de álgebras de Lie. Def́ınase
F : h → C∞(M) por F (λ, X) := λ+ fX . Es claro que σ ◦ F = τ . Ahora F es un
homomorfismo de álgebras de Lie, porque

F
(
[(λ, X), (µ, Y )]

)
= F
(
(c(X, Y ), [X, Y ])

)
= c(X, Y ) + f[X,Y ]

= {fX , fY } = {λ+ fX , µ + fY } = {F (λ, X), F (µ, Y )}.(4.9)

4.24. Definición. Sea H el grupo de Lie conexo y simplemente conexo cuya
álgebra de Lie es h. Entonces H actúa sobre M como sigue: para cada Z ∈
h, sea t "→ γ(t, u) la curva en M tal que γZ(0, u) = u, γ′Z(0, u) = τ(Z)u.
Esto determina la acción del subgrupo uniparamétrico t "→ exp(tZ) de H so-
bre M por exp(tZ) · u := γZ(t, u). Si escribimos g ∈ G en la forma g =
exp(t1Z1) exp(t2Z2) . . . exp(tmZm) con Z1, . . . , Zm ∈ g, t1, . . . , tm ∈ R, coloque
g · u := γZ1(t1, γZ2(t2, . . . γZm(tm, u) . . .)). Tal vez no es obvio que g ·u está bien
definido; pero en este caso no hay dificultades. (Se puede apelar a un teorema de
Palais [35, p. 95] según el cual un homomorfismo τ : h → X(M) es “integrable”
a una acción de H sobre M toda vez que haya una base {Z0, Z1, . . . , Zn} de h
tal que cada τ(Zk) es la derivada de una acción de un subgrupo uniparamétrico
de H . Si h es una extensión central por R del álgebra de Lie de un grupo G
que actúa sobre M , esto se verifica, pues t "→ exp(tZ0) actúa trivialmente y la
acción de los t "→ exp(tZk), para k ≥ 1, es dada por la acción de G.) El campo
fundamental asociado a Z ∈ h para esta acción de H es evidentemente τ(Z).

Si ahora (M,ω) es una variedad simpléctica, con una acción hamiltoniana
de G, es τ(h) ⊂ XH(M,ω), aśı que la acción de H es también simpléctica y
hamiltoniana. Por (4.9), esta acción es poissoniana.

4.25. Supongamos ahora que G es un grupo de Lie conexo. Sea G̃ el grupo
recubridor (universal) de G: G̃ es conexo y simplemente conexo, su álgebra de
Lie es la de G, y hay un homomorfismo suave π: G̃ → G que es una aplicación
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recubridora; de hecho, kerπ ∼= π1(G). Obsérvese que G̃ es una extensión de G
por π1(G), vale decir, hay una sucesión exacta:

1−−→π1(G)−−→ G̃
π−−→G−−→1.

(Aqúı 1 denota el grupo trivial de un solo elemento.) El grupo H construido
arriba, cuya álgebra de Lie es h, es una extensión central de G̃ por R en el sentido
de que existe una sucesión exacta:

1−−→R−−→H −−→ G̃−−→1

tal que la imagen de R es parte del centro Z(H) de H .
Se concluye que una acción hamiltoniana de un grupo de Lie conexo G da

lugar a una acción poissoniana de una extensión central del grupo recubridor
de G.

4.26. Ejemplo. Volvemos finalmente a la acción hamiltoniana de R2n sobre
(R2n, s) por traslaciones, que es hamiltoniana pero no es poissoniana. Si defini-
mos fQj := qj , fPk := pk, para j, k = 1, . . . , n, obtenemos una sección lineal f
de σ: C∞(R2n) → XH(R2n, s). Tenemos

{qj, qk} = {pj, pk} = 0, {qj, pk} = δjk, (4.10)

aśı que el 2-cociclo c ∈ Z2(R2n, R) es dado por

c(Qj , Qk) = c(Pj , Pk) = 0, c(Qj , Pk) = δjk.

Sea h := R ⊕ R2n la extensión central de R2n por R determinado por [c]. Si
escribimos Xj := (0, Qj), Yk := (0, Pk) y T := (1, 0), vemos que h tiene la base
{X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, T } cuyas relaciones de conmutación son:

[Xj, Xk] = [Yj , Yk] = [T, Xj] = [T, Yk] = 0, [Xj , Yk] = δjkT.

Luego h ∼= h(n), el álgebra de Lie del grupo de Heisenberg H(n). Como este
grupo es conexo y simplemente conexo, obtenemos H = H(n). Luego H(n) tiene
la siguiente acción poissoniana sobre (R2n, s):

(a, b; c) · (q, p) := (q + a, p + b). (4.11)

4.27. Es fácil verificar que en este caso la aplicación momento entrelaza esta
acción con la acción coadjunta de H(n) sobre una órbita de codimensión 1
en h(n)∗. Para ver esto, calculemos esta acción coadjunta. Tenemos:

ad(Xr) :






Xj "→ 0,
Yk "→ δrkT,
T "→ 0,

ad(Ys) :






Xj "→ −δjsT,
Yk "→ 0,
T "→ 0

ad(T ) :

{Xj "→ 0,
Yk "→ 0,
T "→ 0.

(4.12)
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En la notación g = (a, b; c) para elementos de H(n), vemos que (a, 0; 0) =
exp
(∑n

r=1 arXr

)
, (0, b; 0) = exp

(∑n
s=1 bsYs

)
, (0, 0; c) = exp cT , y que (a, b; c) =

(a, 0; 0)(0, b; 0)(0, 0; c−atb). Exponenciando (4.12), obtenemos la acción adjunta
de H(n) en la forma:

Ad(a, 0; 0) :






Xj "→ Xj ,
Yk "→ Yk + akT,
T "→ T,

Ad(0, b; 0) :






Xj "→ Xj − bjT,
Yk "→ Yk,
T "→ T,

y Ad(0, 0; c) = Id. La acción coadjunta, en coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t)
de h(n)∗ es:

Coad(a, 0; 0) :

{xj "→ xj ,
yk "→ yk − akt,
t "→ t,

Coad(0, b; 0) :






xj "→ xj + bjt,
yk "→ yk,
t "→ t,

y Coad(0, 0; c) = Id; o bien:

(a, b; c) · (x, y; t) := (x + tb, y − ta, t). (4.13)

(De esta ecuación se ve enseguida que las órbitas coadjuntas son puntos {(a, b, 0)}
del hiperplano t = 0, o bien hiperplanos t = t0 para t0 '= 0.

Fijamos t = t0 '= 0, y definimos coordenadas canónicas sobre esta órbita
por q := −y, p := x/t0. Es fácil comprobar que la estructura de Lie–Poisson so-
bre h(n)∗, restringido a la órbita t = t0, reproduce las corchetes de Poisson (4.10).
Obsérvese que en estas coordenadas, la acción coadjunta se expresa aśı:

(a, b; c) · (q, p) := (q + t0a, p + b).

La aplicación momento de R2n en h(n)∗ es dado por P (q, p) := (q, t0p, t0), que es
equivariante bajo la acción (4.11) de H(n) sobre R2n y su acción coadjunta sobre
la órbita t = t0. En particular, podemos tomar t0 = 1 e identificar R2n con el
hiperplano t = 1 en h(n)∗; de esta forma la acción traslativa de R2n corresponde
a la acción coadjunta de H(n) sobre una de sus órbitas.



5. La regla de cuantización de Weyl

Los problemas concretos fueron resuel-
tos por primera vez en su complejidad
indivisa; por fuerza bruta, por aśı de-
cirlo. Antes de poder generalizar, for-
malizar, y axiomatizar, debe haber una
sustancia matemática.

—H. Weyl
5.1. Sistemas dinámicos clásicos y cuánticos

5.1. Entendemos por sistema dinámico clásico un sistema de ecuaciones de
movimiento:

df

dt
= Xf,

en donde una “cantidad observable”, o simplemente un observable, es una función
f ∈ C∞(M) sobre alguna variedad diferencial M que incorpora los parámetros
f́ısicos del sistema, y X ∈ X(M). En la formulación hamiltoniana, M es un
espacio de fases, es decir, una variedad simpléctica, con coordenadas canónicas
locales (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), y las ecuaciones de movimiento toman la forma
de las llamadas “ecuaciones de Hamilton”:

dqj

dt
=
∂h

∂pj
,

dpk

dt
= − ∂h

∂qk
,

para cierta “función hamiltoniana” h ∈ C∞(M).
En el caso de que M = R2n, con su estructura simpléctica usual, se puede

reescribir estas ecuaciones en la forma

dqj

dt
= −{h, qj}, dpk

dt
= −{h, pk}.

Usando la propiedad leibniziana de los corchetes de Poisson, obtenemos, para
cualquier f ∈ C∞(R2n) la siguiente ecuación de Liouville:

df

dt
= −{h, f}. (5.1)

[El signo negativo es consecuencia de los convenios de signo que hemos adoptado;
pueden suprimirse con un simple cambio de notación, por ejemplo, al redefinir
{·, ·} como la negativa de la estructura de Poisson usual, o al reemplazar h
por −h.] Ahora −{h, f} = {f, h} = Xhf , aśı que las soluciones de la ecuación
de Liouville (5.1) son las curvas integrales del campo hamiltoniano Xh.

5.2. Por otro lado, la formulación usual de la mecánica cuántica “ordinaria” (es
decir: no relativista, sin spin, y con un número finito de parámetros) parte de un

53
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formalismo distinto. Se postula la disponibilidad de un espacio de Hilbert H, y
los “observables” corresponden a ciertos operadores autoadjuntos sobre H. (El
espacio de Hilbert no es del todo indispensable; al concluir este caṕıtulo, haremos
una reformulación del formalismo que no exige la presencia de H de antemano.)

En la “presentación de Heisenberg”, estos observables cambian durante la
evolución temporal del sistema, de modo que el operador F (t) que representa el
observable en el instante t satisfaga la llamada ecuación de Heisenberg:

d

dt
F (t) =

i

h̄
(HF (t)− F (t)H) ≡ i

h̄
[H, F (t)], (5.2)

donde H es el “operador hamiltoniano”, o simplemente el hamiltoniano, que es un
operador autoadjunto sobre H; para simplificar, asumiremos que H no depende
del tiempo t. Aqúı h̄ es una constante positiva fija, interpretada como h̄ = h/2π,
siendo h la constante de Planck.) Se puede adoptar el convenio de elegir las
unidades f́ısicas (de longitud, masa, tiempo, etc.) tales que h̄ = 1, y aśı lo hare-
mos. (Si mantuviéramos la h̄ en nuestras fórmulas como parámetro, podŕıamos
luego consider el “ĺımite semiclásico” limh̄→0 de las expresiones obtenidas; aqúı
no entraremos en esas consideraciones.)

5.3. ¿Cómo elegir el espacio de Hilbert H y el operador hamiltoniano H , para
poder comparar las consecuencias de las ecuaciones de evolución clásica (5.1) y
cuántica (5.2)? Los procedimientos originales eran (vistos con ojos modernos)
recetarios ad hoc, basados en un “principio de correspondencia” que identificaba
operadores plausibles Qj , Pk para representar las funciones coordenadas qj , pk,
y luego dictaminó que a la función f = f(q1, . . . , pn) le correspond́ıa el operador
F := f(Q1, . . . , Pn). Pero esta receta no es única porque los operadores Qj , Pk

no conmutan, y a la función f(q, p) = q1p1, por ejemplo, podemos hacer corres-
ponder los operadores Q1P1, P1Q1, 1

2 (Q1P1 + P1Q1), amén de otras variantes.
Dirac sugirió [18] que lo que haćıa falta era una regla de correspondencia

lineal f "→ F : C∞(M) → Op(H), donde Op(H) denota la colección de ope-
radores autoadjuntos sobre H, que preserva las relaciones de conmutación, es
decir,

f "→ F, h "→ H ⇐⇒ {f, h} "→ − i

h̄
[F, H ]. (5.3)

Tal correspondencia, si existe, merece el nombre de una regla de cuantización.

5.4. El esquema propuesto por Dirac funciona bien para funciones lineales (a
partir de una identificación inicial qj "→ Qj , pk "→ Pk) y para funciones cuadráti-
cas: no es dif́ıcil comprobar que la condición (5.3) exige (qj)2 "→ (Qj)2, (pk)2 "→
(Pk)2 y qjpk "→ 1

2 (QjPk +PkQj). Pero al pasar a funciones cúbicas, resulta [25,
p. 102] que no hay manera consistente de asignar un operador a la función
q1(p1)2 en presencia de la condición (5.3). Este resultado negativo nos obliga a
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abandonar la búsqueda de un homomorfismo entre el álgebra de Lie C∞(M) y
el álgebra de Lie de operadores autodajuntos sobre H.

(El estudio de operadores autoadjuntos conlleva otro problema, de carácter
técnico: los operadores Qj , Pk son necesariamente operadores no acotados [38],
y hay que asegurarse de que los dominios de definición de dos operadores dados
tengan intersección no trivial antes de formar su suma. Este problema se resuelve
parcialmente si todos los operadores que debemos considerar tengan un dominio
común denso e invariante; aśı ocurre en los ejemplos principales.)

5.5. No obstante la imposibilidad de ejecutar la correspondencia (5.3) tal cual,
hay ejemplos importantes de correspondencias lineales f "→ F que cumplen (5.3)
cuando la función h es fija. Diremos que una función hamiltoniana h es dis-
tinguida si hay una subálgebra de Lie A de C∞(M) con h ∈ A y si existe una
correspondencia lineal f "→ F de A en Op(H) tal que:

f "→ F =⇒ {f, h} "→ − i

h̄
[F, H ] para todo f ∈ A, (5.4)

donde H es el operador imagen de h.
El problema de cuantización para un sistema dinámico clásico (5.1) es hallar

dicha correspondencia tal que h sea distinguida.
El problema de cuantización con simetŕıa es encontrar una correspon-

dencia que cumple (5.4) para ciertos funciones hamiltonianas distinguidas cuando
M posee un grupo de invariancia G, tal que f "→ F sea equivariante respecto de
dos acciones apropiadas de G.

5.2. Cuantización de Weyl

5.6. Tomamos (M,ω) = (R2n, s) donde s es la forma simpléctica usual so-
bre R2n. La “representación de Schrödinger” asocia a las funciones lineales qj ,
pk los siguientes operadores Qj, Pk respectivamente sobre H := L2(Rn):

[Qjψ](ζ) := ζjψ(ζ), [Pkψ](ζ) := −i
∂ψ

∂ζk
(ζ). (5.5)

(Comúnmente se escribe Qj = ζj , Pk = −i∂/∂ζk; aqúı ζj denota el operador de
multiplicación correspondiente.)

Si conjugamos con la transformación de Fourier F ∈ U(L2(Rn)), dado por:

Fψ(ξ) := (2π)−n/2

∫

Rn

e−iξζψ(ζ) dnζ,

y si escribimos Q̂j := FQjF−1, P̂k := FPkF−1, obtenemos

[Q̂jφ](ξ) = −i
∂φ

∂ξj
(ξ), [P̂kφ](ξ) := −ξkφ(ξ). (5.6)
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(La correspondencia (5.6) se llama la “representación de Schrödinger en el espacio
de momentos”.)

5.7. Cabe aclarar que las fórmulas (5.5), (5.6) pueden extenderse a dos repre-
sentaciones equivalentes del álgebra de Lie h(n), si agregamos la regla 1 "→ I
(aqúı 1 es la función constante de valor 1 sobre R2n). En otras palabras, el
álgebra de Lie h(n) se representa en C∞(R2n) por Xj "→ qj , Yk "→ pk, T "→ 1, y
la receta (5.5) o bien (5.6) lleva esta en una representación de h(n) por operadores
autoadjuntos sobre L2(Rn). Esta es la versión infinitesimal de la representación
unitaria irreducible π1 de H(n) ya exhibida en (2.11).

5.8. Antes de seguir, recordamos que H(n) es isomorfo al grupo H̃(n) cuya ley
de grupo es:

(a1, b1; c1) (a2, b2; c2) :=
(
a1 + a2, b1 + b2; c1 + c2 + 1

2 (a1b2 − a2b1)
)
.

5.9. Definición. La regla de cuantización de Weyl extiende la represen-
tación de Schrödinger qj "→ Qj , pk "→ Pk al asociar un operador Op(f) a una
función f ∈ C∞(R2n) como sigue. Weyl analizó f en sus componentes de Fourier,
reemplazó las funciones eixq y eiyp por las operadores unitarios eixQ y eiyP

respectivamente, y reconstituye Op(f) por la fórmula de inversión de Fourier.
Formalmente:

Op(f) := (2π)−2n

∫∫

R2n

e−ixQ−iyP

(∫∫

R2n

eixq+iypf(q, p) dnq dnp

)
dnxdny.

Más correctamente, sea S(R2n) el “espacio de Schwartz” de funciones f ∈
C∞(R2n) tales que (1 + ‖x‖2)N∂Kf sea acotada para todo n ∈ N, K ∈ N2n.
(La función gaussiana f0(q, p) := exp(1

2 (‖q‖2 + ‖p‖2)) queda en S(R2n).) La
transformada de Fourier inversa de f ∈ S(R2n) es dado por:

F−1f(x, y) := (2π)−n

∫∫

R2n

eixq+iypf(q, p) dnq dnp.

Para x, y ∈ Rn, sean U(x) := e−ixQ, V (y) := e−iyP ; tenemos [U(x)ψ](ζ) :=
e−ixζψ(ζ), [V (y)ψ](ζ) := ψ(ζ−y). De ah́ı se ve que U(x)V (y) = e−ixyV (y)U(x).
Def́ınase

W (x, y) := eixy/2U(x)V (y) = e−ixy/2V (y)U(x), (5.7)

de donde:
[W (x, y)ψ](ζ) = e−ix(ζ− 1

2 y)ψ(ζ − y).

Ahora se puede definir, para f ∈ S(R2n):

Op(f) := (2π)−n

∫∫

R2n

F−1f(x, y)W (x, y) dnxdny (5.8)
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como ĺımite de sumas de Riemann, por ejemplo; la integral converge porque
F−1f , al igual que f , queda en S(R2n).

5.10. Es importante notar que (5.7) determina una representación del grupo
de Heisenberg H̃(n). Mejor dicho, la correspondencia (x, y; 0) "→ W (x, y) se
extiende a una representación de todo H̃(n) al tomar π(x, y; z) := e−izW (x, y) ∈
U(L2(Rn)). En efecto:

[π(x1, y1; z1)π(x2, y2; z2)ψ](ζ)

= e−i(z1+z2+x1(ζ− 1
2 y1))[W (x2, y2)ψ](ζ − y1)

= e−i(z1+z2+x1(ζ− 1
2 y1)+x2(ζ−y1− 1

2 y2))ψ(ζ − y1 − y2)

= e−i((x1+x2)(ζ− 1
2 y1− 1

2 y2)+z1+z2+ 1
2 (x1y2−x2y1))ψ(ζ − y1 − y2)

= [π((x1, y1; z1)(x2, y2; z2))ψ](ζ).

5.3. Los operadores de Grossmann y Royer

5.11. Podemos reformular (5.8) de un modo más directo, evitando los procesos
de análisis y śıntesis de Fourier, si tomamos en cuenta el teorema de Plancherel–
Parseval que afirma la unitariedad de la transformación de Fourier:

∫∫

R2n

Ff(x, y)Fh(x, y) dnxdny =
∫∫

R2n

f(q, p)h(q, p) dnq dnp.

Si introducimos los operadores de Grossmann [24] y Royer [39] definidos simbó-
licamente por Ω(q, p) = “(F−1W )(q, p)” := (2π)−n

∫∫
eixq+iyp W (x, y) dnxdny,

podemos redefinir (5.8) como sigue:

Op(f) := (2π)−n

∫∫

R2n

f(q, p)Ω(q, p) dnq dnp. (5.9)

Para obtener la definición precisa de Ω, basta hacer un pequeño cálculo
distribucional:

[Ω(q, p)ψ](ζ) := (2π)−n

∫∫

R2n

eixq+iyp[W (x, y)ψ](ζ) dnxdny

= (2π)−n

∫∫

R2n

eix(q−ζ+ 1
2 y)eiypψ(ζ − y) dnxdny

=
∫

Rn

δ(q − ζ + 1
2y)eiypψ(ζ − y) dny

= 2ne2ip(ζ−q)ψ(2q − ζ), (5.10)
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donde hemos usado las identidades distribucionales:

δ(λk) = λ−nδ(k), para λ > 0, k ∈ Rn; (5.11a)∫

Rn

eixk dnx = (2π)nδ(k). (5.11b)

5.12. Excursus: cálculo de deltas. El desarrollo subsiguiente de la cuanti-
zación de Weyl se simplifica considerablemente si empleamos sistemáticamente
ciertos cálculos con las deltas de Dirac. (Una ruta alternativa, que no emplea
dichos cálculos pero que en su lugar usa técnicas de dualidad en espacios de dis-
tribuciones temperadas, está expuesta en [23].) La distribución δ —sobre Rm—
es el funcional lineal definido sobre C∞(Rm) por:

∫

Rm

δ(x− y)f(y) dmy = f(x). (5.12)

(Dicho de otra forma, (x, y) "→ δ(x − y) es esencialmente un núcleo reproduc-
tor para el espacio de Hilbert L2(Rm).) Aparte de las identidades de dilata-
ción (5.11a) que son consecuencia de dm(λy) = λm dmy, y (5.11b) (una formu-
lación simbólica del teorema de inversión de Fourier), tenemos la propiedad de
reflexión:

δ(−x) = δ(x),

(por la invariancia de la medida de Lebesgue bajo x "→ −x) y la importante regla
de simplificación:

δ(f(x)) =
∑

{x0:f(x0)=0}

δ(x0)
|f ′(x0)|

toda vez que f sea una función con ceros simples aislados. La definición (5.12)
conduce a una identidad reproductora para las deltas:

∫

Rm

δ(x− y)δ(y − z) dmy = δ(x− z).

Finalmente, consideramos la distribución Ψx(y) := δ(x − y) sobre Rm. La
familia {Ψx : x ∈ Rm }, aunque no incluida en L2(Rm) (es parte del espacio más
amplio S′(Rm) de distribuciones temperadas) se comporta como una familia de
“vectores principales” para L2(Rm). (Por ejemplo, se verifica 〈Ψx | h〉 = h(x)
para todo x ∈ Rm.) En particular, tenemos una fórmula para calcular trazas:

Tr[A] =
∫

Rm

〈Ψx | AΨx〉 dmx (5.13)
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es decir, el lado derecho de (5.13) coincide con la traza de A si esta existe.
Resulta que el lado derecho tiene sentido para ciertos operadores no trazables, en
cuyo caso define una “traza generalizada” del operador que también denotamos
por Tr[A]. Este es el caso, en particular, si A posee un espectro discreto de
autovalores no absolutamente sumable, pero si sumable en el sentido de Abel: la
sumatoria de Abel de sus autovalores es su traza generalizada.

5.13. Teorema. Los operadores {Ω(u) : u ∈ R2n } sobre H = L2(Rn) poseen
las siguientes propiedades:

i) Ω∗(u) = Ω(u), para todo u ∈ R2n;

ii) Tr[Ω(u)] = 1, para todo u ∈ R2n;

iii) π(g)Ω(u)π(g)−1 = Ω(g · u), para todo u ∈ R2n, g ∈ H̃(n), donde la acción
de H̃(n) sobre R2n es dado por (x, y; z) · (q, p) := (q + y, p− x);

iv) Tr[Ω(u)Ω(v)] = (2π)nδ(u− v), para todo u, v ∈ R2n.

Observación. Si identificamos R2n con la órbita coadjunta del grupo de Heisen-
berg correspondiente a t = 1 en (4.13), la acción dada en (iii) es precisamente la
acción coadjunta de H̃(n).
Demostración: Primero observamos que si (iii) es válido, la transitividad de
la acción sobre R2n dice que basta verificar Ω(0)∗ = Ω(0), Tr[Ω(0)] = 1 para
comprobar (i) y (ii).

Ahora
[Ω(0)ψ](ζ) = 2nψ(−ζ)

(tomando q = p = 0 en (5.10)) es un “operador de paridad” sobre L2(Rn).
Tenemos

〈χ |Ω(0)φ〉 = 2n(2π)−n

∫

R2n

χ(u)φ(−u) d2nu

= 2n(2π)−n

∫

R2n

χ(−v)φ(v) d2nv = 〈Ω(0)χ | φ〉,

aśı que Ω(0)∗ = Ω(0).
Si { hα : α ∈ Nn } denota la base ortonormal de funciones de Hermite para

L2(Rn), recordamos que hα(−ζ) = (−1)|α|hα(ζ) para todo multíındice α, aśı
que

Tr[Ω(0)] =
∑

α∈Nn

〈hα |Ω(0)hα〉 =
∑

α∈Nn

2n(−1)|α| =
( ∞∑

k=0

2(−1)k

)n

= 1.

(La última sumatoria se toma en el sentido de Abel.)
Para comprobar la covariancia (iii), usamos el hecho de que cualquier ele-

mento del grupo H̃(n) puede escribirse en la forma g = exp(aX) exp(bY ) exp(cT )
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para a, b ∈ Rn, c ∈ R. Es π(exp(aX)) = π(a, 0; 0) = U(a), π(exp(bY )) =
π(0, b; 0) = V (b), π(exp(cT )) = π(0, 0; c) = e−icI. Basta entonces compro-
bar (iii) con U(a) o bien V (b) en lugar de π(g). Tenemos

[U(a)Ω(q, p)U(−a)ψ](ζ) := e−iaζ [Ω(q, p)U(−a)ψ](ζ)

= 2ne−iaζe2ip(ζ−q)[U(−a)ψ](2q − ζ)

= 2ne−iaζ+2ip(ζ−q)+ia(2q−ζ)ψ(2q − ζ)

= 2ne2i(p−a)(ζ−q)ψ(2q − ζ) = [Ω(q, p− a)ψ](ζ);

[V (b)Ω(q, p)V (−b)ψ](ζ) := [Ω(q, p)V (−b)ψ](ζ − b)

= 2ne2ip(ζ−q−b)[V (−b)ψ](2q − ζ + b)

= 2ne2ip(ζ−q−b)ψ(2q + 2b− ζ)

= [Ω(q + b, p)ψ](ζ).

Con esto, hemos verificado (i), (ii) y (iii) del enunciado.
Para (iv), usamos la fórmula (5.13) que calcula la traza. Primero observamos

que, para todo ψ ∈ S(Rn):

〈Ω(q, p)Ψζ | ψ〉 := 〈Ψζ | Ω(q, p)ψ〉 = [Ω(q, p)ψ](ζ)

= 2ne2ip(ζ−q)ψ(2q − ζ) = 2ne2ip(ζ−q)〈Ψ2q−ζ | ψ〉,

o bien Ω(q, p)Ψζ = 2ne−2ip(ζ−q)Ψ2q−ζ . Luego de (5.11) y (5.13) obtenemos:

Tr[Ω(q, p)Ω(q′, p′)] =
∫

Rn

〈Ω(q, p)Ψζ | Ω(q′, p′)Ψζ〉 dnζ

= 4n

∫

Rn

e2ip(ζ−q)−2ip′(ζ−q′)δ((2q − ζ) − (2q′ − ζ)) dnζ

= 2nδ(q − q′)
∫

Rn

e2i(p−p′)(ζ−q) dnζ

= 2nδ(q − q′)πnδ(p− p′) = (2π)nδ(u− u′),

para todo u = (q, p), u′ = (q′, p′) ∈ R2n.

5.4. Śımbolos de Weyl y su producto torcido

5.14. Definición. El núcleo operatorial Ω puede usarse no solamente para
“cuantizar” funciones mediante (5.9), sino también para “decuantizar” opera-
dores. Sea A un operador sobre H = L2(Rn). Su śımbolo de Weyl es la
función:

WA(q, p) := Tr[AΩ(q, p)]
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toda vez que la traza existe (aunque sea en el sentido generalizado). Para sim-
plificar la discusión, supongamos por un momento que A es de clase de traza.
Entonces A "→ WA(q, p) es una forma lineal continua sobre L1(H). Además,
A pertenece al núcleo de todas estas formas lineales si y solo si A = 0, ya que
{Ω(u) : u ∈ R2n } genera un subespacio denso de L(L2(Rn)) (con la topoloǵıa
fuerte de operadores); esto se puede demostrar directamente, o bien al notar
que este último conjunto es la imagen de Fourier de {W (x, y) : x, y ∈ Rn },
que genera el mismo subespacio que { π(g) : g ∈ H̃(n) }, cuya densidad resulta
de la irreducibilidad de la representación π. En conclusión, la aplicación lineal
A "→ WA de operadores en śımbolos es uno-a-uno.

5.15. La propiedad tracial Tr[Ω(u)Ω(v)] = (2π)nδ(u − v) de Ω ahora permite
concluir que los procesos de “cuantización” y “decuantización” son inversos, es
decir:

Op(WA) = A. (5.14)

En efecto, si B := Op(WA), tenemos B = (2π)−n
∫

R2n WA(v)Ω(v) d2nv, aśı que

WB(u) = (2π)−n Tr
[
Ω(u)

∫

R2n

Ω(v)WA(v) d2nv

]

= (2π)−n

∫

R2n

WA(v)Tr[Ω(u)Ω(v)] d2nv = WA(u).

Como A "→ WA es uno-a-uno, concluimos que B = A.
Podemos entonces reformular las propiedades básicas del cuantizador Ω en

términos de los śımbolos de Weyl.

5.16. Teorema. La correspondencia A "→ WA posee las siguientes propiedades:

i) WA∗(u) = WA(u), para todo u ∈ R2n;

ii) WI = 1, (la función constante de valor 1);

iii) Wπ(g)Aπ(g)−1 = (WA)g, para todo g ∈ H̃(n);

iv) Tr[AB] = (2π)−n

∫

R2n

WA(u)WB(u) d2nu, para todo A, B.

Demostración: i): WA∗(u) = Tr[A∗Ω(u)] es el conjugado del número complejo
Tr[(A∗Ω(u))∗] = Tr[Ω(u)∗A] = Tr[Ω(u)A] = WA(u).
ii): WI(u) = Tr[Ω(u)] = 1, para todo u ∈ R2n.
iii): Como (WA)g(u) := WA(g−1 · u) = Tr[AΩ(g−1 · u)], tenemos

Wπ(g)Aπ(g)−1 (u) = Tr[π(g)Aπ(g)−1Ω(u)] = Tr[Aπ(g)−1Ω(u)π(g)] = (WA)g(u).

iv): En vista de (5.14), tenemos:

(2π)−n

∫

R2n

WA(u)WB(u) d2nu = (2π)−n Tr
[
A

∫

R2n

Ω(u)WB(u) d2nu

]

= Tr[AOp(WB)] = Tr[AB]. (5.15)
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5.17. La propiedad tracial (5.15) de la correspondencia A "→ WA tiene una in-
terpretación importante. Desde el punto de vista de la f́ısica estad́ıstica clásica,
una función real f (como WA si A∗ = A) sobre el espacio de las fases M = R2n

representa una cantidad observable (o simplemente “un observable”) asociado a
un determinado sistema clásico elemental. El valor real que se mide u observa de-
pende del “estado” del sistema, representado por una densidad de probabilidad,
es decir una función no negativa ρ sobre el espacio de las fases. El “valor espera-
do” del observable f en el estado ρ es entonces 〈f〉ρ := (2π)−n

∫
M f(u)ρ(u) d2nu.

En la mecánica cuántica ordinaria, se conserva este lenguaje de observables
y estados; pero ahora un observable es un operador autoadjunto A = A∗, y un
estado se representa por un operador trazable positivo B; la receta para calcu-
lar valores esperados es: 〈A〉B := Tr[AB]. Fue Moyal [33] quien inicialmente
notó que el esquema de cuantización de Weyl tiene la propiedad caracteŕıstica de
que los valores esperados cuánticos se calculan mediante el procedimiento clásico
sobre los śımbolos. (La diferencia entre las teoŕıas clásica y cuántica se con-
centra entonces en el hecho de que los “estados cuánticos” —śımbolos WB para
operadores positivos B— no siempre son funciones no negativas.) Llamamos
“cuantización de Moyal” a una regla de cuantización que exhibe la propiedad
tracial (5.15).

5.18. Definición. El producto de operadores sobre L2(Rn) induce un pro-
ducto torcido de funciones sobre R2n, mediante la correspondencia biuńıvoca
A ↔ WA: colocamos WA ×WB := WAB. Para poner de manifiesto que esta
definición no depende de A, B, consideramos el siguiente cálculo distribucional:

[WA ×WB](u) := WAB(u) = Tr[Ω(u)AB]

= (2π)−2n Tr
[
Ω(u)

∫

R2n

∫

R2n

WA(v)Ω(v) d2nv WB(w)Ω(w) d2nw

]

= (2π)−2n

∫

R2n

∫

R2n

Tr[Ω(u)Ω(v)Ω(w)]WA(v)WB(w) d2nv d2nw

Por la tanto, se puede definir el producto torcido de dos funciones f, g por:

(f × g)(u) := (2π)−2n

∫

R2n

∫

R2n

L(u, v, w)f(v)g(w) d2nv d2nw, (5.16)

donde el “trinúcleo” L es dado por:

L(u, v, w) := Tr[Ω(u)Ω(v)Ω(w)].

Obsérvese que (5.16) determina una operación bilineal (f, g) "→ f × g, cuya
asociatividad se debe esencialmente a la ciclicidad de la traza: L(u, v, w) ≡
L(v, w, u). Dejamos de lado el tema importante de precisar el dominio de este
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producto, que es tratado con detalle en [23]; aqúı es suficiente notar que f × g
está bien definida si uno de f, g es una distribución temperada (en particular, un
elemento de C∞(R2n)) y el otro pertenece a S(R2n), y que el producto torcido
es continuo sobre el espacio S(R2n).

Debemos calcular el trinúcleo L en forma expĺıcita:

L(u, v, w) =
∫

Rn

〈Ψζ | Ω(u)Ω(v)Ω(w)Ψζ〉 dnζ

=
∫

Rn

〈Ω(u)Ψζ | Ω(v)Ω(w)Ψζ〉 dnζ

= 2n

∫

Rn

e2ipu(ζ−qu)〈Ω(v)Ψ2qu−ζ | Ω(w)Ψζ〉 dnζ

= 23n

∫

Rn

e2ipu(ζ−qu)+2ipv(2qu−ζ−qv)−2ipw(ζ−qw)〈Ψ2qv−2qu+ζ |Ψ2qw−ζ〉 dnζ

= 23ne2i(2qupv−qupu−qvpv+qwpw)

∫

Rn

e2iζ(pu−pv−pw)δ(2ζ − 2qu + 2qv − 2qw) dnζ

= 22ne2i(2qupv−qupu−qvpv+qwpw)e2i(qu−qv+qw)(pu−pv−pw)

= 22n exp{2i(qupv − qvpu + qvpw − qwpu + qwpu − qupw)}
= 22n exp{−2i[s(u, v) + s(v, w) + s(w, u)]},

de donde obtenemos la forma expĺıcita del producto torcido:

(f × g)(u) = π−2n

∫

R2n

∫

R2n

e−2i[s(u,v)+s(v,w)+s(w,u)]f(v)g(w) d2nv d2nw. (5.17)

5.19. Definición. El corchete de Moyal de dos funciones f, g ∈ C∞(R2n) se
define ahora por:

{f, h}M := −i(f × h− h× f).

El paradigma de Dirac ahora tiene la siguiente respuesta parcial: si h es un
polinomio lineal o cuadrático, entonces {f, h}M = {f, h} para todo f ∈ C∞(M).
Podemos entonces considerar la cuantización de Weyl como un proceso de “de-
formación” que lleva el corchete de Poisson en el corchete de Moyal, dejando
invariante las ecuaciones de movimiento para sistemas gobernados por hamil-
tonianos lineales o cuadráticos. Este es el punto de vista adoptado en [6], que
conduce a una teoŕıa de deformaciones de estructuras de Poisson.

5.20. Proposición.

∫

R2n

(f × h)(u) d2nu =
∫

R2n

f(u)h(u) d2nu.
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Demostración: Tenemos L(u, v, w) = Tr[Ω(u)Ω(v)Ω(w)] = WΩ(v)Ω(w)(u), aśı
que

(2π)−n

∫

R2n

L(u, v, w) d2nu = Tr[Op(WΩ(v)Ω(w))] = Tr[Ω(v)Ω(w)]

= (2π)nδ(v − w).

Luego
∫

R2n

(f × h)(u) d2nu = (2π)−2n

∫

R2n

∫

R2n

∫

R2n

L(u, v, w)f(v)h(w) d2nu d2nv d2nw

=
∫

R2n

∫

R2n

δ(v − w)f(v)h(w) d2nv d2nw

=
∫

R2n

f(v)h(v) d2nv.

5.21. Corolario.
∫

R2n

(f×g)(u)h(u) d2nu =
∫

R2n

f(u) (g×h)(u) d2nu para todo

f, g, h ∈ S(R2n).

Demostración: Ambas expresiones coinciden con
∫

R2n(f × g×h)(u) d2nu.

5.22. Si definimos 〈f, h〉 := (2π)−n
∫

R2n(f × h)(u) d2nu, obtenemos una forma
bilineal (no sesquilineal) sobre S(R2n). Con esta notación, el Corolario se lee:
〈f × g, h〉 = 〈f, g × h〉. Podemos entonces extender el producto por dualidad, en
la siguiente forma. Si f ∈ S(R2n), T ∈ S′(R2n) (es decir, T es una distribución
temperada sobre el espacio de las fases), definimos

〈T × f, h〉 := 〈T, f × h〉, 〈f × T, h〉 := 〈T, h× f〉,

para h ∈ S(R2n) (los lados derechos denotan la dualidad usual entre S′(R2n) y
S(R2n)). Este tipo de extensión permite ampliar el dominio del producto torcido
más allá del ámbito de convergencia de la integral doble (5.17); para más detalles,
remitimos a [23]. Es de notar que la posibilidad de hacer esta extensión surge del
teorema anterior, que a su vez depende de la propiedad tracial del trinúcleo Ω.

5.5. Cuantización de Moyal: un esquema axiomático

5.23. Recapitulemos ahora el esquema general de la regla de la cuantización
de Weyl. Sus ingredientes son: (a) un grupo de Lie G = H̃(n); (b) una rep-
resentación unitaria irreducible π de G sobre un espacio de Hilbert separa-
ble Hπ = L2(Rn); (c) una órbita coadjunta M = R2n de G; y (d) una nor-
malización dµ(u) := (2π)−n d2nu de la medida G-invariante sobre M . Si ω es
la forma simpléctica natural sobre la órbita M , la medida G-invariante sobre M
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dada por µ := C ω∧· · ·∧ω (1
2 dimM veces) se llama una medida de Liouville

sobre M : es única salvo por la determinación de la constante positiva C. Obser-
vamos ahora que Ω depende únicamente de estos cuatro datos; esto nos conduce
a la siguiente definición.

5.24. Definición. Para una cuaterna dada (G, π, M, dµ), un cuantizador de
Stratonovich–Weyl es una aplicación Ω: M → { operadores sobre Hπ } tal que:

i) Ω∗(u) = Ω(u), para todo u ∈ M ;
ii) Tr[Ω(u)] = 1, para todo u ∈ M ;
iii) π(g)Ω(u)π(g)−1 = Ω(g · u), para todo u ∈M , g ∈ G;
iv) Tr[Ω(u)Ω(v)] =: K(u, v) es el núcleo reproductor para el subespacio cerrado

K ⊂ L2(M, dµ) generado por los śımbolos WA := Tr[AΩ(·)].
Si tal Ω existe, definimos L(u, v, w) := Tr[Ω(u)Ω(v)Ω(w)] e introducimos el
producto torcido de funciones sobre M por

(f × g)(u) :=
∫∫

M
L(u, v, w)f(v)g(w) dµ(v) dµ(w).

La correspondencia A "→ WA se invierte por la regla A =
∫

M WA(u)Ω(u) dµ(u),
en vista de la propiedad tracial (iv).

5.25. El programa de cuantización de Moyal consiste en la búsqueda de cuanti-
zadores Ω, con sus respectivos teoremas de existencia y unicidad, para determi-
nados grupos de Lie G. En lo sucesivo nos dedicaremos a realizar este programa
para grupos compactos. Con esto evitaremos ciertos problemas de rigor anaĺıtico
que acompañan el manejo de trazas generalizadas, puesto que los espacios de rep-
resentación Hπ serán finitodimensionales. El interés de los grupos compactos,
con miras a las aplicaciones f́ısicas, viene de su lugar central en la teoŕıa de spin
y otras teoŕıas de “simetŕıas internas”.



6. Cuantización de Moyal sobre la Esfera

No hay problema fundamental de la
mecánica cuántica que no puede en-
tenderse en términos de las matrices
2 × 2. (Pero eso nos dice algo impor-
tante acerca de las matrices 2× 2.)

—E. P. Wigner
6.1. Un cuantizador para la esfera

6.1. En este caṕıtulo, tomamos G = SU(2), que es un grupo de Lie compacto,
simple, conexo y simplemente conexo. Resulta que H2(SU(2), R) = 0, aśı que no
hace falta considerar extensiones centrales de SU(2): las variedades simplécticas
homogéneas para SU(2) son precisamente sus órbitas coadjuntas. Estas órbitas
son el origen {0} ∈ su(2)∗ y las esferas x2 + y2 + z2 = C, donde C es una
constante positiva. Tomamos M = S2, la esfera unitaria en su(2)∗ ∼= R3, es
decir, tomamos C = 1; recordamos que SU(2) actúa sobre S2 por rotaciones.

Las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) forman una familia
{πj : 2j ∈ N}; la dimensión del espacio de representación Hj de πj es (2j + 1).
El caso j = 0 corresponde a la representación trivial sobre C; en adelante supon-
dremos que j > 0.

Las medidas de Liouville sobre S2 son los múltiplos positivos de la forma de
área sen θ dθ dφ (invariante bajo rotaciones; viene de la forma simpléctica ω =

sen θ dθ ∧ dφ). Normalizamos esta medida por dµj(θ, φ) :=
2j + 1

4π
sen θ dθ dφ,

para j ∈ { 1
2 , 1, 3

2 , 2, . . .}.

6.2. Debemos buscar un cuantizador de Stratonovich–Weyl para la cuaterna
(SU(2), πj , S2, dµj). Esta es una función Ωj : S2 → L(Hj) ∼= C(2j+1)×(2j+1), tal
que, para u ∈ S2, g ∈ SU(2):

(i) Ωj(u)∗ = Ωj(u); (6.1a)

(ii) Tr[Ωj(u)] = 1; (6.1b)

(iii) πj(g)Ωj(u)πj(g)−1 = Ωj(g · u); (6.1c)

(iv) Tr[Ωj(u)Ωj(v)] = Kj(u, v), (6.1d)

donde Kj(·, ·) es el núcleo reproductor para el subespacio Kj ⊂ L2(S2, dµj) ge-
nerado por los “śımbolos” W j

A := Tr[AΩ(·)].

6.3. Es de notar que Kj es un espacio de Hilbert finitodimensional. De hecho, si
Esr denota la matriz (2j + 1)× (2j + 1) con entrada (s, r) igual a 1 y sus demás
entradas iguales a 0, cada A ∈ L(Hj) tiene la forma A =

∑
r,s asrEsr , aśı que Kj
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es generado por los śımbolos de los Esr, que son precisamente las entradas (r, s)
de la matriz de Ωj .

Denotamos por Zj
rs(u) la entrada (r, s) de Ωj(u). Usamos el convenio de que

r, s ∈ {−j,−j +1, . . . , j−1, j} (aśı que son semienteros cuando j es semientero).
Nuestra tarea es identificar estas “funciones especiales” Zj

rs sobre la esfera.

6.2. Las representaciones unitarias irreducibles de SU(2)

6.4. Notación. Sea Dj
rs(g) la entrada (r, s) de la matriz de πj(g), para g ∈

SU(2). Cualquier elemento g ∈ SU(2) puede escribirse como un producto g =

exp(−αZ) exp(βY ) exp(−γZ), donde Y :=
1
2

(
0 −1
1 0

)
, Z :=

i

2

(
1 0
0 −1

)
son

dos de las tres generadores {X, Y, Z} de su(2) dadas en (1.10). Los ángulos
α, β, γ son los ángulos de Euler de g. Los signos siguen el convenio adoptado en
Biedenharn y Louck [10]; en ese libro se recopilan muchas fórmulas de funciones
especiales y coeficientes de Clebsch–Gordan que citaremos a continuación sin
demostración. Luego Dj

rs(α, β, γ) ≡ Dj
rs(g) toma la forma

Dj
rs(α, β, γ) = e−irαdj

rs(β)e
−isγ ,

al usar una base ortonormal de Hj respecto del cual los πj(exp(−αZ)) poseen
matrices diagonales; se puede verificar que

dj
rs(β) =

√
(j + r)!(j − r)!(j + s)!(j − s)!

×
∑

t

(−1)r−s+t (cos 1
2β)

2j−r+s−2t(sen 1
2β)

r−s+2t

t!(j + s− t)!(r − s + t)!(j − r − t)!
(6.2)

donde la suma extiende sobre los valores enteros de t tales que los argumentos
de los factoriales en el denominador sean no negativos: max{0, s − r} ≤ t ≤
min{j + s, j − r}. Alternativamente, tenemos la fórmula:

dj
rs(β) =

√
(j + s)!(j − s)!
(j + r)!(j − r)!

(cos 1
2β)

r+s(sen 1
2β)

s−rP (s−r,r+s)
j−s (cos β), (6.3)

donde P (a,b)
n denota un polinomio de Jacobi [48].

6.5. Varias funciones especiales sobre la esfera son casos particulares de las fun-
ciones Dj

rs(g). Como S2 ∼= SU(2)/T, la fibración natural SU(2) → S2 lleva
ángulos de Euler sobre SU(2) en coordenadas esféricas sobre S2 por (α, β, γ) "→
(β, α); en consecuencia, las funciones sobre SU(2) que son independientes de γ
se proyectan a S2. Para l ∈ N, m ∈ {−l, . . . , l − 1, l}, las funciones

Ylm(β, α) :=
√

2l + 1
4π

Dl
m0(α, β, γ) (6.4)
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(donde la barra denota conjugación compleja) se llaman armónicos esféricos
sobre S2. Los factores de normalización son elegidos para garantizar que los Ylm

son ortonormales, respecto de la medida sen θ dθ dφ sobre S2. De hecho, ellos
forman una base ortonormal para L2(S2). En coordenadas esféricas:

Ylm(β, α) = (−1)m

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l + m)!
Pm

l (cosβ)eimα (6.5)

donde los Pm
l son las “funciones asociadas de Legendre”. Cuando m = 0, obte-

nemos

Yl0(β, α) =

√
(2l + 1)

4π
Pl(cosβ),

donde los Pl son los polinomios de Legendre.
Vale la pena tomar nota de una fórmula importante que establece una

relación entre los armónicos esféricos y los polinomios de Legendre:

l∑

m=−l

Ylm(u)Y lm(v) =
4π

2l + 1
Pl(cos θuv), (6.6)

donde θuv denota el ángulo entre los dos puntos u, v ∈ S2. (Nota: como los
Ylm son ortonormales, esta fórmula dice que (u, v) "→ Pl(cos θuv) es un núcleo
reproductor para el subespacio de L2(S2, sen θ dθ dφ) generado por los Ylm con
l fijo, es decir, las funciones armónicas de grado l.)

6.6. La condición de covariancia (6.1c) para Ωj se escribe en términos de los
elementos de matriz como sigue:

Zj
rs(g · u) =

j∑

p,q=−j

Dj
rp(g)Zj

pq(u)Dj
sq(g), (6.7)

ya que πj(g)−1 = πj(g)∗ por unitariedad.

6.7. Las funciones Dj
rp(g)Dj

sq(g) son elementos de matriz del producto tensorial
de matrices πj(g)⊗ πj(g)∗ =: (πj ⊗ π̄j)(g). La representación π̄j es equivalente
a πj ya que, para SU(2), hay solamente una clase de equivalencia de repre-
sentaciones unitarias irreducibles en cada dimensión finita. Ahora, el producto
tensorial de representaciones πj ⊗ π̄j ∼ πj ⊗ πj no es irreducible, sino que se
descompone en la forma:

πj ⊗ πj ∼
2j⊕

l=0

πl,
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un hecho que recibe el nombre de “identidad de Clebsch y Gordan”. Más gene-
ralmente, el producto tensorial de dos representaciones unitarias irreducibles
cualesquiera de SU(2) se descompone como sigue:

πj ⊗ πk ∼
j+k⊕

l=|j−k|

πl. (6.8)

6.8. La equivalencia (6.8) tiene la siguiente elaboración: hay una matriz uni-
taria C, con (2j + 1)(2k + 1) filas, tal que

C
(
πj(g)⊗ πk(g)

)
C∗ =

j+k⊕

l=|j−k|

πl(g), para todo g ∈ SU(2); (6.9)

la suma directa a la derecha es la matriz formada por bloques diagonales que
son copias de las matrices de πl(g), para l ∈ {|j − k|, . . . , j + k}. Denotamos las

entradas de la matriz C con la notación
〈

j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉
, donde r ∈ {−j, . . . , j} y s ∈

{−k, . . . , k} determinan una fila de C; l ∈ {|j − k|, . . . , j + k} y m ∈ {−l, . . . , l}
determinan una columna. La fórmula (6.9) no determina C uńıvocamente (por
ejemplo, es insensible a multiplicación de C por un escalar de módulo 1); se
obtiene unicidad al usar el “convenio de fases de Condon y Shortley”, que exige

que las entradas
〈

j
j

j
−j

∣∣∣∣
l
0

〉
sean positivas. Con este convenio, las entradas

〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉
se llaman los coeficientes de Clebsch–Gordan para SU(2).

La formula general para los coeficientes de Clebsch–Gordan es [10, fórmula
(3.170)]:

〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉
= δr+s,m

√
(2l + 1)(j + k − l)!(l + j − k)!(l + k − j)!

(j + k + l + 1)!
×

∑

t

(−1)t

√
(j + r)!(j − r)!(k + s)!(k − s)!(l + m)!(l −m)!

t!(j + k − l − t)!(j − r − t)!(k + s− t)!(l − k + r + t)!(l − j − s + t)!

donde la suma extiende sobre los valores enteros de t tales que los argumentos
de los factoriales en el denominador sean no negativos.

6.9. Los coeficientes de Clebsch–Gordan obedecen muchas relaciones combina-
torias, evidentemente. De momento, solo necesitamos tres de ellas:

〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉
= 0 si r + s '= m, (6.10a)
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〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉
= (−1)j−r

√
2l + 1
2k + 1

〈
j
r

l
−m

∣∣∣∣
k
−s

〉
, (6.10b)

∑

r,s
r+s=m

〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l
m

〉〈
j
r

k
s

∣∣∣∣
l′

m

〉
= δll′ . (6.10c)

(La última fórmula dice que las filas de C son ortogonales, ya que C es una
matriz unitaria.)

6.3. Los elementos de matriz del cuantizador

6.10. Si escribimos los elementos de matriz de la relación (6.9) y tomamos en
cuenta la ortogonalidad de las funciones Dj

rs en el espacio de Hilbert L2(SU(2)),
podemos expresar un producto de dos funciones D como una combinación lineal
de otros. El resultado que necesitamos es el siguiente [46]:

Dj
rp(g)Dj

sq(g) =
2j∑

l=0

2l + 1
2j + 1

〈
j
r

l
s− r

∣∣∣∣
j
s

〉〈
j
p

l
q − p

∣∣∣∣
j
q

〉
Dl

s−r,q−p(g). (6.11)

Enchufando esta identidad en (6.7), obtenemos:

Zj
rs(g · u) =

2j∑

l=0

(−1)j−r

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉

×
∑

p,m

(−1)j−p

〈
j
p

j
−p−m

∣∣∣∣
l
−m

〉
Dl

s−r,m(g)Zj
p,m+p(u), (6.12)

donde hemos empleado (6.10b), con m := q − p.

6.11. Def́ınase ahora la siguiente combinación lineal de funciones Z:

Ỹlm(u) :=
j∑

p=−j

(−1)j−p

〈
j
p

j
−p−m

∣∣∣∣
l
−m

〉
Zj

p,m+p(u). (6.13)

Entonces podemos reescribir (6.12) en la forma:

Zj
rs(g · u) =

2j∑

l=0

(−1)j−r

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉 l∑

m=−l

Dl
s−r,m(g)Ỹlm(u).

En particular, si g = e, tenemos Dj
rs(e) = δrs, aśı que Zj

rs es una combinación
lineal de los Ỹlm:

Zj
rs(u) =

2j∑

l=0

(−1)j−r

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉
Ỹl,s−r(u). (6.14)
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La relación de ortogonalidad (6.10c) ahora muestra que:

Ỹlm(g · u) =
j∑

p=−j

(−1)j−p

〈
j
p

j
−p−m

∣∣∣∣
l
−m

〉
Zj

p,m+p(g · u)

=
2j∑

l′=0

j∑

p=−j

〈
j
p

j
−p−m

∣∣∣∣
l
−m

〉〈
j
p

j
−p−m

∣∣∣∣
l′

−m

〉 l′∑

n=−l′

Dl′

mn(g)Ỹl′n(u)

=
l∑

n=−l

Dl
mn(g)Ỹln(u). (6.15)

6.12. La relación (6.15) es caracteŕıstica de los armónicos esféricos (6.4). Si
u = (θ, φ) ∈ S2 en coordenadas esféricas, sea gu ∈ SU(2) el elemento de grupo
con ángulos de Euler con ángulos de Euler (φ, θ, 0), de modo que gu · u0 = u,
donde u0 es el “polo norte” (θ = 0) de S2. Entonces u "→ gu define una sección
de la fibración SU(2) → S2 dada por (φ, θ, ψ) "→ (θ, φ); esta sección es continua
salvo en los polos norte y sur, en donde las coordenadas esféricas son singulares.
De (6.4), vemos que los armónicos esféricos obedecen la relación:

Ylm(u) =
√

2l + 1
4π

Dl
m0(gu). (6.16)

Además, debemos notar que si h · u0 = u, entonces h = guth, donde th es un
elemento del subgrupo de isotroṕıa SU(2)u0 = { exp(ψZ) : ψ ∈ R }, aśı que
Dl

m0(h) = Dl
m0(gu). Por ende,

Ylm(g · u) = Ylm(ggu · u0) =
√

2l + 1
4π

Dl
m0(gu)

=
√

2l + 1
4π

l∑

n=−l

Dl
mn(gu)Dl

n0(gu) =
l∑

n=−l

Dl
mn(gu)Yln(u),

en vista de que πl(ggu) = πl(g)πl(gu).
De ah́ı, podemos concluir que Ỹlm y Ylm son proporcionales. De hecho, si

A(l, l′) es la matriz (2l + 1)× (2l′ + 1) cuya entrada (m, n) es

2l + 1
4π

∫

S2
Ỹlm(θ, φ)Y lm(θ, φ) sen θ dθ dφ,

entonces πl(g)∗A(l, l′)πl′(g) tiene entrada (m, n) igual a

2l + 1
4π

∫

S2
Ỹlm(g · (θ, φ))Y lm(g · (θ, φ)) sen θ dθ dφ,
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aśı que πl(g)∗A(l, l′)πl′ (g) = A(l, l′) por la invariancia bajo rotaciones de la
medida sen θ dθ dφ. Luego A(l, l′) entrelaza las representaciones πl y πl′ . Por
el Lema de Schur, obtenemos A(l, l′) = 0 si l '= l′ y A(l, l) = λj

l I para algún
λj

l ∈ C. En resumen:
Ỹlm = λj

l Ylm.

En consecuencia, la ecuación (6.14) se reescribe en esta forma:

Zj
rs(u) =

2j∑

l=0

(−1)j−r

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉
λj

l Yl,s−r(u). (6.17)

En particular, todos los Zj
rs pertenecen al espacio vectorial K′

j generado por
los armónicos esféricos { Ylm : l = 0, . . . , 2j; m = −l, . . . , l } (obsérvese que la
dimensión de este espacio es

∑2j
l=0(2l + 1) = (2j + 1)2). Por (6.13), en cambio,

los Ylm son combinaciones lineales de los Zj
rs; luego estos generan el espacio K′

j ,
aśı que K′

j = Kj , el espacio de śımbolos determinado por el cuantizador Ωj.

6.13. El postulado (6.1a), es decir, la colección de igualdades Z
j
rs = Zj

sr, junto
con la conocida propiedad Y lm = (−1)mYl,−m de los armónicos esféricos —
que se deriva fácilmente de (6.2) ó (6.5)— muestra que los escalares λj

l en la
fórmula (6.17) son reales.

El núcleo reproductor de Kj (considerado como subespacio de L2(S2, dµj))
es

Kj(u, v) :=
4π

2j + 1

2j∑

l=0

l∑

m=−l

Ylm(u)Y lm(v).

Ahora la propiedad tracial (6.1d) dice que

Kj(u, v) = Tr[Ωj(u)Ωj(v)] =
j∑

r,s=−j

Zj
rs(u)Zj

rs(v)

=
j∑

r,s=−j

2j∑

l,l′=0

λj
l λ

j
l′

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l′

r − s

〉
Yl,s−r(u)Y l,s−r(v)

=
2j∑

l=0

l∑

m=−l

(λj
l )

2Ylm(u)Y lm(v), (6.18)

al emplear (6.10c) de nuevo. Comparando con coeficientes en estas dos expre-
siones para Kj , obtenemos λj

l = ±
√

4π/2j + 1.

6.14. La normalización Tr[Ωj(u)] = 1 es equivalente, dada la propiedad tracial
(6.1d), a lo siguiente:

(ii′)
∫

S2
Ωj(v) dµj(v) = I; (6.19)
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esto se ve de la unicidad de la correspondencia A "→ W j
A (que a su vez viene de la

igualdad de dimensiones entre el dominio L(Hj) y el rango Kj de esta aplicación
lineal sobreyectiva), en vista de:

Tr
[
Ωj(u)

∫

S2
Ωj(v) dµj(v)

]
=
∫

S2
Tr[Ωj(u)Ωj(v)] dµj(v)

=
∫

S2
Kj(u, v) dµj(v) ≡ 1.

Como
∫

S2 Ylm(u) dµj(u) = 0 salvo si l = m = 0 (por la ortogonalidad de los
armónicos esféricos; recuerde que Y00 es la función constante (4π)−1/2), obtene-
mos de (6.17) que:

∫

S2
Zj

rs(u) dµj(u) = δrs
1√

2j + 1
1√
4π
λj

0 (2j + 1) = δrs signo(λj
0).

Ahora (6.19) muestra que λj
0 > 0.

Los signos de λj
l para l = 1, 2, . . . , 2j quedan indeterminadas —pues ya

hemos todas las condiciones en (6.1)—, aśı que hay 22j soluciones distintas para
el cuantizador Ωj , correspondientes a distintas elecciones de estos signos. Para
elegir la opción que reproduce los signos esperados en la teoŕıa de spin, conveni-
mos en tomar λj

l > 0 para todo l. Hemos obtenido el siguiente resultado.

6.15. Teorema. Para la cuaterna (SU(2), πj , S2, dµj), con j ∈ { 1
2 , 1, 3

2 , . . .}
cualquiera, existe un cuantizador de Stratonovich–Weyl. Sus elementos de matriz
son las funciones:

Zj
rs(u) := (−1)j−r

2j∑

l=0

√
4π

2j + 1

〈
j
r

j
−s

∣∣∣∣
l

r − s

〉
Yl,s−r(u)

=
√

4π
2j + 1

2j∑

l=0

√
2l + 1

〈
j
r

l
s− r

∣∣∣∣
j
s

〉
Yl,s−r(u). (6.20)

En particular, si u = (θ, φ) en coordenadas esféricas:

Zj
mm(u) =

2j∑

l=0

2l + 1
2j + 1

〈
j
m

l
0

∣∣∣∣
j
m

〉
Pl(cos θ). (6.21)

Cualquier otro cuantizador es obtenido de (6.20) al cambiar los signos de uno o
más de los términos de la suma con l > 0.
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6.4. Śımbolos de operadores de spin

6.16. En la teoŕıa de spin, los operadores de principal importancia son Jz :=
dπj(Z) ≡ d

dt

∣∣
t=0
πj(exp tZ) y J2 := dπj(X)2 + dπj(Y )2 + dπj(Z)2. La matriz

de Jz es diagonal y su entrada (m, m) es m ∈ {−j, . . . , j − 1, j}. El “operador
de Casimir” J2 es escalar: J2 = j(j + 1)I sobre Hj . Luego el śımbolo W j

J2 es la
función constante j(j + 1). El śımbolo de Jz es

W j
Jz

(θ, φ) = Tr[Jz Ωj(θ, φ)] =
j∑

m=−j

mZj
mm(θ, φ)

=
j∑

m=−j

m

2j + 1

2j∑

l=0

(2l + 1)
〈

j
m

l
0

∣∣∣∣
j
m

〉
Pl(cos θ).

Ahora
〈

j
m

1
0

∣∣∣∣
j
m

〉
= m/

√
j(j + 1), aśı que

W j
Jz

(θ,φ) =
√

j(j + 1)
2j + 1

j∑

m=−j

2j∑

l=0

〈
j
m

1
0

∣∣∣∣
j
m

〉〈
j
m

l
0

∣∣∣∣
j
m

〉
(2l + 1)Pl(cos θ)

=
2j∑

l=0

√
j(j + 1)√
3(2l + 1)

j∑

m=−j

〈
j
m

j
−m

∣∣∣∣
1
0

〉〈
j
m

j
−m

∣∣∣∣
l
0

〉
(2l + 1)Pl(cos θ)

=
√

j(j + 1)
3

2j∑

l=0

√
2l + 1 δl1 Pl(cos θ) =

√
j(j + 1)P1(cos θ)

=
√

j(j + 1) cos θ.

Es posible calcular otros śımbolos de manera análoga. En particular, si Jx :=
dπj(X), Jy := dπj(Y ), se verifica que W j

Jz
(θ, φ) =

√
j(j + 1) sen θ cosφ y

W j
Jz

(θ, φ) = sen θ senφ.

6.5. Aplicación al cálculo de las matrices de representación

6.17. Los cuantizadores de Stratonovich–Weyl tienen diversas aplicaciones a la
teoŕıa de spin; lo cual es de esperar, debido a la equivalencia estricta con la
formulación usual de dicha teoŕıa garantizada por (6.1). En vez de explorar
este tema en detalle, consideramos ahora un ejemplo de la aplicación de esta
maquinaria a la propia teoŕıa de representaciones del grupo SU(2).

Los elementos matriciales Dj
rs de la representación πj se escriben, por cos-

tumbre, usando los ángulos de Euler, aunque hay algunas parametrizaciones
alternativas que pueden emplearse. Una parametrización muy natural de SU(2)
es la llamada “parametrización ángulo-eje”:

g = g(ψ, u) := exp
[
− iψ

2

(
u3 u1 − iu2

u1 + iu2 −u3

)]
,
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donde u = (u1, u2, u3) son coordenadas cartesianas de u ∈ S2; es decir, se deter-
mina g al identificar un subgrupo uniparamétrico que lo contiene y su ubicación
dentro de ese subgrupo. El homomorfismo natural de SU(2) en SO(3) —dado
por la acción coadjunta, por ejemplo— lleva g(ψ, u) en la rotación de R3 por
un ángulo ψ alrededor del eje que procede del origen y pasa por el punto u
de la esfera unitaria S2. Se busca una fórmula [47] que expresa Dj

rs(g(ψ, u))
directamente en términos del ángulo ψ y del eje u.

6.18. Introduzcamos la función definida sobre SU(2)× S2 por:

E(g; j, u) := Tr[πj(g)Ωj(u)] =
j∑

r,s=−j

Dj
rs(g)Zj

sr(u). (6.22)

La función E puede ser considerado como núcleo integral entre funciones so-
bre SU(2) y funciones sobre la unión disjunta de las esferas de radio 2j; este
segundo espacio juega el papel de “espacio dual” del grupo SU(2) en análisis
armónico no conmutativo.

Las propiedades (6.1) de Ωj implican propiedades correspondientes de E,
análogas a las del núcleo (t, x) "→ e−itx del análisis de Fourier usual. Tomemos
nota de su “covariancia”, obtenida al insertar (6.1c) en (6.22):

E(hgh−1; j, u) = E(g; j, h · u). (6.23)

De la propiedad tracial, obtenemos la ortogonalidad de las funciones Zj
rs:

∫

S2
Z

j
rs(u)Zj

r′s′(u) dµj(u) = Tr[E∗
srEs′r′ ] = δrr′ δss′ .

Por lo tanto, una integración sobre la esfera despeja (6.22) como sigue:

Dj
rs(g) =

∫

S2
E(g; j, v)Zj

rs(v) dµj(v). (6.24)

6.19. Si g = g(ψ, u0) donde u0 es el polo norte, sabemos de (6.3) que Dj
rs(g) = 0

para r '= s, y al derivar respecto de ψ obtenemos d
dψ

∣∣
ψ=0

Dj
kk(g(ψ, u0)) = −ik.

En este caso (6.22) se simplifica:

E(g(ψ, u0); j, v) =
j∑

k=−j

e−ikψZj
kk(v).

Ahora usaremos la covariancia (6.1c) como sigue. Si g ∈ SU(2), la conjugación
g "→ hgh−1 induce la accion adjunta Ad(h) sobre su(2) y la acción coadjunta
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u "→ h · u sobre S2. Entonces si g = g(ψ, u) ∈ SU(2), se Xu := d
dt

∣∣
t=0

g(t, u)
el generador del subgrupo uniparamétrico donde queda g; tome h ∈ SU(2) con
Ad(h)Xu0 = Xu; entonces g(ψ, u) = g(ψ, h · u0); como h no depende de ψ, se
obtiene u = h · u0. En vista de (6.23), concluimos:

E(g(ψ, u); j, v) =
j∑

k=−j

e−ikψZj
kk(cos θuv), (6.25)

donde θuv denota el ángulo entre los dos puntos u, v ∈ S2, y hemos cometido un
leve abuso de notación al escribir cos θ en vez del argumento (θ, φ) ∈ S2 de la
entrada diagonal Zj

kk, habido cuenta de (6.21).
Sustituyendo (6.25) en la integral (6.24), obtenemos finalmente, con la ayuda

de (6.6):

Dj
rs(g(ψ, u)) =

j∑

k=−j

e−ikψ

∫

S2
Zj

kk(cos θuv)Zj
rs(v) dµj(v)

=
2j∑

l,l′=0

j∑

k=−j

√
4π(2l′ + 1)
2j + 1

e−ikψ

〈
j
k

l
0

∣∣∣∣
j
k

〉〈
j
r

l′

s−r

∣∣∣∣
j
s

〉

×
∫

S2
Pl(cos θuv)Yl′,s−r(v) dµl(v) (6.26)

=
2j∑

l=0

√
4π(2l + 1)
2j + 1

〈
j
r

l
s−r

∣∣∣∣
j
s

〉 j∑

k=−j

〈
j
k

l
0

∣∣∣∣
j
k

〉
e−ikψYl,s−r(u).

6.20. Como la fórmula (6.26) es poco conocida, aprovechamos la oportunidad
para escribir aqúı algunos casos particulares simples. Escribimos u = (θ, φ)
como de costumbre, pero advertimos que (φ, θ, ψ) ya no son ángulos de Euler
necesariamente:

D1
00(g(ψ, u)) = cosψ + (1− cosψ) cos2 θ,

D1
11(g(ψ, u)) = 1

2 (1 + cosψ)− i sinψ cos θ − 1
2 (1− cosψ) cos2 θ,

D1
01(g(ψ, u)) = − 1√

2
eiφ sin θ[i sinψ + (1− cosψ) cos θ],

D1
−1,1(g(ψ, u)) = − 1

2 (1 − cosψ)e2iφ sin2 θ.



7. El Método de Estados Coherentes

Virtus in medio stat.
—Horacio

7.1. El concepto de estado coherente

7.1. El método empleado en el caṕıtulo anterior para construir un cuantizador
para el grupo G = SU(2), aunque en principio muy general, aprovechó de manera
esencial ciertos objetos conocidos del análisis armónico de SU(2): los armónicos
esféricos Ylm y los coeficientes de Clebsch–Gordan, en particular. Para extender
este esquema a otros grupos compactos (o no compactos), vale la pena reformu-
lar la construcción del cuantizador de una manera más fácilmente generalizable.
Esta reformulación está proporcionada por el llamado “método de estados co-
herentes”.

7.2. El vocabulario de la mecánica cuántica pone mucho énfasis en dos con-
ceptos básicos: “observables” y “estados”. Hablando en términos generales, un
observable es una cantidad f́ısica que puede asumir cierto rango de valores reales,
experimentalmente medibles: cantidades como enerǵıa, coordenadas de posición,
componentes de momento angular, etc. Un estado de un sistema f́ısico es la con-
figuración interna del sistema, que determina cuales de los posibles valores de los
observables serán producidos al medirlos en dicha configuración interna. (Si el
sistema es complejo, no se podrá averiguar la configuración interna con exactitud,
y entonces los “estados” tendrán cierto carácter aleatorio o probabiĺıstico.)

Matemáticamente, los observables forman un álgebra involutiva compleja A
(conviene tomar combinaciones complejas de los observables reales), con identi-
dad I, en donde el producto o composición corresponde a la medición consecutiva
de dos observables; para la mecánica cuántica, este producto suele ser no con-
mutativo. Un estado es entonces (por definición) una forma lineal φ:A → C que
es positiva, en el sentido de que φ(A∗A) ≥ 0 para todo A ∈ A, y normalizado
por φ(I) = 1. El número φ(A), que es real si A∗ = A, se llama el valor esperado
del observable A en el estado φ; este es el número proporcionado por la medición
del observable cuando la configuración interna del sistema es modelado por φ.
Obsérvese que el formalismo no da más información sobre φ que la totalidad de
los valores {φ(A) : A ∈ A}. Para una discusión más a fondo de este formalismo
algebraico, recomendamos el libro de Emch [20].

Por ejemplo, si A = C∞(M), donde M es una variedad simpléctica, las
formas lineales positivas normalizadas son precisamente las medidas de proba-
bilidad sobre M . Entonces φ(f) =

∫
M f(u)ρφ(u) dµ(u), donde µ es una medida

de Liouville sobre M y ρφ es la función de densidad correspondiente al estado φ;
si no hay continuidad absoluta de la medida φ respecto de µ, entonces ρφ es una
distribución (en el sentido de Schwartz). Para el estado f "→ f(u), ρφ es la delta
de Dirac concentrado en el punto u ∈ M .

77
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7.3. Otro ejemplo importante es A = L(H), donde H es un determinado espacio
de Hilbert. En este caso, podemos tomar φ(A) = Tr[ABφ], donde Bφ ∈ L1(H)
es un operador trazable. (Para eso, el estado φ debe cumplir una condición de
continuidad suplementaria; pero podemos dejar esta sutileza de lado por ahora.)
Es de particular importancia el caso de un “estado vectorial”, en donde Bφ es
un proyector de rango uno |xφ〉〈xφ|:

φ(A) = Tr[A |xφ〉〈xφ|] = 〈xφ | A | xφ〉. (7.1)

Obsérvese que el valor de (7.1) es invariante bajo la modificación |xφ〉 "→ eiθ|xφ〉,
si eiθ ∈ T. Por otra parte, el vector |xφ〉 es de norma 1, ya que 〈xφ | xφ〉 =
φ(I) = 1. Luego la totalidad de estados vectoriales del álgebra L(H) es el
espacio cociente S(H)/T, donde S(H) es la esfera de norma 1 en H y T actúa
sobre esta esfera por multiplicación escalar. (Para un análisis de la estructura
simpléctica de este espacio cociente, véase, por ejemplo, [11].)

Para nuestros propósitos aqúı, lo importante es que un estado vectorial es
un vector |xφ〉 de norma 1 en un espacio de Hilbert, y que un múltiplo de |xφ〉 por
un escalar unitaria representa el mismo estado. Tenemos entonces la opción de
pasar al cociente bajo la acción de T o de elegir un representante de cada órbita
de esta acción de alguna forma sistemática; tomaremos el segundo camino.

7.4. Definición. Ahora sea H el espacio de Hilbert de alguna representación
unitaria irreducible π de un grupo de Lie G. Elegimos un vector “fiducial”
|x0〉 ∈ H de norma 1. La familia de vectores { π(g)|x0〉 : g ∈ G } quedan en la
esfera unitaria de H —porque cada π(g) es unitario— y obviamente es permutado
por π(G). Dicha familia se llama una familia de estados coherentes para el
grupo G. (En otras palabras, una familia de estados coherentes es una órbita de
la acción de G sobre la esfera unitaria de H.)

Obsérvese que π(g)|x0〉 = eiθπ(h)|x0〉 para algún eiθ ∈ T si y solo si g−1h
queda en subgrupo de isotroṕıa Hx0 del ćırculo T|x0〉 para esta acción. Luego
la familia de estados coherentes es parametrizado, no por G, sino por el espacio
cociente G/Hx0 .

7.2. Estados coherentes para el grupo SU(2)

7.5. Volvemos ahora a G = SU(2). Denotamos por |jm〉, para m ∈ {−j, . . . , j},
el vector unitario en Hj = C2j+1 tal que πj(exp tZ)|jm〉 = eimt|jm〉 para todo
t ∈ R. Los |jm〉, para j fijo, evidentemente forman una base ortonormal para Hj .
Tomaremos el vector |jj〉 como vector fiducial para una familia de estados cohe-
rentes: { π(g)|jj〉 : g ∈ SU(2) }. El subgrupo de isotroṕıa de T|jj〉 es precisa-
mente el “toro máximo” T := { exp tZ : t ∈ R } de SU(2).

Para u = (θ, φ) ∈ S2, elegimos gu := (φ, θ, 0) ∈ SU(2) como en (6.16).
Ahora los estados coherentes quedan parametrizados por el cociente SU(2)/T ≈
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S2 mediante:
|j, u〉 := πj(gu)|j, u0〉 := πj(gu)|jj〉

donde denotamos por u0 el polo norte de la esfera S2. En más detalle:

|j, u〉 =
j∑

m=−j

Dj
mj(φ, θ, 0)|jm〉

=
j∑

m=−j

√(
2j

j + m

)
(cos 1

2θ)
j+m(sin 1

2θ)
j−me−imφ|jm〉. (7.2)

7.6. Proposición. La familia de estados coherentes { |j, u〉 : u ∈ S2 } cumple:

πj(g)|j, u〉 ∝ |j, g · u〉 para todo u ∈ S2, g ∈ SU(2); (7.3a)
∫

S2
|j, u〉〈j, u| dµj(u) = I. (7.3b)

Demostración: Tenemos πj(g)|j, u〉 = πj(ggu)|j, u0〉 y ggu · u0 = g · u, aśı que
g−1

g·uggu ∈ T . Si g−1
g·uggu = exp θZ, entonces πj(g−1

g·uggu)|j, u0〉 = eijθ |j, u0〉; luego
πj(g)|j, u〉 = eijθ |j, u〉.

Sea A :=
∫

S2 |j, u〉〈j, u| dµj(u); esta es un ĺımite de sumas de Riemann que
son combinaciones lineales de los proyectores de rango uno |j, u〉〈j, u|, y por ende
A ∈ L(Hj). Para todo x ∈ Hj tenemos:

Aπj(g)x =
∫

S2
|j, u〉 〈j, u | πj(g)x〉 dµj(u) =

∫

S2
|j, u〉 〈πj(g)x | j, u〉 dµj(u)

=
∫

S2
|j, u〉 〈x | πj(g−1) | j, u〉 dµj(u) =

∫

S2
πj(g)|j, v〉 〈x | j, v〉 dµj(v)

= πj(g)Ax,

debido a la invariancia de dµj bajo SU(2) y (7.3a): hemos efectuado el cambio
de variable u "→ v := g ·u en la integral. Se concluye que Aπj(g) = πj(g)A, para
todo g ∈ SU(2). Por el lema de Schur, obtenemos A = λI para algún λ ∈ C.
Calculamos λ con la traza:

(2j + 1)λ = Tr[λI] = Tr
[∫

S2
|j, u〉〈j, u| dµj(u)

]
=
∫

S2
〈j, u | j, u〉 dµj(u)

=
∫

S2
dµj(v) =

2j + 1
4π

(4π) = 2j + 1, (7.4)

aśı que λ = 1; por lo tanto, A = I.

7.7. Es de notar que la demostración de esta Proposición no usa propiedades
que son espećıficas al grupo SU(2); podremos generalizarla a otros grupos sin
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cambio esencial. Lo que debemos notar, sin embargo, es que se obtuvo λ = 1
en (7.4) gracias a la normalización de la medida de Liouville dµj sobre la órbita
coadjunta S2; luego la generalización eventual a otros grupos debe tomar en
cuenta esta normalización.

7.3. Śımbolos covariante y contravariante de Berezin

7.8. Definición. Dada la familia de vectores de norma 1, { |j, u〉 : u ∈ S2 }, las
propiedades (7.3) son suficientes para definir dos correspondencias de operadores
en Hj a funciones sobre S2 por las siguientes fórmulas, debidos esencialmente a
Berezin [7]:

QA(u) := 〈j, u | A | j, u〉, (7.5a)

A =:
∫

S2
PA(u) |j, u〉〈j, u| dµj(u), (7.5b)

en donde la definición de los PA es impĺıcita (luego identificaremos estas funciones
con mayor detalle). La función QA se llama el śımbolo covariante, y PA el
śımbolo contravariante del operador A.

Es inmediato que QI = 1, y de (7.3b) se ve que PI = 1 también. Además,
es fácil ver que QA∗ = QA, PA∗ = PA.

7.9. Las correspondencias A "→ QA, A "→ PA son covariantes para las repre-
sentaciones A "→ πj(g)Aπj(g−1) y f "→ τ(g)f , donde τ denota la “representación
regular” de SU(2) sobre L2(S2, dµj) dada por:

[τ(g)f ](u) := f(g−1 · u).

Expĺıcitamente:

Qπ(g)Aπ(g−1) = τ(g)QA, Pπ(g)Aπ(g−1) = τ(g)PA. (7.6)

Vemos que estas son consecuencias inmediatas de (7.3a) y la invariancia de la
medida dµj bajo el cambio de variable u "→ g · u.

Ya sabemos que las correspondencias A "→ QA, A "→ PA cumplen las
propiedades análogas a los incisos (i), (ii), (iii) del Teorema 5.16. Falta indagar
si también cumplen la propiedad tracial:

∫
S2 QA(u)QB(u) dµj(u) = Tr[AB] ó∫

S2 PA(u)PB(u) dµj(u) = Tr[AB]. Desdichosamente, la respuesta es negativa.

7.10. Lema. QJz(θ, φ) = j cos θ, y PJz (θ, φ) = (j + 1) cos θ. Por ende, las
correspondencias A "→ QA, A "→ PA no cumplen la propiedad tracial.

Demostración:

QJz(θ, φ) =
j∑

m=−j

〈j; θ, φ | jm〉m 〈jm | j; θ, φ〉 =
j∑

m=−j

m
∣∣Dj

mj(φ, θ, 0)
∣∣2

=
j∑

m=−j

m

(
2j

j + m

)
(cos2 1

2θ)
j+m(sen2 1

2θ)
j−m = j cos θ.
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Por otro lado,
∫

S2
cos θ

∣∣〈jm | j; θ, φ〉
∣∣2 dµj(θ, φ) =

2j + 1
2

∫ π

0

∣∣Dj
mj(φ, θ, 0)

∣∣2 cos θ sen θ dθ

=
2j + 1

2

∫ π

0

(
2j

j + m

)(
1 + cos θ

2

)j+m(1− cos θ
2

)j−m

cos θ sen θ dθ

=
2j + 1

2

(
2j

j + m

)∫ 1

−1

(
1 + x

2

)j+m(1− x

2

)j−m

xdx

= (2j + 1)
(

2j

j + m

)∫ 1

0
tj+m(1− t)j−m(t− (1 − t)) dt

= (2j + 1)
(

2j

j + m

)[(
2j + 2
j −m

)−1

−
(

2j + 2
j + m

)−1]

=
(j + m + 1)− (j −m + 1)

2j + 2
=

m

j + 1
,

lo cual muestra que PJz(θ, φ) = (j + 1) cos θ.
Ahora calculamos que
∫

S2

∣∣QJz(θ, φ)
∣∣2 dµj(θ, φ) =

2j + 1
2

∫ π

0
j2 cos2 θ sen θ dθ =

2j + 1
3

j2, (7.7)

y luego ∫

S2
|PJz(θ, φ)|2 dµj(θ, φ) =

2j + 1
3

(j + 1)2. (7.8)

Sin embargo,

Tr[J∗
z Jz] = Tr[J2

z ] =
j∑

m=−j

m2 =
2j + 1

3
j(j + 1). (7.9)

Tomando A = Jz = J∗
z , B = Jz, vemos que la propiedad tracial se incumple

porque los cálculos (7.7), (7.7), (7.9) tienen resultados distintos.

7.11. Lema. Si A, B ∈ L(Hj), vale la igualdad:

∫

S2
PA(u)QB(u) dµj(u) = Tr[AB]. (7.10)

Demostración:
∫

S2
PA(u)QB(u) dµj(u) =

∫

S2
PA(u) 〈j, u | B | j, u〉 dµj(u)

=
∫

S2
PA(u) Tr[|j, u〉〈j, u|B] dµj(u) = Tr[AB].
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7.4. Śımbolos de Stratonovich–Weyl

7.12. El último lema sugiere que la falta de tracialidad en los śımbolos de Berezin
podŕıa componerse con una astuta interpolación entre el śımbolo covariante y el
śımbolo contravariante. Esto es, en efecto, lo que proponemos hacer ahora. Sin
embargo, debemos resolver primero el enigma de la definición exacta de PA. La
relación (7.10) —que depende de propiedad (7.5b) de PA, nada más— indica que
P? se obtiene de Q? por dualidad. Recuerde que 〈A | B〉 := Tr[A∗B] define un
producto interno en L(Hj). Si escribimos también 〈f | g〉 :=

∫
S2 f(u) g(u) dµj(u)

para f, g ∈ L2(S2, dµj), y reemplazamos A por A∗, podemos interpretar (7.10)
aśı:

〈PA | QB〉 = 〈A | B〉.

La correspondencia B "→ QB es lineal; también es uno-a-uno. Esta univoci-
dad no es obvia, pero se puede comprobar, a partir de la fórmula expĺıcita (7.2)
para los estados coherentes, que {QA : A ∈ L(Hj) } es precisamente el espacio
vectorial Kj de los armónicos esféricos de grado no mayor que 2j. (Confirmare-
mos esta afirmación con los cálculos posteriores.) Luego B "→ QB, por ser lineal
y sobreyectivo entre los espacios L(Hj) y Kj de igual dimensión (2j + 1)2, es
también inyectivo. Por ende, hay una correspondencia lineal inversa QB "→ B.
Luego, para A ∈ L(Hj), QB "→ Tr[A∗B] determina una forma lineal sobre el
espacio de Hilbert Kj (en cuanto subespacio cerrado de L2(S2, dµj).)

Ahora viene la observación clave: el teorema de Riesz garantiza la existencia
de un único elemento PA del mismo espacio de Hilbert Kj , tal que esta forma
lineal sea QB "→ 〈PA | QB〉. Por ende, la fórmula sirve para definir PA ∈ Kj ,
mediante el teorema de Riesz.

7.13. Introducimos un operador lineal K ∈ L(Kj) por K(QA) := PA. Como los
QA generan Kj , y QA depende linealmente de A, se ve que K está bien definido.
El método de interpolación de śımbolos se basa en el siguiente lema.

7.14. Lema. K es un operador definido positivo.

Demostración: Basta notar que para todo QA ∈ Kj ,

〈K(QA) | QA〉 = 〈PA | QA〉 = Tr[A∗A] ≥ 0. (7.11)

7.15. Definición. Sea WA := K1/2(QA) = K−1/2(PA), donde K1/2 denota
la (única) ráız cuadrada positiva del operador positivo K. (Hay un riesgo de
confusión entre esta notación y el śımbolo de Stratonovich–Weyl WA definido en
el Caṕıtulo 6; pero mostraremos que estos śımbolos coinciden!)
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7.16. Teorema. La correspondencia A "→ WA posee las siguientes propiedades:

i) WA∗(u) = WA(u), para todo u ∈ S2;

ii) WI = 1 (la función constante de valor 1);

iii) Wπ(g)Aπ(g)−1 = τ(g)WA, para todo g ∈ SU(2);

iv) Tr[AB] =
∫

S2
WA(u)WB(u) dµj(u), para todo A, B ∈ L(Hj).

Demostración: i): Como QA∗ = QA y PA∗ = PA para todo A, se ve que K con-
muta con la conjugación compleja (la cual es un operador antilineal C:Kj → Kj);
de CK = KC se deduce que Cp(K) = p(K)C para cualquier polinomio
p con coeficientes reales; si aproximamos la función ráız cuadrada (uniforme-
mente sobre un intervalo que contenga cada autovalor de K) por una sucesión
de tales polinomios, obtenemos CK1/2 = K1/2C. Luego WA∗ = K1/2C(QA) =
CK1/2(QA) = WA.
ii): Como QI = PI = 1, obtenemos K1 = 1; luego K1/21 = 1 también, aśı que
WI = 1.
iii): De (7.6) obtenemos τ(g)K = Kτ(g) para todo g ∈ SU(2). Ahora τ es una
representación unitaria de SU(2) y como tal se descompone en una suma directa
de representaciones unitarias irreducibles; el hecho de que K conmuta con esta
representación dice (por el Lema de Schur) que K posee una matriz que es
una suma directa de bloques escalares que preservan los subespacios irreducibles
de τ(SU(2)). Luego la matriz de K1/2 tiene la misma estructura, y por ende
K1/2 también conmuta con cada τ(g). (Alternativamente, el argumento con
los polinomios aproximantes conduce a la misma conclusión.) Por lo tanto,
Wπ(g)Aπ(g)−1 = K1/2(τ(g)QA) = τ(g)K1/2(QA) = τ(g)WA.
iv): De la positividad del operador K1/2 y (7.10), obtenemos:

∫

S2
WA(u)WB(u) dµj(u) = 〈WA∗ | WB〉 = 〈K1/2(QA∗) | K1/2(QB)〉

= 〈K(QA∗) | QB〉 = 〈PA∗ | QB〉 = Tr[AB].

7.17. Ya tenemos la existencia de una correspondencia lineal A "→ WA que
cumple todos los requisitos de una cuantización de Moyal. De hecho, si aprove-
chamos esta linealidad para definir Ω′: S2 → L(Hj) mediante Tr[AΩ′(u)] :=
WA(u), no es dif́ıcil comprobar que las cuatro conclusiones del último Teo-
rema implican que Ω′ cumple los cuatro requisitos (6.1) para un cuantizador
de Stratonovich–Weyl; luego los WA coincide con los śımbolos WA obtenidos en
el Caṕıtulo 6, salvo por algunos posibles discrepancias de signos. Para cercio-
rarnos que tales discrepancias no se presentan, es necesario calcular los nuevos
WA en forma expĺıcita.
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Los QA son expĺıcitamente dados por (7.5a) y (7.2). Luego lo que falta es
computar K1/2, es decir, hallar sus autovalores y la base de Kj en la cual K
posee una matriz diagonal.

7.18. Curiosamente, es fácil expresar el śımbolo conocido QA en términos del
śımbolo (aun desconocido) PA. Esta expresión conduce a una determinación del
operador K−1. Veremos:

QA(u) = 〈j, u | A | j, u〉 =
∫

S2

∣∣〈j, u | j, v〉
∣∣2 PA(v) dµj(v)

=
∫

S2

∣∣〈jj | π(g−1
u gv) | jj〉

∣∣2 PA(v) dµj(v), (7.12)

con

∣∣〈j, u | j, v〉
∣∣2 =

∣∣∣∣
j∑

m,n=−j

〈jm | jn〉Dj
mj(gu)Dj

nj(gv)
∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣

j∑

m=−j

Dj
mj(gu)Dj

mj(gv)
∣∣∣∣
2

=
j∑

m,n=−j

Dj
mj(gu)Dj

nj(gu)Dj
nj(gv)D

j
mj(gv)

=
2j∑

l,l′=0

2l + 1
2j + 1

2l′ + 1
2j + 1

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉〈
j
j

l′

0

∣∣∣∣
j
j

〉

×
j∑

m,n=−j

〈
j
m

l
n−m

∣∣∣∣
j
n

〉〈
j
m

l′

n−m

∣∣∣∣
j
n

〉
Dl

n−m,0(gu)Dl
n−m,0(gv)

=
2j∑

l,l′=0

√
2l + 1
2j + 1

√
2l′ + 1
2j + 1

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉〈
j
j

l′

0

∣∣∣∣
j
j

〉√
4π

2l + 1

√
4π

2l′ + 1

×
j∑

m,n=−j

〈
j
m

j
−n

∣∣∣∣
l

m−n

〉〈
j
m

j
−n

∣∣∣∣
l′

m−n

〉
Yl,n−m(u)Y l′,n−m(v)

=
2j∑

l=0

4π
2j + 1

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉2 j∑

r=−j

Ylr(u)Y lr(v)

=
2j∑

l=0

2l + 1
2j + 1

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉2

Pl(cos θuv),

donde hemos usado (6.11), (6.10) y (6.6). Obtenemos finalmente la fórmula:

QA(u) =
2j∑

l=0

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉2 ∫

S2
Pl(cos θuv)PA(v) dµl(v). (7.13)
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Para mayor claridad, hacemos constar que el coeficiente de Clebsch–Gordan que
aparece en esta fórmula es positivo, y que su cuadrado es:

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉2

=
2j + 1

2j + l + 1

(
2j

l

) / (
2j + l

l

)
.

7.19. En vista de la ortogonalidad de los armónicos esféricos, obtenemos de (6.6)
la “fórmula de reproducción”:

∫

S2
Pl(cos θuv)Pl′ (cos θvw) dµl(v) = δll′Pl(cos θuw). (7.14)

El núcleo reproductor de Kj es dado por (6.18); usando (6.6), podemos reexpre-
sarlo como

Kj(u, v) =
2j∑

l=0

2l + 1
2j + 1

Pl(cos θuv). (7.15)

Al multiplicar ambos lados de (7.13) por Pl(cos θwu) y al integrar con dµl(u)
usando (7.14), obtenemos:
〈

j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉−2 ∫

S2
Pl(cos θwu)QA(u) dµl(u) =

∫

S2
Pl(cos θwv)PA(v) dµl(v);

integrando ahora con dµj(v), obtenemos de (7.15):

PA(w) =
2j∑

l=0

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉−2 ∫

S2
Pl(cos θwu)QA(u) dµl(u). (7.16)

Esta es la fórmula que invierte (7.13). Para interpolar entre QA y PA, ahora es
claro que debemos tomar

WA(u) :=
2j∑

l=0

〈
j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉−1 ∫

S2
Pl(cos θuv)QA(v) dµl(v). (7.17)

De hecho, de (7.16) vemos que los autovalores del operador positivo K son pre-

cisamente los coeficientes
〈

j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉−2

; para obtener K1/2 simplemente reem-

plazamoslos por
〈

j
j

l
0

∣∣∣∣
j
j

〉−1

. Con esta fórmula en mano, es un cálculo tedioso

comprobar que los signos signo(λj
l ) del cuantizador correspondiente son todos

igual a +1. Hecho eso, se obtiene el mismo cuantizador del Caṕıtulo 6. Luego
el método de estados coherentes es una ruta alternativa a la obtención de los
cuantizadores para el grupo SU(2).



8. Cuantización de Moyal para Grupos Compactos

Hay dos formas de generalizar un esto-
fado: agregar más agua, o agregar más
carne.

—G. G. Emch
8.1. Las órbitas coadjuntas de grupos compactos semisimples

8.1. El método de estados coherentes, esbozado en el caṕıtulo anterior para
el grupo SU(2), permite efectuar una cuantización de Moyal gobernado por un
grupo de Lie compacto cualquiera. La metodoloǵıa es idéntica a la del Caṕıtulo 7:
se construya un juego de estados coherentes, cuyo conjunto ı́ndice es una órbita
conjunta del grupo de Lie dado, y aśı se definen los śımbolos covariantes de
Berezin; luego se introducen los śımbolos contravariantes por dualidad; entonces
un proceso de interpolación permite identificar una clase de śımbolos intermedios,
que cumplen la deseada propiedad tracial.

Para efectuar este programa para un grupo de Lie general, tenemos que
tomar los siguientes pasos previos:
a) describir las órbitas coadjuntas;
b) identificar los estados coherentes parametrizados por una órbita dada;
c) describir una colección de funciones especiales que permiten calcular los

śımbolos en forma expĺıcita.
En el caso de G = SU(2), las órbitas son esferas, los estados coherentes ya

han sido descritas, y las funciones especiales básicas son los armónicos esféricos
sobre la esfera unitaria. En este caṕıtulo indicaremos cómo resolver los proble-
mas (a) y (b) para grupos compactos semisimples.

8.2. Para no hacer la exposición muy extensa, asumiremos en este caṕıtulo cierta
familiaridad con la teoŕıa de grupos de Lie compactos: los sistemas de ráıces, los
toros maximales, el peso máximo de una representación unitaria irreducible. Re-
mitimos al excelente texto de Broecker y tom Dieck [12] para mayor información
acerca de dichos temas.

Teniendo en cuenta las consideraciones acerca de las extensiones centrales
de G, supondremos desde el principio que G es conexo y simplemente conexo,
además de compacto. Esto excluye la posibilidad de que G contenga un sub-
grupo normal toral, y de hecho implica que G sea semisimple. Resulta entonces
que H2(g, R) = 0, aśı que no hace falta preocuparnos sobre las extensiones cen-
trales de G: las variedades simplécticas homogéneas son simplemente las órbitas
coadjuntas de G.

8.3. Por (3.12), sabemos que el espacio tangente Tu(G ·u) de la órbita coadjunta
de u ∈ g∗ es de la forma g/gu, donde gu = {X ∈ g : 〈u, [X, Y ]〉 = 0, ∀Y ∈ g }.
Ahora, como G es compacto, la forma de Killing (X, Y ) "→ Tr[ad(X) ad(Y )] es

86
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semidefinida negativa; como G es semisimple, esta forma es no degenerada. Por
lo tanto, su negativa:

〈X, Y 〉K := −Tr[ad(X) ad(Y )] (8.1)

es definida positiva sobre g; es decir, 〈·, ·〉K hace de g un espacio de Hilbert
real (finitodimensional). Si u ∈ g∗, el teorema de Riesz garantiza la existencia
de U ∈ g tal que 〈U, Y 〉K = 〈u, Y 〉 para todo Y ∈ g; y la correspondencia u "→ U
es un isomorfismo real-lineal de g∗ en g. (En otras palabras, (8.1) nos permite
identificar g∗ con g.) Ahora

〈u, [X, Y ]〉 = 〈U, [X, Y ]〉K = Tr[ad(U) ad(Y ) ad(X)− ad(U) ad(X) ad(Y )]
= Tr[ad(X) ad(U) ad(Y )− ad(U) ad(X) ad(Y )] = 〈[U, X ], Y 〉K ,

aśı que gu = {X ∈ g : ad(X)U = 0 }. Como ad(X) = d
dt

∣∣
t=0

Ad(exp tX),
obtenemos

Gu = { g ∈ G : Ad(g)U = U }
= { g ∈ G : g exp(tU)g−1 = exp(tU), ∀t ∈ R } = ZG(T1)

donde ZG(T1) es el centralizador del toro T1 que es la adherencia del subgrupo
uniparamétrico { exp(tU) : t ∈ R }. (Obsérvese que T1 es compacto, conexo y
abeliano, luego es un toro, pero su dimensión puede ser mayor que 1.)

Como G es un grupo compacto y conexo, ZG(T1) es la unión de los toros
máximos de G que incluyen T1. Podemos elegir una cámara de Weyl (abierta)
K ⊂ g∗ (y por ende fijamos una colección de ráıces positivas de g) tal que u
esté en la adherencia de K. El toro T1 no es máximo si y solo si u queda en
una pared de K. Las órbitas coadjuntas “genéricas” entonces corresponden al
caso u ∈ K, y tienen dimensión máxima entre todas las órbitas coadjuntas, pues
dim(G · u) es máximo si y solo si dim(ZG(T1)) es mı́nimo si y solo si dim(T1) es
máximo si y solo si T1 es un toro máximo. Como todos los toros máximos del
grupo compacto G son conjugados, obtenemos para una órbita genérica:

G · u ≈ G/T,

donde T es un toro máximo fijo de G.

8.4. [Podemos precisar la estructura de G con un poco más de detalle, aunque
no será imprescindible para nuestro propósito inmediato. Decimos que la órbita
G · u es entera si la forma simpléctica ωu es entera, es decir, si tiene integrales
de valores enteros sobre 2-ciclos enteros. Por un teorema de Kostant [28], esto
ocurre cuando la forma real-lineal 2πiu: gu → iR se puede levantar a un carácter
χu: Gu → U(1) definido por χu(exp X) := e2πi〈u,X〉 para X ∈ gu. Estas órbitas
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corresponden a representaciones unitarias irreducibles de G por inducción holo-
morfa de χu. Más precisamente, el álgebra de Lie complexificada gC posee una
subálgebra compleja p que incluye la complexificación de gu y también los espa-
cios de ráıces de las ráıces positivas de G. Si P es el subgrupo “parabólico” de G
con álgebra de Lie p, entonces χu se extiende a una representación holomorfa
unidimensional de P . Esto da lugar, por inducción de χu, a una representación
holomorfa del grupo complexificado GC; su restricción a G es una representación
unitaria irreducible ρu de G.

Más aún, el teorema de Borel–Weil [40] dice que cada representación uni-
taria irreducible de G es obtenida por esta v́ıa, y que ρu y ρv son unitariamente
equivalentes si y solo si u y v quedan en la misma órbita coadjunta entera. Aśı,
si G · u es una órbita entera, tenemos

G · u ≈ G/ZG(T1) ≈ GC/P

que es una variedad de Kähler compacta; de hecho, es una de las llamadas
“variedades de bandera”.]

8.2. Estados coherentes y śımbolos para grupos compactos semisimples

8.5. Ahora sea π una representación unitaria irreducible fija de G, sobre el
espacio de Hilbert H; escribiremos d(π) := dim(H). El peso máximo de π
(respecto de una elección previa de la cámara de Weyl positiva K) es un elemento
u0 ∈ g∗. En la terminoloǵıa del párrafo anterior, la órbita M := G ·u0 es entera;
supongamos que esta órbita es genérica (es decir, u0 ∈ K), y que M = G/T ,
donde T es un toro máximo apropiado.

Sea |u0〉 ∈ H un vector de norma 1 tal que

π(exp tX)|u0〉 = e2πit〈u0,X〉|u0〉. (8.2)

El llamado “teorema del peso máximo” asegura que existen vectores no ceros que
cumplen (8.2) y que todos son proporcionales, es decir, forman un subespacio
unidimensional de H.

Si x ∈ H es un vector de norma 1 cualquiera, definimos P (x) ∈ g∗ por:

〈P (x), Y 〉 := −i
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈x | π(exp tY ) | x〉.

(P es una “aplicación momento” para la acción de G sobre la esfera unitaria
de H.) Se ve que 〈P (π(g)x), Y 〉 = 〈P (x), Ad(g)Y 〉, aśı que

P (π(g)x) = g · P (x). (8.3)
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Además P−1(u0) = { eiθ|u0〉 : eiθ ∈ T }, por las propiedades de vectores de peso
máximo. Esto es suficiente para poder concluir que

P−1(M) = { π(g)|u0〉 : g ∈ G },

porque P (x) = g · u0 si y solo si P (π(g−1)x) = u0 si y solo si x = π(g) eiθ|u0〉 =
π(g)π(h)|u0〉 para algún h ∈ Gu0 , ya que u0 es un peso (real) de π.

8.6. Definición. Ahora, para cada u ∈ M = G · u0, elijamos gu ∈ G tal que
gu · u0 = u y gu0 = 1, y tal que u "→ gu sea una sección boreliana del fibrado
G → G · u0. (La órbita coadjunta M está dotada de una medida de Liouville G-
invariante dµ, cuya normalización será especificado abajo.) Definimos entonces
los estados coherentes para la representación π por:

|u〉 := π(gu)|u0〉 ∈ H.

La equivariancia (8.3) de P muestra que P (|u〉) = u para todo u ∈ G · u0, aśı
que |u〉 es determinado por u salvo por un múltiplo por un elemento de T.

Podemos entonces definir el śımbolo covariante de Berezin:

QA(u) := 〈u | A | u〉,

para u ∈ G · u0, A ∈ L(H). De ahora en adelante, el argumento para la cons-
trucción de los śımbolos PA y WA es idéntica al procedimiento empleado en el
Caṕıtulo 7 en el caso G = SU(2). Lo único que debemos hacer es asegurarnos
que no se pierde información al sustituir QA en lugar de A. Para ese efecto, com-
probaremos la univocidad del śımbolo covariante con un argumento inductivo,
debido a Wildberger [51].

8.7. Lema. La correspondencia A "→ QA : L(H) → L2(M, dµ) es uno-a-uno.

Demostración: Para cada ráız positiva α de g podemos elegir vectores Xα ∈ gα,
Yα ∈ g−α (para la notación, remitimos a [12]) tales que

〈x | dπ(Xα〉y) = 〈dπ(Yα)x | y〉 para todo x, y ∈ H.

Dotamos el conjunto de pesos (complejos) de π de una orden parcial por: v > w
si y solo si v−w = c1α1 + · · ·+ ckαk, donde {α1, . . . , αk } son las ráıces simples
de g y c1, . . . , ck son enteros no negativos, no todos cero. Hay un elemento
máximo λ para este orden, a saber, la extensión compleja de la forma real-lineal
2πiu0 sobre el álgebra de Lie del toro máximo T . Ordenamos pares de pesos
lexicográficamente por: (v, v′) > (w, w′) si v > w ó si v = w y v′ > w′. Sea
Hv ⊂ H el espacio de peso de v; entonces L(H) =

⊕
v,w Lvw, donde Lvw es el

espacio vectorial generado por { |x〉〈y| : x ∈ Hv, y ∈ Hw }. Para A ∈ L(H), sea
A =

∑
v,w Avw la decomposición correspondiente de A, con Avw ∈ Lvw.
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La representación σ := π⊗ π̄ actúa sobre L(H) por σ(g)A := π(g)Aπ(g−1).
Para X ∈ gC, tenemos dσ(X)A = dπ(X)A−Adπ(X). En particular,

dσ(Xα)|x〉〈y| = |dπ(Xα)x〉〈y| − |x〉〈dπ(Yα)y|,
dσ(Yα)|x〉〈y| = |dπ(Yα)x〉〈y| − |x〉〈dπ(Xα)y|. (8.4)

Tomamos ahora A ∈ L(H) con A '= 0, pero con QA = 0 en L2(M, dµ) (si
esto fuera posible). Entonces 〈u | σ(g)A | u〉 = 〈g−1 · u | A | g−1 · u〉 = 0 para
g ∈ G, aśı que 〈u | dσ(X)A | u〉 = 0 para u ∈M , X ∈ g.

Sea (ξ, η) un par máximo de pesos tales que exista A con QA = 0 y Aξη '= 0.
Si ξ < λ, entonces Aξη =

∑m
i=1 |xi〉〈yi|, donde { y1, . . . , ym } es una base para

Hη y xi ∈ Hξ con x1 '= 0. Como η < λ y π es irreducible, dπ(Xα)x1 '= 0 para
alguna ráız positiva α. Pero entonces dσ(Xα)A tiene śımbolo covariante cero y
por (8.4) tiene un componente (ξ +α, η) no cero, violando la maximalidad de ξ.
Luego ξ = λ.

Ahora, si η < λ entonces Aλη = |x〉〈y| con x ∈ Hλ, y ∈ Hη y y '= 0; para
alguna ráız positiva α, tenemos entonces que dσ(Yα)A tiene śımbolo covariante
cero y un componente (λ, η + α) no cero, violando la maximalidad de η. Luego
η = λ; se concluye que Aλλ es un escalar no cero.

Tenemos |u0〉 ∈ Hλ, y por lo tanto

QA(u0) = 〈u0 | A | u0〉 = Aλλ〈u0 | u0〉 '= 0,

lo cual contradice QA = 0. Se concluye que QA = 0 solo si A = 0.

8.3. Cuantizadores para grupos compactos semisimples

8.8. Introducimos ahora el śımbolo contravariante. Sea K := {QA : A ∈ L(H) }
el espacio de śımbolos; es un subespacio finitodimensional de L2(M, dµ), con
dim(K) = dim(L(H)) = d(π)2. La forma lineal QB "→ Tr[A∗B] sobre K es dada,
en vista del teorema de Riesz, por QB "→ 〈PA | QB〉 para un único elemento
PA ∈ K; esta definición de PA es suficiente para comprobar el análogo de (7.10):

∫

M
PA(u)QB(u) dµ(u) = Tr[AB]. (8.5)

Ahora podemos precisar la normalización de la medida dµ. Tenemos QI = 1 y
queremos tener PI = 1 también. Al colocar A = B = I en (8.5), se ve que la
condición necesaria y suficiente para eso es:

µ(M) :=
∫

M
dµ(u) = d(π). (8.6)

(Para G = SU(2), π = πj , tenemos d(π) = 2j + 1; de ah́ı el factor de (2j + 1) en
la fórmula para la medida dµj .)
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Introducimos K ∈ L(K) por K(QA) := PA. De (7.11), que es válido
en el caso general, vemos que K es definida positiva. Introducimos finalmente
WA := K1/2(QA) = K−1/2(PA). La demostración del Teorema 7.16 se transfiere
sin cambio al caso general para mostrar que este último śımbolo cumple, mutatis
mutandis, las cuatro propiedades requeridas de una cuantización de Moyal.

8.9. Si hacemos WA =: Tr[AΩ(·)], obtenemos que Ω cumple (6.1). En fin, existe
un cuantizador de Stratonovich–Weyl por la cuaterna (G, π, M, dµ), donde G
es un grupo compacto simplemente conexo, π es una representación unitaria
irreducible de G cuyo peso máximo pertenece al interior de la cámara de Weyl,
M ≈ G/T es una órbita coadjunta genérica y dµ es la medida de Liouville
sobre M normalizada por (8.6).

8.10. No está fuera de lugar preguntar si WA posee una expresión más expĺıcita,
análoga a la fórmula (7.17) para SU(2). Es posible desarrollar el formalismo
que condujo a (7.17) para cualquier grupo compacto semisimple, toda vez que
encontremos las generalizaciones adecuadas de los armónicos esféricos Ylm y los
coeficientes de Clebsch–Gordan. Ahora, la búsqueda de coeficientes de Clebsch–
Gordan para grupos compactos generales es un camino trillado; podemos remitir,
por ejemplo, a [5]. Una complicación nada trivial es que en el caso general, las
subrepresentaciones del producto tensorial π ⊗ π̄ tienen multiplicidad mayor
que 1:

π ⊗ π̄ ∼
⊕

γ

nπ(γ) γ,

donde γ recorre las (clases de equivalencia de) representaciones unitarias irre-
ducibles de G presentes en la descomposición de π⊗π̄, y nπ(γ) es la multiplicidad
de γ en dicha descomposición. Hay fórmulas recursivas que permiten calcular
nπ(γ); vea, por ejemplo, [27]. El cálculo expĺıcito de los coeficientes de Clebsch–
Gordan para los grupos clásicos es, hoy en d́ıa, una subindustria del álgebra
simbólica.

8.11. La generalización de los armónicos esféricos es menos evidente. Estas
seŕıan funciones sobre órbitas conjuntas G/T que tengan propiedades de cova-
riancia adecuadas respecto de la acción coadjunta de G, y que formen una base
ortonormal para L2(G/T, dµ). Los que ocurren en el análisis del cuantizador
para (G, π, G/T, dµ) tienen ind́ıces (γ, r, m), donde γ es una subrepresentación
de π ⊗ π̄, r = 1, . . . , nπ(γ), y m = 1, . . . , d(γ). Una definición tentativa seŕıa:

Yγrm(u) :=

√
d(γ)
d(π)

Dγ
kr(gu), (8.7)

en donde los Dγ
kr(g) son entradas de la matriz de γ(g). (Resulta que nπ(γ) ≤

d(γ), para que las distintas r puedan corresponder a diversas columnas de la
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matriz de γ(g).) En [21] se comprueba que esta definición conduce a fórmulas
que generalizan (7.17) a órbitas de grupos compactos semisimples.

8.12. Un último cabo suelto es la búsqueda de una sección adecuada u "→ gu

del fibrado G "→ G/T . Es sabido que este fibrado no admite secciones continuas;
pero como solo queremos calcular integrales respecto de la medida de Liouville,
es suficiente que nuestra sección sea continua fuera de algún conjunto de medida
cero. (Para SU(2) → S2, la sección (θ, φ) "→ (φ, θ, 0) es continua salvo en los
polos norte y sur, que forman un conjunto de codimensión dos y de área cero.)
La solución de este problema vendrá dada por una parametrización de G por
ángulos de Euler generalizados (θ1, φ1, . . . , θm, φm;ψ1, . . . , ψk), con k = dimT ,
m = (dimG − dimT )/2, donde los últimos k ángulos parametrizan el toro
máximo T . Con esta parametrización, podemos tomar u = (θ1, φ1, . . . , θm, φm),
gu = (θ1, φ1, . . . , θm, φm; 0, . . . , 0) para expresar funciones como (8.7) expĺıcita-
mente en términos de coordenadas angulares de la variedad de bandera G/T .

Debemos mencionar el trabajo de Chacón y Moshinsky [16], que es al pare-
cer el primer ensayo de un cálculo de esta naturaleza para el grupo 8-dimensional
SU(3). De sus fórmulas, se percibe que los armónicos esféricos generalizados son
combinaciones lineales de productos de armónicos esféricos usuales, cuyas expre-
siones dependen de los parámetros elegidos.

Curiosamente, los trabajos acerca de ángulos de Euler para grupos com-
pactos generales no abundan; pero se pueden calcular estos ángulos en algunos
casos. En el Apéndice B, exponemos el método de Shatashvili para G/T =
SU(n)/Tn−1, que produce una parametrización angular a partir de un algo-
ritmo de “reducción simpléctica”. Sin duda, el método puede aplicarse a los
demás grupos simples también; podemos afirmar, entonces, que el problema de
cuantización de Moyal para grupos compactos admite una solución completa.



Apéndice A. Cuantización sobre el Disco de Poincaré

Mientras aprend́ıa la teoŕıa yo mismo,
me pareció buena idea exponer sobre
SL(2, R).

—S. Lang

A.1. En este apéndice indicamos brevemente (sin demostraciones) un ejemplo
de cuantización de Moyal de un grupo no compacto semisimple: G = SL(2, R).
Hay familias de estados coherentes para los diversos representaciones unitarias
irreducibles de este grupo, cuyas construcciones están expuestas en el libro de
Perelomov [36]. El método del Caṕıtulo 8 puede adaptarse para el caso de
las llamadas “series discretas” de representaciones. Nuestros estados coherentes
difieren de los de Perelomov por ciertos factores de normalización; esto hace más
sencillo el cálculo del cuantizador de Stratonovich–Weyl.

A.2. Definición. Para simplificar la notación, usamos el isomorfismo conocido
entre los grupos SL(2, R) y SU(1, 1) dado por la “transformación de Cayley”

θ(g) := CgC−1 para g ∈ SL(2, R), donde C :=
1√
2

(
1 −i
−i 1

)
∈ SU(2). La se-

rie discreta (holomorfa) de representaciones unitarias irreducibles de SU(1, 1)
es la familia { πk : k = 1, 3

2 , 2, 5
2 , 3, . . . } dada por la fórmula (2.12). El espacio

de Hilbert es Hk := L2
hol(D, dλk(ζ)), donde D es el disco { ζ ∈ C : |ζ| < 1 } y

dλk(ζ) := 2k−1
π (1− |ζ|2)2k−2 d8ζ d9ζ.

La órbita coadjunta correspondiente puede identificarse con D también.
(Esta órbita es un componente de una hiperboloide de dos mantos en su(1, 1); la
identificación con D se efectúa por una proyección estereográfica). En el disco,
en cuanto órbita coadjunta, usamos la coordenada compleja η ≡ th(1

2τ) eiφ. La
medida de Liouville (con normalización apropiada) es

dµk(η) :=
2k − 1
π

(1− |η|2)−2 d8η d9η =
2k − 1
π

sh τ dτ dφ.

El espacio de Hilbert Hk tiene la base ortonormal:

ψm(ζ) :=
(

m + 2k − 1
m

)1/2

ζm (m = 0, 1, 2, . . .).

Su núcleo reproductor es Ik(ω, ζ̄) =
∑∞

m=0 ψm(ω)ψm(ζ) = (1− ωζ̄)−2k.

A.3. Los estados coherentes para la representación πk son dados por:

|η〉(ζ) := R(η)−2k(1− ζη̄)−2k, R(th 1
2τ eiφ) ≡ ch 1

2τ eiφ/2.
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F́ıjese que |R(η)|−2 = sech2(1
2τ) = 1− |η|2. Se puede comprobar que:
∫

D
|η〉〈η| dµk(η) = I,

y además que 〈ξ | η〉 =
{
R(ξ̄)R(η)(1 − ξη̄)

}−2k, aśı que

∣∣〈ξ | η〉
∣∣2 =

(
|1− ξη̄|2

(1− |ξ|2)(1 − |η|2)

)−2k

= {ch d(ξ, η)}−4k,

donde d(ξ, η) denota la función de distancia hiperbólica sobre el disco de Poincaré
D. Si escribimos T ≡ Tξη := 2d(ξ, η), obtenemos:

∣∣〈ξ | η〉
∣∣2 = {chd(ξ, η)}−4k =

(
1 + chTξη

2

)−2k

.

La fórmula de adición de la trigonometŕıa hiperbólica es:

chTξη = ch τ ch τ ′ − sh τ sh τ ′ cos(φ− φ′),

cuando η = th 1
2τ eiφ, ξ = th 1

2τ
′ eiφ′

.

A.4. El núcleo reproductor para L2(D, dµk(η)) es dado por

I(ξ, η) =
∫ ∞

0
P− 1

2 +iσ(ch Tξη)σ thπσ dσ. (A.1)

donde los P− 1
2+iσ son funciones de Legendre [29]. Para comprobar (A.1), es

cuestión de notar que la descomposición espectral del laplaciano sobre D es
dado [43, p. 202] por:

−∆ =
∫ ∞

0
(1
4 + σ2)Eσ dσ,

donde los proyectores espectrales tienen el núcleo:

Eσ(η, ξ) := σ th πσ P− 1
2+iσ(chTηξ).

El integrando en (A.1) puede desarrollarse como una serie de “armónicos
hiperbólicos”:

P− 1
2+iσ(chTξη) =

∞∑

m=−∞
(−1)mPm

− 1
2 +iσ(ch τ)P−m

− 1
2+iσ

(ch τ ′) eim(φ−φ′).

A.5. Los śımbolos de Berezin QA, PA de un operador A ∈ L(Hk) se definen por

QA(η) := 〈η | A | η〉, A =:
∫

D
PA(η) |η〉〈η| dµk(η).
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Como en (7.12), obtenemos

QA(ξ) =
∫

D

∣∣〈ξ | η〉
∣∣2 PA(η) dµk(η). (A.2)

Al emplear de nuevo la notación K(QA) := PA, vemos que
∣∣〈ξ | η〉

∣∣2 es el núcleo
del operador K−1 (que actúa sobre el subespacio cerrado de L2(D, dµk) generado
por los QA). Para obtener una expresión para K, es cuestión de invertir la
transformación (A.2). Esto se logra mediante la fórmula de inversión de Mehler–
Fock [29, p. 221]:

∣∣〈ξ | η〉
∣∣2 =

(
1 + ch Tξη

2

)−2k

=
∫ ∞

0
fk(σ)P− 1

2+iσ(ch Tξη)σ thπσ dσ

⇐⇒ fk(σ) =
∫ ∞

0

(
1 + ch T

2

)−2k

P− 1
2+iσ(ch T ) sh T dT

=
∫ ∞

1

(
1 + x

2

)−2k

P− 1
2+iσ(x) dx. (A.3)

La expansión de este núcleo utiliza el hecho de que, debido a la covariancia de
los śımbolos Q? y P?, el operador K conmuta con el laplaciano ∆. Luego K1/2

también conmuta con ∆, y (por cálculo espectral) podemos desarrollo su núcleo
en la forma:

K1/2(η, ξ) =
∫ ∞

0
[fk(σ)]−1/2P− 1

2+iσ(ch Tξη)σ th πσ dσ. (A.4)

A.6. [Se puede considerar
√

fk(σ) como un coeficiente de Clebsch–Gordan para
SU(1, 1) [34]. El producto tensorial de representaciones πk ⊗ π̄k admite una
decomposición:

πk ⊗ π̄k ∼
∫ ⊕

(0,∞)
π+

iσ σ thπσ dσ,

donde π+
iσ denota una representación de la serie principal de SU(1, 1).]

A.7. De (A.4) obtenemos una receta para el cuantizador:

Ωk(η) =
∫ ∞

0
[fk(σ)]−1/2

∫

D

∞∑

m=−∞
(−1)mP−m

− 1
2+iσ

(ch τ ′)e−imφ′
|ξ〉〈ξ| dµk(ξ)

× Pm
− 1

2+iσ(ch τ)eimφ σ thπσ dσ

=
∫ ∞

0
[fk(σ)]−1/2

∫

D
P− 1

2 +iσ(ch Tξη) |ξ〉〈ξ| dµk(ξ)σ thπσ dσ.
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Por lo tanto, el problema de hallar el cuantizador Ωk se reduce al de calcular
fk(σ). De (A.3) y unas tablas de transformadas de Mehler–Fock [19, p. 504]
obtenemos:

fk(σ) =
Γ(2k − 1

2 + iσ)Γ(2k − 1
2 − iσ)

((2k − 1)!)2
.

De la conocida fórmula:

Γ(1
2 + iσ)Γ(1

2 − iσ) = π sechπσ,

obtenemos

f1(σ) = Γ(3
2 + iσ)Γ(3

2 − iσ) = (1
4 + σ2)π sechπσ,

f3/2(σ) = Γ(5
2 + iσ)Γ(5

2 − iσ) = 1
4 (9

4 + σ2)(1
4 + σ2)π sechπσ,

y en general:

fk(σ) =
π sechπσ

((2k − 1)!)2

2k−1∏

j=1

((j − 1
2 )2 + σ2).

El cálculo de śımbolos QA, PA y WA := K1/2(QA) se reduce aśı a la evaluación
de transformadas de Mehler–Fock. De esta forma, vemos una vez más que la
cuantización de Moyal nos conduce de manera natural a la teoŕıa de funciones
especiales.

A.8. [Hay otras cuantizaciones del espacio de fases D en la literatura. El método
de los Unterberger [44] generaliza la cuantización de Weyl de una forma distinta
a la nuestra: se observa que los operadores de Grossmann y Royer (5.10) dan
simetŕıas geodésicas de Rn: ζ "→ 2q−ζ. De hecho, si definimos Ω(0) como el ope-
rador ψ(ζ) "→ 2nψ(−ζ), y Ω(u) (para u '= 0 en R2n) por covariancia bajo H̃(n),
obtenemos precisamente los operadores de Grossmann y Royer. Este hecho mo-
tivó a los Unterberger a proponer un algoritmo que en nuestro lenguaje consiste
en tomar [Ω′

k(0)ψ](ζ) := 2ψ(−ζ) (ya que ζ "→ −ζ es la simetŕıa geodésica en el
origen del disco de Poincaré), y en definir Ω′

k(g · 0) := πk(g)Ω′
k(0)πk(g−1) para

g ∈ SU(1, 1). El cuantizador dado por este Ansatz es evidentemente covariante.
En un interesante trabajo, Avila [3] ha mostrado que

Tr[Ω′
k(0)Ω′

k(η)] = 2
(

sech τ
1 + th τ

)2k 1 + th τ
th τ

,

de donde se concluye que Ω′
k no es tracial, ya que el lado derecho no es propor-

cional a δ(ch τ − 1) (aunque se aproxima a esta distribución cuando k → ∞).
Esto demuestra que la generalización de la cuantización de Weyl propuesta por
los Unterberger es distinta a la nuestra.]



Apéndice B. Coordenadas Canónicas en Orbitas Coadjuntas

Un analista funcional es, primero y
ante todo, un analista, y no una especie
degenerada de topólogo.

—E. Hille
B.1. Las órbitas coadjuntas genéricas de SU(n)

B.1. Como señalamos al final del Caṕıtulo 8, la resolución expĺıcita del problema
de cuantización de Moyal para grupos compactos depende en parte de una buena
elección de coordenadas en sus órbitas coadjuntas. Indicaremos en este Apéndice
como hallar coordenadas apropiadas para órbitas coadjuntas genéricas del grupo
compacto simple SU(n), que generalizan las coordenadas canónicas (cos θ, φ)
de la esfera S2. El método fue bosquejado en un trabajo reciente acerca de la
cuantización por integrales de camino sobre espacios de fases compactos [2], y lo
hemos bautizado el “método de Shatashvili”.

B.2. Sea G un grupo de Lie. En una vecindad V de la identidad e de G, se
puede expresar g ∈ V como exponencial: g =: exp(a1X1 + · · · + anXn), donde
{X1 . . . , Xn} es una base del álgebra de Lie g de G. Un cálculo formal nos da la
siguiente fórmula:

g−1 dg = da1 X1 + da2 X2 + · · · + dan Xn (B.1)

(porque los aj son funciones de g, bien definidas en V ). Esto es una forma
diferencial con valores (vectoriales) en el álgebra de Lie g de G, llamado la forma
de Maurer–Cartan.

Si h es un elemento fijo de G, tenemos

(hg)−1 d(hg) = g−1h−1(h dg) = g−1 dg,

aśı que la forma (B.1) es invariante bajo traslaciones a la izquierda g "→ hg.
(En general, d(hg) = h dg + (dh)g, pero aqúı dh = 0 pues h es constante). La
forma de Maurer–Cartan es, pues, una 1-forma sobre G con valores en g, que es
invariante bajo traslaciones a la izquierda.

B.3. Queremos hallar una buena parametrización del grupo G. Si T denota un
toro máximo de G, y dimT = k, los parámetros angulares para T son obvios;
falta hallar un juego de parámetros para el cociente G/T . Vimos en el Caṕıtulo 8
que este cociente es una órbita coadjunta (de dimensión máxima) de G y por
ende es una variedad simpléctica. Si ω denota su forma simpléctica G-invariante
y 2m = dimG− k es su dimensión, su forma de volumen (medida de Liouville)
es ω ∧ · · · ∧ ω (m veces). Luego se requiere una expresión expĺıcita de ω en
coordenadas canónicas.
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B.4. Para G = SU(n), tenemos k = n− 1, y T es el toro de matrices diagonales
unitarias de determinante 1:

t =





eiψ1 0 . . . 0
0 eiψ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . eiψn



 , ψ1 + · · · + ψn ≡ 0 (mod 2π).

La conjugación de los toros máximos de SU(n) es el hecho conocido de que
cualquier matriz unitaria es diagonalizable, mediante conjugación con otra matriz
unitaria.

B.5. Por ser SU(n) compacto y semisimple, la negativa de la forma de Killing
〈X, Y 〉K := −Tr(ad(X) ad(Y )) es una forma bilineal definida positiva sobre
su(n), que nos permite identificar su(n)∗ con su(n).

Para el álgebra de Lie su(n), resulta que

〈X, Y 〉K = −Tr(XY ), para todo X, Y ∈ su(n),

y la acción coadjunta adopta la forma

−Tr((g · u)X) = −Tr(u Ad(g−1)X) = −Tr(ug−1Xg) = −Tr(gug−1X);

terminamos con la simple receta:

g · u = gug−1, para todo g ∈ SU(n), u ∈ su(n)∗,

ya que Tr(AX) = Tr(BX) para todo X si y solo si A = B. Obsérvese que (por
ser SU(n) semisimple) la forma matricial de las acciones adjunta y coadjunta
coinciden.

B.6. Ahora sea u0 una matriz diagonal con entradas imaginarias cuya suma es
cero. Entonces u0 pertenece al álgebra de Lie de T , que es un subespacio del
álgebra de Lie su(n). Por la discusión anterior, podemos considerar u0 como
elemento de la coálgebra su(n)∗ también.

El grupo de isotroṕıa Gu0 , es { g ∈ G : g · u0 = u0 } = { g ∈ G : gu0g−1 =
u0 } = { g ∈ G : gu0 = u0g }. Las matrices (unitarias o no) que conmutan con
una matriz diagonal dada se descomponen en bloques r×r, un bloque para cada
autovalor de la matriz diagonal que sea r veces repetida. El caso genérico es que
u0 tenga entradas diagonales distintas, y en dicho caso obtenemos gu0 = u0g si
y solo si g es también diagonal. Es decir: Gu0 = T cuando u0 tenga autovalores
distintos.

Si u0 = diag[im1, im2, . . . , imn], con m1 + m2 + · · · + mn = 0, podemos
suponer que

m1 > m2 > · · · > mn. (B.2)
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Si no, sea σ ∈ Sn la permutación que reordena {m1, m2, . . . , mn} en orden
descendente, y sea gσ la “matriz de permutación” (unitaria) con entradas (i, σ(i))
iguales a 1 y las otras entradas cero; es det(gσ) = εσ = ±1, aśı que εσgσ ∈ SU(n)
y u′

0 := (εσgσ)u0(εσgσ)−1 tiene autovalores que śı cumplen (B.2). En adelante,
supondremos que los autovalores imk de u0 cumplen las desigualdades (B.2).

B.2. Expresión en coordenadas de la forma simpléctica invariante

B.7. La forma simpléctica invariante ω sobre la órbita coadjunta SU(n)/T es
una 2-forma diferencial cerrada no degenerada. La condición dω = 0 abre la
posibilidad de que ω = −dα en un sistema de coordenadas locales sobre la
órbita, donde α es una 1-forma invariante. Ahora, una 2-forma invariante es una
combinación matricial de las 2-formas invariantes dai∧daj , aśı que se espera que
ω tenga una dependencia cuadrática de la forma de Maurer–Cartan. De hecho,
en la órbita SU(n) · u0, ω es dado por la fórmula:

ωg·u0 = 1
2 Tr(u0[g−1 dg, g−1 dg]).

Este corchete de dos 1-formas (con valores en su(n)) debe interpretarse, en vista
de (B.1), como

ωg·u0 = 1
2

∑

i,j

Tr(u0[Xi, Xj ]) dai ∧ daj .

B.8. Si u0, Xi, Xj ∈ su(n), estas son matrices antihermı́ticas de traza cero, aśı
que

−Tr(u0XiXj) = Tr(u∗
0X

∗
i X∗

j ) = Tr(XjXiu0) = Tr(u0XjXi);

por ende,

1
2 Tr(u0[Xi, Xj ]) = 1

2 Tr(u0XiXj − u0XjXi) = 8Tr(u0XiXj),

y entonces
ωg·u0 = 8Tr(u0 g−1 dg ∧ g−1 dg). (B.3)

Además, como g ∈ SU(n) es unitario, tenemos g∗g = I; al derivar, obtenemos
dg∗ g+g∗ dg = 0, o bien dg∗ g = −g∗ dg = −g−1 dg. Empleando esta observación,
podemos reescribir (B.3) en la forma

ωg·u0 = −8Tr(u0 dg∗ g ∧ g−1 dg) = −8Tr(u0 dg∗ ∧ dg)

= −i
n∑

k=1

mk dḡk ∧ dgk, (B.4)

donde los gk denotan las columnas de la matriz unitaria g. La “8” desaparece
pues dḡk ∧ dgk = −dgk ∧ dḡk, aśı que el lado derecho de (B.4) es real, habido
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cuenta del factor (−i); y la expresión dḡk ∧ dgk significa
∑n

i=1 dḡik ∧ dgik, vale
decir, se emplea el producto escalar de las dos columnas.

(Podemos notar que la expresión (B.4) de ω nos dice que dω = 0, pues ω es
una combinación lineal de expresiones de tipo df ∧ dh.)

Obsérvese también que ω puede escribirse en la forma ω = −dα, donde

α =
i

2

n∑

k=1

mk(ḡk · dgk − gk · dḡk) :=
i

2

n∑

j,k=1

mk(ḡjk dgjk − gjk dḡjk), (B.5)

porque una aplicación de la derivada exterior d al lado derecho de (B.5) da el
negativo de (B.4). Hay que tener en cuenta que las “coordenadas locales” gjk, ḡjk

no son parámetros del punto g ·u0 de la órbita, sino más bien del espacio Cn×n ∼=
R2n2

de todas las matrices complejas, aśı que muchas de esas coordenadas son
redundantes. Lo que falta hacer es eliminar sistemáticamente esas redundancias,
cambiando el sistema de coordenadas según las exigencias de dicha eliminación,
para terminar con una expresión de ω análoga a la de (B.4), pero sin coordenadas
supérfluas. Este es un ejemplo del proceso llamado “reducción simpléctica”.

B.3. El algoritmo de reducción simpléctica

B.9. Ahora viene el paso principal: podemos considerar (B.4) como una 2-forma
cerrada sobre R2n2

, cuyas coordenadas son las partes reales e imaginarias de las
entradas de la matriz g, y debemos reducirla a una 2-forma cerrada sobre la
órbita SU(n) · u0, cuyo punto general es de la forma u = g · u0.

Para eliminar las redundancias en las coordenadas matriciales, notamos
primero que la unitariedad de la matriz g se expresa mediante las ecuaciones
cuadráticas:

ḡk · gk = 1, (k = 1, 2, . . . , n); (B.6a)
ḡi · gj = 0, (i '= j). (B.6b)

(Es decir, g es unitaria si y solo si sus columnas forman una base ortonormal
de Cn.) Esto da un total de n2 ecuaciones entre las coordenadas gij , ḡij de g:
se obtiene n ecuaciones de (B.6a), y otras (n2 − n) ecuaciones de (B.6b). La
dimensión de la órbita es

dim(SU(n)/T ) = dimSU(n)− dimT = (n2 − 1)− (n− 1) = n2 − n.

Luego hacen falta n ecuaciones suplementarias para caer en una subvariedad
de R2n2

de la misma dimensión que esta órbita.
Se trata, pues, de asociar un único elemento gu ∈ SU(n) a cada u ∈

SU(n)/T , de forma continua (la parametrización eventual será una función con-
tinua u "→ gu). Pero la aplicación cociente η: G → G/T no admite sección
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continua alguna. Afortunadamente, ya que buscamos identificar la medida de
Liouville sobre SU(n)/T , estaŕıamos dispuestos a sacrificar conjuntos de medida
cero. Si omitimos un conjunto “singular” de la órbita, cuyo complemento U es
abierto y denso en SU(n)/T , entonces śı podemos hallar una sección continua
u "→ gu para u ∈ U .

B.10. Afirmamos ahora que si u ∈ SU(n)/T , entonces se puede elegir g ∈ U(n)
tal que u = gu0g−1 y la última fila de la matriz g sea real. Porque si u = h · u0

para algún h ∈ SU(n), entonces sea hnk =: e−iψk |hnk| la expresión polar de los
elementos de última fila de h; sea t := diag[eiψ1 , eiψ2 , . . . , eiψn ] y coloque g := ht.
Como t es diagonal, es tu0t−1 = u0, aśı que gu0g−1 = hu0h−1 = h · u0 = u. El
tercer juego de ecuaciones que delimitan los parámetros de la órbita es entonces:

ḡnk − gnk = 0, (k = 1, 2, . . . , n). (B.6c)

Denotamos por g⊥ la matriz que se obtiene al reemplazar la última fila de g
por ceros. Si {e1, e2, . . . , en} denota la base estándar de Cn (las columnas de la
matriz identidad In), y si g⊥k es la k-ésima columna de g⊥, entonces g⊥k · en = 0.
Volviendo a (B.5), se ve que la condición (B.6c) suprime los términos con j = n,
aśı que se puede escribir

α =
i

2

n∑

k=1

mk(ḡ⊥k · dg⊥k − g⊥k · dḡ⊥k ). (B.7)

B.11. Proposición. Existen una matriz real n×(n−1), C (que depende de g)
y una base ortonormal {e′1, . . . , e′n−1, en} de Cn (que también depende de g) tales
que:

CT C = In−1, (B.8a)
CT u0C =: u′

0 es diagonal, (B.8b)
CCT = In − (gn)T gn, (B.8c)

g⊥k =
n−1∑

p=1

Ckpe′p. (B.8d)

Demostración: Notamos que la última fila gn de g es real, por hipótesis; luego
(gn)T gn es una matriz real n × n de rango 1. Como g es unitario, (gn)T es
un vector columna de norma 1 en Rn, y (gn)T gn es el proyector ortogonal so-
bre el subespacio unidimensional de Rn generado por este vector; por ende,
In − (gn)T gn es el proyector ortogonal sobre el complemento ortogonal de éste,
que es un subespacio de dimensión (n−1). Aśı, tanto CT C como CCT deben ser
proyectores ortogonales de rango (n− 1). La matriz C representa entonces una
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isometŕıa parcial de Rn−1 en Rn, cuyo rango es el subespacio mencionado de Rn.
Tales isometŕıas parciales existen: es cuestión de elegir bases ortonormales en
el dominio y en el rango, y ponerlos en correspondencia con una matriz C1. Si
P ∈ O(n − 1) es una matriz ortogonal (cambio de base ortonormal en el do-
minio Rn−1), entonces C1P es otra isometŕıa parcial que también cumple (B.8a)
y (B.8c).

Si CT
1 (−iu0)C1 no es diagonal, es de todas formas una matriz real simétrica.

Por ende es diagonalizable con una matriz ortogonal: tome P ∈ O(n−1) tal que
PT CT

1 (−iu0)C1P sea diagonal, con autovalores en orden decreciente, y coloque
C := C1P . Entonces u′

0 := CT u0C es una matriz diagonal (n − 1) × (n − 1)
imaginaria. Tenemos, pues,

u0 =





im′
1 0 . . . 0

0 im′
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . im′
n−1




, m′

1 ≥ m′
2 ≥ · · · ≥ m′

n−1.

Finalmente, colocamos e′p :=
∑n

j=1 Cjpg⊥j para p = 1, 2, . . . , n − 1. Es
evidente que e′p · en = 0 para todo p. Además tenemos:

ē′q · e′p =
n∑

i,j=1

CiqCjpḡ⊥i · g⊥j =
n∑

i,j=1

CiqCjp(ḡi − gnien) · (gj − gnjen)

=
n∑

i,j=1

CiqCjp(δij − gnignj) =
n∑

i,j=1

Ciq(CCT )ijCjp

= (CT CCT C)qp = (In−1)qp = δqp,

aśı que {e′1, . . . , e′n−1, en} es una base ortonormal de Cn. Ahora calculamos

n−1∑

p=1

Ckpe′p =
n∑

j=1

n−1∑

p=1

CkpCjpg⊥j =
n∑

j=1

(CCT )kjg
⊥
j

=
n∑

j=1

(δkj − gnkgnj)g⊥j = g⊥k − gnk

n∑

j=1

gnjg
⊥
j = g⊥k ,

porque la entrada l de la columna
∑n

j=1 gnjg⊥j es 0 si l = n, y si l < n es∑n
j=1 gnjglj = gn ·gl = ḡn ·gl = 0, porque las filas gn y gl de la matriz unitaria g

son ortogonales, y la fila gn es real. Luego se verifica (B.8d), y la Proposición
queda demostrada.

B.12. La matriz C es casi única, si los autovalores de u′
0 son distintos. Porque si

la matriz ortogonal P ′ es tal que CP ′ cumple (B.8) también, entonces P ′ conmuta
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con u′
0 y por la tanto es diagonal, por un argumento que hemos empleado antes.

Los únicos matrices ortogonales que son diagonales son los que tienen entradas
diagonales ±1. De ah́ı se ve que se puede cambiar el signo de cualquier columna
de C libremente, pero aparte de eso C es único, en el caso genérico de que los
autovalores de u′

0 resulten distintos.

B.13. Si volvemos ahora a la 1-forma α de (B.7), podemos reescribirla en la
forma:

α =
i

2

∑

k,p,q

mk{CkpCkq(ē′p · de′q − e′p · dē′q) + (ē′p · e′q) dCkp − (ē′p · e′q) dCkq}

=
1
2

n−1∑

p,q=1

(CT u0C)pq(ē′p · de′q − e′p · dē′q)

=
i

2

n−1∑

p=1

m′
p(ē

′
p · de′p − e′p · dē′p), (B.9)

ya que δpq dCkp − δpq dCkq = 0.
La matriz (n − 1) × (n − 1) formada por las columnas {e′1, . . . , e′n−1} al

remover la última fila (que consta de ceros) es una matriz unitaria en U(n− 1),
y podŕıamos volver a aplicar a esta matriz el proceso que hemos hecho con la
matriz g, si la fila (n−1) de la nueva matriz fuera real. En general, no lo es; pero
podemos multiplicar cada columna por un número complejo de valor absoluto 1
para que el resultado sea una matriz con última fila real. Sea e′n−1,p =: eiφ′

pg′n−1,p

con g′n−1,p real, para p = 1, . . . , n− 1. Coloque

g′rp := e−iφ′
pe′rp, p, r = 1, 2, . . . , n− 1.

Entonces g′ ∈ U(n − 1) tiene última fila real. Podemos volver a escribir (B.9)
como:

α =
i

2

n−1∑

p=1

m′
p{e−iφ′

p ḡ′p · d(eiφ′
pg′p)− eiφ′

pg′p · d(e−iφ′
p ḡ′p)}

= −
n−1∑

p=1

m′
p dφ′p +

i

2

n−1∑

p=1

m′
p(ḡ

′
p · dg′p − g′p · dḡ′p). (B.10)

La primera suma del lado derecho de (B.10) nos proporciona 2(n − 1)
párametros m′

1, . . . , m
′
n−1, φ

′
1, . . . , φ

′
n−1 para la órbita SU(n)/T . Faltan (n2 −

n)− 2(n− 1) = (n− 1)2− (n− 1) parámetros. Es evidente de la forma de (B.10)
que el proceso de reducción puede repetirse con la matriz g′ ∈ U(n−1), aplicando
la Proposición 1 para obtener una matriz C′ de tamaño (n− 1)× (n− 2) y una
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familia ortonormal {e′′1 , . . . , e′′n−2} que cumple las condiciones análogas a (B.8).
Entonces los autovalores ordenados {im′′

1 , . . . , im′′
n−2} de u′′

0 := C′T u′
0C

′ y los ar-
gumentos {φ′′1 , . . . , φ′′n−2} de los e′′n−2,r proporcionan nuevos parámetros para α:

α = −
n−1∑

p=1

m′
p dφ′p −

n−2∑

r=1

m′′
r dφ′′r +

i

2

n−2∑

r=1

m′′
r (ḡ′′r · dg′′r − g′′r · dḡ′′r ).

Al continuar las repeticiones de este proceso, llegamos finalmente a:

α = −
n−1∑

p=1

m′
p dφ′p −

n−2∑

r=1

m′′
r dφ′′r + · · · −m(n−1) dφ(n−1),

y luego la forma simpléctica ω = −dα alcanza su forma final:

ω =
n−1∑

p=1

dm′
p ∧ dφ′p +

n−2∑

r=1

dm′′
r ∧ dφ′′r + · · · + dm(n−1) ∧ dφ(n−1). (B.11)

Hay que notar, sin embargo, un detalle: los ángulos ψk, φ′p, φ′′r , etc. son
únicos solo si las entradas de las últimas filas gnj, g′n−1,q, etc. no son ceros;
luego, para evitar estas “singularidades de coordenadas polares”, hay que quitar
de la órbita, en cada etapa de la reducción, los puntos que corresponden a últimas
filas reales con algunas entradas cero. Lo que queda es el abierto denso U , en el
cual los parámetros m, φ están bien definidos.

B.14. Hay un total de (n − 1) + (n − 2) + · · · + 1 = 1
2n(n − 1) pares en esta

suma (B.11) (igual a 1
2 dim(SU(n)/T ). Luego la medida de Liouville es el pro-

ducto exterior de 1
2n(n− 1) copias de la 2-forma ω:

ω∧( 1
2 n(n−1)) = dm′

1 ∧ dφ′1 ∧ dm′
2 ∧ dφ′2 ∧ · · · ∧ dm(n−1) ∧ dφ(n−1).

B.4. El dominio de la parametrización canónica de la órbita

B.15. Es evidente que los variables angulares φ′p, φ′′r , etc. tienen variación en el
intervalo 0 ≤ φ(i)

j < 2π. La variación de los párametros m(i)
j es menos evidente.

Se trata de determinar la ubicación de los autovalores im′
1, . . . , im

′
n−1 de

la matriz CT u0C. Para mayor comodidad, dividimos por i y trabajamos con la
matriz real diagonal M := −iu0. Escribimos M ′ := −iu′

0 también. Necesitamos
un resultado conocido de álgebra lineal [22, p. 324].
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B.16. Proposición. Sea M = diag[m1, m2, . . . , mn] una matriz diagonal real
con autovalores en orden decreciente: m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mn. Sea C una matriz
real n× (n − 1) tal que CT C = In−1, CCT es un proyector ortogonal de rango
(n− 1), y tal que CT MC =: M ′ = diag[m′

1, m
′
2, . . . , m

′
n−1] sea también diagonal,

con autovalores en orden decreciente. Entonces valen las desigualdades:

m1 ≥ m′
1 ≥ m2 ≥ m′

2 ≥ m3 ≥ · · · ≥ mn−1 ≥ m′
n−1 ≥ mn. (B.12)

Demostración: Sea VC el subespacio de Rn, de dimensión (n− 1), generado por
las columnas de C. (Es decir, V es la imagen de la aplicación lineal de Rn−1

en Rn que corresponde a C.) Sea a ∈ Rn un vector de norma 1 ortogonal a V .
Las condiciones sobre CT C y CCT son equivalentes a que las (n−1) colum-

nas de C sean ortonormales en Rn. Luego los m′
p son valores particulares de

la forma cuadrática xT Mx, correspondientes a x = cp (la p-ésima columna
de C). Consideramos esta forma cuadrática sobre la esfera unitaria xT x = 1;
como función continua, alcanza un máximo en la esfera, lo cual es sup{ xT Mx :
xT x = 1 } = m1, su mayor autovalor. Para ver esto, escribe x =

∑n
k=1 λkek con∑n

k=1 λ
2
k = 1; entonces xT Mx =

∑n
k=1 mkλ2

k ≤
∑n

k=1 m1λ2
k ≤ m1, con igualdad

si x = e1. En particular, m′
1 = cT

1 Mc1 ≤ m1.
El mismo razonamiento muestra que

m′
1 = sup{ xT Mx : xT x = 1, x ∈ VC },

porque podemos escribir x ∈ V con xT x = 1 en la forma x =
∑n−1

p=1 µpcp con
∑n−1

p=1 µ2
p = 1, y entonces xT Mx =

∑n−1
p=1 m′

pµ
2
p ≤ m′

1.
Si W es el subespacio 2-dimensional de Rn generado por las columnas e1 y e2

de I, tenemos VC ∩W '= {0}; sea y un vector de norma 1 en VC ∩W . Entonces,
como y ∈W , es y = λ1e1+λ2e2 con λ2

1 +λ2
2 = 1, y yT My = m1λ2

1 +m2λ2
2 ≥ m2.

Pero como y ∈ VC , es y =
∑

p µpcp con
∑

p µ2
p = 1, y yT My =

∑
p m′

pµ
2
p ≤ m′

1.
Se concluye que m′

1 ≥ m2.
Si remplazamos el subespacio VC por un subespacio arbitrario V de di-

mensión (n − 1), vemos que m2 ≤ sup{ xT Mx : xT x = 1, x ∈ V } siempre; y
en el caso de que V sea generado por {e2, e3, . . . , en}, esta desigualdad se con-
vierte en igualdad. Hemos mostrado, entonces, la siguiente propiedad extrema
del segundo mayor autovalor de M :

m2 = inf{ sup{ xT Mx : xT x = 1, x ∈ V } : dimV = n− 1 }.

(Esta caracterización “minimax” de m2 es el “teorema de Courant y Fischer”,
que en el fondo es un caso particular del teorema espectral).

Hemos mostrado que m1 ≥ m′
1 ≥ m2. De igual manera obtenemos que

m′
2 = inf{ sup{ xT Mx : xT x = 1, x ∈ V } : V ⊂ VC , dim V = n− 2 },

m3 = inf{ sup{ xT Mx : xT x = 1, x ∈ V } : dimV = n− 2 }.
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y concluimos que m2 ≥ m′
2 ≥ m3; por repetición del argumento, llegamos final-

mente a (B.12).

B.17. Ahora abordamos el problema inverso: ¿cuáles valores permisibles de
m′

1, . . . , m
′
n−1 realmente ocurren? Es decir, dada la matriz M , y dada una

matriz diagonal M ′, de tamaño (n− 1)× (n− 1), cuyos autovalores cumplen las
desigualdades (B.12), ¿se podrá hallar una isometŕıa parcial C tal que CT MC =
M ′? La respuesta es positiva, si los autovalores de M son distintos, lo cual
podemos asumir sin dificultad. Además, hay un método constructivo [41, p. 280]
de hallar el vector a ortogonal a las columnas de C; y luego, por Gram–Schmidt
y diagonalización con una P ∈ O(n− 1), reconstruir la matriz C deseada.

B.18. Proposición. Sea M = diag[m1, m2, . . . , mn] una matriz diagonal real
n × n con autovalores en orden decreciente. Sea M ′ una matriz diagonal real
(n− 1)× (n− 1) cuyos autovalores cumplen las desigualdades (B.12). Entonces
hay una matriz n × (n − 1), C, tal que CT C = In−1 y CCT es un proyector
ortogonal de rango n− 1, y tal que CT MC =: M ′.

Demostración: La proposición es equivalente a demostrar la afirmación siguiente:
hay un subespacio VC de Rn, de dimensión (n−1), en la cual la forma cuadrática
xT Mx posee los autovalores dados. Como cualquier subespacio de dimensión
(n − 1) es de la forma { y ∈ Rn : y · a = 0 }, y entonces las columnas de C
completan una base ortonormal de Rn cuyo primer vector es a (lo cual siempre
es posible por Gram–Schmidt), el problema se reduce a hallar el vector unitario a,
en función de los m1, m2, . . . , mn.

Vemos primero el proceso inverso: calcular los m1, m2, . . . , mn en función
de las entradas del vector unitario a. Podemos suponer que an '= 0; luego, la
ecuación y · a = 0 de VC se traduce en yn = −(1/an)

∑n−1
k=1 akyk. Por lo tanto

yT My =
n−1∑

k=1

mky2
k +

mn

a2
n

(n−1∑

k=1

akyk

)2

. (B.13)

La ecuación de la esfera unitaria en VC se expresa en las variables y1, . . . , yn−1

aśı:
n−1∑

k=1

y2
k +

1
a2

n

(n−1∑

k=1

akyk

)2

= 1. (B.14)

Si analizamos la función cuadrática xT Mx sobre la esfera unitaria en Rn,
sus valores estacionarios son los autovalores de M . Esto se ve con el empleo de
multiplicadores de Lagrange: la esfera tiene ecuación xT x = 1, y las derivadas
parciales de la función L(x) = xT Mx − λxT x dan el sistema de ecuaciones
2Mx − 2λx = 0, y los valores admisibles del multiplicador λ son las soluciones
de la ecuación det(M − λI) = 0, es decir, λ = mk para algún k.
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Si restringimos esta función cuadrática a la intersección de la esfera uni-
taria con el hiperplano VC , hay dos métodos de hallar los valores estaciona-
rios. Primero, si usamos la base ortonormal {c1, . . . , cn−1}, el párrafo ante-
rior nos dice que los valores buscados son los autovalores m′

1, . . . , m
′
n−1 de la

restricción de la función a VC . Por otro lado, podemos usar las coordenadas
y1, . . . , yn−1 y hallar los valores de λ que anulan las derivadas parciales de la
función L(y) = (B.13)−λ(B.14). De nuevo obtenemos un sistema de ecuaciones
para y1, . . . , yn−1, cuyo determinante resulta ser

D(λ) =
G(λ)
a2

n

n∑

k=1

a2
k

mk − λ
, donde G(λ) :=

n∏

k=1

(mk − λ). (B.15)

Entonces las soluciones de la ecuación D(λ) = 0 son λ = m′
1, . . . , m

′
n−1, y esto

implica que D(λ) es proporcional a D1(λ) :=
∏n−1

p=1 (m′
p − λ). El cálculo de los

m′
p en términos de los ak se reduce al cálculo de los ráıces del polinomio (B.15).

Por otro lado, si los mk y los m′
p son dados, la búsqueda de los ak ya es pan

comido; porque los cocientes a2
k/a2

n (que son suficientes, ya que a es un vector
unitario) son proporcionales a los coeficientes bk del desarrollo de D1(λ)/G(λ)
en fracciones parciales :

D1(λ)
G(λ)

=
b1

m1 − λ
+

b2

m2 − λ
+ · · · + bn

mn − λ
.

Ahora los bk son dados por la conocida fórmula:

bk = lim
λ→mk

(mk − λ)D1(λ)
G(λ)

=
D1(mk)
G′(mk)

, (B.16)

y luego se toma a2
k = d bk, donde d es determinado por la condición

∑n
k=1 a2

k = 1.

B.19. Observése que el cálculo de los bk fracasa si hay un autovalor repetido
mj , ya que entonces G′(mj) = 0 y el denominador de (B.16) se anula. (Sin
embargo, las fórmulas generales obtenidas para el caso de autovalores distintas
pueden extenderse por continuidad al caso general.) También, obsérvese que al
final se obtuvo una determinación de los cuadrados de los ak, aśı que los signos
de los ak pueden ser elegidos a gusto (lo cual corresponde a cambiar los signos
de las columnas individuales de la matriz C).

B.5. Reconstrucción de la parametrización canónica

B.20. Ahora que conocemos un juego de coordenadas para un punto genérico
de la órbita SU(n)/T = SU(n) · u0, subsiste el problema inverso: dados los
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parámetros que representan un punto u ∈ SU(n)/T , hallar un elemento gu ∈ G
tal que u = gu ·u0, en función de esos mismos parámetros. Lo que hay que hacer
es correr el algoritmo de reducción al revés ! Resulta que está muy bien adaptado
a este camino regresivo.

Comenzamos con el caso sencillo de SU(2). Es u0 =
(

im 0
0 −im

)
con

m > 0. Entonces un punto genérico u de la órbita es dado por un par de
parámetros (m′, φ) con 0 ≤ φ < 2π y −m < m′ < m. El vector unitario e′1 es
ortogonal a e2 =

(
0
1

)
y arg(e′11) = φ, aśı que e′1 =

(
eiφ

0

)
, por ser este el único

vector unitario que cumple los requisitos. De la (B.8d) podemos reconstruir g⊥

si disponemos de la matriz C.
En este caso, C =

(
C1
C2

)
es una matriz 2×1 que debe cumplir (B.8a) y (B.8b).

Esto nos da:

C2
1 + C2

2 = 1,

mC2
1 −mC2

2 = m′, (B.17)

cuya solución es C1 = ±
√

(m + m′)/2m, C2 = ±
√

(m−m′)/2m. Elegimos el
signo positivo en ambos casos. Podemos eliminar las ráıces cuadradas si intro-
ducimos θ := arccos(m′/m), porque entonces se ve de (B.17) que la solución
tiene la forma C1 = cos 1

2θ, C2 = sen 1
2θ.

Ahora de (B.8d) obtenemos

g⊥1 = c1e
′
1 =
(

eiφ cos 1
2θ

0

)
, g⊥2 = c2e

′
1 =
(

eiφ sen 1
2θ

0

)
.

La segunda fila de g debe ser real y ortogonal a la primera, aśı que:

g =
(

eiφ cos 1
2θ eiφ sen 1

2θ
− sen 1

2θ cos 1
2θ

)
.

Esta matriz es unitaria pero no está necesariamente en SU(2), ya que su de-
terminante es eiφ. Recordamos que g = ht donde h ∈ SU(n) y t es unitaria y
diagonal, con det t = det g. Podemos tomar, por ejemplo, t = diag[e 1

2 iφ, e
1
2 iφ].

Llegamos a gu := h = gt−1 ∈ SU(2):

gu =
(

e
1
2 iφ cos 1

2θ e
1
2 iφ sen 1

2θ

−e−
1
2 iφ sen 1

2θ e−
1
2 iφ cos 1

2θ

)
.

Finalmente, para obtener la matriz más general ĝ tal que ĝ · u0 = gu · u0,
tenemos ĝ = gut′, donde t′ es cualquier elemento de G ·u0 = T . Para SU(2), tal
t′ es de la forma diag[e 1

2 iψ, e−
1
2 iψ ] para algún ángulo ψ con −2π < ψ ≤ 2π. De

ah́ı obtenemos

ĝ =
(

e
1
2 i(φ+ψ) cos 1

2θ e
1
2 i(φ−ψ) sen 1

2θ

−e
1
2 i(ψ−φ) sen 1

2θ e−
1
2 i(φ+ψ) cos 1

2θ

)
.



COORDENADAS CANONICAS EN ORBITAS COADJUNTAS 109

Se ve que el convenio m′ =: m cos θ identifica ψ, θ, φ con los ángulos de Euler
de SU(2).

B.21. En consecuencia, la medida de Liouville es proporcional a

ω = dm′ ∧ dφ = −m sen θ dθ ∧ dφ.

Los puntos singulares del sistema de coordenadas esféricas (θ, φ) son los polos
norte y sur en donde θ = 0 ó π, o lo que es lo mismo, m′ = ±m. El abierto
denso U ⊂ S2 es el conjunto cilindŕıco obtenido al quitar estos dos puntos de la
esfera.

B.22. Consideramos ahora el caso de SU(3). Tenemos u0 = diag[im1, im2, im3]
con m1 +m2 +m3 = 0. Los parámetros de la órbita son (m′

1, m
′
2, m

′′;φ′1, φ′2, φ′′),
donde m1 ≥ m′

1 ≥ m2 ≥ m′
2 ≥ m3 y además m′

1 ≥ m′′ ≥ m′
2. De nuevo

obtenemos (empezando en el último nivel) e′′1 = eiφ′′
e1. La matriz 2 × 1 C′

cumple
C′

1
2 + C′

2
2 = 1,

m′
1C

′
1
2 + m′

2C
′
2
2 = m′′,

Luego C′
1
2 = (m′′ −m′

2)/(m′
1 −m′

2), C′
2
2 = (m′

1 −m′′)/(m′
1 −m′

2). De nuevo,
podemos simplificar esto un poco al colocar θ′′ := arccos(2m′′−m′

1−m′
2)/(m′

1−
m′

2), en cuyo caso 0 ≤ θ′′ ≤ π, y podemos tomar C′
1 = cos 1

2θ
′′, C′

2 = sen 1
2θ

′′.
El análisis hecho para SU(2) nos permite concluir que

g′ =
(

eiφ′′
cos 1

2θ
′′ eiφ′′

sen 1
2θ

′′

− sen 1
2θ

′′ cos 1
2θ

′′

)
.

Luego

e′1 =




ei(φ′

1+φ
′′) cos 1

2θ
′′

−eiφ′
1 sen 1

2θ
′′

0



 , e′2 =




ei(φ′

2+φ
′′) sen 1

2θ
′′

eiφ′
2 cos 1

2θ
′′

0



 . (B.18)

Ahora se buscar una matriz 3 × 2, C, que cumple las ecuaciones CT C = I2,
CT u0C = diag[im′

1, im
′
2]. Se obtienen expresiones expĺıcitas para los Ckp en

función de los m′
p y los mk; con eso, la receta (B.8d) y los vectores (B.18) nos

permiten hallar la matriz g⊥. Los cálculos finales son tediosos, y nos permitire-
mos dejar estos últimos detalles al sufrido lector.



Referencias

[1] R. Abraham y J. E. Marsden, Foundations of Mechanics, 2a edición, Addi-
son–Wesley, Reading, MA, 1980.

[2] A. Alekseev, L. D. Faddeev y S. Shatashvili, “Quantization of symplectic
orbits of compact Lie groups by means of the functional integral”, J. Geom.
Phys. 5 (1989), 391–406.

[3] J. F. Avila H., Grupos de Lie y Orbitas Coadjuntas Cuantizables, tesis de
licenciatura, Universidad de Costa Rica, 1990.

[4] V. Bargmann, “On a Hilbert space of analytic functions and an associated
integral transform. I”, Commun. Pure Appl. Math. 14 (1961), 187–214.

[5] A. O. Barut y R. Raczka, Theory of Group Representations and Applica-
tions, PWN, Warszawa, 1977.

[6] F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz y D. Sternheimer, “Defor-
mation theory and quantization. I”, Ann. Phys. (NY) 111 (1978), 61–110.

[7] F. A. Berezin, “General concept of quantization”, Commun. Math. Phys.
40 (1975), 153–174.
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Abraham, R., 43.
Acción, 33.

— adjunta, 33, 98.
— — infinitesimal, 34.
— coadjunta, 34, 46, 51, 98.
— hamiltoniana, 44.
— poissoniana, 46, 50, 51.
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Suma ćıclica, 9.
Sumatoria de Abel, 59.



INDICE ALFABETICO 117

Teorema de Borel–Weil, 88.
— de Courant y Fischer, 105.
— de Darboux, 32, 39.
— de Kostant, 87.
— de Mackey, 28.
— de Palais, 50.
— de Plancherel–Parseval, 22, 57.
— de Riesz, 19, 23, 82, 87, 90.
— del peso máximo, 88.
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