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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel central en las matemadticas y sus aplica-
ciones. Desde que Isaac Newton propuso, en 1687, que “el cambio en la cantidad de
movimiento [de un cuerpo] es proporcional a la fuerza aplicada” (su llamada segunda ley
de movimiento), ha sido indispensable determinar ciertas cantidades variables a partir
de sus derivadas. Las ecuaciones diferenciales se clasifican en ordinarias: para canti-
dades que dependen de una sola variable independiente; y parciales: las que involucran
derivadas parciales con respecto a dos o mds variables. Este curso introduce la teoria —
y también la resolucién practica — de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican por su orden (el nimero de derivaciones de
la variable dependiente). De mayor importancia son las ecuaciones de primer y segundo
ordenes. Muchas ecuaciones obtenidas de problemas de la mecdnica cldsica son de
segundo orden. Resolver una ecuacion diferencial implica hallar ciertas antiderivadas
(o integrales indefinidas): en la solucion general aparecen una o mds constantes de
integracion, que serdn determinadas por condiciones suplementarias: por ejemplo, los
valores iniciales del variable dependiente y de algunas de sus derivadas.

Una ecuacion diferencial de orden n para una funcién x(¢) tiene la forma general
F(t, x(t),x'(t),...,x"(t)) = 0. Esta ecuacién se llama lineal si F es de primer grado
en todas las derivadas x®)(¢). La resolucién de dichas ecuaciones diferenciales lineales
se logra con la ayuda del algebra lineal. Las ecuaciones no lineales tienen una teoria
menos completa: se pone el énfasis en la existencia y unicidad de sus soluciones y el
comportamiento cualitativo de sus curvas integrales.

Cuando no es posible obtener una solucion explicita, hay que aproximar la solucién
por diversos algoritmos numéricas, que generalizan las férmulas conocidas para aproxi-
mar integrales definidas. Este curso incluird un bosquejo de algunos de esos métodos.



Temario

Ecuaciones diferenciales de primer orden Ecuaciones diferenciales con una condi-
cion inicial. Existencia y unicidad de las soluciones en un intervalo apropiado.
El método de aproximaciones sucesivas. Ecuaciones separables y exactas. La
busqueda de factores integrantes. Ejemplos diversos.

Ecuaciones lineales de orden superior Ecuaciones de orden superior y sistemas de
primer orden. Ecuaciones lineales homogéneas, soluciones linealmente indepen-
dientes, el wronskiano. Ecuaciones lineales inhomogéneas, determinacion de una
solucién particular. Sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes.

Problemas de contorno Condiciones de frontera y funciones de Green. Problemas de
Sturm y Liouville y sus autovalores. Ortogonalidad de las autofunciones.

Resolucion por series de potencias Ecuaciones lineales de segundo orden y sus puntos
singulares. Expansioén de soluciones en series de potencias, puntos singulares
regulares. Ecuaciones diferenciales para funciones especiales, funciones de Bessel.

Soluciones aproximadas El método de Euler para obtener aproximaciones poligonales.
Prediccion y correccidn, aproximaciones mejoradas. El uso de los polinomios de
Taylor, métodos de Runge y Kutta. Estimacion de errores.
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1 Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.1 Ecuaciones diferenciales con una condicion inicial

Una ecuacion diferencial plantea una relacién entre una funcién diferenciable de una o
varias variables y algunas de sus derivadas. Estas ecuaciones se clasifican en ordinarias
(referentes a funciones de una sola variable) y parciales (para funciones de dos o més
variables: se plantea una relacion entre la funcién original y sus derivadas parciales).
En este curso se estudiard, casi exclusivamente, las ecuaciones diferenciales ordinarias
para funciones de una sola variable.

Conviene adoptar el convenio de designar la variable independiente con la letra 7.
En diversas aplicaciones, se trata de averiguar la evolucion temporal de una cantidad
desconocida x como funcién del tiempo ¢. Entonces la funcién buscada (la llamada
“variable dependiente”) se denotard por x(¢). Cuando se trata de buscar varias funciones
de t a la vez, se usaran las notaciones x(T,y(t), z(t), etcétera.

Definicién 1.1. Una ecuacion diferencial (ordinaria) de primer orden para una funcién
x(t) es una relacion de la forma

x'(t) = f(t, x(1)) (1.1)

donde x’(f) = dx/dt es la derivada de x(f) de primer orden, mientras f(f,x) es una
funcién conocida de dos variables reales.

La naturaleza de la solucion (o soluciones) de dicha ecuacién depende del compor-
tamiento de la funcién f. Se espera encontrar una solucién parat € I, donde I € R es
un intervalo de la recta real R. Si el dominio de f es una parte Q C R?, se busca el
intervalo I tal que (¢, x(¢)) € Q paratodo ¢ € I. O

Ejemplo 1.2. Una ecuacion diferencial sencilla es
x'(t) = x(¢), (1.2)
donde f: R?> — R es lafuncién f(t, x) = x. Esta ecuacién tiene una solucién inmediata:
x(t) =€ paratodo t€ R,

porque la funcién ¢ +— ¢’ coincide con su derivada: d/dt(e') = ¢'. Esto establece la
existencia de una solucion, definido en el intervalo completo [ = (—oo, +00) = R.

Sin embargo, esta solucion no es tinica. Otra funcién que coincide con su derivada
est > 2¢'; otramds es t — 3¢'; en fin, para toda constante ¢ € R, hay una solucién
xc(t) := ce'. Las soluciones de (1.2) entonces forman una familia parametrizada por
una constante “arbitraria” c. O
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Ejemplo 1.3. Un modelo de crecimiento de una poblacion de una determinada especie
(de conejos, truchas, hormigas, o lo que sea) debe tomar en cuenta el ritmo de crecimiento
de la poblacion k = n—m, donde n es el ritmo de nacimientos y m es el ritmo de muertes
por unidad de tiempo. Se considera que n y m son cantidades observadas y medidas por
estudios empiricos, asi que — en una primera aproximacion — el ritmo k es una constante
conocida. Si 4 es la unidad de tiempo usada, el crecimiento entre las instantes ¢ y t + h
seria!
x(t+h)—x(t)=kx(t)h

porque el crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacién x(¢) en el instante ¢ y
también proporcional al lapso h. Esta aproximacion debe ser cada vez mejor cuando la
unidad de tiempo es mds corta:

x(t+ h) — x(¢)
h

lo cual conduce a la ecuacion diferencial de crecimiento simple:

— kx(t) cuando h — 0,

x'(t) = k x(1). (1.3)

En vista del ejemplo anterior, se puede adivinar una solucién, x(¢) = e*’; y luego una
familia de soluciones: x(f) = c e, parametrizada por c. Por ese procedimiento ad hoc
no garantiza que el hallazgo de todas las soluciones de (1.3). Sin embargo, si sugiere un
procedimiento mads sistematico: se puede modificar la ecuacion

xX'(t)—kx(t)=0

al multiplicar ambos lados por e~*':

X't e ™ —kx(@t)e X =0.

El lado izquierdo de la ecuacion modificada es una derivada:

d —kt\ _
E(X(I) e =0,

y se sabe (por el teorema de valor medio) que las Ginicas funciones con derivada nula son
las funciones constantes:

x(1)e ¥ =C paraalguna C € R.

Entonces las funciones x(t) := C ek son todas las soluciones de la ecuacién diferen-
cial (1.3). O

'El simbolo = denota una igualdad aproximada.
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La naturaleza cualitativa de las soluciones de (1.3) es la siguiente. Es necesario (para
los efectos del modelo) que C > 0 ya que x(¢) > 0 si x(¢) representa el tamafio de una
poblacién. Si k > 0, la solucién C €X' indica crecimiento explosivo y descontrolado (y
peor aun, ilimitado). Si k = 0, la solucién constante x() = C indica una poblacion
totalmente estable. Si k < 0, la solucién C e* indica extincién rdpida de la poblacién.
Ninguna de estas tres soluciones es muy realista a largo plazo: en consecuencia, habra
que refinar el modelo — omitiendo la hipétesis de un ritmo constante k — con una ecuaciéon
diferencial mas precisa, capaz de estimar el comportamiento de x(¢) para ¢ grande.

» El Ejemplo 1.3 pone de manifiesto que la “constante arbitraria” C es una constante
de integracion:

x(r) e ¥ = / 0dt = C,

debido al uso de una integral indefinida para despejar la solucién. Si una ecuacién
diferencial involucra derivadas de orden superior, se puede esperar dos o mds constantes
de integracion en su solucién general.

O

0

Figura 1.1: Un resorte estirado

Ejemplo 1.4. Un resorte estirado, con un extremo anclado, ejerce una fuerza sobre un
cuerpo pegado al otro extremo. Segun la ley de Hooke,? esta fuerza es proporcional a
la extension del resorte desde su posicion de equilibrio. La segunda ley de Newton3
indica que la aceleracion del cuerpo en movimiento es proporcional a la fuerza ejercida
(la constante de proporcionalidad m es su masa inercial). Para simplificar la situacion, se
puede imaginar un resorte sobrepuesto al eje x, con el extremo libre en el origen cuando
estd en equilibrio (véase la Figura 1.1), con un cuerpo de masa 1 en el extremo libre
del resorte. Si x(#) denota la posicion de ese cuerpo en el instante 7, su velocidad en
la direccion horizontal es x’(7) y su aceleracién es la derivada de segundo orden, x”(t).
La ley de Hooke entonces dice que x”(t) = k x(¢). La fuerza de compresion del resorte

?Robert Hooke descubri6 su ley sobre la tensién de un resorte (ut tensio, sic vis) en 1660 y fue curador
de la Royal Society inglesa a partir de 1662. También hizo estudios sobre el fenémeno de gravitacion,
aunque no llegé a formular una ley precisa antes de Newton.

3En su libro Philosophice Naturalis Principia Mathematica (1687), Newton habla de la cantidad de
materia de un cuerpo (su masa inercial m) y también su cantidad de movimiento (su momento p = mv,
donde v denota la velocidad). Si el cuerpo se mueve bajo el efecto de una fuerza F, su segunda ley dice
que dp/dt = F, o equivalentemente, m dv/dt = F. En general, tanto F' como p son cantidades vectoriales.



1.1. Ecuaciones diferenciales con una condicion inicial

tiende a jalar el cuerpo hacia el origen, asi que esta constante es negativa: se puede
escribir k = —w? para alglin w € R.
En fin, se plantea la ecuacion diferencial de segundo orden:

x"(t) = —w?x(?). (1.4a)

Se debe observar que x(f) tiene la dimension fisica (L) de una longitud, mientras la
aceleracién tiene dimension fisica (L7~2), asf que w tiene la dimensién (77!): se puede
interpretar w como una frecuencia.

Para resolver esta ecuacion diferencial, conviene introducir una nueva variable, con
la dimension fisica de una longitud,

entonces la ecuacion diferencial de segundo orden se convierte en dos ecuaciones dife-
renciales de primer orden:

X' (1) = wy(),
V(1) = ~wx(1). (1.4b)
Por lo tanto, se busca un par de funciones, tales que la derivada de cada una sea

proporcional a la otra, con constantes de proporcionalidad que difieren por un signo. He
aqui una solucién “evidente’:

x1(t) = senwt,
yi(t) = cos wt.
Después de pensarlo brevemente, se puede dar cuenta que las funciones seno y coseno
pueden cambiar de papel, dando lugar a una segunda solucidn:
x2(t) = coswt,
yo(t) = —sen wt.
En efecto, estas funciones x1(¢) y x2(¢) son dos soluciones de la ecuacion (1.4a). Ellas
no coinciden: de hecho, estas dos funciones, al no ser proporcionales, son linealmente
independientes (en el espacio vectorial de funciones diferenciables sobre R). Mds aun:
cualquier combinacion lineal de x(t) y x(t) es una solucién de la ecuacién diferencial
original:
x(t) = Asenwt + Bcoswt, con A BeR. (1.5)

Resulta (como se verd mds adelante) que esta es la solucion general de la ecuacion
diferencial (1.4a). Estd parametrizada por dos constantes de integracion. o

6
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Nuevamente, la naturaleza cualitativa de las soluciones (1.5) es evidente: son fun-
ciones periodicas de periodo 27 /w:

x(t+2r/w) = x(t), para teR.

Fisicamente, esto corresponde al comportamiento oscilatorio del resorte: en la ausencia
de fuerzas mitigantes (como friccion o desgaste del metal), el resorte se estira y encoge
alrededor de la posicién del equilibrio x = 0.

» De los ejemplos ya vistos, es evidente que una ecuacién diferencial tendrd una fa-
milia de soluciones si tiene al menos una. Entonces, para obtener unicidad, hay que
imponer algunas condiciones suplementarias, capaces de determinar la o las “constantes
arbitrarias”. Hay dos clases de restricciones de particular importancia:

o Condiciones iniciales: por ejemplo, se puede fijar el valor de x(¢) y x’(¢) en un
instante inicial 79, al demandar x(79) = xo y x'(f0) = x;.

o Condiciones de contorno: por ejemplo, se puede fijar los valores de x(z) en los
extremos de un intervalo a < t < b, al demandar x(a) = x; y x(b) = x».

Las condiciones ilustradas son adecuadas para una ecuacién de segundo orden, cuando
se requiere determinar dos “constantes”. Para ecuaciones de primer orden, una sola
condicion suele ser suficiente.

Definicién 1.5. Dada una ecuacién diferencial de primer orden (1.1), una condicién
inicial toma la forma x(¢9) = x¢. Entonces se plantea lo siguiente:

x'(t) = f(t, x(t), x(to) = xo. (1.6)

Este plantamiento se llama un problema de Cauchy, o mas simplemente, un problema
de valor inicial. Dada la funcién f: Q — R con Q C R2, se trata de hallar un intervalo
I C R tal que ¢y € I y una funcion diferenciable x: I — R tal que (¢, x(¢)) € Q para todo
t € I, que satisfaga (1.6) parat € I. ¢

Ejemplo 1.6. Considérese el problema de valor inicial:
X'(t) =1+ x(t)% x(0) = 0.

Aqui f(t,x) = 1 + x? es independiente de ¢: dicese que esta ecuacién es autonoma. Hay
una funcién trigonométrica que cumple con estos requisitos:

d
E(tg ) =sec’r =1+tg’r, tg(0)=0.
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Figura 1.2: Soluciones a x’(t) = 1 + ¢

Entonces la solucién (que resulta ser tnica) es x(7) = tgz.

Ahora bien, la funcién tangente no estd definida en todo R, porque tg ¢t — +oo cuando
t T m/2yademdstgt — —oo cuando ¢ | —mr/2. Entonces el intervalo mdximo donde esta
solucion puede estar definida es I = (—n/2, 7/2). Afortunadamente O € I, asi que este
problema de Cauchy tiene solucién en ese intervalo.

El problema de valor inicial

x'() =1+ x(t)% x(n) =0,

también tiene solucién Unica, pero esta vez hay que usar otro intervalo I = (7/2,37/2)
para garantizar que m € . Se trata de otra “rama” de la funcién tangente, la cual es
periddica con periodo 7 (si se omiten los multiplos impares de 7/2).

El problema de valor inicial

x'(t) =1+ x(t)%, x(m/2) =0,

requiere un nuevo tipo de solucién. Por suerte, estd disponible la funcién cotangente,
y la funcién x(z) = — ctgt provee una solucién (también tnica) definida en el intervalo
I = (0, 7). Véase la Figura 1.2. O

Se debe notar que el intervalo I € R puede ser finito, semiinfinito o todo R; también
puede ser un intervalo abierto (a, b), un intervalo semiabierto [a, b) o (a, b], 0 bien un
intervalo cerrado [a, b]. Tipicamente, los problemas de valor inicial poseen soluciones
en intervalos abiertos (a, b) para los cuales a < ty < b.
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0 a ay az

Figura 1.3: Varias soluciones de x’ = 2+/x, x(0) = 0

Ejemplo 1.7. Considérese el problema de valor inicial:
x'(t) = 2+/x(2), x(0) = 0. (1.7)

Aqui f(t, x) = 2+/x solo estd definido en Q = R x [0, ). Esta funcién f es continua
pero solo es diferenciable — con respecto a x — en el semiplano abierto R x (0, 00).
Una solucién “evidente” a este problema de Cauchy es la media pardbola

x(r)=1> para 13> 0.

Esta solucion particular decide el problema de existencia. Sin embargo, esta solucién no
es unica. Otra solucion, también evidente, es la solucion trivial: x(t) = 0.

De hecho, el problema de Cauchy (1.7) tiene una infinitud de soluciones: para cada
a > 0,sea x,: [0,00) — R la funcién definida por

si0<r<a,
>

=1
Tl (t—a)? sit

Entonces x, es diferenciable* en [0, o) — nétese que x/(a) = 0, en particular — y la
funcidén x, verifica (1.7), cualquiera que sea a > 0. Véase la Figura 1.3. O

a.

En vista de los ejemplos anteriores, hay dos preguntas que merecen respuesta.
(Cuidles condiciones garantizan la existencia de (al menos) una solucién a un prob-
lema de valor inicial (1.6)? Ademads: ;cudles condiciones garantizan la unicidad de
esa soluciéon? En la siguiente seccidn, se ofrecerd una respuesta parcial a la segunda
pregunta.

4Una funcién y: [¢,d] — R cuyo dominio es un intervalo cerrado se llama diferenciable en |[c, d]
si (i) y'(¢) := limpo(y(t + h) — y(¢))/h existe para todo ¢ € (c,d); y (ii) los dos limites unilaterales
y'(a) = limp o(y(a + h) — y(a))/h, y'(b) := limy10(y(b + h) — y(b))/h existen.
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1.2 Existencia y unicidad de las soluciones

El teorema principal para problemas de Cauchy de primer orden es el siguiente, cuya
demostracién se pospone temporalmente.

Teorema 1.8. Sea f: Q — R una funciéon continua definida en un dominio Q C R?,
con derivada parcial continua f, respecto de la segunda variable. Sea (to, xo) un punto
interior de Q. Entonces hay un intervalo cerrado I C R con to un punto interior de 1,
tal que el problema de valor inicial

x'(1) = f(t, x(@)),  x(to) = xo
tenga solucién tnica x(t) parat € I.

Este teorema establece la existencia y unicidad de la solucién en un intervalo apro-
piado que incluye #y. Es posible que la solucion pueda extenderse a un intervalo maés
grande, bajo el riesgo de perder unicidad en ese intervalo mayor.

Antes de abordar la demostracion, cabe recordar su terminologia. El interior de un
intervalo cerrado® I = [a, b] C R es el intervalo abierto (a, b) que omite los extremos.

Un punto (¢g, x9) € Q es un punto interior de Q si posee un vecindario abierto V tal
que V C Q. Entre los posibles vecindarios de ese punto, se puede tomar:

o V= {(t,x) € R? : (t — t9)* + (x — x0)?> < r? } para algtin r > 0; o bien
o Vse:i={(t,x) €R?: |t —to| <&, |x — x0| < &} paraalgunos 6 >0y & > 0.
Sin perder generalidad, se puede suponer que € incluye el rectangulo cerrado:
Vse ={(t,x) e R?>: |t —1o] <6, |x — x| < €},

porque Vs, C Vsroparad < 8’ ye < &
La derivada parcial f, se define como sigue:

f(tl,xl + l’l) - f(l],xl)
h

(1, =1
et x1) lim

para todo (71, x1) € Q. [ Si el punto (71, x;) € Q no es un punto interior, se debe tomar
un limite unilateral. || Nétese que esta “derivada con #; fijo” es un concepto del cédlculo
de una variable.

5Para intervalos semiinfinitos, el interior de [a, +o0) es (a, +o0); el interior de (—co, b] es (—o0, b). El
intervalo cerrado R = (—o0, +00) coincide con su interior.

10
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» La demostracion del Teorema 1.8 estd basada en la siguiente observacion: por el
teorema fundamental de cadlculo, una funcién diferenciable x(¢) con x(¢f9) = x¢ es la
integral definida de su derivada:

x(t) = xo + /t x'(s) ds,

0

y el problema de valor inicial (1.6) es equivalente a la siguiente ecuacion integral:

x(t) = xo0 + /t f(s, x(s)) ds. (1.8)

Ahora bien, como la funcién desconocida x(z) aparece en ambos lados de esta
relacion, no es mds (ni menos) facil resolver esta ecuacion integral que la ecuacion
diferencial original. Sin embargo, se puede al menos observar la existencia de la integral
al lado derecho. En detalle: si se asume que la funcién s — x(s) es continua, entonces
la continuidad de f garantiza que el integrando s — f(s, x(s)) es continua — por ser la
composicion de dos funciones continuas — y por ende la integral existe.® Ademds, la
ecuacion (1.8) implica que x(7) — x(t1) = fltl f(s, x(s)) ds, lo cual refuerza la hipdtesis
de la continuidad de la funcion ¢ +— x(z).

Entonces el planteamiento (1.8) sugiere un procedimiento recursivo para obtener una
“solucién aproximada”. Inicialmente, coloquese xo(f) = x¢. Esta funcion constante es
continua y coincide con la solucién deseada al menos en el punto ¢ = ty. Ahora definase

x1(t) := x¢ +/ f(s, xp) ds.

Nuevamente, ¢ — x() es continua y satisface x(z9) = xo. En seguida, se puede ensayar

x2(1) 1= x¢ +/ f(s,x1(s)) ds.

Continuando asi, se obtiene una familia una familia de funciones { x;(¢) : k € N}
definidas recursivamente por:

¥ot) = X0, xear(t) = xo + / Fls,xi(s)) ds (1.9)

para k = 0,1,2,3,... Sise puede establecer que las t — x;(f) convergen a una funcién
limite r — x(¢) y que esta funcién limite es continua, entonces se habra construido una
solucién de (1.8) por este método de aproximaciones sucesivas.

%Una funcién continua definida en un intervalo compacto [, ¢] es integrable en ese intervalo, como
limite de sumas de Riemann.

11
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La hipétesis de la existencia y continuidad de la derivada parcial f,(z, x) es la clave
para justificar la convergencia de estas aproximaciones.

Ejemplo 1.9. Considerése el problema de valor inicial
x'(t) = x(1), x(0) =1, (1.10)

heredado del Ejemplo 1.2. El método de aproximaciones sucesivas, para f(t, x) = x,
to = 0, xo = 1, permite definir xo(f) := 1 y en seguida:

t
xl(t)::1+/ lds=1+1,
0
t
x2(t):zl+/(l+s)ds:1+t+%t2,
0
t
w0 1 [ e b)ds =1 ee b 4
O !
t
x4(f)3=1+/(1+s+%s2+%s3)ds:1+t+%t2+%t3+4_1‘t4’
y luego, por induccidn:
3

1 1 1
D=1l+t+=2+ =+ +—1t
*k(0) 2! T3 k!

k' paratodo ke N.

Estas aproximaciones son los polinomios de Taylor de la funcién continua ¢t +— e
Ademds, esta convergencia es uniforme en el intervalo compacto [-7,T] si T > 0, por la
estimacion del resto de la serie de Taylor:

|tk+1 e@tl Tk+1 eT

le" — xk ()] = |Ri (1) = (k +1)! S (k + 1)!

para -T <t < T; aqui 0 < 6 < 1y e = d**'/ds**!(e®) evaluado en s = 6t, segin
el teorema de valor medio. Se concluye que x;(f) — ¢’ uniformemente en el intervalo
[-T,T] para todo T > 0.7 En este ejemplo, el intervalo de existencia de la solucién
x(t)=¢e"esI =R. o

Ejemplo 1.10. Considerése el problema de valor inicial

x'(t) = x(t)* x(0) = 1. (1.11)

7Una funcién ¢t — g(¢) es analitica en t = a si g es suave (tiene derivadas de todo orden) y sus
polinomios de Taylor convergen a g(¢) uniformemente en un intervalo compacto [a — r, a + r], para algin
r > 0. Entonces la serie de Taylor de g converge, y su suma coincide con g en ese intervalo. La estimacién
anterior muestra que 7 — e’ es analitica en todo R.

12
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En este caso, f(t,x) = x>y ty = 0, xo = 1. El método de aproximaciones sucesivas
define xo(7) := 1y luego

t
xl(t)::l+/ lds=1+1,
0
1t t
xz(t)::1+/(1+s)2ds:1+/(1+2s+52)ds:1+t+t2+%t3,
0 0
t
x3(1) ::1+/(1+s+s2+%53)2ds

—1+/(1+25+3s + s +§s4+3s +9s6)ds

_ 2 1 1.6 1.7
—1+t+2+7 +3t +3t +gl” + g3t

En este caso, es mds dificil detectar el patrén inductivo. Se podria especular que las
aproximaciones toman la forma

xp(t) = 1+ 1 +12 + - - - + X + (correcciones pequefias),

que permite adivinar que

1
x(t) ;= lim xp(f) = im (L +¢+2+---+15) = —
k—o0 k—o0 1-1¢
al observar que la parte inicial de cada aproximacién es una suma parcial de la serie
geométrica para la funcién 1/(1 — x). En seguida se podria notar que la derivada de esta

funcién cumple la ecuacién diferencial dada:

x(1) = —t = X(t) = ﬁ =x(t);  x(0)=1.
De este modo se ha “descubierto” una solucion de (1.11), pero de modo poco riguroso,
porque no se ha comprobado que x;(f) — x(z). La moraleja de este ejemplo es que el
Teorema 1.8 puede establecer la existencia y unicidad de una solucién, pero no ofrece
un algoritmo préctico para hallarla en forma cerrada.

Obsérvese también que la solucion x(z) = 1/(1 — 1) estd representada por la serie
geométrica solamente en el intervalo (—1, 1), y que esta funcién divergeent = 1. Se vera
mas adelante que un intervalo cerrado de la forma I = [-r,r], con 0 < r < 1, satisface
los requisitos del Teorema 1.8, aunque es evidente que la solucion es vélida en todo el
intervalo abierto (—oo, 1). o

13



1.2. Existencia y unicidad de las soluciones

» La hipétesis de la diferenciabilidad de x — f(t, x) no ha sido usado (explicitamente)
en los Ejemplos 1.9 y 1.10. Sin embargo, no puede ser dejado de lado: el Ejemplo 1.7
exhibe un problema de valor inicial donde no hay unicidad de la solucion. Este problema
no cabe dentro de las hipétesis del Teorema 1.8 porque la funcién x — 2+/x no es
diferenciable en x = 0.

La diferenciabilidad de x +— f(z, x) permite comprobar la convergencia de las aprox-
imaciones sucesivas. Para eso, bastara hacer ciertas estimaciones, donde una condicion
levemente mds amplia (dada a continuacién) es todo lo se ocupa.

Definicion 1.11. Una funcién f: Q — R satisface una condiciéon de Lipschitz, o es
lipschitziana (en la segunda variable),® en el punto (g, xo) € Q si hay un vecindario
cerrado V c Q de (¢¢, xo) y una constante L > 0 tales que

|f(t,x)— f(t,y)| < L|x —y| paratodo (t,x), (t,y)€ V. (1.12)

Dicese que f es lipschitziana en todo € si hay una constante L > 0 tal que la estimacion
de (1.12) sea valida para todo (z, x), (t,y) € Q. ¢

Lema 1.12. Sea (to, xo) un punto interior de Q C R?, de modo existen § > 0y & > 0
tales que
Vi={@x):|t—10] <6 |[x—xo] <&} CQ.

Si una funcion f: Q — R es continuamente diferenciable con respecto a x, entonces f
es lipschitziana en'V.

Demostracion. Lahipdtesis dice que la derivada parcial f, existe y es continua y acotada
en V. Como V es un rectangulo compacto, la funcién continua f, es acotada® sobre ese
rectangulo. Témese L := SUP(; eV | f(t, x)|.

Si(t,x) e Vy(t,y) € V, el teorema de valor medio dice que hay y, = (1-6,)x+6,y €
R tal que

f(l,X)—f(l,y) = fx(fa)’z)(x_)’)-

Nétese que (¢, y;) € V también. Entonces

|/t x) = fe. )] = [fx(t y)l |x = y| < L|x = yl. O

8Una funcién de una sola variable g: I — R satisface una condicién de Lipschitz, o es lipschitziana,
enun intervalo I C R, sihay L > Ocon |g(¢)—g(s)| < L|t—s| parat, s € I. Esta condicion, introducido por
Rudolf Lipschitz, es intermedia entre diferenciabilidad continua y continuidad uniforme. En este curso,
se usard el término “lipschitziana” como abreviatura para “lipschitziana en la segunda variable”.

9 Aqui se usa la proposicion conocida de que una funcién real continua alcanza su valor mdximo y su
valor minimo sobre un rectangulo acotado y cerrado.

14
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Ejemplo 1.13. La funcién f(z, x) := |x| es obviamente lipschitziana sobre R%, con L = 1,
por la desigualdad triangular:

[lxl = Iyl < Ix = yl;

pero f(t,0) = d/dx(]x|) no existe.

La funcién g(z, x) := 24/x no es lipschitziana en el punto (¢, 0) por la misma razén

que la derivada g.(z, 0) no existe: la recta que une los puntos (¢,0) y (¢ + h, 2Vh) tiene
una pendiente m = 2h~'/% que diverge cuando % | 0.

La funcién A(t, x) := x? es lipschitziana en cada punto (t, xo) por el Lema 1.12,
pero no en todo R?, porque &.(¢, x) := 2x no es acotada en R%. En efecto, si fuera
|x> — y?| < L|x — y| para todo x, y, entonces serfa |x + y| < L toda vez que x # y, lo
cual es falso. Puede decirse que (7, x) — x? es localmente lipschitziana, pero no es
“globalmente lipschitziana”. 0

Proposicion 1.14. Sea f: [a, b]XR — R una funcién continua y lipschitziana. Entonces
las aproximaciones sucesivas xy de la formula (1.9) convergen uniformemente en el
intervalo [a, b] a una funcién continua x: [a, b] — R.

Demostracion. La hipétesis dice que hay una constante L > 0 que satisface
|f(t,x)— f(t,y)] < L|x—y| paratodo ¢ € [a,b]; x,y € R. (1.13)

Por su continuidad, la funcion ¢ +— | f(z, xo)| es acotada en el intervalo compacto [a, b].

Sea M :=sup,,<;, | f(t, x0)|.
Parar € [a, b] cont > t, se obtiene la estimacion:

|x2(r) = x1(0)] =

[ Um0 - .50 s

0

t
< [0 - ssxolds
1
’ t
< L/ |x1(s) — x0| ds.
)
El integrando al lado derecho obedece otra estimacion:

/tos f(r,xo)dr

lx1(s) = xo| =

< / |f(r, xo)|dr < M (s —tg).

15



1.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Al combinar estas dos desigualdades, se obtiene

t t ML
|x2(t) — x1(2)] < L/ M (s —to)ds = ML/ (s —to)ds = - (t — 10)°.
to to

De la misma forma, se obtiene la desigualdad

30— 50| < L / ea(s) = x1(s)] ds

la cual implica que

2
(t—to).

"ML ML
3(8) = x2(0)] < L / ML (¢ _ o) ds =
0 2 6

Entonces es razonable sospechar que, para todo k£ > 1, se cumple
k-1
k!

Los casos k = 1y k = 2 ya han sido comprobados. El caso general sigue por induccién
sobre k:

(t = to)~.

lxx (1) = xx—1(0)] <

|Xk41(8) = x4 (0)] =

[ (xuto) = fisxicaton) s

t MLk t
SL [ [xi(s) — xp-1(s)] ds < (s —to)* ds
1o k‘ to

k

(k+1)! (1 = o)™

<

Para el caso r < tp, se puede hacer el mismo andlisis con algunos cambios de signo;
se llega a la siguiente estimacion, vélido para todo ¢ € [a, b] y todo k € N:

k
(k + 1)!

IXer1(t) — xx(1)] < It — tol*+!. (1.14)

El lado derecho es el término #(k + 1) de la serie de Taylor de la funcién (M /L) e™l=%l.
En particular, la sucesion {x(f)}xen, para ¢ fijo, es una sucesion de Cauchy en Ry por
ende converge a un limite

x(t) := kh_r)?o xi(1).

En vista de la relacién |r — #9| < (b — a), se puede reemplazar (1.14) por una estimacion

uniforme: L

(k+1)!

|Xk1() = xi ()] < (b—ay!.
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En consecuencia, se obtiene

Lk+1(b_ a)k+1 B MLn(b— a)n+l L(b-a)

&) M°°
|an—maN<g;uhmo—mvn<;;Z; Ga D S A D

[ El lado derecho viene del residuo de Taylor de la funcién s + e en s = L(b — a). |
Entonces x,(f) — x(¢) uniformemente para ¢ € [a, b]. Como cada funcion es continua,
por su definicion (1.9), su limite uniforme x es también continua en [a, b]. O

Teorema 1.15 (Picard). Sea f: [a,b] X R — R una funcién continua y lipschitziana.
Entonces el problema de valor inicial (1.6):

x'(t) = f(t, x(1)), x(to) = xo
posee una solucion iinica, definida en todo el intervalo |a, b].

Demostracion. Definase las aproximaciones sucesivas por la formula (1.9):

xo(t) = xo, MH@:M+/f®m®M&

para k € Ny a <t < b. La Proposiciéon 1.14 muestra que hay una funcién con-
tinua x: [a,b] — R tal que x;(f) — x(¢) uniformemente para t € [a, b]. Entonces
f(s, xx(s)) = f(s, x(s)) también, uniformemente para s € [a, b].

Esta convergencia uniforme garantiza que se puede intercambiar el limite k — oo
con la integral f[g en el célculo siguiente:

t
£0) = Jim xe ()= 30+ Jim [ fx0(69) ds
—00 —00 Jt
t ’ t
= X0 + / klim f(s, xi(s))ds = xo + / f(s, x(s)) ds.
to - 1o
Esto dice que x(¢) satisface la ecuacion integral (1.8), asi que la funcién x es diferenciable

y ademads es una solucion del problema de valor inicial.

Para comprobar la unicidad, sea y(f) una solucién cualquiera del problema (1.6).
Entonces la diferencia x(z) — y(r) satisface la relacion:

Ao—ya»:/Xfmx@»—fuJu»ﬁm
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1.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Si L es la constante de la condicion de Lipschitz (1.13), tdbmese ¢ tal que 0 < 6 < 1/L.
Parat € [a, b] con |t — tg| < &, se ve que

(1) - ¥(0)] < / (s, (5)) = £(s. y(s))] ds

< < Lt —1o] sup [x(s)— y(s)|

|s—to|<8

/ LIx(s) = y(s)| ds

<L sup |x(s)— y(s)|.

|s—to|<8

El maximo valor del lado izquierdo estd acotado por el lado derecho:

sup |x(r) —y(@)| < L6 sup |x(r) - y()l.
[t—tgl<d [t—to|<b

Como Lo < 1, se concluye que supy,_, .5 |x(t) — y(t)| = 0; en otras palabras, y(r) = x(7)
parat € [tg — 0,t9 + 5] N [a, b].

En particular, vale y(¢;) = x(¢1) parat; = to + 6 o bien ¢} = tg — 6. Al reemplazar
to por t1 en el andlisis anterior, se obtiene y(t) = x(¢) en los intervalos [tg + &, g + 20] y
[to — 26,19 — &]. Por lo tanto, y(t) = x(t) parat € [tg — 26,19 + 26] N [a, b]. Al repetir
este argumento un nimero finito de veces, se obtiene y(¢) = x(f) paratodot € [a,b]. O

La hipétesis de que la funcion f sea lipschitziana en todo la franja [a, b] X R es muy
restrictiva, pero en vista del Lema 1.12 una funcién continuamente diferenciable si es
lipschitziana en algin rectingulo compacto centrado en el punto inicial (¢, x¢):

V:{(t,x)eR2:|t—t0|<6, lx —xol < €}. (1.15)

En tal caso es necesario modificar el intervalo de existencia y unicidad. La funcion
continua f es acotada en V; llamese

M :=sup{|f(t,x)| : (t,x) € V }.

Es posible comprobar la validez de los argumentos anteriores para g < t < to + 71 (y
también para t) — n < t < to) toda vez que n < § — para que f (¢, x(7)) se pueda definir —
y ademds < ¢/M. La segunda condicion es necesaria porque la formula (1.9) impone
la restriccion

t t
|xk+1(7) = X0l < / | £ (s, xi(s))| ds < / Mds = M(t —19) < Mn
to o

para o <t < to + 1. La desigualdad |xy.1(¢) — xo| < & garantiza que f(t, x¢+1(2)) € V,
para que se pueda continuar la induccion.

18
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Corolario 1.16. Sea f: Q — R una funcion continua y lipschitziana definida en el
rectangulo compacto (1.15). Entonces el problema de valor inicial (1.6) posee una
solucion unica, definida en el intervalo I = [to — n,to + 1], donde n := min{6, e/ M }.

Bosquejo de la prueba. Es cuestion de repetir las demostraciones de las dos proposi-
ciones anteriores, notando en cada instancia que los puntos (¢, xx(¢)) y (¢, x(¢)) pertenecen
al dominio de f. Se deja los detalles como un ejercicio. O

Demostracion del Teorema 1.8. Por ser (to, xo) un punto interior de Q, existen § > 0y
& > 0 tales que el rectdngulo cerrado V de (1.15) esté incluido en Q. Entonces, por el
Lema 1.12, la funcién f es continua y lipschitziana en V. El Corolario 1.16 entonces
ofrece el intervalo / en donde hay una solucién tnica. O

El Teorema 1.8 permite resolver el problema de Cauchy de forma tnica localmente,
es decir, en un vecindario del punto inicial (z¢, x). Es posible que la solucion obtenida
en el intervalo [tg — 1, 7o + 17] pueda extenderse a un intervalo mayor. Por ejemplo, al
obtener el valor x; = x(tp + 1) a partir de esta solucion, se puede plantear un nuevo
problema problema de Cauchy en | = #o + 7:

x'(0) = f6,x(0),  x(t1) = x1.

Si f es también continua y lipschitziana en un rectingulo centrado en (¢, x;), habrd un
intervalo J = [t — &,t; + &] con solucién Unica al nuevo problema. En la interseccion
[to, to+n] N[t — &, t1] las dos soluciones coinciden, por unicidad; en tal caso, la solucién
inicial en el intervalo 7 ha sido prolongado al intervalo / U J. Moraleja: la solucién local
ofrecida por el Teorema 1.8 podria ser prolongable a un intervalo mayor, dependiendo
de la naturaleza de la funcién f.

(Qué ocurre si f es continua en el rectingulo 2 dado por (1.15), pero no es lip-
schitziana? Un teorema de Peano asegura que existe al menos una solucion en el mismo
intervalo I = [tg — 1, to + 1], pero sin garantia de unicidad. La demostracién esta fuera
del alcance de este curso. !0

1.3 Ecuaciones separables y exactas

En el apartado anterior, se ha visto que muchos problemas de valor inicial poseen
soluciones unicas; sin embargo, los resultados vistos no ofrecen algoritmos précticos

'°Peano consider6 una familia de “soluciones aproximadas” al problema de Cauchy y mostré que tal
familia debe tener una subsucesion que convergen uniformemente a una verdadera solucién. (Esta es
consecuencia de un teorema de Ascoli.) Sin embargo, puede haber otras subsucesiones que convergen a
soluciones distintas: de ahf la falta de unicidad.
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1.3. Ecuaciones separables y exactas

para hallar las soluciones, salvo en los casos infrecuentes en donde las aproximaciones
sucesivas convergen a una funcién conocida. Ahora se debe cambiar el énfasis a la tarea
de buscar soluciones explicitas.

El éxito de esa tarea no estd garantizada, porque en el caso particular de la ecuacion
diferencial x’(¢) = g(¢), x(tp) = xo, la solucion “inmediata” es la integral indefinida:

x(t) = xo + / e(s) ds,

y es bien conocida que no siempre es posible hallar esa integral en una forma elemental. !!
Sin embargo, es posible identificar varios casos particulares de problemas de valor
inicial que admiten soluciones explicitas.

1.3.1 Ecuaciones separables

Una ecuacion diferenciable se llama separable si tiene la forma

x'(1) = (1) g(x), (1.16)

es decir, si el lado derecho f(t, x) := h(t) g(x(t)) se factoriza en dos funciones de una
variable.

En adelante, se supondré que la funcién £ es continua y que la funcién g es continua-
mente diferenciable. Entonces f satisface las hip6tesis del Teorema 1.8, garantizando la
existencia y unicidad locales de las soluciones de problemas de Cauchy.

La ecuacioén (1.16) puede escribirse en la forma

“0
oy - M-

Al integrar con respecto a ¢, se obtiene
"(t) dt
/ & = /h(t) dt,
8(x(1))

dx
@ = /h(t)dt+C

Brevemente: el problema se reduce a la bisqueda de antiderivadas para A(r) y 1/g(x).

0 mas simplemente,

""En términos mds precisos: si g(¢) pertenece a una clase de funciones “elementales” — polinomios,
funciones racionales, trigonométricos, exponenciales y logaritmicos — se busca su integral indefinida en
esa misma clase. Un estudio hecho por Joseph Liouville, alrededor de 1835, clasificé las funciones que
poseen integrales elementales.
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Una condicion inicial x(t9) = xo permite despejar C, la “constante de integracion”.
Alternativamente, se puede plantear el problema en términos de integrales indefinidas:

Py d ’ t
/ x, = / h(t')dr'.
X0 g('x ) to

Ejemplo 1.17. Como caso particular, considérese la ecuacion lineal separable:

x'(t) = h(®) x, x(to) = xo.

d
logx:/Yx:/h(t)dt+C,

x(t) = A el h0dr

En este caso, se obtiene!2

asi que

donde la “constante de integraciéon” A depende de la condicién inicial. Por ejemplo,
o et 45013 o

Ejemplo 1.18. Considérese el problema de valor inicial:
)

/(¢ -
() 1 +3x2

x(0) =0. (1.17)

Al separar las variables, se obtiene

X t
/ (1+3x%)dx’ = / 1 dr,
0 0

lo cual conduce a la ecuacién algebraica:

3
t
3
X+x=—=.
3

A partir de ahi, una solucién “explicita” x = x(¢) pasa por resolver una ecuacion alge-
braica cubica; no imposible, pero de dudosa utilidad.

Sin embargo, se puede describir la solucién en términos cualitativos. Fijese que
f(t, x) = ?/(1 + 3x?) es continua en Q = R x R; su derivada parcial f, es

PO oy Y S
T ax\1+3x2) 7 dx\1+3x2)  (1+3x2)2°

2En este curso, ‘log” denota el logaritmo natural; es hora de dejar de lado la notacién obsoleta ‘In’.
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Entonces f, es acotada en cualquier franja [—b, b] X R. [[No es dificil encontrar los
extremos de la funcién 6x/(1 + 3x2)? para x > 0; pero bastarfa aplicar la desigualdad de
Cauchy |2V3 x| < 1 + 3x? para concluir que | fy(¢, x)| < b* V3 en la franja indicada. |
Entonces el Teorema 1.15 garantiza que el problema (1.17) tiene solucién unica en
[-b, b]. Como b es arbitrario, la solucidn existe y es tnica en todo R.

Ademds, la funcién y = p(x) = x + x> es estrictamente creciente en todo R. Por lo
tanto, posee una funcion inversa x = g(y), también estrictamente creciente, con g(0) = 0.
Entonces la solucién tnica coincide con x(f) = ¢(#>/3) para todo t € R. O

Ejemplo 1.19. El crecimiento de una poblacion biolégica x(¢) con tasa de crecimiento
k no puede ser descrito por la ecuacion lineal x” = k x, porque esto produciria un
crecimiento exponencial ilimitada x(z) = Aek. Ese modelo erréneo, sugerido por
Thomas Malthus en 1798, fue modificado por Jean-Frangois Verhulst en 1838 para
tomar en cuenta las limitaciones ambientales. Verhulst sugiri6 la ecuacién logistica:

x'(t) = x(k —mx), con k>0, m>0, (1.18)

donde el término negativo —mx? tiende a frenar el ritmo de crecimiento.

Hay dos soluciones triviales: x(f) = 0 (cero poblacion) y x(¢) = k/m (poblacion
estable) que corresponden a las raices de la funcion g(x) := x(k — mx). En ambos casos
x'(t) = 0: estas son “soluciones de equilibrio”. Se busca, entonces, soluciones que
corresponden a valores iniciales x(0) con 0 < x(0) < k/m.

La ecuacion logistica es separable:

[ = [

Usando fracciones parciales, esta relacion se convierte en

1 dx m dx
X 7+z/k_mx—/d”c’

asi que

1 1 1

zlog|x| - %log|k —mx| = %log k—mx) =t+C.
Esto implica que

X x(0)
=Ae* donde A= ———"—.
k —mx ¢ onee k — mx(0)
Es facil despejar la ecuacién x = A e¥'(k — mx):
Ak e
)= ———.
*() 1+ Am ekt
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k/m b--eomee o

/

Figura 1.4: Una solucién a x’(t) = x(k — mx) con 0 < x(0) < k/m

Para 0 < x(0) < k/m, se ve que A > 0y ademds 0 < x(¢) < k/m para 0 < t < oo.
Entonces el lado derecho de (1.18) es positivo, asi que r — x(¢) es estrictamente creciente
para 0 < ¢ < oo. Luego, al tomar el limite cuando t+ — +co, se obtienen las cotas

Ak et k
0<x(t) < lim —— = —.
t—o 1+ Amekt  m
Este modelo sugiere que la poblacion bioldgica se aproximard a un tamafio maximo k/m

en vez de seguir creciendo sin limite: véase la Figura 1.4. O

1.3.2 Ecuaciones exactas

Una familia de curvas disjuntas en el plano R? — con coordenadas cartesianas (x, y) — se
describe por la ecuacion

F(x,y) =C, (1.19)

donde el valor de la constante C distingue una de las curvas de la familia. Asi, por
ejemplo, la ecuacién x* + y?> = k? caracteriza la familia de circulos centrados en el
origen; al fijar un valor de k, se obtiene un circulo de radio k. Si F es una funcién
diferenciable, se puede suprimir la mencién de la constante al tomar la diferencial de
los dos lados:

dF(x,y) = Fx(x,y)dx + Fy(x,y)dy = 0. (1.20)

La diferencial expresa, en forma compacta, la regla de la cadena para funciones
diferenciables de varias variables. En efecto, si una curva de la familia (1.19) estd
parametrizada por ¢ +— (x(z), y(¢)), entonces la ecuacion F(x(z), y(t)) = C puede ser
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expresada mediante su derivada:!'3

0= 2(0) = SR, )] = F(e), y(0) X'0) + B (1), Y)Y ()

al aplicar la regla de la cadena. En forma abreviada:
dx dy
Fy(x,y) — + Fy(x,y) — = 0.
(% y) — + Fy(x y) —

La ecuacion (1.20) es sindnima a esta, al suprimir la mencion de la parametrizacion.

La regla de la cadena entonces autoriza la manipulacion formal de las diferenciales
dx, dy, dt, etcétera, andlogamente a la simplificacion de integrales “por sustitucion”
mediante un cambio de variable.

» Es posible plantear una ecuacion diferencial (sin condicion inicial) en la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (1.21)

Esta relacion es sinbnimo a cualquiera de las dos ecuaciones:
d d
M(x,y) + N(xy) 5> =0, obien M(x,y) = + N(x,y) =0,
dx dy

dependiendo de cual de las dos variables depende de la otra: la primera opcién se usa si
y = y(x) y la segunda si x = x(y). Si estas dos funciones son biyectivas, cada una de
ellas es la funcién inversa de la otra; y las dos opciones son equivalentes.

Dicese que (1.21) es una ecuacion diferencial exacta si resulta ser de la forma (1.20);
es decir, si existe una funcion diferenciable F(x, y) tal que Fy = M, F, = N.

La solucion general de la ecuacion exacta (1.20) es la familia de curvas F(x,y) = C
de (1.19). Cuando sea posible expresar esta relacion en la forma F(x, y(x)) = C para
alguna funcién y = y(x) [o bien F(x(y),y) = C para alguna funcién x = x(y)], la
funcién y(x) [resp., x(y)] también puede considerarse como una solucion de esta ecuacion
diferencial.

Lema 1.20. Si M y N son dos funciones continuamente diferenciables'# en un rectangulo
abierto Q = (a, b) x (c,d) C R?, entonces la expresion M(x,y)dx + N(x,y)dy es una
diferencial exacta siy solo si se cumple la siguiente condicion de compatibilidad:

My(x,y) = Ny(x,y) paratodo (x,y)€ Q. (1.22)

3Aqui se supone implicitamente que la funcién F(x,y) es diferenciable y que la parametrizacién
t — (x(t), y(t)) es también diferenciable.

14Se debe recordar que una funcién G(x, y), definido en una parte abierta de R?, es continuamente
diferenciable si las derivadas parciales Gy y Gy son funciones continuas en el dominio de G. Esta
condicién implica que G sea diferenciable.
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Demostracion. Ad =: Si F: Q — R es una funcién diferenciable tal que F,(x,y) =
M(x,y)y Fy(x,y) = N(x,y) para todo (x,y) € Q, entonces F de hecho es dos veces
continuamente diferenciable en Q. La condicién de compatibilidad se reduce a la
igualdad

Fyy(x,y) = Fyx(x,y) para (x,y) € Q,

Un teorema bdésico del cdlculo diferencial asegura que estas derivadas parciales mixtas
de segundo orden coinciden, F,, = F),, toda vez que existen y sean continuas, como en
el caso presente.

Ad <=: Si se verifica la condicién (1.22), es necesario obtener una funcién F' tal
que Fy = My F, = N. Sea (xo, yo) un punto de Q, arbitrario pero fijo. Definase

F(x,y) = /X M (u, yo) du + /y N(x,v)dv. (1.23)
X0 y

0
El teorema fundamental del cdlculo da la derivada parcial de F' con respecto a x:

y
Fy(x,y) = M(x,yp) + i N(x,v)dv
dx Jy,

y
= M(x, yo) +/
Yo

y
= M(x’y0)+ My(x,v)dv = M(x’y)'
Yo

g, y
—N(x,v)dv = M(x, yo) + / Ny(x,v)dv
0x Yo

El intercambio de d/dx con fyyo es valido porque los integrandos N(x,v)y N.(x,v) son
continuas.

La derivada parcial de F con respecto a y también viene del teorema fundamental
del cdlculo; nétese que la primera integral en (1.23) no depende de y:

o [

Fy(x,y) =0+ —/ N(x,v)dv = N(x,y).
ay Yo

Las derivadas parciales Fy = M y F, = N son funciones continuas, asi que F es

continuamente diferenciable, con dF := F,dx + Fydy = M dx + N dy. |

[ Cabe mencionar que el lado derecho de (1.23) representa una integral de linea de la
forma diferencial M dx + N dy sobre una camino de dos segmentos consecutivos, desde
(x0, ¥0) pasando por (x, yg) hasta llegar a (x, y). Ese camino queda dentro del rectdn-
gulo Q, naturalmente. Cualquier otro camino de integracion C dentro del rectangulo €,
con los mismos puntos inicial y final, produciria el mismo resultado F(x, y): la integral
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fc M dx + N dy es “independiente del camino” si se cumple (1.22). En consecuencia,
el Lema 1.20 es vdlido para otros dominios Q que son “simplemente conexos”: si C es
una curva simple cerrada en €, la region encerrada por C también es parte de Q. |

Ejemplo 1.21. Considérese la ecuacion diferencial:
2xydx + (x* + y*)dy = 0.

Aqui My, = 2x = Ny; el lado izquierdo es una diferencial exacta.
Tanto M(x, y) como N(x, y) son polinomios, definidos en todo el plano R?. Al tomar
(x0, yo) = (0,0), la férmula (1.23) sugiere tomar

3

x y
F(x,y) ::/0 0du+/0 (x2+v2)dv:x2y+y?,

Entonces la solucion es la familia de curvas

3

2 y
xy+—==0C,
Y T3

con C una “constante arbitraria” que parametriza la familia. Notese que el caso C = 0,
es decir, y(x? + y2/3) = 0, coincide con el eje x, cuya ecuacién es y = 0. Las curvas con
C > 0 estan al lado superior (y > 0) del eje x.

También es posible llegar a esta solucion mediante el cdlculo de ‘“‘antiderivadas
parciales”. Si Fy(x, y) = 2xy, entonces

F(x,y) = /2xy dx = xzy + h(y);

en una integracion con respecto de x, la “constante de integracién” puede depender de y
(solamente). De ahi se obtiene

Fy(x,y) = X2+ W(y) = X2+ yz,

asi que /'(y) = y2. Luego h(y) = [y*dy = y*/3 + C. 0

» Si la diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy no es exacta, podria ser ttil multiplicar
ambos lados de la ecuacién (1.21) por una funcién u(x, y). Si la ecuacién modificada
uM dx + uN dy = 0 resulta ser exacta, dicese que u(x, y) es un factor integrante de la
ecuacion original. [ Las dos ecuaciones diferenciales son equivalentes en la regiones del
plano en donde u(x, y) # 0. |

La busqueda de un factor integrante es un arte practico. A veces resulta posible usar
un factor integrante de una sola variable, u(x) o bien u(y).
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Ejemplo 1.22. Considérese la ecuacién diferencial:
xsenydx + (x+ 1)cosydy = 0.

Aqui My = x cos y pero N, = cos y; en este caso, la diferencial dada no es exacta.
Como M,/N, = x no depende de y, vale la pena buscar un factor integrante de la
forma u(x). La ecuacién diferencial modificada es

xu(x)senydx + (x + Du(x)cosydy = 0.
Ahora
(uM)y = xu(x)cosy, mientras (uN)y, = (u(x)+ (x + 1)/(x)) cos y.
Entonces se requiere resolver una ecuacion diferencial para u(x):
(x + Dp'(x) = (x = Dp(x).

Esta es una ecuacion separable:

,u'(x)_)c—l_1 2

ulx)  x+1 x+1°

Al integrar ambos lados con respecto a x, se obtiene

log u(x) = ii,((;)) dx = /( -

2
)dx:x—2log(x+ 1)+C.
x+1
En este contexto, se puede suprimir la constante C de integracién — se requiere un solo
candidato para u(x), no el caso general — para asi obtener

ex

u(x) = exp(x — 2log(x + 1)) = G

Notese que u(x) # 0 paratodo x € R, asi que la ecuacion diferencial dada es equivalente
a la version modificada:

X X

xe e
senydx +
x+1

(x +1)2

cosydy = 0.

Se verifica facilmente que la nueva ecuacion es exacta.
La condicién Fy(x, y) = e* cos y/(x + 1) implica que

e’ e*
F(x,y) = cosydy = seny + ,
(x,y) /x+1 ydy=———seny g(x)
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y luego Fy(x,y) = xe*/(x + 1)?seny + g’(x); se ve que g’(x) = 0, asi que g(x) es
constante. Entonces la solucién general es la familia de curvas

X

P seny = C.
Notese que tanto la ecuacion modificada como las curvas de la solucidn no estdn definidas
en la recta x = —1. De hecho, las curvas de la solucién tiene ramas separadas en los
semiplanos x > -1y x < —1. O

1.3.3 Ecuaciones homogéneas

Definicion 1.23. Una funcién de dos variables f(x, y) se llama homogénea de grado n
si obedece la condicion:

f(at,ax) =a"f(t,x) paratodo a > 0.

La ecuacion diferencial M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacién diferencial
homogénea si las funciones M y N son homogéneas del mismo grado:

M(ax,ay) = a"M(x,y), N(ax,ay)=a"N(x,y) paratodo a > 0.
En tal caso, el cambio de variable y — z dado por
y=:xz; dy=zdx+xdz
convierte la ecuacion diferencial original en una ecuacion separable. ¢

En efecto, al definir g(z) := M(1, z), h(z) := N(1, z), la ecuacion diferencial original
se convierte en
x"g(z)dx + x"h(z)(zdx + xdz) =0

Al cancelar el factor comtn x", se obtiene
(g(z) = zh(z)) dx + xh(z) dz = 0

una ecuacion separable con solucién general

/ T / zh?z()Z)ng(Z)

Una ecuacion diferencial de la forma x’(¢) = f(¢, x(t)) es homogénea si la funcién f
es homogénea de grado 0, es decir, f(at,ax) = f(¢,x) para todo a > 0. Este es
el caso si f es el cociente de dos funciones homogéneas del mismo grado, de tipo
f(t,x) := =M(¢t, x)/N(t, x). En tal caso, la sustituciéon x +— z dado por x(¢) =:  z(¢t),
x'(t) = z(t) + t Z’(¢) produce una ecuacién diferencial separable para z(z).
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Ejemplo 1.24. Considérese la ecuacion diferencial

2+ x2

x'(t) =

El lado derecho es una funcién homogénea de grado O, por ser el cociente de dos
funciones cuadréticas.

tx

Conviene usar la sustitucion x(z) =:  z(t). La ecuacién dada se convierte en

z+17 =

o bien

asi que zz’ = 1/t, o bien zdz = dt/t. La solucion es
2dt
/ZZdz = /T estoes, 72 = 2logt| + C.

La funcidn original x(z) entonces obedece
x(1)? = 2¢% log |t + C1>.

Esta familia de curvas es la solucién general de la ecuacién dada. o

1.4 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Con frecuencia hay que buscar soluciones a una ecuacion diferencial de segundo orden
con el formato:

x"(t) = f(t, x(t), X' (1)), (1.24)
parat € [a,b]y f: @ — R es una funcién continua definida en un dominio Q C R3.
Hay un artificio que permite reducir este problema a dos ecuaciones de primer orden,

al introducir una nueva variable que representa la derivada x’(¢) de primer orden. En
efecto, si se define

x1(1) = x(2),

x2(t) == x'(1),

la ecuacion (1.24) es equivalente al sistema siguiente:

x(t) = x2(1),
x5 (1) = f(t, x1(2), x2(2)). (1.25)
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Para abordar sistemas como (1.25) y otros mds generales, conviene introducir una
notacion vectorial:

x1(t)

x2(t)

x(t) := (

)’ f(t,.X') = (fl(f,X))’

f2(t’ x)

donde fi(t,x1,x2) = x2 y fao(t, x1,x2) = f(t, x1,x2) en el caso de marras. Entonces
el sistema (1.25) se presenta bajo el formato de una ecuacion diferencial vectorial de
primer orden:

x'(t) = f(t,x),

con f: Q — R? una funcién continua en el dominio Q C R3.

Obsérvese que una condicién inicial para esta ecuacion diferencial vectorial debe
tomar la forma x(¢y) = a para algiin o € [a, b] y algiin vector fijo a = (a1, a2) € R.
En otras palabras, se trata de tomar dos condiciones iniciales para el problema original
(1.24): el requisito x(f9) = a; debe venir acompafiado de x’(tg) = a,. Brevemente: un
problema de valor inicial de segundo orden debe prescribir tanto x’(¢¢p) como x(zg).

» Abhora bien, el sistema (1.25) admite dos generalizaciones evidentes. En primer lugar,
el componente f; de f podria ser mas general que la mera coordenada x;; en segundo
lugar, los vectores x y f podrian tener més de dos componentes cada uno. Asi, arribamos
a la definicion siguiente.

Definicion 1.25. Sea f: Q — R™ una funcién vectorial continua, definido en un do-
minio Q C R”*!. Escribase x = (x1,...,x,) € R™ y témese f = (f1,..., fm) con
componentes fi(t,x) = f;(t, x1,...,xy,) para j = 1,2,...,m. Un problema de valor
inicial (o un problema de Cauchy) determinado por esta funcion tiene la forma

xX'(t) = ft,x(@), x(to))=a (1.26)

con algin vector fijo (z,a) € Q. Se trata de hallar un intervalo / € R tal que #y € /
y una funcion diferenciable x: I — R™ tal que (¢, x(t)) € Q para todo ¢t € I, que
satisfaga (1.26) para todo ¢ € I. O

Debe ser claro que los teoremas de existencia y unicidad anteriores tiene extensiones
naturales a los problemas naturales de tipo (1.26), con algunas adaptaciones de notacion
para el caso vectorial. Para extender los teoremas de Picard (el Teorema 1.15 y su
Corolario 1.16), solo hace falta aclarar el concepto de funcidn lipschitziana en el contexto
vectorial, antes de repetir la demostracion de esos teoremas casi verbatim. Esa tarea se
simplifica al adoptar la “norma rectangular” en el espacio vectorial R".
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Cabe recordar que una norma sobre R es una funcién x — ||x|| que cumple estas
tres propiedades:

lexll = lelllxlls fle +yll < el +1ylls - llxll > 0six #0.

(Notese que [|0]| = 0O, al tomar # = 0.) Hay tres normas de especial interés:

lx|l1 == x| + |xa + - + |xpl;

]l i= X7 + e+ X

[l lloo == max{lx1l, [xal,..., [xml}.

Estas normas son equivalentes: una bola de radio finito { x : ||x|| < R} para cualquiera
de ellas estd incluido en una bola de cualquier otra: de modo que las tres normas definen el
mismo concepto de “conjunto acotado” en R"”. Esto es consecuencia del lema siguiente.

Lema 1.26. Para todo x € R™, se cumplen las desigualdades:
Ixllo < lIxll2 < x|l < ml|x|le  paratodo x € R™.

Demostracion. Para verificar estas inecuaciones, basta considerar vectores x con x; > 0
para j = 1,...,m. La primera y segunda de estas desigualdades son obvias; y la tercera
resulta de |x;| < [|x]| para cada j.

Los factores de proporcionalidad son ptimas: al tomar x = e; := (1,0,...,0), se ve
que [lerllo = lleill2 = lleilli. Parax = u := (1, 1,..., 1), vale |lul[; = m||u||w . 0

Figura 1.5: Bolas encajadas en R?

Si Ep(x;d) ={y € R":||x — y|l, < 6} denota la bola cerrada con respecto a la
norma || - ||, con centro x y “radio” 6 > 0, el Lema 1.26 muestra que

Boo(x;6/m) C Bi(x;6) C Ba(x;6) C Buo(x;0),

es decir, estas bolas estdn encajadas: véase la Figura 1.5.
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Para analizar sistemas de ecuaciones diferenciales, conviene usar la “norma max”
|| - |l €n vez de la norma euclidiana || - ||, . En adelante, el simbolo || - || — sin subindice
— denotar4 la norma max.

» Ahorabien, los resultados de la Seccion 1.2 siguen vélidos para sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Si Q@ € R™!, una funcién f: Q — R” se llama lipschitziana en un vecindario
cerrado V c Q de (t, @) € Q si hay una constante L > 0 tal que

If(t.x) = f@&. )l < Llix —yll paratodo (%), (t,y) € V.

Se definen aproximaciones sucesivas a una solucion del problema de Cauchy (1.26) por
una version de la férmula (1.9):

t
wi=a v =as [ flsn)ds
to
Esto permite enunciar versiones vectoriales de los teoremas de existencia y unicidad.

Proposicion 1.14’. Sea f: [a,b] X R"™ — R™ una funcién continua y lipschitziana.
Entonces las aproximaciones sucesivas Xy convergen uniformemente en el intervalo
la, b] a una funcion continua x : |a, b] —» R™. B

Teorema 1.15’ (Picard). Sea f: [a, b] X R™ — R™ una funcion continua y lipschitziana.
Entonces el problema de valor inicial:

xX'() = f(t,x(®),  x(to)=a
posee una solucion iinica, definida en todo el intervalo [a, b]. =

Corolario 1.16’. Sea f: Q — R™ una funcién continua y lipschitziana, definida en el
rectangulo compacto

Vi={(t,x) e R"™ ! 1|t —10] <6, |lx —xol| < &},

y sea M := sup{ ||f(t,x)| : (t,x) € V }. El problema de valor inicial (1.26) posee una
solucion uinica, definida en el intervalo I = [tg—n,to+n], donde n := min{d,e/M}. B

Teorema 1.8'. Sea f: Q — R unafuncion continua, definida en un dominio Q C R™*1,
con derivadas parciales continuas f,, ..., fx, respecto de las variables de R™. Sea
(to, @) un punto interior de Q. Entonces hay un intervalo cerrado I C R con to un punto
interior de 1, tal que el problema de valor inicial

x'(1) = f(r,x(@),  x(to) =a

tenga solucion unica x(t) parat € I. B
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2 Ecuaciones diferenciales lineales
Definicion 2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n,
F(t, x(t), x'(0), . .., x" D), x"()) = 0,

se llama lineal si la funcién f es un polinomio de primer grado en todas las variables
salvo la primera. En otros términos, una ecuacion diferencial es lineal, de orden n, si
tiene el formato:

ao(t) X (0) + a1 () X"V + -+ a1 () X () + an(t) x(1) = g(1), (2.1)

donde ay(?), . . ., an(t) y g(t) son funciones continuas,! definidas en un intervalo cerrado,?
I = [a,b] C R. Las funciones ay(?), . . ., a,(t) son los coeficientes de esta ecuacién lineal.

La ecuacion diferencial lineal (2.1) se llama homogénea si g(r) = 0; en cambio,
dicese que (2.1) es inhomogénea si g(¢) no es nula. O

La ecuacion diferencial lineal de primer orden,

ao(t) x'(t) + a1 (1) x(r) = g(1),

se resuelve por los métodos de la Seccién 1.3. Se debe notar que esta ecuacién es
problematica (singular, se dice) si el intervalo de definicién de x(¢) contiene un valor ¢,
tal que ao(t1) = 0. Es prudente dejar esos casos de lado, por ahora: se asumird que la
Sfuncion ay(t) no se anula parat € [a, b]. Entonces conviene dividir por ao(t); la ecuacion
diferencial lineal de primer orden es generalmente de la forma

x'(t) + p(t) x(t) = h(z), (2.2)

donde p y h son funciones continuas definidas en un intervalo cerrado [a, b] C R.
Con f(t, x) := h(t) — p(t)x, se obtiene f,(x,t) = —p(t). La condicién de Lipschitz

|t %) = f(& )| = IpO] 1x = y[ < L]x =y

'La continuidad de estas funciones solo es necesario para poder aplicar los teoremas de existencia
y unicidad del capitulo anterior. Ciertamente es posible plantear ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes discontinuas.

*En este capitulo [a, b] denotaré un intervalo cerrado de R, no necesariamente compacto. Es decir, la
notacion [a, b] podria denotar un intervalo acotado, pero también los casos [a, 00), (—o0, b] y (—c0, 00) = R
de intervalos cerrados no acotados. El interior de este intervalo, denotado por (a, b), comprende también
los casos (a, 00), (—co, b) y (=00, ). T
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se verifica, al tomar L := sup{ |p(¢)| : a <t < b }; esta cota es finita por la continuidad
de p. Entonces el Teorema 1.15 garantiza la existencia y unicidad de la solucién a un
problema de valor inicial en el intervalo [a, b].

Para encontrar dicha solucion, se puede emplear un factor integrante u(t) que depende
de t solamente. Escribase o

p(t) X' (1) + pa(t) p() x(1) = pa(e) h(2).

El lado izquierda es una derivada total,

p(t) X' (2) + p(t) p(t) x(t) = ( (1) x(1)),
si y’(t) = u(t) p(t), obien u'(t)/u(t) = p(t). Esta es una ecuacion separable, con solucion

W (1)
wu(t)

si P(t) es una primitiva (es decir, antiderivada) de p(z). Entonces, con el factor integrante

log (1) = - / p(1)di =: P(1),

t
u(t) = PO = exp(/ p(s) ds), (2.3)
se llega a la ecuacion diferencial

d
2 ue) x(0) = (o) (),

cuya solucion elemental resuelve la ecuacion original (2.2):

w0 =~ [ syds e (4)
(t)
Ejemplo 2.2. La ecuacion de crecimiento simple (1.3):
x'(t) = k x(),

es lineal y homogénea: a partir de x’(t) — k x(¢) = 0, se ve que p(t) = —k; una primitiva
de esta es P(t) = —kt. Entonces u(t) := e~ es un factor integrante:

d —kt\ _
E(x(t)e ) =0,

con solucién general x(t) = C/u(t) = C e*'. Esta es una recapitulacién del Ejemplo 1.3
anterior. o
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Ejemplo 2.3. Se busca la solucion general de la ecuacidn diferencial lineal inhomogénea
X (0) + 1 x(t) = t* + 2.

En primer lugar, se debe notar que esta ecuacion es singular en ¢ = 0, donde el coeficiente
de x’(¢) se anula. Por ende hay que buscar soluciones validas para r > 0; y para t < 0,
por separado. Témese ¢ > 0; entonces, al dividir por 72, se obtiene

1
x'(f) + ;x(t) =2+ 1.

Ahora p(t) = 1/t tiene primitiva P(¢) := logt parat > 0. Por lo tanto, u(t) := €2’ =t es
un factor integrante. En efecto, 7 x'(r) + x(t) = d/di(t x(t)) es una derivada total. Luego,

4 2

d t
E(tx(t)):t3+t = tx(t)z/(s3+s)ds:lz+%+cl

da la solucién general

3
t t C
X(I)ZZ+§+71 para t > 0.
En el intervalo ¢ < 0, se procede del mismo modo. Aqui, sin embargo, p(¢) = 1/t
tiene primitiva P(z) := log |t| = log(—t) y el factor integrante (jpositivo!) es u(t) = —t.
La ecuacién reformulada es

A
E(—t x(1)) = - — 1,

de donde es evidente que la misma férmula x(¢) = 13/4 +1t/2 + C»/t también describe la
rama de la solucién general con ¢ < 0. Las constantes C; y C> no son necesariamente
iguales. 0

2.1 Ecuaciones lineales homogéneas

Considérese una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden:

x"(1) + p(1) x'(t) + q(t) x(1) = 0. (2.5)

Al poner y(t) := x’(t), este es equivalente a un sistema de dos ecuaciones lineales
homogéneas de primer orden:

x'(t) = y(t) = 0,
y'(@) + p(t)y(t) + q()x(t) = 0;
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que se puede expresar también en forma matricial:

o) ot )Gl = 0
y®) \a@) p@®)\y@)) \0)
Un problema de valor inicial para la ecuacion (2.5) tiene la forma:

x"(t) + p(t) X'(t) + q(t) x(t) = 0; x(t0) = x0,  x'(t0) = yo.

El Teorema 1.15" garantiza la existencia y unicidad de su solucién en un intervalo
compactoa <t < b.
Obsérvese que si las condiciones iniciales son ceros:

x(to) =0, x'(to) =0,

entonces esta solucion tnica debe ser la solucién nula x(z) = 0.
Estas consideraciones también son vélidas en ecuaciones de orden superior. La
ecuacion diferencial lineal homogénea de orden # tiene la forma:

X@) + pr () x"D@) + -+ pusi (1) X' (1) + pult) x(2) = 0. (2.6)

Si x(1) := (x(2), X'(7), ..., x""D(¢)) € R", esta ecuacién se transforma en una ecuacién
vectorial:

x'(t)+ P(t)x(t) = 0, (2.7)

donde P(t) es una matriz n X n cuyas entradas incluyen los coeficientes p;(¢) de la
ecuacion original. La condicién inicial x(fp) = a se manifiesta como n condiciones
iniciales para la ecuacion (2.6):

x(to) = a;, x'(to) = az, ..., x" V(o) =a,.

En particular, si a = 0, la solucién nula x(z) = 0 es la solucién tnica correspondiente.

» Conviene dejar de lado, por un rato, el asunto de valores iniciales y enfocar la
ecuacion homogénea (2.6) cuya solucion general debe ser una familia de funciones con
n parametros reales cy, ¢y, ..., c, — las llamadas “constantes arbitrarias” — por ser la
ecuacion de n-ésimo orden. [ Su version vectorial (2.7) tendrd un solo parametro, por
ser de primer orden; pero ese pardmetro es un vector (cy,...,c,) que combina los n
pardmetros de la ecuacién original. ||

La linealidad de la ecuacién homogénea (2.6) tiene la siguiente consecuencia de
enorme importancia.
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Lema 2.4. Las soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea forman un
espacio vectorial (sobre R).

Demostracion. Sean x(t) y x»(t) dos soluciones de la ecuacion (2.6). Férmese una
combinacion lineal x(¢) := c1x1(t) + c2x(f) con ¢y, ¢, € R. Entonces

x'(t) = c1 x| (1) + c2x5(2),

x"(t) = c1x{ (1) + e2x5 (1),

Xy = 12 (t) + 22 (@),
Al sustituir estas expresiones en el lado izquierdo de la férmula (2.6), se obtiene
X)) + pr(6) XV + -+ paci (6) X' (1) + palt) x(1) = 1(0) + c2(0) =0,

después de combinar los términos con derivadas de x; y x2. En resumen: cualquier
combinacion lineal de dos soluciones de (2.6) es también una solucion. O

Obsérvese que los “vectores” de este espacio vectorial son funciones ¢ +— x(¢),
definidos en un intervalo [a, b] C R.

Ejemplo 2.5. Considérese de nuevo el oscilador arménico del Ejemplo 1.4:
x"(1) + w*x(t) = 0.

Esta ecuacion es (1.4a), escrito ya en el formato de (2.5). Se conoce dos soluciones:
x1(t) := senwt y x»(t) := cos wt. El Lema 2.4 asegura que hay una familia de soluciones,
dadas por (1.5):

x(t) = cysenwt + cocoswt, con cp, ¢ € R.

Es evidente que las dos soluciones particulares, sen wt y cos wt, son linealmente inde-
pendientes, pues ninguna de ellas es un mdltiplo de la otra. O

Definicién 2.6. Sean g, ii: [a, b] — R dos funciones diferenciables definidas en un inter-
valo [a, b] C R. El wronskiano de este par de funciones la funcion W(g, h): (a,b) - R
dado por

g(t)  h()

W(g7h)(t) = g’(t) h'(l‘)

=g() W () - g (t) h(2). (2.8)
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Mais generalmente, si g1, ..., g, [a, b] = R son funciones (n — 1) veces diferencia-
bles, definidas en un intervalo comun [a, b], su wronskiano es el determinante
g1(1) &) ... gt)
gi(t) gg(t) R (t)
W(gh.....gn)t) = A (2.9)
n 1 n— 1 n— 1
‘0 o e >(r>
Si no hay ambigiiedad, se puede denotar esta funcién por W(z). ¢

Si g y h son linealmente dependientes, de modo que 4(t) = ¢ g(t) [o bien g(¢) = ¢ h(t)]
para alguna constante ¢ € R, entonces h'(t) = ¢ g’(t) [respectivamente, g’(t) = ¢ h'(1)],
entonces W(g, h)(t) =0

En el caso de n funciones linealmente dependientes, sin perder generalidad se puede
suponer que g,(t) = c1g1(t) + -+ - + cp-1 gn_l(t) Las derivadas de orden superior siguen
el mismo patrén: gflk)(t) = clggk)(t) + ety lgn 1(t) para k = 1,...,n— 1. Como
resultado, la dltima columna del determinante (2.9) es una comb1nac10n lineal de las
otras; y por ende, el determinante es nulo: W(gy,...,g,)(#) = 0. En resumen: el
wronskiano de un juego de funciones linealmente dependientes es nulo.

Ejemplo 2.7. Considérese las dos funciones diferenciables g, 4: [—1, 1] — R dadas por
g(t) := 3 y h(t) := |*]. Evidentemente, no son proporcionales en todo el intervalo
[-1, 1], asi que son linealmente independientes. Sin embargo, su Wronskian es nula:
3.3
t

32 3¢2

=312

Entonces la nulidad del wronskiano es una condicién necesaria, pero no suficiente, para
que dos funciones sean linealmente dependientes. O

=0,si7<0.

Wi(g, h)(t) = =0,sir>0; W(g h)t)=

Afortunado, este contraejemplo 2.7 no es relevante si se limita la atencion a solu-
ciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea, en vez de funciones diferenciables
cualesquiera. Esto es el resultado de una férmula de Abel, que expresa el wronskiano en
términos de los coeficientes de esa ecuacion.

Proposicion 2.8 (Abel). Si x|(t) y x2(t) son dos soluciones de la ecuacion diferencial

x"(1) + p(1) X' (1) + q(t) x(1) = 0,

con coeficientes continuas p, q: [a, b] = R, su wronskiano W(t) = W(x1, x2)(t) cumple
t
W) = Ce D, donde P@t) = / p(s) ds, (2.10)

para alguna constante C € R.
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Demostracion. El wronskiano y su derivada cumplen

W(t) = x1(t) x5(t) — x}(t)x2(1),
Wi(t) = x1(r) x5(t) — x{ () x2(2).

Al simplificar xJ(z) y x7(¢) con el uso de la ecuacion diferencial, se obtiene

W'(1) = —x1(6)(p(t) x5(1) + q(t) x2(2)) + (p(£) x| () + q () x1())x2(1)
= —p(t)(x1(1) x5(t) — x| ()x2(1))
= -p(t) W(t).

Esta ecuacion diferencial W'(¢) + p(r) W(t) = 0 tiene la forma (2.2) — con cero al lado
derecho — y por lo tanto puede ser resulto con el factor integrante u(r) = e”®. Se obtiene
W(t) = C/u(t) = C e P®, como caso particular de la férmula (2.4). m|

Corolario 2.9. Si x((t) y x2(t) son dos soluciones de una ecuacion diferencial lineal
homogénea de segundo orden, su wronskiano W(x1, x,)(t) bien es idénticamente nulo, o
bien nunca se anula. Luego, estas dos soluciones son linealmente dependientes si'y solo

si W(xl, )CQ)(Z) = 0.

Demostracién. El wronskiano tiene la forma W(r) = C e~") donde el segundo factor es
positivo para todo t. Luego W(¢) = 0si C = 0; pero W(t) # 0 para todo ¢ si C # 0.
Ahora bien, x| y x; son linealmente dependientes si y solo si hay constantes ci, 3,
con (c1,cp) # (0,0), tales que c¢; x1(f) + ¢ x2(t) = 0 para t en el intervalo [a, b]. Al
tomar la derivada de ambos lados, también vale c; x| (t) + c2 (1) = 0 para ¢ € (a, D).
Entonces, para cualquier 7 € (a, b), el sistema de ecuaciones (algebraicas) lineales:

c1 x1(to) + c2 x2(t0) = 0

’ 4
1 xl(tO) + xz(tO) =0
tiene una solucién no nula (cy, ¢2). Por ende, el determinante de sus coeficientes es cero:

x1(to) x2(to)
x(to) x5(t0)

W(to) =

Recapitulando: x; y x, son linealmente dependientes si y solo si W(zg) = 0 para algiin
to € (a, b); siy solo si W(t) = 0 para todo t € (a, b). O

Teorema 2.10. La solucion general de la ecuacion diferencial
x"(t) + p(t) x'(t) + q(t) x(1) = 0,
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con coeficientes continuas p, q: [a, b] — R, satisface:

x(t) = ¢y x1(t) + 2 x2(2),

donde x1 y x, son dos soluciones particulares, linealmente independientes.

Demostracion. Témese t(y € (a, b). Con las condiciones iniciales
x1(to) =1, x|(t0) =0; x2(t0) =0,  x4(to) =1,

existen soluciones tnicas x1: [a,b] & Ry x2: [a,b] = R que cumplen estas condi-
ciones respectivas. Evidentemente, estas funciones no son proporcionales, porque no
son proporcionales en el punto #o. Por lo tanto, x; y x2 son soluciones linealmente
independientes.

Ahora sea x: [a,b] — R una solucién cualquiera de la ecuacién dada (2.5). Sea
c1 := x(tp) y ¢z := x’(¢p). Entonces la combinacién lineal

y(@) i= x(1) = c1 x1(2) — 2 x2(1)

es también una solucién, por el Lema 2.4. Esta solucién cumple y(z9) = y'(tg) = 0;
como tal, esta es la solucién nula, y(¢) = 0, como se queria comprobar. O

En sintesis: el espacio vectorial real de las soluciones de la ecuacién diferencial de
segundo orden (2.5) tiene dimension 2.

» La férmula (2.10) para el wronskiano de dos soluciones permite relacionar dos solu-
ciones independientes: si se conoce una solucién x(¢), se puede obtener una ecuacion
(lineal y homogénea) de primer orden para la otra solucion x,(¢), la cual se resuelve en
seguida: esta proceso se llama la reduccion de orden de la ecuacion original.

Proposicion 2.11. Si se conoce una solucion x(t) de la ecuacion lineal homogénea

x"(1) + p(t) x'(t) + q(t) x(1) = 0,

tal que x1(t) # 0 para t € [a, b, definase w(t) := e~ " donde P(t) := ft p(s)ds es una
primitiva del coeficiente p(t). Entonces la formula

(1) = x1(t) / xvl”(j) ds (2.11)

representa otra solucion de la ecuacion diferencial dada; y las soluciones x1 y x, son

linealmente independientes.
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Demostracion. Se quiere encontrar una segunda solucion de la forma x,(7) = u(t) x1(¢)
donde u es una funcion no constante. Entonces la ecuacién dada toma la forma

(@ (0)x1(t) + 20/ (O)x (1) + u(@®)x{(0) + pO)(u' (0)x1 () + u()x| (1) + g(O)u(t)x1(1) = 0,

o bien, al reorganizar los términos:

W () x1 (1) + u' (1)(2x1 (1) + p(D)x1 (1)) + u(®)(x{ (@) + p(1)x} (1) + g(t)x1(1)) = 0.

En la dltima expresion, el miltiplo de u(¢) se anula porque x(¢) es una solucion de la
ecuacion dada. Coloquese v(¢) := u'(t). Entonces se obtiene

V()x1(t) + v()(2x)(2) + p(t)x1(1)) = 0

Esta es una ecuacion diferencial, lineal y homogénea, y de primer orden para la funcién
desconocida v(t). Al dividir por x(t), se obtiene

’

V() + (22—8 + p(t))v(t) =0,

De acuerdo con (2.3), esta ecuacion posee un factor integrante u(z), donde

log u(f) = / (228 ; p(s)) ds = 2log x1(t) + P(t).

asi que u(r) = x1(£)>e”® = x1(¢)?>/w(z). En consecuencia,

e
=y = = e

Como se busca una solucion particular x;(¢), se puede tomar C = 1 y tomar una primitiva

del lado derecho: *w(s)
w(s

= | —=ds,

u(t) / x1(s)? ’

de donde (2.11) es inmediato. O

Ejemplo 2.12. La ecuacién lineal homogénea
x"(t) - lx'(t) + 1 x(t)=0
t 1? ’

definida en el intervalo (0, o), tiene una solucién “obvia”, la cual es x(¢) = t.
En este caso P(t) = — ft ds/s = —logt, asi que w(t) = e @ = ¢!°27 = ¢ Entonces

t t
d
xz(t):t/ %ds:t/ —S:tlogt.
S S

Entonces la solucion general a la ecuacion dada es x(t) = ¢;t + cotlogt, parat > 0. ¢
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» Las consideraciones para ecuaciones de orden 2 también son validas para ecuaciones
de orden superior. El manejo del wronskiano se facilita con el lema siguiente.

Lema 2.13. La derivada del wronskiano (2.9) es otro determinante:

g o) ... &)
gi(t) g;(t) . gé(t)

W(gt,...,g)) = . (2.12)
i %) & 0 0
gl LGOI NS ()

Demostracion. Sea A(t) = [a;;(t)] una matriz n X n cuyas entradas son funciones dife-
renciables. Su determinante admite la expansion en la primera fila:

det A(r) = ay1(t) my1(t) + app(t) mpp(t) + -+ - + aa(t) myp(2).

La derivada del determinante obedece la regla del producto:

4 (det A1) = (@}, () mi1 (1) + al,(t) ma(r) + - - - + @}, (t) mi, (1))

(
dt
+ (a1 (0) m' (1) + ann(t) my (1) + - - - + ay,(t) M}, (1)).

Los cofactores m;;(t) son determinantes de lado (n — 1) tomados de las filas 2,...,n de
la matriz A(z). Por lo tanto, el primer sumando es el determinante de la matriz A;(z)
obtenida de A(t) al derivar su primer fila y al dejar iguales las otras filas. Por induccion
sobre n, el mismo proceso es aplicable para derivar los cofactores m;;(¢). En el segundo
sumando aparece el determinante obtenido al derivar la segunda fila de A(f) solamente;
y asi sucesivamente:

det A(t) = det A;(r) + det Ax(f) + - - - + det A, (¢),
donde A () es obtenido de A(r) al derivar la fila k solamente. Por ejemplo, para n = 3:

ay(t) an() ai(t)
o ari(t) axn(t) axs(t)
az|(t) asx(t) azs(?)

ay () a, () ai3@)) |an@®) an®) as@)| |an@) an@) as@)
= |aai(t) an(t) axn@)|+|ay, (1) a),t) ab ()| +|an) axn(t) ax;()|.
az1(t) axn(t) axn)| |asi) an() ax@)| |a,@) a,@) a4 @)
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Si ahora se aplica esta receta al determinante (2.9), en cada una de las matrices
iniciales A((¢), ..., A,—1(t) hay dos filas consecutivas iguales, asi que det Ax(z) = 0 para
k=1,...,n—1. Porlo tanto, W'(gy, ..., g,)(t) = det A,(t), obtenido al derivar la Gltima
fila solamente: esto comprueba la férmula (2.12). O

Proposicion 2.8’ (Abel). Si xy, x2,..., x, son n soluciones de la ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n:

K@)+ pr) XV + -+ pasi (6) X (2) + pu(t) x(1) = 0,

con coeficientes continuas pi,...,pn: |a,b] — R, entonces su wronskiano W(t) =
W(x1,...,x,)(t) obedece

t
W(t) = Ce P donde Pi(1) =/ pi(s)ds,
a

para alguna constante C € R.

Demostracion. Por el Lema 2.13, la derivada del wronskiano W (z) es igual a

x1(2) x2(0) .. xa(?)
x| (1) () o x(@)
W) =| : :
0 AP0 P
R I S () BT ()

Cada entrada x;”)(t) de la tltima fila de W’(¢) puede ser sustituida por la ecuacién
diferencial dada:

xﬁ.n)(t) =-—pi(t) x;n_l)(l) — = pn1(t) x}(t) — pa(t) x;(2).

Luego, al sumar p,,1-x(t) veces la k-ésima fila a la Gltima fila, para k = 1,...,n — 2,
(una operacion que no afecta al valor del determinante), se obtiene

x1(2) x2(t) e xn(1)
wio=| M7 w0 0w
OO @0 e -0
La ecuacion diferencial W’(r) + pi(r) W(¢) = O se resuelve, como antes, por el método
del factor integrante, dando lugar a la solucion enunciada. O
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Corolario 2.9’. Sean xi,...,x, una n soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea (2.6), de orden n. Entonces su wronskiano W(t) := W(x, ..., x,)(t) bien es
idénticamente nulo, o bien nunca se anula. Luego, estas n soluciones son linealmente
dependientes si 'y solo si W(t) = 0.

Demostracién. Como el wronskiano tiene la forma W(t) = C ¢~ "1®_ entonces W(r) = 0
si C = 0; mientras W(¢) # O paratodo ¢ si C # 0.
Ya se ha observado que si xi,...,x, son linealmente dependientes, entonces su
wronskiano es idénticamente nulo — para eso, no hace falta que sean soluciones de (2.6).
Por otro lado, si xi, ..., x, son soluciones, y si W(tyg) = 0 para algin t¢ € (a, b),
entonces el sistema de ecuaciones (algebraicas) lineales:

c1 x1(tp) + c2 x2(tp) + - - - + cp x,(t0) = 0

c1 x1(to) + c2 X5(t0) + -+ + ca x,,(t0) = 0

er 2 t) + 2 x5 Vt0) + -+ e 2 10) = 0 (213)
tiene una solucion no nula (cy, . .., ¢;) € R". Por el Lema 2.4, la combinacion lineal
y(t) = crx1(t) + e xo(t) + - -+ + ¢ Xp (1)
es también una solucién de (2.6). Entonces las ecuaciones (2.13) muestran que
¥to) =0, Y(t)=0, ..., y" V(o) =0.

Por la unicidad de la solucion de (2.6) con estas condiciones iniciales, y(¢) coincide con
la solucién nula: y(fr) = 0 para r € [a, b]. Esto dice que las soluciones originales son
linealmente dependientes. O

Teorema 2.10". La solucion general de la ecuacion diferencial
@)+ pr) XV + -+ pasi(8) X (0) + pu(0) x(1) = 0,

con coeficientes continuas pi, . .., pn: |a, b] = R, satisface:

x(t) = ¢y x1(t) + ca x2(2) + - - - + cp x,(2),

donde xy,. .., x, son n soluciones particulares, linealmente independientes.
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Demostracion. Témese tg € (a,b). Sea {ej,en,...,e,} la base estindar de R" — esto
es, e; := (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Con las condiciones
iniciales

(xi(to), x4 (to)s .., 7'V (10)) = ek,
existen soluciones tUnicas xi: [a,b] — R, para k = 1,2,...,n, que cumplen estas
condiciones respectivas. Su wronskiano en el punto #( vale

1 0 ... 0
01 ...0
W(xl,...,xn)(to): A : = 1,

00 ... 1
asi que W(xy,...,x,)(t) # 0 para todo z; y las soluciones xi, ..., x,, son linealmente
independientes.

Ahora sea x: [a,b] — R una solucién cualquiera de la ecuacién dada (2.5). Sean
c1 = x(tg), ¢2 := x(t0), . . ., cn := x"D(t). Entonces la combinacién lineal
y(t) := x(t) = c1 x1(2) = c2 x2(2) = - - - = cn X (1)

es también una solucién, la cual cumple y(fo) = y'(t9) = - -- = y"D(t9) = 0; por ende,
esta es la solucion nula, y(z) = 0. |

En sintesis: el espacio vectorial real de las soluciones de la ecuacion diferencial (2.6)
de orden n tiene dimensién n.

2.2 Ecuaciones lineales inhomogéneas de segundo orden
Considérese la ecuacion lineal inhomogénea
x"(t) + p(t) x'(¢) + q(¢) x(¢) = h(z), (2.14)

con funciones continuas p(t), g(t), h(t), definidos en un intervalo cerrado [a, b] C R.
Al poner y(t) := x'(t), este es equivalente a un sistema de dos ecuaciones lineales
inhomogéneas de primer orden:

x'(t) = y(t) = 0,
y'(@) + p(t)y(t) + q(t)x(t) = h(?);

que se puede expresar también en forma matricial:
o) o) G = o
y®)  \g@) p@0) \y®)]  \h@))’
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o bien, en forma matricial:
x'(t) + A@t) x(t) = h(z), (2.15)

donde h(t) := (0, h(t)); el lado izquierdo es idéntico al lado izquierdo de (2.7).

En la presencia de condiciones iniciales x(#9) = aj, x'(t9) = a, este es un sistema de
la forma (1.26), en donde f(z,x) := h(t) — A(t) x, cont € [a, b]. Si [a, b] es un intervalo
acotado, se verifica ficilmente que esta funcién vectorial es lipschitziana:

If () = fFe I < Llx =yl paratodo (%), (1,y) € [a,b] X R?,

al tomar
L:=sup{l+|pt)+]|q@)]:a<t<b}.

Luego, por el Teorema 1.15", un problema de valor inicial para la ecuacion diferen-
cial (2.14) tiene solucién unica en el intervalo [a, b].

[ Con leves cambios de notacion, este argumento también demuestra que una ecuacion
diferencial lineal homogénea de orden n > 2 tiene solucién dnica en cualquier intervalo
compacto en el cual los coeficientes son funciones continuas. |

» La diferencia principal con el caso homogéneo es la ausencia de una solucién trivial:
si fuera h(f) = 0, las condiciones iniciales x(79) = 0, x’(t9) = 0 impondrian la solucién
nula; pero esto es inadmisible si 4(7) no es idénticamente cero. Es necesario, entonces,
encontrar al menos una solucion particular de la ecuacién inhomogénea (2.14).

Ahora bien, si x(¢) y y(¢) son dos soluciones de (2.14), su diferencia z(¢) := x(t)— y(¢)
resuelve la ecuacion homogénea:

(1) + p(t) 2 (t) + q(t) z(t) = 0.

Como tal, z(f) = ¢y x1(t) + c2 x2(t) donde x((f) y x2(¢) son soluciones linealmente
independientes de la ecuacion homogénea. Se ha demostrado el resultado siguiente.

Proposicion 2.14. La solucion general de la ecuacion lineal inhomogénea

x"(t) + p(t) X'(¢) + q(t) x(t) = h(t)

tiene la forma
x(#) = c1 x1(2) + c2 x2(1) + ¥(2),

donde c| x1(t) + ¢y x2(t) es la solucion general de la ecuacion homogénea correspon-
diente; mientras y(t) es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea.
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Ejemplo 2.15. La ecuacion lineal inhomogénea
1 1 ’ 1
x"(t) - T () + 2 x(t) = 4t (2.16)

es una variante de la ecuacion homogénea del Ejemplo 2.12. Esta ecuacion posee la
solucién particular y(¢) = #°, como se puede comprobar por inspeccion.

Habida cuenta de la solucion general conocida de la ecuaciéon homogénea, se obtiene
la solucién de la inhomogénea:

x(f)=cit+crtlogt +£ cuando 7> 0.

Hace falta, entonces, desarrollar un método para obtener una solucién particular que no
dependa de un golpe de suerte. O

2.2.1 Variaciéon de parametros

Para encontrar una solucién particular a la ecuacién (2.14), se usa un artificio andlogo al
de la demostracion de la Proposicion 2.11, en donde se obtuvo una segunda solucién al
colocar x;() := u(t) x1(t) y se trat6 de determinar el multiplicador u(z). Para que x(t)
fuera linealmente independiente de la solucion dada x(z), era esencial que la funcion
u(t) no fuera constante.

Abhora bien, al enfrentar la ecuacién diferencial (2.14), no se dispone de una solucién
previa; pero al menos se conoce un par de soluciones independientes x(f) y x»(¢) de
la ecuacion homogénea. Se recomienda, entonces, reemplazar la combinacion lineal
c1 x1(t) + ¢ x(t) por una expresion

y(#) := vi (@) x1(1) + vo (1) x2(2), (2.17)

en donde v{(¢) y v2(¢) son funciones no necesariamente constantes.
Al calcular la derivada de la ultima expresion, se obtiene

Y (1) = (Vi (2) x1.(2) + V5(1) x2(0)) + (v (1) X} (1) + va(r) X5(2)).

Para determinar un par de funciones v, v, convenientes, se toma la decision de anular
la primera de las dos paréntesis al lado derecho. Esto impone el requisito:

vi(r) x1(t) + V(1) x2(t) = 0. (2.18a)
Entonces la segunda derivada de y(¢) es:
y'(t) = vi(e) Xy (1) + vy (t) x5(8) + vi(e) x7 (1) + va(t) x5 ().
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La funcién y(¢) serd una solucion de (2.14),
Y'(@) + p@) y'(t) + q(t) y(t) = h(2),
si'y solo si

vi()(x(0) + p(t) x| (2) + q(1) x1(2)) + va(£)(x5 (1) + p() X5(1) + g(2) x2(1))
+ () x| (1) + V5 (1) X5(t) = h(2).

Como x1 y x, son soluciones de la ecuacién homogénea, los términos iniciales se anulan;
queda solamente la relacion:

Vi (1) x1(2) + vy (2) x5(1) = h(D). (2.18b)

En resumen, se obtiene una sistema de ecuaciones lineales para las dos incégnitas
’ ’ : g .
v{(2) y v}(2) al combinar las condiciones (2.18):

vi(1) x1(0) + v5 (1) x2(1) = 0,
Vvi(0) x| (1) + Vi) X5(1) = h(D). (2.18¢)

Este sistema se resuelve por la regla de Cramer, habida cuenta de que el determinante de
los coeficientes es el wronskiano:?3

x1(r) x2(1)

Xy (1) x5(1)

al invocar la férmula de Abel (2.10). Concretamente:

@) !

wo o 2O wo

=W(t) = e PO,

I
W)

0 x20)
h(t)  x5(t)

Esto demuestra el resultado siguiente.

x1(t) O
Xy (1) k()

_xi(2) h(r)
W)

vi(t) =

Proposicion 2.16. Una solucion particular de la ecuacion diferencial lineal inho-
mogénea (2.14) esta dada por

y(t) = —x1(t) / ’;2((;)) h(s) ds + xa(t) / fvl((ss)) h(s) ds (2.19)
donde w(t) = e P y P(t) = [* p(s) ds. m

3La constante C = 1 de la férmula (2.10) estd absorbida en la constante de integracién de la primitiva
t
P(t) := [* p(s)ds.
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Ejemplo 2.17. Cabe reconsiderar el Ejemplo 2.15. La ecuacién inhomogénea (2.16):
(1) =+ (1) + 5 x(6) = 41
X - — X — X =
t r?

fue resulta al adivinar una solucién particular “obvia”. Seria interesante ver lo que da el
método de variacion de pardmetros. Se postula una solucion

y(t) = vi(t) x1(t) + va(t) x2(¢) = tvi(t) + tlogt vo(t).

El Wronskian de la ecuacién homogénea estd dada por P(t) := [ "(=1/s)ds = — logt,
W(t) = e P® = ¢, 0 equivalentemente por

t tlogt
I 1+logt

W(t) =

El sistema de ecuaciones (2.18) es:
tvi(t) + tlogtvi(r) =0,
Vi) + (1 +logr) vi(r) = 4t;
asi que

1
= —4tlogt,; vi(t) = A

t 0
1 4t

0 tlogt

o
1) = —
MO=7 1 1 4 logr

t

De ahi se obtiene un par de primitivas:

t

t
vi(t) = —/ 4slogsds = —(2t2logt — 1> + 1), wa(f) = / 4sds = 21> = 2.
1 1

(Se escoge a = 1 como la cota inferior de integracion, porque a = 0 estd fuera del
intervalo de definicién del problema.)
Entonces se obtiene la solucién particular

y(t) = —t(21* logt — 1> + 1) + tlogt(2t> —=2) = > —t — 2t log .

Es evidente que los términos —t — 2¢ log ¢ son una combinacion lineal de las soluciones
basicas x1(t) =t y x(t) = tlogt de la ecuaciéon homogénea; su presencia se debe a la
eleccion de a = 1 para calcular las primitivas. Luego se puede descartarlas, y asi se
obtiene una nueva solucién particular, j(¢) := £°.

Moraleja: aunque sea preferible obtener una solucién particular por inspeccion, el
método de variacion de parametros siempre es capaz de proporcionar alguna solucién. ¢

49



2.2. Ecuaciones lineales inhomogéneas de segundo orden

» En el ejemplo anterior, se encontro la solucion particular al resolver el sistema (2.18),
en vez de aplicar ciegamente la féormula (2.19). Sin embargo, esa dltima férmula tiene
cierta importancia tedrica. Al escribirla en el formato:

[T x2(0) x1(s) = x1(1) x2(5)
- | L

se puede observar que tiene la forma de un operador integral:

h(s) ds,

h(t) — /t G(t,s) h(s)ds (2.20)

para cierta funcién de dos variables G(t, s) obtenida de las soluciones de la ecuacién
homogénea.

Definicion 2.18. Sean x;(r) y x»(z) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion diferencial lineal homogénea (2.5), con coeficientes continuas en un intervalo
cerrado [a, b]. Sea w(t) = W(x, x2)(¢) su wronskiano. Una funcién de Green asociada
a dicha ecuacion se define por:

x3(1) x1(s) — x1(2) x2(s)

G(t,s):= para a < s<t<b. (2.21)

w(s)
(En problemas de contorno, suele usarse otras funciones de Green, levemente diferentes
de esta féormula; serdan consideradas mas adelante.) ¢

Del punto de vista del dlgebra lineal, cabe notar que el lado izquierdo de una ecuacion
diferencial lineal es de la forma L[x(z)], donde

2

d d
L:=— +pt)—+q(t
dt2+p()dt+q()

es un operador lineal — es decir, posee la propiedad:
Llci x(t) + c2 y(t)] = c1 L[x(¢)] + c2 L[y(¢)] paratodo cy,c; € R.

Si se denota el lado derecho de la férmula (2.20) por G[h(t)], se puede resumir la
Proposicion 2.16 asi:

y(t) = G[h(1)] = L[y®)] = h(@),

e inversamente, L[x(¢)] = h(t) implica que x(¢) es la suma de G[A(t)] con un elemento
del nicleo del operador lineal L. Por el Teorema 2.10, se sabe que este nicleo es un
espacio R-vectorial de dimension 2. Brevemente: el operador integral G invierte el
operador diferencial L, médulo el nicleo de L.
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2.3 Ecuaciones lineales con coeficientes constantes
2.3.1 Ecuaciones homogéneas de segundo orden

Considérese una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden:
ax"®)+bx'(t)+cx(r) =0, (2.22)

donde a, b, ¢ € R son constantes, con a # 0. En vez de buscar una solucion sistemati-
camente usando algun factor integrante, se puede partir de una simple observacion: hay
una familia de funciones conocidas cuyas derivadas son proporcionales a ellas. Estas
son las funciones exponenciales t — e, con A constante.

Entonces, vale la pena ensayar una funcion de prueba x(t) := e*. La ecuacién (2.22)
se reduce a

al’ e’ +baret +cet =0,

y como e’ # 0 para todo ¢ € R, esto es equivalente a la ecuacién caracteristica:
al> +bA+c=0. (2.23)

Si esta ecuacion cuadrética tiene dos raices distintas, ellas corresponden a dos soluciones
independientes de la ecuacion diferencial (2.22).

Un andlisis completo de (2.22) depende del discriminante b* — 4ac de la ecuacién
caracteristica (2.23). Se distinguen tres casos, a continuacion.

Caso b2 — 4ac > 0: La ecuacién (2.23) tiene dos raices distintas,

-b+ Vb? - 4ac 1 -b—-Vb? - 4ac
= ) 2 :: *
2a 2a

/111

Las funciones e!’ y e*?' son linealmente independientes. Su wronskiano es

At Aot

e e

A1+4
/lle/llt /lze/lzt = —(/ll - /lz)e( 1+A2)t * 0.

Entonces la solucién general de la ecuacion diferencial (2.22) es:

x(t) = ¢; e + ¢y ™, (2.24a)

Caso b% —4ac = 0: La ecuacién (2.23) tiene una sola raiz, A = —b/2a. En este caso
x1(t) := e~?"/2% es una solucién. La segunda solucién viene de la Proposicién 2.11.
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—bt/a

Aqui p(t) = b/a, con primitiva P(t) = bt/a; luego w(t) = e Entonces la

férmula (2.11) produce

! wi(s te—bt/a
xz(t) = )Cl(t)/ ( ) ds = e—bt/Za/ Z_ds = te—bz/Za‘

x1(s)?2 o-bila

Entonces la solucion general de (2.22) es:

—bt/2a

x(t)=(c1+ct)e (2.24b)

Caso b% —4dac < 0: Laecuacion (2.23) no posee raices reales; pero si tiene dos raices
complejas distintas. Escribase

p := =b/2a 'y o := Vdac — b*/2|a|] > 0. Entonces la férmula cuadratica ofrece
dos raices complejas conjugadas:

A =p+ioc, Ar=p-io.

La funcién exponencial de un nimero complejo z € C se define mediante la serie
de potencias (o serie de Taylor):

2 3

ok
z = N L
e _exp(z).—kzzg)k!—l+z+2+6+

y se verifica que e**" = e®¢". En particular, cuando z = iot, se obtiene*

it . P e o S ot
e =1+iot - —1 + + o+
2 6 24 n!

2.2 4.4 2k 2k

ot o't ot
(]__+_+...+(_1)k )

. ( . 0'31'3 N 5t5 N +( l)k0_2k+1t2k+l s )
‘7 2k + 1)!

cosot+isenot.

De igual manera, se obtiene e "7’ = cos(ot) — i sen(ot). Entonces

ePHON — P! oTT — oPl(cos ot + i sen o7t).

Para obtener soluciones reales de la ecuacion diferencial, tdmese estas combina-
ciones lineales de las funciones anteriores:
e(p+i0')t + e(p—iO’)l

2

e(p+i0')t _ e(p—iO')t

2i

x1(t) : = e cos ot,

= ¢ sen ot.

xo(1) :

4La identidad que sigue es la férmula de de Moivre, ¢’ = cos 6 + i sen 6, para el caso 0 = ot.
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Estas dos funciones son linealmente independientes (sobre R):

efl cosot ePl sen ot

W(x1, x2)(2)

peflcosot — e senot pef senct + oef cos ot

ef cosot e senot
RN

—ogeflsenot oef cosot

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial (2.22) en este caso es:

x(t) = c1 e cosot + cy e’ senot. (2.24¢)

El comportamiento cualitativo de las soluciones de la ecuacion diferencial (2.22)
depende en gran medida del discriminante A := b* — 4ac. Si A > 0, las soluciones
(2.24a) exhiben crecimiento o decrecimiento exponencial cuando ¢t — oo (los signos
de A1 y A determinan si estas soluciones divergen o tienden rdpidamente a O cuando
t = +00). Si A = 0, las soluciones (2.24b) tienen un comportamiento similar en el
infinito, pero no son mondtonas.

En cambio, si A < 0, las soluciones (2.24c¢) tienen un comportamiento oscilatorio
cuando t — +co. Las oscilaciones tiene una amplitud constante /c12 + cg si p = 0; pero
si p < 0, ellas estdn amortiguadas cuando ¢t — +o0; y si p > 0, al dejar t — +o0 se
observan oscilaciones reforzadas. Las soluciones con A > 0 no presentan oscilaciones.

Ejemplo 2.19. Una variante a la ecuacion (2.22) con coeficientes es la llamada ecuacién
de Euler:
at’x"(t) + bt xX'(t) + ¢ x(t) = 0. (2.25)

Esta ecuacion diferencial es singular en ¢ = 0, obviamente. En el intervalo abierto ¢ > 0,
se puede hacer el cambio de variable:

t=:¢" = s:=logt,

y la regla de la cadena implica que

dx ds dx -
tx(t)—ta—tad— (it ) —

dx dx
ds  ds’

Conviene usar la notacion x(s) = dx/ds para distinguir las derivadas de x con respecto
a las dos variables 7 y s. Asi, se ve que ¢ x'(f) = x(s). Ademas,

,dx' 5 dx' ds dx’

d
2 x"(1) =t = =t 5 =t = = e’ a(e_s x(s)) = &(s) — x(s).
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Entonces la ecuacidn (2.25) se convierte en
a(X(s) — x(s)) + b x(s) + c x(s) = 0.

o bien>
ax(s)+(b—-a)x(s)+cx(s)=0.

Este es una ecuacion con coeficientes constantes, con discriminante
_ 2 _ 2 2
A=(b-a) —4ac =a" +b" —2ab - 4ac.

Si A > 0, por ejemplo, las soluciones de (2.25) asumen la forma

x(t) = c1 eV + ¢y e = 1 1Y + 12,
Cuando A = 0, hay soluciones de la forma
x(t) = (c1 + c25) €™ = ¢ 11 + e ! logt. 0

2.3.2 Ecuaciones homogéneas de orden superior

Para ecuaciones lineales de orden superior a 2, con coeficientes constantes, el andlisis
del caso de segundo orden se extiende con un poco de dlgebra lineal. Considérese la
ecuacion diferencial homogénea:

xXD@) +ar xX"V@) + -+ apo X'(0) + an x(1) = 0, (2.26)

con coeficientes constantes reales ay,...,a, € R. Una vez mds, se puede probar una
solucién de la forma x(¢) := e!’. Esta vez, al tomar en cuenta la férmula de de Moivre:

ePHON = P! oHOT — oPl(cos ot + i sen o71), (2.27)

serfa prudente admitir valores complejos de A desde el inicio. Al sustituir x(¢) = e/, con

A ge obtiene la ecuacion

A € C, enla ecuacion (2.26) y al multiplicar el resultado por e~
caracteristica:

pA=A"+a A"+ +a, A+ a, =0. (2.28)

SEn 1666, Isaac Newton era un estudiante de pregrado en Cambridge, leyendo sobre el algoritmo de
DesCartes para calcular rectas tangentes a curvas expresadas algebraicamente como y = f(x). Concibi6 la
estrategia de expresar las dos variables x, y de DesCartes como cantidades que dependian de una variable
“temporal” t; denot6 sus derivadas temporales por x(¢) y y(¢), de modo que la pendiente de la recta tangente
fuese y/x. (En esencia, descubri6 la regla de cadena, porque su receta arrojaba los mismos resultados
que el procedimiento de DesCartes.) Mas tarde, su notacién x(r) fue modificada al equivalente de x’(¢),
aunque los clésicos textos ingleses de mecdnica continuaron con x(¢) cuando la variable independiente
representaba tiempo.
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El polinomio ménico p(X), de grado n, se puede factorizar en un producto de factores
de primer grado:®

PX)=(X =AM (X = 22)P - - (X = A, (2.29)

donde A1, Ay, ..., A, son las raices distintas del polinomio, con multiplicidades respec-
tivas q1, g2, - . ., qm- (Fijese que ¢ + - - - + g = 1.)

Lema 2.20. Si A € C es una raiz de la ecuacion caracteristica (2.28), de multiplicidad g,
entonces las funciones

xi(t) = eY, xa(t)i=tet, .. x ()=t eM
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea (2.26).

Demostracion. Parak =0,1,...,q — 1, se ve enseguida que x4(z) := t* e’ cumple

d
E(’k ey = (kt* =1 + A%)e.

Resulta muy util usar la abreviatura | D = d/dt | y escribir la férmula anterior asi:

(D= )xi(t) = k xg—1(t), para k=0,1,...,q—1.

Luego (D — 2)?xx(t) = k(k — 1) x¢_o(1); y asi sucesivamente. Al aplicar el operador
(D — 2) unas g veces, se obtiene

(D—-)x(t)=0, para k=0,1,...,q—1.

Considérese el operador diferencial p(D) obtenido al sustituir D = d/dt por la
incognita X en la férmula (2.29):

p(D)=D-A1)"(D-21)2--- (D=2, =D"+a, D" ' +---+a,_1 D +a,.

Los factores (D—A ;)% conmutan entre si porque los A ; son constantes (no dependen de ¢),
asi que su producto es en efecto el polinomio que aparece al lado izquierdo de (2.28).

®Esta factorizacion se debe al llamado teorema fundamental del algebra, segiin el cual cualquier
polinomio no constante con coeficientes en R o C tiene una raiz compleja 4; € C. Este resultado también
es aplicable al polinomio cociente p(X)/(X — A1), de grado n — 1; de ahi, por induccién sobre el grado de
p(X), se recupera la factorizacién completa (2.29). Es importante notar que no hay un resultado andlogo
para raices reales: el polinomio X + 1 no tiene raiz alguna en R.
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Ahora, (D — 1)7 es uno de esos factores, de modo que hay otro polinomio r(X), de grado
(n — g), tal que

D'+a; D" '+ +a,_1D+a, =pD)=r(D)(D - ).

Al aplicar este operador a las x(t), se obtiene p(D)xy(t) = r(D) (D — A2)?xx(t) = 0. Por
lo tanto, cada x(¢) es una solucién de la ecuacion diferencial (2.26).

La independencia lineal de estas soluciones se verifica al calcular su wronskiano
W (t); es suficiente comprobar que W(0) # 0. Resulta que

et el 2 et . 1 O
et (At+1)et (A2 + 2t) et 1

WO =102 00 (22 420) e (122 + 411 +2)

Es facil comprobar que W(0) es el determinante de una matriz triangular inferior, con
entradas diagonales k! = 1,1,2,6,..., para k = 0,1,2,...,g — 1. Luego W(0) =
HZ;(I) k! > 0. La independencia lineal es consecuencia del Corolario 2.9’. |

Lema 2.21. Si Ay,...,4,, son las raices distintas del polinomio p(X) con factoriza-
cion (2.29), entonces las funciones

. 4 . 4 . Am
yi(t) = e, yt)i=e, .. yut) = et
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea (2.26).

Demostracion. Es evidente que cada y;(¢) es una solucion, porque (D — 4;)y;(t) =0y
cada monomio (X — 4;) es un factor de p(X), asf que p(D)y;(t) = 0 también.

Nétese que yﬁ.k)(t) = Aj? el para k € N. El wronskiano W(t) = W(y1, ..., yn)(®)
tiene entonces el siguiente valor en ¢ = O:

I T
A A A

2 2 2 2

woy=| 2 2 2 ... 2
-1 -1 -1 -1

R L B Ut O L

Este es un determinante de Vandermonde, que puede ser evaluado por eliminacién
gaussiana. En efecto, al restar maltiplos de la primera fila de las otras para obtener una
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primera fila igual al vector e; € R™, se obtiene

1 1 1 1
0 Ar— A4 A3 =4 b Am— A
2_ 32 2_ 32 2 2
wo)=[0 45— 5= cee Ay — A
0 A;"—liaqn—l /lg”‘l;/l’l"‘l /l,,’”[l;/lT‘l
Ay — A4 A3 — A cee Am— A4
2_ 32 2_ 32 2 2
_ A5 = A3 A5 - A3 B
-1 -1 -1 -1 -1 -1
A=A AT =AY
1 1 1
Ay + A4 A3+ A Am + A1
= : : y ! : (A2 = A3 = A1)+ (A — A1)
/12’"_2 + etc /lg’_z +etc ... A" tetc
1 | I |
A2 R P L
= . . " n(/lj—/ll)
: : . N
AT Ap A

En este célculo, se ha hecho (a) expansion en la primera columna; (b) extraccion de
un factor comun de cada columna; y (c) sustraer multiplos de algunas filas desde otras
filas. El primer factor al lado derecho es otro determinante de Vandermonde, de tamafo
menor. Luego, por induccién sobre m, se obtiene el resultado:

w©) = [(2; - ). (2.30)

i<j

Como los nimeros A1y, ..., 4, € C son distintos por hipétesis, se obtiene W(0) # 0. Por
lo tanto, vale W(t) # O para todo t € R. Esto establece la independencia lineal de las
soluciones yi(?), ..., yu(t). O

Es posible demostrar con un argumento mds directo (sin calcular wronskianos) un
resultado mds general: las n funciones t5i et con k 7 =0,1,...,q; — 1, son linealmente
independientes.

Si algiin 4 = A; es complejo pero no real, es decir, 4 = p +io con o # 0, su
conjugado complejo A := p —io debe ser otra raiz de p(X), con la misma multiplicidad,
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para que el producto
(X -DIX-2,)! =(X-p—ioc)(X - p+io) =(X*-2pX + p* + 0?)!

sea un factor real del polinomio p(X) = X" +a; X" ' +- - -+a,_; X +a, cuyos coeficientes
son reales.

En tal caso, en visto de la férmula (2.27), se reemplaza el par de funciones complejas
t* el y t* ¢l por sus combinaciones lineales

t*ePlsenot y ke cosot

en el conjunto de las soluciones bdsicas de (2.26). En fin, se puede resumir estas
consideraciones en la proposicion siguiente.

Proposicion 2.22. El espacio R-vectorial de soluciones de la ecuacion diferencial lineal

homogénea
xXD@) +ar xX"V@ + -+ ape X'(0) + an x(2) = 0,
con coeficientes constantes ay, . . ., a, € R, posee una base de soluciones de las formas
tke': o bien tFefsenct, t*ef cosot; (2.31)

donde A es una raiz real del polinomio caracteristico (2.28) de multiplicidad q; respec-
tivamente, p = io es un par de raices complejas conjugadas de ese polinomio, ambos de
multiplicidad q; y en ambos casos, k € {0,1,...,qg - 1}. O

2.3.3 Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas

Hay una manera alternativa de analizar la ecuacion lineal homogénea (2.26): con la
sustitucién de la variable vectorial x(7) := (x(¢), x'(2), . . ., X"~ D(¢)), esta ecuacién asume
la forma de la ecuacion diferencial vectorial de primer orden (2.7), esta vez con una
matriz constante de coeficientes:”

0 1 0 0
0 0 1 . 0
x'(t)=Ax({); con A:=| : : : ] (2.32)
0 0 0 o1
—a, —dp—-1 —Aanp-2 ... —ai

7Al comparar (2.32) con (2.7), se ve que A = —P(t), independiente de ¢ en el contexto actual.

58



MA-455: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Dada la condicién inicial x(0) = xq, esta ecuacién x’(f) = A x(¢) permite escribir la
solucién unica de manera elegante:

x(1) = e xo = exp(Ar) xo. (2.33)

Es evidente que la férmula (2.33) sigue vdlida para cualquier matriz A con entradas
constantes, no necesariamente de la forma exhicida en (2.32).%8 Por lo tanto, en esta
subseccion se considera ecuaciones de tipo x’(f) = A x(¢) donde A es una matriz real
constante cualquiera.

» A lahora de usar (2.33) como férmula prictica para resolver la ecuacion (2.32), surge
una dificultad: ;cémo (a) interpretary (b) calcular la expresion matricial exp(Az)?

La serie de Taylor de la funcién exponencial e* = 1 + x + x%/2 + ... resuelve el
problema de inerpretacion: se define una exponencial matricial como la suma de la serie
de Taylor correspondiente. Si B es una matriz n X n (real o compleja), se define®

o 1 o F
exp(B) =1, + Z f B, Luego, exp(Ar):=1,+ Z T Ak,
k=1 k=1
Ejemplo 2.23. Para calcular A — exp(Af) en los siguientes casos, se puede usar la serie
de Taylor directamente:
20 0
D=|0 3 0
1 0
0

010
- B=|0 0 1|; c:(o _1).
0 000

-1
La matriz D es diagonal, D = diag[2,3,—1]. Sus potencias son también diagonales:

D¥ = diag[2*, 3%, (=1)*]. Luego la serie de Taylor se calcula “entrada por entrada” en la
diagonal:

e 0 0
exp(DH)=| 0 €% 0
0 0 e

La matriz B es nilpotente: B? solo tiene una entrada no nula, la cual es una 1 en la
posicién 3,3; mientras B> = 0 y luego BX = 0 para k > 3. En este caso, la serie de
Taylor termina en k = 2, y se obtiene

1t 42
exp(Bt) =0 1 ¢
0 0 1

8Cabe notar que el formato de la matriz A en (2.32) corresponde a la forma canénica racional de una
aplicacion lineal ciclica.
9La notacién 1,, denota la matriz identidad n X n.
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-1 0

La matriz C tiene un cuadrado escalar: C% = ( 0 |

Taylor se separa en términos pares e impares:

( l)m 2m ( l)m 2m+1
exp(Ct) = 12(2 2m )t; ) (Z (2m-|t- 1)! )
cost —sent
sent cost )

) = —1,. Entonces la serie de

=1Ipcost + Csent = (

Los tres casos del Ejemplo anterior son “tipicos”, porque cualquier matriz real n X n
es una combinacién de ellas. En mds detalle: se debe recordar que una matriz compleja
n X n es semejante a una forma candnica de Jordan: A = P~'JP, donde J es una suma
directa de “bloques de Jordan”. Cada bloque de Jordan J,(1) = A1, + B, es la suma de
una matriz escalar » X r y una matriz nilpotente B, (con entradas no nulas son b; ;1 = 1).
Entonces exp(J,(1)t) = e exp(B,t), donde el segundo factor es una matriz triangular
cuyas entradas son monomios en z.

Las entradas diagonales A de los bloques J,(A) son los autovalores de la matriz A:
pueden ser reales, 4 € R; o bien complejos, 4 = p + io. Cuando A posee autovalores
complejos, estos ocurren en pares conjugados, 4. = p + io, porque son raices del
polinomio caracteristico pa(x) = det(A — x1,) que tiene coeficientes reales. Es facil
comprobar la semejanza de matrices 2 X 2:

(/l+ O):(p+i0' O. )N(p _U):p12+0'C.
0 A- 0 p—ioc o p
En consecuencia, la parte diagonal de la suma de bloques J, (1) ® J,(1-) es semejante'©
a una suma de r bloques que son copias de (p 1, + o C). De esta manera, el cdlculo de
exp(At) en general se reduce a los tres casos particulares del Ejemplo 2.23.

Un examen minucioso de las entradas de las matrices exp(At), calculado a partir de

la forma normal de Jordan de A, produce los mismos términos (2.31) ya encontrados en
la Proposicion 2.22.

Ejemplo 2.24. Encontrar la solucién general al sistema de ecuaciones diferenciales:

x'(t) = 5x(t) + 4y(t),
V() = =x(t) + y(@).

'°Para una exposicion detallada de esta “forma candnica de Jordan real”, se puede consulatr la sec-
cion 6.6 del libro: Georgi E. Shilov, Linear Algebra, Dover, New York, 1977.
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Escribase x(¢) := (x(¢), y(t)). Entonces este es un sistema lineal homogéneo,

x'(t)=Ax(); con A= (_51 411) .

El polinomio caracteristico de A es!!

5-4 4

pa(d) 22‘ 1 1-1

':(5—/1)(1—/1)+4:/12—6/l+9:(/1—3)2,

con una raiz doble 4 = 3. Entonces 3 es un autovalor de A, de multiplicidad 2. Si

D= (p 1) es un autovector de A para A = 3, de modo que A p= 3p, se obtiene
P2

{5P1+4P2=3P1} {2p1+4p2=0
—

= p1 = -2p,
-p1+p2=3p -p1—2p2 = 0}

asi que solo hay un autovector, p = (_21) hasta multiplos.

Esto dice que la matriz A no es diagonalizable, porque R? no posee una base de
autovectores de A. Se debe encontrar un autovector generalizado q € ker((A — 3)?) al
resolver la ecuacion (A — 3)q = p:

{ 2q1 + 42 = pi

} = q1=p1—2q,
—q1—2q2 =2

2 1
-1 0
columnas son los autovectores generalizados, realiza el cambio de base de R? que lleva
{e1,e2} = {p, q}. Por lo tanto:

P_IAP:(? _21) (—51 T) (—21 (1))=((3) ;) =/

es la forma normal de Jordan de la matriz A.

1
y se puede tomar q = ( O)’ hasta multiplos. Ahora bien, la matriz P := ( ), cuyas

La exponencial matricial exp(At) se calcula en seguida:

LAV VIR I T -1
exp(At)—;)EA —;)E(PJP ) —;)EPJP = Pexp(Jt)P

(2 1\ (e ¥\ (0 -1\ [((1+20)e  dte
-1 0/\0 &)\t 2]\ - (1-20))
11E] polinomio caracteristico de una matriz n X n es pa(1) := det(A — 21,,). Algunos autores usan un
convenio alternativo det(11,, — A) = (=1)" det(A — 11,,), que conduce a los mismos autovalores A.
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Las columnas de esta matriz son las soluciones a los problemas de valor inicial con
condiciones iniciales respectivas x(0) = e; y x(0) = e5:

x(t) = exp(At)((l)) = ((1 :Z)te&)’ x(r) = exp(At)((l)) = ((1 itgj;e&).

En cambio, si la condicién inicial es un autovector de A, entonces x(¢) es un multiplo de
ese autovector para todo ¢:

x(t) = exp(At)(_zl) - (f’i) - e3f(_21).

Para la solucién general, se puede tomar combinaciones lineales de dos de estas solu-
ciones particulares:

x(t) = 2¢1 € + co(1 + 21)e™,
Y1) = —c; & = ot €. o
Ejemplo 2.25. Encontrar la solucién general al sistema de ecuaciones diferenciales:

x'(t) = —y(),
y'(t) = x(1),
Z'(t) = y(t) - z(1).

Al poner x(t) := (x(¢), y(¢), z(¢)), se obtiene un sistema lineal homogéneo:

0 -1 0
x't)=Ax@); con A=[1 0 O
0o 1 -1
El polinomio caracteristico de A es
-1 -1 0
paD) =1 =2 0 |[=-+1DA*+1),
0 1 -1-2
con autovalores distintos A = —1, i, —i. La forma normal de Jordan real es entonces
-1 0 O
J=10 0 -1
0 1 O
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En una matriz (real, invertible) P tal que P~' AP = J, la primera columna es un autovector
para A = —1, es decir, un multiplo de e3. Las otras columnas quedan determinadas (hasta
multiplos) por la ecuacion AP = PJ. Entonces

-1 L -1\fo -1 o\f0o 1 0\ (-1 0 O
p'ap=l1 0 o[t o offlo o 1|=|l0 0 -1|=1.
0 1 of\o 1 -1/\-1 -3 3 01 0
En conclusién,
0 1 O\fe! O 0 \/-3 3 -1
exp(At) = Pexp(J)P"'=[ 0 0 1] 0 cost —sens|[ 1 0 0
-1 —%% 0 sent cost 0O 1 O
cost —sent 0
= sent cost 0

%(Sent —cost+e™) %(sent +cost—e) e’

Para obtener tres soluciones linealmente independientes de la ecuacién x’(t) = A x(t),
basta tomar x(0) en una base de R3. Al elegir x(0) igual a e3, 2e; — e3, 2e> + e3
sucesivamente, las soluciones x;() = exp(Ar) x(0) se combinan para formar la solucién
general:

x(t) = 2crcost — 2c3 sent,
y(t) = 2cp sent + 2¢3 cost,

72(t) = cre™ + ca(sent — cost) + c3(sent + cost). 0

2.3.4 Ecuaciones inhomogéneas
En general, para resolver una ecuacion lineal inhomogénea con coeficientes constantes:
@) + a; xXPV@ + -+ apey X0 + ay x(0) = h(), (2.34)

es posible buscar una solucién particular con el método ya visto de variacion de pardme-
tros. Sin embargo, si el término forzante /(¢) tiene el formato de una de las funciones
(2.31) — 0 una combinacion lineal de ellas — entonces resulta mds répida “pescar” una
solucion particular con ese mismo formato, por prueba y error. Este procedimiento suele
llamarse el método de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo 2.26. Considérese la ecuacion diferencial lineal inhomogénea:

X'(t)+2x(@) + x(t) = €. (2-35)
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La ecuacion homogénea determinado por el lado izquierdo, x” + 2x" + x = 0, tiene
ecuacioén caracteristica 12 + 21 + 1 = 0, con raiz doble 1 = —1; luego su solucién
general, segln (2.24b), es z(¢) := (¢ + caf) e’

particular y(7) de la ecuacion inhomogénea.

A eso hay que sumarle una solucién

Vale la pena probar una solucién posible de la forma y(¢) := p(t) ¢', donde p(r) es
algdn polinomio, debido a la presencia del exponencial ¢’ al lado derecho. En tal caso:

y(©)=p@)e's ¥ (@) =) +p@)e's  y'(t)= (") +2p'(t) + p(r)) €.
Al sustituir estas funciones en el lado izquierdo de (2.35), resulta:
(p"(1) +4p'(t) + 4p(t) €' = €.

Esto se reduce a la ecuacion diferencial p”(¢) + 4p’(¢t) + 4p(t) = 1 para el polinomio p(t).
Tiene una solucién “obvia”, el polinomio constante p(¢) = 1/4, con p’(¢) = p”(¢t) = 0.
Entonces y(t) := %e’ es una solucidn particular; y la solucién general es

1
x(t)=(c1 +cat)e " + 1 e. o

» Ahora se puede analizar las ecuaciones lineales inhomogéneas de segundo orden:
ax" )+ bx'(t) + cx(t) = h(r). (2.36)

En el caso de que h(t) = ¢g(t) e” con u € R, donde ¢(r) es un polinomio de grado m,
se puede probar una solucién particular de la forma y(¢) := p(¢) e* con otro polinomio
p(t) — de grado n, por determinar — y la misma exponencial e*. Al enchufar esta y(r)
en (2.36), se obtiene

a(p”(e) + 2up’(t) + 12p(2)) e + b(p' (1) + pp(t)) e + cp(t) e = g(r) ",
esto es,
lap”(t) + (2ap + b)p'(1) + (ap® + bu + e)p(1)] e = q(1) e,
la cual se reduce a la ecuacidn algebraica entre polinomios:

ap”(t) + Qap + b)p'(t) + (ap® + bu + o)p(t) = ¢(1). (2.37)

Obsérvese que el coeficiente de p(f) en la dltima ecuacion, au® + bu + ¢, es el lado
izquierdo de la ecuacion caracteristica (2.23). Entonces se distinguen dos casos:
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Caso no resonante, au” + by + ¢ # 0: Como la derivacién reduce grados de poli-
nomios, el lado izquierdo de (2.37) es un polinomio de grado n. Se debe tomar
n := my resolver esta ecuacion para los coeficientes de p().

Caso resonante, au* + by + ¢ = 0: Si2au+ b # 0, el lado izquierdo de (2.37) tiene
grado n — 1; se debe tomar n := m + 1. En cambio, si 2au + b = 0, se debe tomar
n:=m+2.

Ejemplo 2.27. Considérese la ecuacion diferencial lineal inhomogénea:
x"(0) +3x'(t) + 2 x(t) = (51 + 3)e.

La ecuacién caracteristica es 12 +31+2 = 0, conraices 1 = —1, —2. El exponente u = 2
no es una raiz: este es un caso no resonante. Entonces se debe tomar p(t) := At + B, de
grado 1, ya que ¢(t) := 5t + 3 tiene grado 1. Con

y(t) = (At + B)e¥, y'(t) = QAt+ A+2B)e*, y"(t) = (4At +4A + 4B) ¥,
se obtiene:

(4At +4A +4B) +3(2At + A+ 2B) + 2(At + B) = 5t + 3,
estoes, 12Ar+7A+ 12B = 5t + 3.

Al igualar coeficientes, 12A = 5y 7A + 12B = 3, se obtiene A = 5/12y B = 1/144.
Luego la solucién general es

St 1
—t =2t 2t

x(t)=cre +cpe "+ |=+—]e". O
0)=c ? (12 144)
Ejemplo 2.28. En contraste con el Ejemplo 2.27 anterior, la ecuacién inhomogénea

” ’ _ =2t
x"(t)+3x(t) +2x(t) = (5t + 3)e

pertenece al caso resonante: u = —2 es una raiz de la misma ecuacién caracteristica

A2 +31+2 = 0. Por lo tanto, se debe tomar p(t) := At> + Bt + C, de grado 2. El
coeficiente constante C no aparece en los cdlculos de p’(t) y p”(t); se puede suprimirlo,
asi que p(t) := At*> + Bt. Al derivar y(t) = (At*> + Bt) e~%, se obtiene

y'(t) = (-2Ar* + (2A - 2B)t + B) e %,
y'(t) = (4Ar* + (-8A + 4B)t + (6A — 4B)) &%,
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y de ahi se ve que
(44 — 6A +2A)% + (-8A +4B + 6A — 6B + 2B)t + (6A — 4B + 3B) = 5t + 3,

y por lo tanto, —2A = 5y 6A — B = 3, se obtiene A = —=5/2 y B = —18. (El coeficiente
de #? se anula, necesariamente.) Luego la solucién general es

Ejemplo 2.29. La ecuacion diferencial lineal inhomogénea:
xX"(t) +3x'(t) + 2 x(r) = (5¢ + 3) cosh 2¢

tiene la misma parte homogénea que los dos ejemplos anteriores, mientras que el término
forzante al lado derecho es una combinacion lineal de los casos anteriores:

5t+3 5t+3
i

5t+3 h2t =
( ) cos > 5

La linealidad del lado izquierdo — en funcién de la incégnita x(¢) — permite juntar las
soluciones particulares con la misma combinacion lineal. En detalle: si L designa el
operador lineal

L:=—+3—+2; L[x(0)] := x"(t) + 3 x'(¢) + 2 x(¢),

y si yi(f) := (5¢/12 + 1/144) %, y,(t) := (=5t2/2 — t/18) e~ denotan las soluciones
respectivas, entonces

Liyi0] = (5t +3)e*,  Liy@®)] = (5t +3)e,

y por lo tanto

2t =2t

+
L[Lyi(6) + Ly2(0)] = (5t + 3) % = (5t + 3) cosh 2.
Entonces la solucién particular buscada es
561 52t
1 1 (20 (2L -
¥ 1= 210 + 2320) (24 ¥ zss)e ( s 36)e ‘

Conclusion: pararesolver una ecuacion lineal inhomogénea (con coeficientes constantes)
Lo vk 't

cuyo término forzante es una suma h(t) = 3, i=14 (r) e*', se puede tratar cada sumando

por separado y después combinar los resultados. O
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Si el término forzante A(t) en (2.36) es oscilatorio:
ax"(t)+bx'(t)+cx(t) = qi(t) e senot + go(t) e”' cos ot,
se puede aprovechar la formula de de Moivre:
ePEON = oPl(cos ot + i sen o t),
para expresar el lado derecho como una suma de exponenciales complejas:
q1(1) e” sen ot + qo(t) e cos ot = G (t) €PN + Go(r) PN,

donde ¢(t) = %(qz(t) —iq1(t)), ¢2(t) = %(qz(t) +1iq(t)). Entonces el andlisis anterior es
aplicable a los dos sumandos. Se distinguen dos casos, resonante y no resonante, como
antes. Si b* — 4ac > 0, la ecuacién caracteristica no tiene raices complejas; este es un
subcaso no resonante. Si b* —4ac < 0, el caso resonante ocurre si y so6lo si las dos raices
complejas son p + io. Entonces se debe ensayar una solucién de prueba de la forma:

y(t) = pi(t) e’ sen ot + py(t) e cos ot.

Si m es el mayor de los grados de ¢;(7) y ¢2(¢), entonces m es el grado comun de los dos
polinomios complejos (), g»(t). Entonces se debe tomar pi(f) y p»(¢) de grado m en
el caso no resonante; o de grado m + 1 (o bien a veces m + 2), en el caso resonante.

Ejemplo 2.30. La siguiente ecuacion corresponde a un oscilador forzado:
x"(t) + w?* x(t) = sen ot. (2.38)

Se trata de un resorte eldstico con una frecuencia natural w (debido a su materia consti-
tuyente y a la ley de Hooke), sujeto a una fuerza externa periodica A(t) = sen ot con una
frecuencia o. La ecuacién caracteristica es A2 + w? = 0, con raices complejas 1 = +iw.

Supdngase primero que o # *w; este es un caso no resonante. Los polinomios del
lado derecho son constantes: g;(z) = 1, ¢»(¢) = 0. Luego, se puedo tomar

y(t) = Asenot + Bcosot.
Luego y”(t) = —Ac? sen ot — Bo? cos o°t; 1a ecuacion diferencial (2.38) se convierte en
A(w? - 0P senot + B(w? — 0?)cos ot = sen o,

con solucién A = 1/(w? — 0%), B = 0. Entonces la solucién particular correspondiente
es y(t) = (w? — o) ! sen ot. La solucién general de (2.38) es

1
x(t) = ¢y coswt + ¢y senwt + ————— senot.
w? — o2
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X(t)

Figura 2.1: Pulsaciones de un oscilador forzado con w = o

Esta es una superposicion de dos ondas, de frecuencias respectivas w y o. Notese que
si o2 estd muy cerca de w?, aunque no igual, la amplitud de esta onda es muy grande
pero acotada: |x(f)] ~ 1/|w? — o%| cuando t — +co. Este da lugar al fenémeno de
pulsaciones: véase la Figura 2.1.

El caso resonante del oscilador forzado ocurre cuando o = +w. En este caso, se
anticipa una solucién particular de la forma

y(t) = At sen wt + Bt cos wt.

AAAqﬁAﬂAAA |
AR UUUUVV

Figura 2.2: Resonancia de un oscilador forzado con w = o
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Abhora se calcula que:

y'(t) = (A — Bwt) sen wt + (B + Awt) cos wt,
y'(t) = —(2Bw + Aw’t) sen wt + (2Aw — Bw?t) cos wt,
y'(t) + w?y(t) = —2Bw sen wt + 2Aw cos wt.

Entonces A = 0y B = —1/2w, lo cual da la solucién particular y(t) = —(2w)~ 't cos wt.
La solucion general en este caso es

1
x(t) = ¢y coswt + ¢y senwt — %0 t cos wt.
w

La amplitud de esta onda crece linealmente para ¢ grande: |x(z)| ~ |t/2w]| cuando
t — +oo. Este crecimiento de la amplitud es la manifestacion fisica del fenémeno de
resonancia: véase la Figura 2.2.12 ¢

?Las Figuras 2.1 y 2.2 fueron tomados del libro de Ahmad y Ambrosetti, pp. 109—110.



3 Problemas de contorno

El teorema de Picard garantiza la existencia y unicidad de soluciones (bajo ciertas
condiciones) de una ecuacion diferencial de primer o segundo orden con condiciones
iniciales dadas en un instante ¢ = to. Sin embargo, en muchas aplicaciones, se requiere
resolver una ecuacion diferencial bajo otras condiciones laterales.

Un problema bastante comun es la bisqueda de soluciones x(¢) de una ecuacion de
segundo orden en un intervalo a < t < b, con informacién parcial sobre x(¢) en los
extremos t = a'yt = b. En tales problemas de contorno, la existencia de una solucién
no estéd garantizada, ni tampoco su unicidad cuando existe.

3.1 Condiciones de frontera para ecuaciones de segundo orden

Considérese de nuevo una ecuacion diferencial lineal inhomogénea de segundo orden,
definido sobre un intervalo compacto [a, b] C R:

x"(@) + h() x'(t) + k() x(t) = 1(z), (3.1)

donde h, k,1: [a, b] — R son funciones continuas. Al usar un factor integrante:

t

g():= e, con H®) ::/ h(s)ds,

to

se obtiene la ecuacion

8(0) x"(1) + g()h(t) X' (1) + g(O)k(1) x(1) = g(OI(1),

en donde g(¢) > 0 para todo t € [a, b], por su definicién como exponencial de la funcién
real H(t). En esta seccion, entonces, vale la pena considerar ecuaciones lineales de
segundo orden de la forma:

g(0) x" (1) + p(1) x'(1) + q(t) x(1) = r(0), (3:2)

con coeficientes continuas g, p, g, r: [a,b] — R, con la hipétesis extra de que g(z) > 0
parat € [a, b]. Esa hipdtesis dice que la ecuacion es regular, pues es equivalente a la
ecuacioén “moénica” (3.1) obtenida al dividir ambos lados por g(t).

Para obtener un problema de valores iniciales para esta ecuacién de segundo orden,
es suficiente asignar los valores de x(zg) y x’(to) en algin punto ty € [a, b], por ejemplo
enty = a oenty=b. Como alternativa a este procedimiento, se puede fijar un par de
combinaciones lineales de esas cantidades que combinan sus valores en los dos extremos.

70



MA-455: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Definicién 3.1. Sea x(¢) una solucién de la ecuacion diferencial (3.2). Se puede asignar
valores a dos combinaciones lineales, no proporcionales, de los valores extremos de x(f)
y x’(t) en el intervalo compacto [a, b]:

Alx] = A1x(a) + Axx'(a) + A3x(b) + Asx'(b) = Ag,
B[x] = B1x(b) + Box"(b) + Bzx(a) + B4x'(a) = By, (3.3)

donde los A;, B € R son constantes. Para excluir casos triviales que se reducen a

condiciones iniciales, se exige que A% + A% >0y 812 + B12 > 0. Estas asignaciones

Alx] = Ap y B[x] = By se llaman condiciones de frontera para la ecuacién (3.2).
Dicese que estas condiciones de frontera son homogéneas si Ay = By = 0. o

Entre las posibles condiciones de frontera, se destacan las siguientes:

o Condiciones de frontera de Dirichlet: este es el caso x(a) = x(b) = 0.

o Condiciones de frontera de Neumann: el caso x’(a) = x’(b) = 0.

¢ Condiciones de frontera periddicas: si los coeficientes g(t), p(t), g(t), r(t) son
periddicas con periodo (b — a), de modo que p(a) = p(b), etc., vale la pena
considerar el caso x(a) = x(b) y x'(a) = x'(b).

¢ Las condiciones de frontera se llaman separadas si A3 = A4 =0y B3 = By = 0;
en cuyo caso las igualdades (3.3) se escriben asi:

Alx(a) + Azx'(a) = Ag, le(b) + BzX’(b) =By. (3.4)

Ejemplo 3.2. Los problemas de contorno lineales, en contraste con los problemas lineales
de valores iniciales, no tienen garantia de la existencia — ni la unicidad — de una solucion.
Por ejemplo, considérese la ecuacion lineal homogénea:

x"(t) + x(t) =0, cuya solucién general es: x(f) = ¢; cost + ¢; sent,

en el intervalo compacto [0,7]. Si By # 0, no hay solucién alguna que satisfaga las
condiciones de frontera x(0) = 0, x(w) = Bp; en cambio, hay infinitas soluciones
que cumplen las condiciones de frontera x(0) = x(7) = 0, porque se puede tomar
x(t) = csent para cualquier ¢ € R. o

Si la ecuacién diferencial es homogénea, es decir, r(t) = 0 en (3.2), y si las condi-
ciones de frontera también son homogéneas, es evidente que el problema de contorno
admite la solucion trivial: x(¢) = 0. Del ejemplo anterior se puede notar la posibilidad
de otras soluciones no triviales.
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Lema 3.3. Sean x(t) y x2(¢t) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
lineal homogénea

(1) x"(t) + p(t) x'(1) + q(1) x(1) = 0.

Dadas unas condiciones de frontera homogéneas, A[x] = 0y B[x] = 0 en un intervalo

[a, b, el problema de contorno homogénea tiene una solucion no trivial si y solo si
Alx1] B[x2] — B[x1] A[x2] = 0.

Demostracion. Sea x(t) = ¢ x1(t) + d x»(¢) una solucion del problema de contorno, para
determinados valores de los coeficientes ¢, d. Por la linealidad de los funcionales A[x]
y B[x] en (3.3), se puede notar que

0,
0.

cAlxi]+dA[x;]
¢ B[x1]+dB[x;

|

Este es un sistema de ecuaciones (algebraicas) lineales homogéneas para las incégnitas
¢y d, el cual tiene una solucién no trivial, (¢, d) # (0,0), si y solo si el determinante de
los coeficientes es cero. Este determinante es A := A[x] B[x2] — B[x1] A[x2]. O

Corolario 3.4. El problema de contorno inhomogéneo (3.2) con condiciones de frontera
(3.3) tiene solucion tinica si 'y solo si el problema homogéneo correspondiente admite
unicamente la solucion trivial.

Demostracion. La solucion general a la ecuacién inhomogénea (3.2) tiene la forma
x(1) = c1 x1(2) + c2 x2(1) + y(2),

donde y(¢) es una solucién particular, con x1(¢) y x2(z) como en el Lema 3.3. Ahora se
plantea un par de ecuaciones (algebraicas) lineales inhomogéneas para ¢y y ¢;:

Alx] = c1 Alx1] + 2 A[x2] + Aly] = Ao,
B[x] = ¢ B[x1] + ¢2 B[x2] + B[y] = By .

Este sistema tiene solucién tnica (¢, ¢2), que conlleva una funcién tnica x(z), si y sélo
si A # 0, lo que corresponde a la solucion trivial unica en el Lema 3.3. O
3.1.1 Funciones de Green

Dada una ecuacidn diferencial inhomogénea regular (3.2), junto con un par de soluciones
linealmente independientes x(¢) y x»(¢) de la ecuacién homogénea correspondiente, la
Proposicion 2.16 ofrece un recetario para construir soluciones particulares de (3.2) por
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variacién de pardmetros. Este recetario puede ser reorganizado en la forma de un
operador integral (2.20), determinado por una funcién de dos variables G(¢, s).

La funcién G(¢, s), dada en principio por la férmula (2.21), depende de la eleccion
de las soluciones basicas x(f) y x2(¢). Cuando se trata de problemas de contorno, es
posible eliminar esa dependencia para asi obtener un operador integral unico, que a la
vez resuelve el problema de contorno. Conviene empezar de nuevo, con las propiedades
deseables de la funcion G(t, s), para asi establecer su papel en esa resolucion.

Notacion. Sea f: [a,b] — R una funcién continua excepto en un argumento ¢ € [a, b],
para el cual los limites unilaterales de f(z) en ¢t = ¢ existen pero tal vez no sean iguales.
Dichos limites unilaterales se denotan por:

)=l —-90), =1 o).
fc) 5{51]% ) fc™) (Slfrolf(0+ )
Definicién 3.5. Sean dadas una ecuacion lineal homogénea regular:

g x"(t) + p(t) X'(t) + q(t) x(t) = 0. (3-5)

junto con condiciones de frontera homogéneas A[x] = 0y B[x] = 0 segin (3.3) en el
intervalo compacto [a, b]. Una funcion de Green para este problema de contorno es una
funcién continua G: [a, b] X [a, b] — R que cumple las propiedades siguientes:

(a) La derivada parcial G,(t,s) es continua en los tridngulos a < s < t < by
a <t < s < b; pero es discontinua en la diagonal ¢ = s, con salto

1
Gi(s™,5) = Gi(s™,5) = —.
8(s)
(b) Para cada s € [a, b], la funcién x4(¢) := G(, s) es una solucién de la ecuacién

diferencial (3.5) en el intervalo [a, s) y también en el intervalo (s, b]. (Véase la
Figura 3.1.)

(c) Paracada s € [a, b], 1a funcién x(¢) := G(t, s) cumple las condiciones de frontera
Alxs] =0 y Blx,] = 0. 0

Proposicion 3.6. Si la ecuacion lineal homogéneo (3.5) con condiciones de frontera
homogéneas A[x] = 0y B[x] = 0 posee solamente la solucion trivial, entonces existe
una unica funcion de Green continua que satisface las propiedades (a), (b), (c) de la
Definicion 3.5.
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a b

Figura 3.1: Dominio de una funcién de Green

Demostracion. Sean x((t) y x»(t) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion homogénea (3.5). Si G es una funcidn de Green cualquiera para este problema
de contorno, entonces la propiedad (b) demanda que hay funciones c¢;(s) parai = 1,2, 3,4
y s € [a, b], tales que

c1(s) x1(t) + ca(s) xo(t) sia <t <s,

| ) (3.6)
c3(s)x1(t) + ca(s) x2(t) sis <t <b.

G(t,s) = {

Escribase d;(s) := c3(s) — c1(s) y da(s) := ca(s) — ca(s).
La continuidad de G y la propiedad (a) muestran que los ¢; y los d; son funciones
continuas; y que se cumple

di(s) x1(s) + da(s) x2(s) = 0,
’ ’ 1
di(s) x1(s) + da(s) x5(s) = — . (3.72)
g(s)
Como el wronskiano w(s) := W(xy, x2)(s) no se anula en [a, b], este par de ecuaciones
determina d;(s) y d»(s) univocamente para cada s € [a, b].

Para cada s € [a, b], entonces, la solucion x,(¢) tiene la forma

b

{Cl(s)xl(t) + ca(s) xa(1) sia <t
xg(t) =

< S
- (c1(s) + di(5)) x1(2) + (ca(s) + da(s)) x2(t) sis <t <b.
Al aplicar las condiciones de frontera, A[x;] = 0y B[x,] = 0, resulta entonces que

c1(s) Alx1] + c2(s) Alx2] = a(s),
c1(s) Blx1] + c2(s) B[x2] = B(s), (3.7b)
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donde los términos al lado derecho son:

a(s) 1= —As(di(s) x1(b) + da(s) x2(b)) — As(di1(s) x| (b) + da(s) x5(D)),
B(s) := =Bi(di(s) x1(b) + da(s) x2(b)) — Ba(d1(s) x}(b) + da(s) x3(b)).

Por la hipétesis y el Lema 3.3, se obtiene A[x1] B[x2] — B[x1] A[x2] = 0; lo cual implica
que el sistema (3.7) determina c(s) y c»(s) de manera Unica.

Para comprobar la existencia y continuidad de la funcién G, es cuestion de recorrer
este procedimiento en el sentido inverso. La funcién 1/g(s) es continua en [a, b], por
hipétesis; por ende, las soluciones tnicas d;(s), d»(s) de (3.7a) son también continuas.
En seguida, las funciones a(s) y B(s) son continuas, asi que las soluciones tnicas c(s),
c2(s) de (3.7b) son continuas. Asi, al haber determinado los ¢;(s), la férmula (3.6) se
adopta como una definicion de G(t, s), continua en la variable s. Su continuidad en 7 es
consecuencia de la continuidad de las soluciones bdsicas x| y x3. O

Ejemplo 3.7. Considérese el problema de contorno:
x"(t) + x(t) = 0; x(0) = x(xr/2) = 0.
La solucion general a la ecuacion diferencial es
x(t) = cpcost + cpsent.

Es evidente que x(0) = ¢; y x(1/2) = ¢,. Por lo tanto, las condiciones de frontera exigen
c1 = ¢ = 0: la dnica solucién a este problema homogéneo es la trivial.

Tomese x(¢) := cost y x(t) := sent como un par de soluciones de x”(¢) + x(t) = 0.
Su wronskiano es w(z) = cos? ¢ + sen’ ¢ = 1. En este caso, las ecuaciones (3.7a) son:

di(s)coss + dr(s)sens =0, —di(s)sens + dy(s)coss = 1,
cuya solucién es d(s) = —sen s, da(s) = coss.
Usando A[x] := x(0), B[x] := x(n/2), de modo que A3 = Ay = B, =0, B =1, se
obtiene a(s) = 0, B(s) = —d»(s) = —cos s. De las ecuaciones (3.7b) se obtiene
ci(s) =0, c3(s) = ci(s) + di(s) = —sens,
cy(s) = —cos s, c4(s) = ca(s) + dy(s) = 0.

Entonces, segun (3.6), la funcién de Green para este problema estd dada por:

G, s) = {

—cosssent, si0O<tr<s<na/2,
<

—senscost, si0<s<t<mna/2
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Proposicion 3.8. Si la ecuacion homogénea (3.5) con condiciones de frontera homo-
géneas Alx] = 0y B[x] = 0 posee solamente la solucion trivial, entonces la solucion
tunica de la ecuacion inhomogénea (3.2), sujeta a A[x] = 0y B[x] = 0, estd dada por

b t b
y(t) = / G(t,s)r(s)ds = / G(t,s)r(s)ds + / G(t,s)r(s)ds. (3.8)

Demostracion. Por su construccion (3.6) la funcién de Green es continua y la derivada
parcial G,(t, s) existe! en los dos tridngulos a < s <t < bya <t < s < b. Luego, se
puede derivar las integrales al lado derecho de la férmula (3.8) mediante la férmula de
Leibniz:

t b
y'(t) := G(t, 1) r(r) + / G:(t,s)r(s)ds — G(t,t) r(t) + / G:(t,s)r(s)ds

a

t b b
= / Gi(t,s)r(s)ds + / G,(t,s)r(s)ds = / G(t, s)r(s)ds. (3.9)

La funcion G,(t, s) es continua en los dos tridngulos por separado. En cada punto (z, ¢)
de la diagonal, esta funcién puede calcularse por limites unilaterales, de dos maneras:

Gi(t,t7) = G,(t7,t) mientras G(t,t7) = G,(t7,1).

Al derivar y(t) por segunda vez, se obtiene

t b
y'(t) = Gi(t,t7)r(t) + / Gu(t, s)r(s)ds — Gi(t,t7) r(t) + / Gu(t,s)r(s)ds

a

b
- (G,(ﬁ, z)—G,(f,z))r(z)+ / Goult, ) r(s) ds

_r@
O

Al combinar (3.8), (3.9) y (3.10), se obtiene

b
/ Gu(t,5)r(s)ds. (3.10)

g(®) y"'(t) + p(t) y'(t) + q(t) y(t)

b
= (1) + / [5(t) Gult, ) + plt) Gi(t, 5) + 4(1) Gz, )] ds

b
= () + / [8(0)x"(0) + p(6) 4(0) + q(0) x,(0)] ds = (1),

"En los extremos de un intervalo, se define la derivada parcial t — G,(t, s) por limites unilaterales.
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porque x4(7) := G(t, s) es una solucién de la ecuacion homogénea, para s € [a, b]. Se
ha verificado que el lado derecho de (3.8) satisface la ecuacién diferencial (3.2). Las
condiciones de frontera se cumplen:

b b b
y(t):/ xs(O)r(s)ds = Aly] :/ Alxg] r(s) ds:/ 0ds=0

por la linealidad del funcional A, y de igual manera B[y] = 0. Luego y(¢) coincide con
la solucion tnica del problema de contorno. m|

Ejemplo 3.9. Considérese la ecuacion diferencial lineal inhomogéneo:
x"(t)+ x(t) =1,

sujeto a las condiciones de frontera de Dirichlet: x(0) = x(5) = 0.
La solucién (tnica) de este problema de contorno esta dada por:

/2
y(t) = /0 G(t,s) s ds,

donde G(¢, s) es la funcién de Green del Ejemplo 3.7. En efecto:

t /2
y(t) = - / (senscost)sds — / (cos ssent)s ds
0 t

T
:—cost(—tcost+sent)—sent(z—tsent—cost)
t - Zsent 0
=t — —sent.
2

Ejemplo 3.10. Denétese el lado izquierdo de las ecuaciones homogénea (3.5) e inho-
mogénea (3.2) por

L[x(@)] == g(1) x"(t) + p(t) x'(t) + q(t) x(2).

Una variante de la Proposicion 3.8 es la busqueda de una solucién a L[x(¢)] = r(¢)
sujeto a condiciones de frontera no homogéneas A[x] = Aoy B[x] = By. Siempre bajo
la hipétesis de que el problema homogéneo L[x(z)] = 0; A[x] = 0, B[x] = O tiene la
solucion trivial solamente, se puede descomponer el problema en dos partes:

o encontrar y(¢) que cumple L[y(¢)] = r(¢), con A[y] = 0, B[y] = 0;
o encontrar z(r) que cumple L[z(¢)] = 0, con A[z] = Ao, B[z] = Bo.

Entonces la suma x(¢) := y(¢) + z(¢) es la solucién buscada.
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En efecto, tanto L como las combinaciones A y B son operadores lineales, asi que

Llx(1)] = L[y(@) + z(0)] = LIy(O)] + L[z(1)] = (1) + 0 = r(2),

mientras A[z] = A[x] + A[y] = Ap y de igual modo B[z] = B[x] + B[y] = By.
Por ejemplo, considérese el problema de contorno:

x"(t)+x(t)=t, sujetoa x(0)=0, x(5) = 1.

Del Ejemplo 3.9, se sabe que y(#) := ¢ — 7 sent cumple la ecuacion diferencial dada, con
y(0) = y(rr/2) = 0. Por otro lado, la ecuacién homogénea x”(¢) + x(¢) = 0 tiene solucién
general ¢j cost + ¢ sent. Las condiciones z(0) = 0, z(5) = 1 demandanc; =0y c; = 1,
asi que z(¢) := sent cumple las condiciones de frontera. Por lo tanto

(1) = y(6) + 2(t) = £ — (g - 1) sent

es la soluciéon buscada. ¢

3.2 Problemas de Sturm y Liouville

Algunos problemas de contorno homogéneas admiten soluciones no triviales, segun el
criterio del Lema 3.3. Este fendmeno resulta ser de interés cuando el coeficiente de x(z)
depende de un pardmetro real A; las soluciones no triviales existen solamente para
ciertos valores de A, denotados “autovalores” del problema de contorno. Las soluciones
no triviales correspondientes se llaman “autofunciones” del problema. Estos valores y
funciones juegan un papel importante en diversas aplicaciones.

Conviene volver al punto de partida (3.1), con la siguiente variante: en vez de tener
un término inhomogéneo, se introduce un cambio en el coeficiente de x():

x"(¢) + h() X'(¢) + [k(t) + AL(t)] x() = 0O,

donde h, k,l: [a,b] — R son continuas y 4 € R es un parametro real.> Se plantea
también unas condiciones de frontera separadas (3.4):

Alx] = Aix(a) + Axx'(a) = Ay, B[x] = B1x(b) + Bx'(b) = By .

2;Qué cosa es un parametro? Es simplemente una variable extra, cuya variabilidad no interesa (por
ahora), con un valor no determinado o por determinar posteriormente. Asi, por ejemplo, las “constantes
arbitrarias” mencionadas en los capitulos anteriores pueden considerarse como “pardmetros” de la solucion
general de una ecuacién diferencial.
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De nuevo, se introduce un factor integrante p(t), tal que p(¢) > 0 paratodo ¢ € [a, b|:

p() x"(t) + p()h(t) X'(t) + p()[k(t) + 2 1(t)] x(¢) = 0.

La relacion p’(¢t) = p(t)h(t) para este factor integrante implica que

%(p(t) x'(1)) = p(t) X" (1) + p(t)h(t) x'(t) = —p()[ k(1) + A 1(£)] x(2).

Si se define ¢(t) := —p(t)k(t) y r(t) := p(t)l(z), la ecuacién dada, junto con sus condi-
ciones de frontera, asume la forma

%(p(t) x'(1)) = q(t) x(t) + A r(t) x(t) = 0. (3.11)

Definicién 3.11. Sean p,q,r: [a,b] — R tres funciones continuas, definidas en un
intervalo compacto [a, b] C R, tales que p(t) > 0y r(t) > 0 para todo ¢ € [a,b]. La
ecuacion diferencial en (3.11) se llama una ecuacién de Sturm y Liouville regular,3 con
parametro A € R.

Un problema de Sturm y Liouville regular es una ecuacion de Sturm y Liouville
regular junto con dos condiciones de frontera separadas (3.4). O

Ejemplo 3.12. Considérese el problema de Sturm y Liouville en el intervalo [0, 7]:
x"(t) + Ax(r) = 0; x(0) = x() = 0. (3.12)

La ecuacion x”(¢t) + Ax(¢) = 0 es lineal y homogénea, con coeficientes constantes. La
naturaleza de sus soluciones depende del signo de 4. Se debe examinar tres casos.

o Si A <0, escribase A = —u? con u > 0. La solucién general es, por (2.24a):
x(t) =cre +cre M.

La condicién x(0) = 0 implica ¢; + ¢ = 0, asi que ¢; = —c;. La condicién
x(7r) = 0 entonces implica ci(e"™ — e ") = 2¢ senh(ur) = 0, asique ¢; = 0y de
rebote ¢, = 0. El problema solo posee la solucion trivial x(¢) = 0.

o Si A = 0,1asolucion general (2.24b) es x(¢) = c¢| + ¢; t; 1as condiciones de frontera
implican ¢; = 0, cor = 0. De nuevo, la tinica solucién es la trivial, x(7) = 0.

3Mais adelante habra una discusion de casos singulares, si p se anula en uno punto de [a, b], o el
intervalo de definicién no es compacto, o las condiciones de frontera no son separadas.
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3.2. Problemas de Sturm y Liouville

o Si A >0, escribase A = w? con w > 0. La solucién general es, por (2.24c¢):
x(t) = ¢ coswt + ¢y senwt.

La condicién x(0) = 0 implica ¢; = 0; la condicién x(rr) = 0 entonces implica
¢z senwm = 0. En este caso hay soluciones no triviales (con ¢, # 0) si y solo si w
es un nimero entero:

senwn =0 & we”Z.

En resumen: el problema (3.12) posee una solucién no trivial (dnica hasta multiplos
escalares) si y s6lo A = n? donde n € N* es un entero positivo:

{x”(t) +n2x(1)=0

X(O) = _x(ﬂ-) =0 } = X(l‘) = Csennt.

Los valores posibles del pardmetro A1 = n”> € {1,4,9, ...} se llaman autovalores de este
problema de Sturm y Liouville (3.12). Las funciones acompaiiantes x(¢) = sennt son
las autofunciones correspondientes. ¢

El término autovalor, con sus autovectores concomitantes, se debe a la presencia de
un operador lineal L en un problema de Sturm y Liouville. Dos clases de operadores
lineales son de especial importancia:

o el operador diferencial D = d/dt : x(t) — x'(t);
o los operadores de multiplicacion* tales como ¢(t): x(t) — q(t) x(t).

Definiciéon 3.13. Sean p: [a, b] — R una funcién continuamente diferenciable tal que
p(t) > Oparat € [a, b]; sean ¢, r: [a, b] — R dos funciones continuas, con r(t) > 0 para
t € [a, b]. La abreviatura

L:= D[p(r) D] - 4q(t) (3.133)

designa un operador lineal que permite escribir la ecuacién (3.11) en el formato:
L{x()] + Ar(t) x(¢) = 0. (3.13b)

Para que el operador L esté bien definida, es necesario declarar el espacio vectorial sobre
el cual L actia. Este es el espacio V de funciones x: [a, b] — R de clase C? que cumplen
las condiciones de frontera (3.4).>

4Serfa mds 16gico denotar este operador por g en vez de ¢(¢), escribiendo g: x — gx. Sin embargo,
en estas notas ya es de uso corriente que el simbolo ¢(¢) denota “la funcion cuyo valor en ¢ es ¢(1)”; y de
igual forma se designa el operador de multiplicacién correspondiente.

5La frase de clase C? significa “dos veces continuamente diferenciable”.
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El operadorlineal L: V — V asi definido determina un problema de Sturm y Liouville
regular (3.13). Cada A € C tal que este problema admite una solucion no trivial x(t) es
un autovalor del problema; dicha solucion x(¢) es la autofuncién correspondiente. ¢

Lema 3.14. Considérese un problema de Sturm y Liouville regular (3.11) con condi-
ciones de frontera x(a) = x(b) = 0. Todos sus autovalores son reales. Si ademds
q(t) = 0, entonces los autovalores son positivos.

Demostracion. Al multiplicar los dos lados de la ecuacion (3.11) por una solucion real
x(t), se obtiene

%(p(t) X' (1)) x(t) — q(t) x(t)* + Ar(t) x(t)* = 0.

Se puede simplificar la integral del primero término con una integracién por partes:

b b
[ 5002 0) x0)dt = p6)2' ) x(8) = @) ¥ @xt@) - [ (o0 ¥ @) ¥ 00

b
=—/1WM%V%

al aplicar las condiciones x(a) = x(b) = 0 para cancelar los primeros dos términos al
lado derecho. Por lo tanto, se obtiene

b b b
p| / r(t) x(t)* dt = / p(0) x'(¢)* dt + / q(t) x(t)* dt. (3.14)
Si x(t) es una autofuncién real del problema para el autovalor A, entonces x(1)% y x’(z)?
son funciones continuas no negativas.® Entonces (3.14) es una ecuacién de la forma
AR=P+QconP >0y R>0,asique A =(P+Q)/R eR.

Ademas, si g(t) > 0 parat € [a,b], entonces Q > 0y por ende P+ Q > 0; se
concluye que 4 = (P + Q)/R > 0. m]

En el Ejemplo 3.12, en donde ¢(¢) = 0, los autovalores son 1 = n” conn € N\ {0};
todos son positivos.

» La positividad de la funcién r(¢) implica que el lado izquierdo de la ecuacién (3.14)
es un multiplo positivo de 4, la cual garantiza las conclusiones sobre el signo de 4. La
funcidn r(¢) juega el papel de “funcion de peso” en esta integral.

®E] caso de soluciones complejas es similar: procede multiplicar (3.11) por m y reemplazar los
términos x(t)%, x’(t)? por |x(t)|%, |x"(t)|>.
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Definicion 3.15. Sea [a, b] un intervalo compacto de R y sea r: (a, b) — (0, +00) una
funcién continua.” Se define el producto escalar de dos funciones reales continuas
f,g: [a, b] = R, con la funcién de peso r, por la férmula:

b
(f 1g) = / H0) £(1) g(0) d. (3.15)

Es evidente que la forma (- | -) es R-bilineal, simétrica, y definida positiva:3

b
f1hH= / r(t) f(t)*dt > 0, conigualdadsiysolosi f(t) =0 en [a,b].

Dicese que f y g son ortogonales con respecto a la funcién de pesor,si (f|g) =0. ¢

Proposicion 3.16. Sean A, u dos autovalores distintos del problema (3.11) en el inter-
valo [a, b], con x(a) = x(b) = 0. Las autofunciones correspondientes x(t), y(t) son
ortogonales:

b
/ H(1) x(0) y(0) i = 0. (3.16)

Demostracion. El operador L de (3.13a) cumple la relacion siguiente:

€ LIV~ LIK0)] y0) = 3(0) S (p(0)y (1) = = (o0’ )) y)

= x(t) [p'(t)y'(2) + p(t)y" ()] — [P ()X (2) + p(1)x" (1)] y(¢)
= p'(0) [x(0)y' (1) = X' () y()] + p(2) [x(t)y" (1) — x"(1)y(r)]

= < (PO lxy' @) - ¥ (030 (317

Esta relacion se conoce como la identidad de Lagrange.
Por otro lado, la ecuacion (3.13b) implica que

x(r) LLy(@)] = LIx(@)] y(2) = (A = ) r(2) x(z) y(2).
Al calcular la integral de estas expresiones sobre el intervalo [a, b], se obtiene

b
(3.18)

b t=
(= n) [ 102030 dt = [0y 0 - 0 50)]

El lado derecho es cero, por las condiciones de frontera x(a) = x(b) = 0, y(a) = y(b) = 0.
Se concluye que (4 — u) (x| y) = 0; luego (x | y) = 0 porque A # pu. O

7En la integrales que siguen, los valores de r es los extremos no son importantes; la continuidad de r
tampoco es estrictamente necesario, pero sirve para garantizar la existencia de las integrales.

8Nuevamente, la continuidad de f y g no es indispensable, pero garantiza la existencia de las integrales.
Cabe notar que para funciones con valores en C, la definicién seria (f | g) := fab r(t)m g(t)dt. Estaes
un forma sesquilineal, hermitica, definida positiva.
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Fijese que el lado derecho de la identidad de Lagrange (3.17) tiene integral cero sobre
el intervalo [a, b], por las condiciones de frontera. Entonces el lado izquierdo también
tiene integral cero:

b
(x|Ly)-(Lx|y) = / x(t) LIy(n)] = L[x()] y(r) dt = 0.

La igualdad (x|Ly) = (Lx|y) dice que el operador diferencial L de (3.13a) es simétrico
sobre el espacio de soluciones V. De hecho, como el dominio V de L incorpora las
condiciones de frontera, suele decirse que L es un operador autoadjunto.

[ Para dar una explicacion mds precisa de las propiedades de L, habria que invocar
la teoria de operadores lineales en dimension infinita. Brevemente: la presencia del
producto escalar real (3.15) hace de V un espacio vectorial (real) prehilbertiano. Su
complecién en la norma ||x||; := /(x| x) es un espacio de Hilbert H; L se considera
como un operador lineal (con dominio denso) sobre J{. Como tal, L posee un operador
adjunto L* que satisface (x| L*y) = (Lx|y); su dominio consiste de vectores y € K tales
que (Lx | y) existe si x € Dom L. Al ser (x|Ly) = (Lx|y) y ademds Dom L* = Dom L,
resulta que L* = L, es decir, L es autoadjunto. La teoria de los espacios de Hilbert
garantiza que todos los autovalores de L son reales. |

Es posible mostrar, bajo las hipotesis del Lema 3.14, que un problema de Sturm y
Liouville regular tiene infinitos autovalores y que ellos son simples: el espacio vectorial
de autofunciones para un determinado autovalor es unidimensional. Entonces se suele
ordenar los autovalores en una sucesion creciente, 0 < A} < Ap < --- < A, < ---,donde
ademds lim,_, A, = +oco. El Ejemplo 3.12, con 1, = n?, es tipico (aunque en general
no es posible dar férmulas cerradas para los 4,,).

Ejemplo 3.17. El problema de Sturm y Liouville periddico:
x"(t) + Ax(t) = 0; x(=m) = x(x), x'(=m) = x' ()

es singular, por cuanto las condiciones de frontera no son separadas. En este caso, 41 =0
es un autovalor porque las soluciones constantes de x”’(¢) = 0 cumplen las condiciones
de frontera. Ademds, el A,,; = n%, con n € N*, es un autovalor doble, porque sen nt 'y
cos nt son autofunciones linealmente independientes para este autovalor. O

En el préximo capitulo se estudiard diversos ecuaciones diferenciales lineales que
dan lugar a problema de Sturm y Liouville singulares.



4 Resolucion por series de potencias

Algunas ecuaciones diferenciales admiten soluciones que pueden expresarse “‘en forma
cerrada”. Entre ellas, las ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constan-
tes tienen familias de soluciones explicitas compuestas de funciones exponenciales o
trigonométricas, multiplicadas por polinomios en algunos casos. Ciertas ecuaciones de
Euler poseen soluciones polinomiales con factores logaritmicos. Pero en general, no
siempre es posible expresar las soluciones en términos de funciones conocidas.

Para superar esa limitacion, se debe ampliar el catdlogo de las ecuaciones diferenciales
resolubles en forma explicita. En primer lugar, cabe recordar que muchas funciones
“conocidas” fueron introducidas como antiderivadas de otras funciones. Asi, la funcion
logaritmica de Napier se define como una primitiva de la funcién 1/¢; la llamada funcion
de error de la teoria de probabilidad es proporcional a una primitiva de et/ 2; etcétera.
Una primitiva de una funcién f(z) no es otra cosa que la solucién a un problema de valor
inicial x’(r) = f(¢), x(t9) = xo. En este contexto, se puede (y debe) adoptar el punto
de vista de que la resolucién de una ecuacién diferencial sirve para introducir y definir
nuevas funciones especiales.

Una funcion (real o compleja) se llama analitica si es suave y ademads estd repre-
sentada por su serie de Taylor en un intervalo apropiado. Las funciones analiticas se
“conocen” al dar una receta para los coeficientes de sus series de Taylor. De esa manera,
el problema de buscar una solucién analitica para una ecuacién diferencial se reduce a
resolver algunas identidades algebraicas para esos coeficientes de Taylor.

4.1 Soluciones analiticas a ecuaciones lineales

Antes de emprender la tarea de buscar soluciones analiticas, conviene repasar brevemente
la teoria de series de Taylor.

Definicion 4.1. Una serie de potencias real, centrada en 7(, s una sumatoria

o0

f(@) = Z ap(t —t9)* concada a € R. (4.1)
k=0

Cada serie de potencias tiene un radio de convergencia R, con 0 < R < oo, tal que
la serie converge absolutamente para |t — 9| < R y diverge para |t — to] > R. (El
comportamiento en los valores ¢t = 7y + R depende de la serie particular.) Si R = 0, la
serie solo converge en ¢ = t( y por eso es inutil para representar una funcién. Si R = oo,
la serie converge absolutamente para todo . Cuando R > 0, la serie define una funcién
f(¢) en el intervalo abierto (fo — R, to + R). O
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SiR>0ysi0 < r < R, la serie de potencias (4.1) converge uniformemente en el
intervalo compacto [t — r, o + r]. Por lo tanto, la suma f(¢) es continua — por ser un
limite uniforme de polinomios — en ese intervalo; y de rebote, f es continua en todo
(to — R,to + R). Ademas, f es diferenciable en (¢p — R, #¢p + R), porque se puede derivar
la serie término por término en cada (g — r, tg + r):

£y =) kag(t =10} = 3" (m+ Dame (t = t0)".
k=1 m=0

Noétese que f’(¢) es también continua en (fo — R,?p + R), porque la nueva serie tiene
el mismo radio de convergencia. Por el criterio del cociente, el radio de convergencia

obedece
ag

A+l

R = lim

k—o0

si el limite existe.! Por induccion, se ve que f(¢) es suave (es decir, indefinidamente
diferenciable).

Definicién 4.2. La serie de Taylor, centrada en f(, de una funcion suave f: (a, b) - R
tal que 7 € (a, b), es la serie de potencias

(k)
Z S to) FIO) (t — 10)~, (4.2)

toda vez que esta serie tenga radio de convergencia R > 0.
Dicese que esta serie de Taylor representa la funcién suave f en el subintervalo
(to—c,to +¢) C (a,b) si R > cy si la serie converge a la suma f(¢) para |t — tg| < c.
La funcién f es analitica? en el intervalo (a, b) si para cada tg € (a, b) hay un
subintervalo (tg — ¢, to + ¢) en el cual f estd representada por su serie de Taylor (4.2). ¢

[ Hay un ejemplo bien conocido de una funcién suave en R cuya serie de Taylor
(centrada en 0) no la representa: si f(¢) := e~ !/  con f(0) := 0, se puede comprobar
que fX)(0) = 0 para todo k € N, asi que la serie de Taylor es la serie nula, con suma
idénticamente 0, aunque f(¢) > 0 para ¢ # 0. (Este contraejemplo no es aplicable para
variable compleja, porque F(z) := e~/ 2 tiene una singularidad esencial en z = 0.) ||

'Més generalmente, se puede usar la férmula 1/R = lim sup,_, ., |ax+1/ak/|.

*Esta definicion es aplicable a funciones de variable compleja, mutatis mutandis — por ejemplo, se
debe reemplazar el intervalo (¢g —c, tg+ ¢) porun disco { z € C : |z—z0| < ¢ }. Sin embargo, las funciones
analiticas complejas tienen propiedades no compartidas por sus andlogos reales: por ejemplo, una funcién
diferenciable de variable compleja es automdticamente analitica y por ende también suave. Suele usarse
la palabra holomorfa como sinénimo de analitica en el contexto de variable compleja.
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Ejemplo 4.3. Considérese la funcién f(z) := 1/(1 —t) parat # 1. Es facil comprobar
por induccién que fX(r) = k(1 —1)™%~!1, asi que la serie de Taylor centrada en O es la
serie geométrica

Las sumas parciales de la serie geométrica obedecen

n 1_tn+1 1
Zt": — ——=f() si —-1<t<l.
— 1-1¢ 1-1¢

Para |f| > 1, la serie geométrica diverge. Entonces, la serie geométrica representa f(z)
en el intervalo (-1, 1).
Fijese que (1) = k!27%~1. Entonces la serie de Taylor centrada en —1 es

o fO(=1) la(t+ 1)k 1 2 1
2 (Hl)k:EZ(T) 22—+ 1-1

y esta serie tiene radio de convergencia R = limy_,.o 27%71/27%=2 = 2. Entonces esta

segunda serie de potencias representa f(z) en el intervalo (-3, 1).

De igual manera, si fyp > 1, se puede hallar una serie de Taylor centrada en ¢y que
representa f(¢) = 1/(1 —t) en el intervalo (1, 2tg — 1). Se concluye que f() es analitica
en sudominio (—oo, 1)U (1, 00), aunque esté representada por diversos series de potencias
en diferentes subintervalos de este dominio. ¢

Si f(¢) y g(z) son dos funciones analiticas, representadas por sus series de Taylor
centradas en ¢ en un intervalo comun (¢ — ¢, to + ¢), entonces el producto f(z)g(t) es
también analitico en ese intervalo, representado por

- (k) k() (k=)
f()g(t) = Z W (t — 1) = Z Z f -EtO) gk ! ('to') (t — o)t
k=0 : k=0 j=0 J: ( .])

porque el lado derecho es el producto de Cauchy de las series de Taylor (4.2) de f(7)
y g(t), el cual converge absoluta y uniformemente en [to — r, 9 + r] cuando 0 < r < c.
De igual manera, si f(#9) # 0, entonces f(¢) # 0 en (to — 9,79 + 0) para algin § > 0; y el
reciproco 1/ f(¢) es una funcion analitica en (tg — ¢/, tg + ¢’) donde ¢’ := min{c, 6}.

En particular, una funcion racional, esto es, un cociente de dos polinomios p(z)/q(t),
tal que g(tp) # 0, es analitica en un vecindario de 7.
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Definicién 4.4. Considérese una ecuacion diferencial lineal homogénea
ao(t) X" (0) + ar () X" V(@) + -+ + a1 () X' (1) + an(t) x(1) = 0, (4.3)

donde los coeficientes ay(?),. .., a,(t) son funciones analiticas en un intervalo comuin
(to — ¢, tg + ¢). Si ap(tg) # 0, se dice que ¢y es un punto regular para esta ecuacion
diferencial.

En cambio, si a(tg) = 0, ¢y se llama un punto singular de la ecuacion diferencial. ¢

En torno a un punto regular, se puede dividir ambos lados de (4.3) por ay(t), para
obtener una ecuacion diferencial de la forma (2.6). Entonces el Teorema 2.10" garantiza la
existencia de una solucion general como la combinacion de n soluciones independientes,
en un intervalo (g — ¢/, 1o + ¢’).

La existencia de soluciones independientes alrededor de un punto singular serd exa-
minada mds adelante.

» Sin perder mucha generalidad, basta considerar series de Taylor centrados en 0. Por lo
tanto, en lo sucesivo se estudiard ecuaciones diferenciales lineales (4.3) cuyos coeficientes
son funciones analiticas en un intervalo comin (—c, ¢).

Cuando ¢t = 0 es un punto regular, el método de series de potencias para resolver (4.3)
consiste en colocar

o

x(t):Zaktk:ao+a1t+a2t2+---
k=0

y sustituir esta serie (y sus derivadas) en el lado izquierdo, para hallar ecuaciones
algebraicas entre los coeficientes numéricas a;. En otras palabras, se postula que la
solucion x(¢) es una funcion analitica y se trata de determinarla. En la solucion general,
habré unos n coeficientes “libres”, los otros se expresan como combinaciones de estos;
en la presencia de n condiciones iniciales, se obtiene todos los a; sin ambigiiedad. Ahora
bien, es posible justificar este “postulado” por el método de aproximaciones sucesivas.3
Aqui se omite esa demostracion, pero vale la pena enunciar el resultado: en torno a un
punto regular, la solucion tinica de un problema de valor inicial es una funcioén analitica.

Ejemplo 4.5. Considérese la ecuacion diferencial

x"(t)—tx'(t) +3x(r) = 0.

3Véase, por ejemplo, la Seccion 9.8 del libro de Rai, Choudhury y Freedman.



4.1. Soluciones analiticas a ecuaciones lineales

El coeficiente de x”(¢) es 1, asi que todo punto t es regular. Al desarrollar los términos
alrededor de t = 0, se obtiene

X'(t) = Z k(k — Dagt*™2 =2a, + 6ast + 12a4t> + 20ast> + - - -,
k=2

—tx'(t) = - Z kaktk = —ajt — 2a2t2 - 36131‘3 +-e.,
k=1
[o¢]
3x(t) =3 ) axt* = 3ag + 3ayt + 3axt® + 3ast> + - -+ |
k=0

Al sumar estas series, el término constante y el término de primer grado de la suma dan
dos ecuaciones:
2ar + 3ag =0, 6a3 +2a; =0,

asi que ap = —%ao yas = —%al. Para k > 2, el coeficiente de t* en la suma es
(k + 2)(k + 1)ak+2 - (k - 3)ak =0.

Esta es una relacion de recurrencia, que permite despejar ax4 en funcion de ay:

k-3

m a . (4.4)

Apy2 =

(En este ejemplo, esta relacion también es vélida para k = 1, pero no para k = 0.)
Cabe notar que la recurrencia (4.4) se separa en dos casos, para k par e impar
respectivamente:

2m —3 2m —4
A2m s Am+1 =
2m+2)2m+1) 2 m+1 2m + 1)(2m)

aAam+2 = arm-1

param > 1 en los dos casos. La primera relacion, para m > 2, implica que*

2m —-3)2m -5)

2 = o + 2)2m + D2m)(2m - 1) 22
4'2m - 3)!! 2(2m - 3)!! 3(2m — 3)!!
= a4 = — an = ap.
Cm+2)! T T em+2)! T 2m+2)! °
La segunda relacién, con m = 2, implica as = (0/30)az = 0, asique a7 = ag = --- =0

también. Al tomar agp = 0, a; = 1, lo cual corresponde a elegir las condiciones iniciales
x(0) = 0, x’(0) = 1, se obtiene una solucion polinomial x(t) =t — %t3.

4Aqui se usa la notacién n!! := n(n — 2)(n — 4)--- (2 0 1), el llamado doble factorial, para abreviar
las expresiones.
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En cambio, al tomar ag = 1, a; = 1, correspondiente a las condiciones iniciales
x(0) = 1, x’(0) = 0, se obtiene una serie de potencias no terminante. Para ag, a;
generales, se obtiene una combinacion lineal de estas dos soluciones bdsicas:

x(l)—ao(l——t +SZ ((22’:1 +32))"| )+a1(t—%t3).

La solucién polinomial es obviamente analitica. Para la otra — expresada como serie de
potencias en la variable 1> — se debe chequear el radio de convergencia:

i arm 2m+2)2m+1)
R = lim = = ,
m—=eoldym42 | M 2m -3
asi que esta solucion es analitica en todo R. O

Ejemplo 4.6. Considérese la ecuacion de Legendre:

(1-2)x"(t) =2t x'(t) + A x(t) = 0, (4.52)

donde A es un pardmetro real. Notese que esta ecuacién puede escribirse en la
forma (3.11):

d 2N\ _
E((l —t) X' (1) + A x(t) = 0

pero por ahora no se imponen condiciones de frontera. Notese que ¢ = +1 son puntos
singulares de la ecuacion. Entonces se debe buscar soluciones analiticas de esta ecuacion
alrededor del punto regular ¢ = 0, con la esperanza que las series de potencias converjan
al menos en el intervalo abierto (-1, 1).

Six(t) = 20, at*, las siguientes series de potencias deben tener suma igual a 0:

2a, + 6ast + 126141‘2 + 20a5t3 +oee,

X(t) = Z k(k — Dagt*™2
k=2

—2612l‘2 - 6Cl3l3 + -,

—2x"(1) = ik(k — Dagt*
k=2

=2t x'(1) = —ZZ kagt* = —2ait — 4art® — 6ast’ + -,

Adag + dajt + /la2t2 + /la3t3 + e

Ax()=A Z apt®
k=0

Los primeros dos términos de la suma dan las ecuaciones:

2ar + dag = 0, 6az + (1 —-2)a; =0
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y luego, para k > 2:
(k +2)(k + Dagsz = (k(k + 1) — A)ay .

Es evidente que esta relacion de recurrencia, al igual que en el ejemplo anterior, se separa
en dos casos para k par e impar.

Mas aun, se notaque si 4 € {n(n+1): k € N} ={0,2,6,12,20,...}, entonces
la ecuacién posee una solucién polinomial. Para A, := n(n + 1), la recurrencia da
an+2 = 0ay, asi que el polinomio correspondiente tiene grado n. Ahora bien, un
polinomio es continua en todo R y no diverge en los puntos singulares. Este da lugar a
un problema de Sturm y Liouville singular, (4.5) con las condiciones de frontera:

|x(=17)] = lim |x(1)| < oo, lx(17)] = lim |x(?)[ < oo.
tl-1 1

Para uno de esos autovalores, la ecuacion de Legendre tiene la forma

(1 -2 x"(t) -2t x'(t) + n(n + 1) x(¢) = 0. (4.5b)

Luego a; = —%n(n + 1agyasz = —% n—1)(n + 2)a;. La relacion de recurrencia es:

k(k+1)—n(n+1)
(k+2)k+1)

para k > 2 a priori, pero también para k = 0, 1. En particular, a,4p = ay44 = --- = 0;
hay una solucién polinomial P,(z), el cual es un polinomio par si n es par, o bien un

Apy2 =

polinomio impar si n es impar. La otra solucién Q,(¢), con la paridad opuesta, estd dada
por una serie de potencias cuya radio de convergencia es
, (k+2)(k+1)
= lim =
k—o0 k(k + 1) - n(n + 1)

ak
ai42

R = lim

k—o0

La solucién general tiene la forma x(z) = ¢; P,(t) + ¢z Q,(2), analiticaen (-1, 1).

Las soluciones P,(t) y Q,(t) son tnicos una vez que se fija los valores de ap y ay;
por ejemplo, se puede imponer condiciones iniciales en t = 0. Sin embargo, debido a
la presencia de un problema de Sturm y Liouville singular, conviene mds precisar las
condiciones de frontera para Py,:

Py(1) =1, Pu(=1)=(-1)" (4.6)

[ Nétese que, en este caso, la primera condicion P,(1) = 1 determina el valor de P,(—1),
por la paridad del polinomio P,(¢). ]| Los ejemplos de grado bajo son:

Pot)=1, Pit)=t, Pyt)=33-1),
Py(1) = 3(58 = 31),  Pa(r) = 1(35t* - 30¢% + 3). 0
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Definicién 4.7. La solucién polinomial P,(¢) al problema de Sturm y Liouville singular
(4.5b) y (4.6) se llama el polinomio de Legendre de grado n. o

Los polinomios de Legendre forman una familia de autofunciones para la ecuacion de
Sturm y Liouville (4.5a) en el intervalo compacto [—1, 1], debido a que estos polinomios
estan bien definidos en los dos extremos del intervalo. Por lo tanto, la demostracién de la
Proposicion 3.16 es aplicable en este caso. En efecto, la identidad de Lagrange implica,
por (3.18) con r(t) = 1, p(t) = 1 — 1%

t=1

1
(m* + m —n* — n) /_ 1 Py (1) Py(t) dt = [(1 = 1)(Pu(2) Py(1) = Py, (1) Pu(?)) =0

Resulta, entonces, que los polinomios de Legendre son ortogonales con respecto al
producto escalar usual de funciones en el intervalo [—1, 1]:

1
(Pm|Pn):/ Py(t) Py(t)dt =0 para m # n. 4.7)
-1

Es posible mostrar que, en el caso m = n, que la normalizacion de los P,(t) produce
el resultado:

1
P,|P)= | P,t)dt= .
Pal P = [ PP = 2

Sea ||fll2 := V/(f]f). La complecion en este norma del espacio vectorial de los
polinomios reales, restringidos al intervalo [—1, 1], es un espacio de Hilbert real, deno-
tado LZ[—l, 1]. Se concluye, entonces, que los polinomios de Legendre normalizados

pn(t) := 4/(2n + 1)/2 P,(t) forma una base ortonormal para este espacio de Hilbert.
Ejemplo 4.8. Considérese la ecuacion de Hermite:
x"(t) =2t x'(t) + A1 x(t) = 0, (4.8a)

con un parametro real A. Esta ecuacion lineal no tiene puntos singulares; es de esperar
que tenga una solucién general definida en todo R.
Six(t) = 2, art*, 1a ecuacién diferencial asume la forma:

(2ay + dag) + Z{(k +2)(k + Dagya + (A = 2k)ax }t* = 0.
k=1

Entonces
2ay + Adag = 0; (k+2)(k + Dagr = 2k — A)ay para k> 1.

Una vez mads, estas relaciones de recurrencia se separan en dos casos para k par e impar,
respectivamente. Para 4, := 2n, conn = 0,1,2,..., se obtiene a,+» = 0a,; en cuyo
caso, la serie de potencias se simplifica en un polinomio de grado n.

o1
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Para uno de esos autovalores, la ecuacion de Hermite tiene la forma

x"(t) =2t x'(t) + 2n x(t) = 0. (4.8b)
Ahora a; = —nag, az = ——(n — 1)ay, y en general
2(k — n)
ag+2 =

k+2)k+1)%*

Luego, vale a,+» = ay+4 = --- = 0; hay una solucién polinomial H,(t), par o impar
segun la paridad de n. Para este polinomio de Hermite H,(), se elige el coeficiente
principal a, = 2", de modo que

Ho(t)=1, H\(t)=2t, Hy(t) =4 -2,
Hi(r) = 82 — 121,  Ha(t) = 16t* — 48¢% + 12.

[ Hay otra solucién no polinomial, cuya serie de potencias tiene radio de convergencia
R = limy o lar/axs2| = limgseo(k + 2)(k + 1)/2(k — n) = 0. 0

Notese que la ecuacion de Hermite (4.8a) no tiene el formato (3.11) de una ecuacioén
de Sturm y Liouville, porque los primeros dos términos no forman la derivada de un
producto p(t) x’(t). Este defecto puede ser curado al multiplicar ambos lados por un
“factor integrante”, el cual seria p(t) := et

d, _p, —2 _
E(e X))+ e x()=0

Nuevamente, la identidad de Lagrange conduce a una relacion de ortogonalidad: si
m # n en N, entonces, por (3.18) con p(t) = r(t) = et

, asi:

=400

(2m - 2n) / ) Hy(t) Hy(2) dt = [e"z(Hm(t) H,(t) = H,, (1) Hn(f))] =0.

t=—00

. - . . 2 . .
Fijese que en este caso el decrecimiento rdpido de la funcién p(¢) = e~" hace innecesario

imponer condiciones de frontera ent = +o00. Se concluye que los polinomios de Hermite

., _42
son ortogonales en todo R, con respecto a la funcién de peso r(t) = e™"".

Resulta que la normalizacion de los H,(r) implica que
/ Hy(t)e™ dt = 2" n! .

La presencia de la constante /7 es evidente cuando n = 0, por la férmula conocida:

2
(/ dz // —Hdsdz_// 2 drdf = r.
RZ
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Se puede eliminar el uso de la funcién de peso al introducir las funciones de Hermite:

ha(t) = ————H,(t) e /%, (4.9)

Estas funciones forman una base ortonormal’ para el espacio de Hilbert L*(R):

Sim=n,

sim # n.

O ) = [ 6 01 = {(1)
» En los dltimos dos ejemplos, fue oportuno considerar familias de ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden, (4.5b) y (4.8b) respectivamente, cuyos lados izquierdos
difieren solamente en el coeficiente de x(¢). En tal caso, las posiciones de los ceros de
las soluciones de cada familia estdn relacionadas por el siguiente resultado, que se llama
el teorema de comparacion de Sturm.®

Teorema 4.9 (Sturm). Considérese dos ecuaciones lineales homogéneas:

%(p(t) ¥ (1)) + 1(r) x(2) = 0, (4.108)
(00 (0) + (030 = (4.10b)

donde p, q\, q>: [a,b] — R son continuas y p(t) > 0 para todo t € [a, b]. Supongase
que q1(t) < qa(t) parat € [a,b]. Si c < d son dos ceros consecutivos en |a, b] de
una solucion x(t) de (4.10a), y si y(t) es una solucion de (4.10b), entonces existe s con
¢ < s <dtal que y(s) = 0.

Demostracion. Supoéngase, arguendo, que y(t) > 0 en (¢,d). Como x(t) tampoco se
anula en ese intervalo abierto, por hipétesis, se puede asumir sin perder generalidad que
x(t) > Oen (c, d). Entonces, al restar y(f) veces (4.10a) de x(¢) veces (4.10b), se obtiene
la igualdad

- %(p(t) X' (1)) y(0) + (2(6) = q1(1)) x() y(t) = 0. (4.11)

El tercer término es no negativo y tiene integral no negativo en el intervalo [c, d]:

() 2 (pl0) 1)

d
/ (4o(0) = a1(0) x(0) y(1) it > .

5Se ha comprobado que los %, forman una familia ortonormal. Para que sean una base ortonormal,
hace falta mostrar que esta familia es “total”, es decir, que el tinico elemento de L*(R) ortogonal a cada
h,, es el elemento nulo. Este es el teorema de Riesz y Fischer, no demostrado aqui.

®Hay varios teoremas con ese nombre; esta versién es la que tiene las hipétesis mas sencillas.
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Los otros términos forman una derivada total, por la identidad de Lagrange (3.17):

KOS p0y' ) - L (pa (1) v0) = 2 (pOLx(0Y 0 - 00,

cuya integral, habida cuenta de que x(c) = x(d) = 0, es igual a
t=d
POy ©) = X ©y0)] = PO (©3(0) = p)¥ (d)y(d).

La funcién diferenciable x(¢) es positivo en el intervalo (c, d) entre dos ceros, asi que
x'(c¢) > 0y x'(d) < 0 necesariamente. Por lo tanto,

p(e)x'(c)y(c) = p(d)x'(d)y(d) > 0. (4.12)

Entonces el lado izquierdo de (4.11) tiene integral positiva, mientras que el lado derecho
tiene integral fc_dOdt = 0. Esta contradiccion refuta la suposicién de que y(r) > 0
en (c,d). Sifuera y(t) < 0 en ese intervalo, el mismo argumento aplicado a —y(¢) llega
a la misma contradiccién. Luego la solucién y(¢) tiene al menos un cero en (c, d). O

Si fuera ¢»(¢) = q1(¢) en (4.10), de manera que x(¢), y(¢) serian dos soluciones de la
misma ecuacién diferencial (lineal, homogénea, de segundo orden), entonces el tercer
término del lado izquierdo de (4.11) es nulo, el argumento del teorema demuestra otro
resultado, llamado el teorema de separacion de Sturm, a continuacion.

Teorema 4.10 (Sturm). Sean x(t), y(t) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion lineal homogénea:

d , B
—(p(0) X' () + q(6) x(2) = 0,

Si ¢ < d son dos ceros consecutivos de x(t), entonces existe s € (c, d) tal que y(s) = 0.
En consecuencia, los ceros de x(t) y de y(t) estan entrelazados.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que y(c) # 0y que y(d) # 0. En efecto,
si fuera y(c) = x(c) = 0, al poner m := y’(c)/x'(c), se obtendria y(r) = m x(¢) por la
unicidad del problema de valor inicial y(c) = 0, y’(c¢) = m x’(c). Esto es incompatible
con la independencia lineal de las dos soluciones.

Los argumentos de la demostracion anterior ahora muestran que el lado izquierdo
de (4.12) es cero:

p(e)x’(c)y(c) = p(d)x'(d)y(d) = 0.
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Aqui p(c) > 0y p(d) > 0, mientras que x’(c) y x’(d) tienen signos opuestos.” Por lo
tanto, y(c), y(d) también deben tener signos opuestos; y el teorema de valor intermedio
implica que y(¢) tiene un cero en (c, d).

Luego, al cambiar los papeles de x(z) y y(z), también se ve que entre dos ceros
consecutivos de y(¢) debe haber un cero de x(z). O

» Al volver a los polinomios de Legendre P,(¢), que son soluciones de las ecuaciones
tipo (4.5b), se puede tomar q;(t) = m(m+1), g2(t) = n(n+1) con m < n. El Teorema 4.9
dice que entre dos ceros de P,,(¢) debe haber al menos un cero de P,(¢).

Por ejemplo, entre los dos ceros ¢, = +/1/3 de P»(t) = %(3t2 — 1), hay un cero de
Ps(t) = 1(5t3 - 3t), el cual es 59 = 0. Ahora, P(t) tiene otros dos ceros, s. = +V3/5
en el intervalo [—1, 1]. El Teorema 4.9 no ofrece informacién acerca de su posicion. Sin
embargo, la ortogonalidad de estos polinomios implica el siguiente resultado.

Proposicion 4.11. El polinomio de Legendre P,(t) de grado n posee n ceros simples en
el intervalo [-1, 1].

Demostracion. Esta claro que P,(t) tiene a lo sumo n ceros reales, contados con mul-
tiplicidad. Como P,(1) = 1y P,(—1) = (—1)", ninguno de ellos coincide con —1 o 1.
Sean 11, . .., t, los ceros distintos que pertenecen al intervalo (—1, 1) y que tengan mul-
tiplicidades impares ry, . . ., r,, respectivamente. Sean .1, ..., ¢;;+; los ceros distintos
en (—1, 1) con multiplicidades pares. Entonces P,(t) se factoriza asi:

m m+l
Pty=[ -0y [] =17 R@)
i=1 j=m+1

donde R(1) > Oy el factor R(f) no se anula en [—1, 1]; por ende, vale R(¢) > Oen [—1, 1].
Considérese ahora el polinomio

m m+l
0() = Pu) (t = 1)t —12) - (t = 1) = [ [ =)' [ | =17 Ruto).
i=1 j=m+1

Entonces Q(¢) > 0 parat € [—1, 1], por ser el producto de R(¢) y el cuadrado de otro
polinomio. Si fuera m < n, entonces

(t —1)(t —12) - (t = 1) = coPo(t) + c1P1(1) + - -+ + C P (1)

TN6tese que x’(¢) = 0 o x’(d) = 0 dirfa que x(¢) = 0 por unicidad del problema de valor inicial,
contrario a la independencia lineal de x(7) y y(¢).
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-1

Figura 4.1: Polinomios de Legendre de grados 0, 1,2, 3,4

para algunos ¢y, . . ., ¢, € R. La ortogonalidad (4.7) entonces implica que
1 m 1
[ ewar=Y e [ Paypwa-o
-1 k=0 -1

lo cual es imposible, porque Q(t) > 0y Q(¢) #0en [—1, 1].

Se concluye que m = n. Esto dice que [ = 0y R(¢) = R(1); ademads, cada raiz ¢t; de
P(t) debe ser simple, es decir, de multiplicidad 1.

En la Figura 4.1 que muestra los grafos de los polinomios de Legendre de grados
n < 4 en el intervalo [—1, 1], se puede apreciar el entrelazamiento de sus ceros. O

4.2 Ecuaciones con puntos singulares regulares

Cuando la ecuacién lineal homogénea (4.3) tiene un punto singular en ¢ = f(, entonces
no es posible asegurar la existencia de una solucion analitica centrada en #9. En esta
seccion se analizard el caso importante de las ecuaciones de segundo orden con puntos
singulares. Un tratamiento exhaustivo demanda el uso de recursos de variable compleja
y estd fuera del alcance de este curso. Sin embargo, hay un subcaso de especial interés
que es amenable a un tratamiento con funciones reales.

Definicion 4.12. La ecuacidn lineal homogénea de segundo orden:
ao(t) x"(1) + a1 (1) x'(t) + ao(r) x(t) = 0

posee un punto singular en t = tq si ag(tg) = 0. Al dividir por ao(t), para reexpresar la
ecuacion como

x"(1) + p(t) X'(1) + q(t) x(¢) = 0, (4.13)
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se dice que to es un punto singular regular si las dos funciones

(t=10)p(t), (1 =10)*q(1)

son analiticas en un vecindario de #yg. En caso contrario, ¢ se llama un punto singular
irregular.? o

Ejemplo 4.13. Considérese la ecuacion de Bessel con pardmetro n:
2 .n ’ 2 2 _
t“xX"t)+tx'@t)+ (- —n")x() = 0. (4.14)

Aqui se toma n € N, aunque otros valores son concebibles.® Es obvio que = 0 es un
punto singular. Aqui p(t) = 1/t y q(t) = (1 — n*/t?): este es un punto singular regular.
Resulta que una de las dos soluciones bdsicas de esta ecuacion es analitica. Efec-

tivamente, si se postula una solucién con serie de potencias x(t) = X, a,t", se
obtiene
[ee] o o (o]
Zm(m -Da,t"+ Zmamtm - Z A "2 — anamtm =0.
m=2 m=1 m=0 m=0
Al reacomodar estas sumas, se obtiene
(o)
—n?ag + (1 = n®)ayt + Z{m(m - Dap+may + ay_o— nzam} " =0.
m=2
Una vez mas, la relacidon de recurrencia
2 2 _ _
(m“—-n%)ay +an—2=0 para m=273,...
da lugar a una serie de potencias para o impar, segtin la paridad de n.
Sin =0, se obtiene a; = 0y luego a3 = a5 = --- = 0 también. Tomese ag := 1;

entonces, por una sencilla induccion,

ayeo ari—4 (-DF

QK2 T 2k22k—22 T 2Kk

8Usualmente, los vocablos singular y regular son anténimos. La frase “punto singular regular” es
gramaticalmente excepcional, pero autorizado por tradicién. La clasificacién tiene sus origines en la teoria
de variable compleja: las funciones en (4.13) son holomorfas si p(f) posee un polo de primer orden en
to € C, o bien si g(t) posee un polo de primer o segundo orden en .

9Esta ecuacion proviene de un problema de Sturm y Liouville singular, que depende de n € N. En
la literatura, a veces (4.14) se llama “la ecuacién de Bessel de orden n”, aunque se trata de una ecuacién
diferencial de segundo orden.

Qzk =
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Definase la serie de potencias con estos coeficientes:
2 6

JRCTED 3% = A (4 R P AR L
k=0

(kD2 \2 4764 2304

Esta funcién de Bessel Jj es analitica y es par; con Jy(0) = 1.

=

Sin =1, se obtiene ap = 0y luego a; = a4 = --- = 0 también. Témese a; :=
entonces, por induccion,

@kl a2k-3 o (=D*
dk+ Dk Pk+ DRk —1) P Ik + D)

Definase la serie de potencias con estos coeficientes:

X (=D N2kl B3P {7
Jl(r);:ZL( ) _L_r .
k=0

Dk+1 =

j— +__
k'(k+1)!\2 2 16 384 18432

Esta funcién de Bessel J; es analitica y es impar; con J;(0) = 0.
Para los casos n > 2, se obtiene ag = a; = 0; y por la relacién de recurrencia se ve
que a,, = 0 para cada m < n. Al tomar a, := 27" /n!, se obtiene la solucién analitica

=3 C0 (5)2k+n. (4.15)
k=0

ki(k +n)! \2

Las tnicas soluciones analiticas a la ecuacién (4.14) tienen la forma a, J,(t). Para
obtener otra solucién linealmente independiente de J,(¢), se podria usar el método de la
Seccion 2.1: al colocar x(¢) := u(t) J,(t) con u(t) una funcién no constante y al tomar
v(t) := u'(t), la demostracion de la Proposicion 2.11 ofrece un método para despejar v(z)
y eventualmente u(¢). Sin embargo, el factor u(z) es singular en r = 0; es mejor encontrar
la segunda solucién por otra via. o

» Una ecuacion lineal (2.5) con un punto singular regular en ¢ = 0 tiene la forma
2 X" (1) + 1 b(t) X' (1) + c(t) x(t) = 0,

donde b(t) = by + byt +--- y c(t) = co + cit + --- son analiticas cerca de t = 0. En
el caso especial b(t) = ¢y y c(t) = co, este es una ecuacioén de Euler (2.25) y el cambio
de variable s := logt (para t > 0) la reduce a una ecuacién lineal con coeficientes
constantes. En la subseccion 2.3.1 se obtuvo una base de soluciones para una ecuacion
de Euler, de la forma {tY1, %2}, o bien {t4, 1" logt}. Esta circunstancia es la motivacién
de una extension del método de series de potencias, introducida por Frobenius. 10

'°Georg Frobenius fue un estudiante de Karl Weierstra3. En su tesis doctoral, De functionum analyti-
carum unius variabilis per series infinitas repraesentatione (Berlin, 1870), expuso lo que hoy en dia se
llama “el método de Frobenius”.
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Cuando una ecuacién lineal homogénea posee un punto singular regular en ¢ = ¢, el
método recomienda buscar una solucién de la forma

00 o0

x(t) = (t —to) Z ar(t - to)* = Z a(t = 1), (4.16)
k=0 k=0

con algin exponente r € R. Para la ecuacién de Bessel, por ejemplo, la solucién J,(z)

de (4.15) tiene esta forma, con r = n; esta solucion es analitica porque r € N. Sir < 0

o si r no es entero, la serie formal (4.16) no representa una funcién analitica. Entonces,

en primera instancia, se debe considerarla una serie formal, cuya convergencia debe ser

confirmada posteriormente.

En adelante, para simplificar los cdlculos, se tomard 7y = 0.

[ Para demostrar la validez del método de Frobenius, se requiere considerar las
soluciones como funciones de una variable compleja. En tal caso, una serie de tipo
(4.16) con r € Z \ N se llama una serie de Laurent, con un polo en ty. Parar ¢ Z, dicese
que to es un punto de ramificacién; 1a funcién compleja z — z" = ¢”1°22 debe manejarse
con respeto. Tales dificultades son menos aparentes para funciones con argumentos
reales, pero deben tomarse en cuenta. ||

Ejemplo 4.14. Considérese de nuevo la ecuacion de Bessel (4.14), con el entero n
reemplazada por p € [0, co) cualquiera:

2 X"(0) + 1 X' (1) + (> = p*) x(2) = 0.

Se busca una solucién dada por la serie formal:

o0

x(t) = Z apt®*".

k=0
Entonces
DUk )k +r =D a3k +r) a4 Y @ = plag T =0,
k=0 k=0 k=0 k=0

Al igualar los coeficientes de la potencia mds baja ¢", se obtiene una ecuacion para r:
(r* = p*)ag = 0.

La relacion de recurrencia conecta cada a; con a2, asi que la opcién ag = 0 conduce a
la solucién nula, que no interesa. Se debe asumir ag # 0, entonces, y como consecuencia
r = pobienr = —p. Al tomar r = p, los coeficientes obedecen

2p+ 1)a; =0, k2p + k)ay + ax— =0 para k=273,...
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4.2. Ecuaciones con puntos singulares regulares

Entonces a; = a3 + as = --- = 0; y en breve se obtiene

W2 w2t (1/2) .
p+1 2l(p+1)(p+2) 3l(p+Dp+2)(p+3)
La serie de potencias entre paréntesis tiene radio de convergencia infinita; y ¢t — t” es
un funcién al menos continua, parat € Ry p > 0 (es suave en R \ {0}).

Falta elegir ay apropiadamente, habida cuenta que ag = 27" /n! cuando p = n € N.
La funcion Gamma de Euler, definida por!!

I'(x) :=/ e dt,
0

(1) t”(l - ) 4.17)

cumple I'(x + 1) = xI'(x) mediante una integracién por partes; y I'(1) = T'(2) = 1.
Luego I'(n + 1) = n! para n € N (por induccién). Entonces, al tomar ag := 277 /T'(p + 1),
se llega a la funcion de Bessel con indice p > 0:

B > (=1)* £\ 2k+p
Jp—(t)'_;)l“(k+1)l“(k+p+l) (5) '

Sip ¢ N, el caso r = —p determina una segunda solucién de la ecuacién de Bessel,
linealmente independiente de J,(¢), aunque discontinua en ¢ = 0:

N (=D A
Tplt) = ;) T(k+DOk-p+1) (E) '

La solucion general de la ecuacion de Bessel, para p ¢ Z, tiene la forma
x(t) = c1Jp(t) + c2J_p(2). ¢

Para el caso p = —n € N, la serie en (4.17) tiene términos con denominador cero. En
tal caso, adoptando el convenio de que 1/T'(—m) := 0 para m € N, el primer término no
nulo de la serie de J_,(¢) tiene indice k = n. Luego, se puede observar que

3 o (_1)k t 2k—n
J_n(t) = Z T(k+D(k—n+1) (5)

k=n

)2m+n

~ o0 (_1)m+n ¢t _ .
B ,;)F(m+n+ DI(m + 1) (5 = D).

"1a funcién I'(z) se define mediante esta integral (de Riemann, impropia) paraz € C con R z > 0; y
la férmula I'(z) = ['(z + 1)/z permite extenderla a todo C, aunque con polos en z = —n, paran € N. Su
reciproco 1/I'(z) no tiene polos y define una funcién analitica entera en C. Luego, la férmula dada para
Jp,(t) también tiene sentido para p < 0.
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Como J,(t) y J_,(t) no son linealmente independientes, se debe buscar una segunda
solucién a la ecuacion de Bessel (4.14) mediante el proceso de reduccion de orden de la
Proposicion 2.11.

Sea Y,(#) la segunda solucién buscada (determinado hasta multiplicacién por un
coeficiente agp). El wronskiano w(t) := W(J,, 1;,)(¢) obedece la formula de Abel (2.10).
En este caso, p(t) = t/t*> = 1/t; P(t) = ft ds/s = ¢ +logt; y w(t) = e P = C/t, para
t > 0. Entonces, por (2.11) y (4.17):

ds/s o, (s/2)? (s/2)* 7
Y(t)_c‘](t)/ Ju(s)? J(t)/ ( n+1 +2(n+1)(n+2)+"') ds

2n+5
= J(t -1- 2n 1—2n 3-2n .. ds.
()/( 2(n+1) Tt 2nr2 . ) E

En el caso particular n = 0, se obtiene

2 4

Yo(t) o Jo(t)(B +logt + tz + 15;8 ) = Jo(D)log + folt),

donde B es alguna constante y fo(¢) es analitica cerca de t+ = 0. De hecho, las series
Jo(t)™2 y luego fo(z) tienen radio de convergencia R, donde R es el primer cero de la
funcién Jy(t) en el intervalo (0, co).
Cuando n > 0, uno de los términos en el integrando fll (- -+ ) ds es un multiplo de s
se obtiene
Y1) oc Ju(t) logt + 17" fu(2),

donde f,(¢) es analitica cerca de t = 0. La constante de proporcionalidad est4 determi-
nado por ciertos convenios no discutidos aqui.!?
Esta discusion ejemplifica el siguiente teorema, cuya demostracion serd omitida.!'3

Teorema 4.15 (Frobenius). Si t = 0 es un punto singular regular de la ecuacion dife-
rencial lineal homogénea:

2xX"(t) +t p(t) X' (t) + q(t) x(1) = O

entonces esta ecuacion posee al menos una solucion de la forma

(o)

x(t) :z’(1 +Zaktk). (4.18)

k=1
2Kl desarrollo en serie de la funcién Y,(¢) aparece en los breviarios de la teoria de “funciones
especiales”. Véase, por ejemplo, la seccion 5.4 del libro: Nikolai N. Lebedev, Special Functions and their
Applications, Dover, New York, 1972.
13La prueba requiere técnicas de variable compleja. Véase el capitulo g del libro de Birkhoff y Rota.
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El indice r obedece la ecuacion indicial:

r(r—=1)+ p(0)r + g(0) = 0. (4.19)
Si esta ecuacion cuadrdtica tiene dos raices reales distintas, r1 y ry, conry —ry ¢ Z,
entonces las soluciones correspondientes x1(t) y x,(t) son linealmente independientes.
En cambio, si las raices de la ecuacion indicial satisfacen r\ — r, € Z — esto incluye
el caso ry = ry de una raiz doble — hay un par de soluciones basicas de la forma:

x1(r) = " (1 + Z aktk), x2(t) = c x1(r)logt + 1" Z byt*.
k=1 k=0
Siry = ry, se puede tomar c = 1y by = 0; si ry > ry, se puede tomar by = 1.

Ejemplo 4.16. La siguiente ecuacion hipergeométrica depende de tres parametros
a, b, ceR:
t(1=1)x"(@t)+(c—(a+b+ 1)) x'(t) — abx(t) = 0. (4.20)

Como de costumbre, se buscan soluciones reales de esta ecuacion. !4 Esta ecuacidn tiene
puntos singulares regulares en t = O y en t = 1. [ También tiene un punto singular en
t = oo: al hacer el cambio de variable s := 1/¢, se obtiene una ecuacion lineal de segundo
orden para x(s) que posee un punto singular regular en s = 0. || Cerca de ¢ = 0, entonces,
se prueba una solucién de la forma (4.18), con ag = 1, para obtener

Dok )k +r = 1) ag (5= £ 3 (k4 r)cag i
k=0

k=0
- Z(k +r)a+b+1)ag - Z abay 1" = 0.
k=0 k=0

Los términos con el menor exponente dan lugar a la ecuacion indicial:
r(r+c—-1)=0.

Supdngase (por ahora) que ¢ ¢ Z, para evitar soluciones con logaritmos. Entonces, la
opcion r = 0 ofrece una solucion analitica x| (¢), denotado por F(a, b; c;t). Con un breve
calculo, se obtiene la relacidon de recurrencia:

(k+1)(c+k)as1 =(a+k)b+k)ay. (4.21)
De ahi se obtiene a; = (ab/c), 2(c + 1)ay = (a + 1)(b + 1)a;, y en general

. oab ala+ Db+ 1) 2 ala+ D(a+2)b(b+ 1)(b+2) 1
F(a,b,c,t)—1+?t+ C(C+1) 5+ c(c+1)(c+2) §+

14M4s generalmente, se puede tomar a, b, ¢ € C y buscar soluciones de una variable compleja t € C,
empleando series de potencias complejas.
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Conviene adoptar una notacién para productos que aparecen en estas fracciones. Al

escribir
I'(a + k)

aEE(a)k =ala+1)a+2)---(a+k-1)= @)

estos factoriales ascendientes o = (a); permiten escribir la funcién hipergeométrica
con una serie de potencias explicita: !5

o d O @)
F(Cl,b,C,t) = kZ(:) CE F = ZWE
T < Ta+krb+k) t*
~ T kZZ) Tc+k) kI (4.22)

El radio de convergencia de esta serie esta dada por

b

akbk / ak T pk+t C(k+D(c+k)

= — = lim ———= =

(k + DI kT koo (a+ k) (b + k)

siempre y cuando ni @ ni b (ni ¢) es un entero negativo.'® Si —a o —b € N*, la relacion
de recurrencia (4.21) muestra que a;.1 = 0 para k = —a 0 k = —b respectivamente; y la
solucién F(a, b; c; t) es un polinomio de grado no mayor que ese k.

La solucion x(z) := F(a, b; c; 1) tiene condiciones iniciales x1(0) = 1, x1(0) = ab/c.

Cuando ¢ ¢ Z, el Teorema 4.15 asegura que la opcién r = 1 — ¢ conduce a una
segunda solucion x;(¢) de (4.20), con relacion de recurrencia:

(k+2-c)k+Dags1=(a+k+1-c)b+k+1-c)ag.

Estarelacion es similar a (4.21), con los cambiosc — 2—c,a— a+1—-c,b— b+1—c.
Por lo tanto, se obtiene

@)=t Fla+1-cb+1-c;2-c;1).

Como 1 — ¢ ¢ N, esta solucion no es analiticaen t = 0. o

5La notacién (a)i es tradicional; recibe el nombre simbolo de Pochhammer. Sin embargo, no es
muy informativa. Donald Knuth ha propuesto una reforma: al notar la analogia con el numerador
del coeficiente binomial (Z) y con la potencia a* = a(a)(a)- - - (a), introdujo el factorial descendiente

ak = a(a—1)(a-2)---(a—k+1)y el factorial ascendiente a*. Asi, por ejemplo, el coeficiente binomial
seria (Z) = ak/k! para cualquier € R. Estas notaciones estd empleadas sistematicamente en el libro:
R. L. Graham, D. E. Knuth y O. Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley, Reading, MA, 1994.

16Se puede anticipar un radio de convergencia no mayor que 1 puesto que 7 = 1 es otro punto singular

de la ecuacion hipergeométrica.

103



4.2. Ecuaciones con puntos singulares regulares

[ El desarrollo (4.22) da una definicién alternativa de la funcién hipergeométrica
F(a,b;c;t). En muchos libros, esta funcién se denota por ﬂ(a, b;c;t), donde los

subindices en »F; cuentan la cantidad de términos de tipo a* en el numerador y en el
denominador de la fracciéon. Por ejemplo, se puede definir

©  kik k 4k
a“b ct t

3F(a,b,c;d, est) = Z
k=0

( ) o0 Zlk tk
1F1 Cl;b;t = E - —,

|

£ bk k!

dk ek k!’
etcétera. Esta | Fi(a; b; t) lleva el nombre de funcion hipergeométrica confluente. ||

» Es posible obtener muchas relaciones entre funciones hipergeométricas por manipu-
laciones directas de la serie de potencias (4.22). Sin embargo, a veces es mds eficiente
utilizar la ecuacién diferencial (4.20).

Por ejemplo, al derivar ambos lados de esa ecuacién, se obtiene

(-0 x"O+(c+1=(a+b+3))x"(t)—(ab+a+b+1)x'(t) =0.

Entonces la funcién y(z) := x/(z) es analitica en ¢ = 0, satisface y(0) = ab/c, y cumple
la ecuacién diferencial:

1=y (t)+(c+1—=(a+1+b+1+ 1))y (t)—(a+ 1)b+1)y@k) =0.
Por unicidad de la solucion analitica que vale 1 en ¢ = 0, se obtiene la identidad (valida
para ¢ ¢ Z, al menos):

b
F’(a,b;c;t):a—F(a+1,b+1;c+1;t). (4.23)
c

El cambio de variable s := 1 — ¢, z(s) := x(¢), aplicada a (4.20) produce la ecuacion
diferencial:

s(1-9)%(s)+(a+b—c+1-(a+b+1)s)z(s)—abz(s) = 0.

porque z(s) = —x’(¢) y Z(s) = x”(¢). Esta es otra ecuacion hipergeométrica con un punto
singular regular en s = 0, esto es, en t = 1. Luego la ecuacién original (4.20) posee dos
soluciones bdsicas (cuando ¢ — a — b ¢ Z) dadas por:

x3(t) =F(a,b;a+b—-c+1;1-1),

x4(t) =t PF(c—bc—a;c—a-b+1;1 -1).
Las series de potencias para estas soluciones convergen en el intervalo (0,2). En el
intervalo 0 < ¢t < 1, las dos bases de soluciones {x(¢), x2(t)} y {x3(t), x4(t)} son

equivalentes; luego x3(¢) y x4(f) coinciden con ciertos combinaciones lineales de x(z)
y x2(t) en el intervalo (0, 1).
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[ La determinacion de los coeficientes usa diversos férmulas para las funciones
hipergeométricos, que son fuera del alcance de este curso. Basta con citar aqui una de
esas combinaciones:!”

INa+b+1-c)I'(1-c) INa+b+1-c)'(c—-1)
Fa+l-ofbsi-o Wt OR0)

x2(t)

x3(t) =

salvo ciertos valores excepcionales de a, b, c. ||

» Varias funciones “elementales” son casos particulares de la funcién hipergeométrica.
Por ejemplo, al notar que 1¥ = k! se ve que la serie geométrica es:

(o8]

F(l,l;l;t):ZlkF:Ztk::_
k=0 '

k=0
Mas generalmente,

(9]

_ <k o0 _ > _
F(a,1;1;1) = Za"% =) (a +]]§ l)t" = kZ:;)(—l)"( ka)t" = (1=,

k=0 k=0

usando el teorema binomial para exponentes reales. (La serie binomial es convergente
en (—1, 1) si el exponente no estd en N.) En particular, si n € N, se ve que

F(—n,1;1;-t) = (1 +0)".

Fijese que ciertos valores de los pardmetros a, b, ¢ dan jugar a polinomios. En este caso,
la ecuacion hipergeométrico es

(L+0)x"(t)—(1=(n-=2))x"(t) —nx'(t) = 0.
Ejemplo 4.17. Considérese la ecuacion de Laguerre con parametro n:
tx"(t)+ (1 —1)x'(t) + nx(t) = 0. (4.24)

Hay un punto singular regular en ¢t = 0. Témese una solucién de la forma (4.18) con
x(t)=1"(1+ X5, axt*). En los términos del Teorema 4.15, la ecuacién se escribe como

X)) +1(1 =) x'(t) + nt x(t) = 0
con p(t) :=1—1t, ¢(t) := nt. La ecuacion indicial (4.19) en este caso se reduce a
rir—=1)+r+0=0,

con una raiz doble, r = 0.

'7Para la demostracion, véase el Teorema 2.3.2 del libro: George E. Andrews, Richard Askey y Ranjan
Roy, Special Functions, Cambridge University Press, Cambridge, 1999.
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Entonces esta ecuacion tiene una solucién analitica. Conag = 1y x(¢) = X7_ amt™,
se obtiene

[ee) oo (o)
Z m(m — Dant™ " + Z mayt™ " + Z(n —m)a,t™ =0,
m=1 m=1 m=0

o bien

Z(k + D2agat* + (n = k)agt* = 0.
k=0

La relacion de recurrencia es
n-—=k

i+l = —m ag .

Entonces a,+1 = 0y en seguida a,+x = 0 para todo k > 0. La solucién analitica es un
polinomio L,(t), de grado n.
Es facil verificar que ese polinomio de Laguerre es

n k
Ln(r) = (—U"(") L. (4.25)
- ,; k) k!

Ejemplos:
Lot)=1, Li(t)=1-t, Lyt)=1-2t+12 Ly0)=1-3t+32 -1, ...

Hay una relacion de ortogonalidad entre los polinomios de Laguerre. Con el “factor

29 —f

integrante” e~ aplicado a la ecuacion (4.24), se obtiene

d, _ , —t _
E(te x'(t)) + ne™ x(r) = 0.

Para obtener una ecuaciéon de Sturm y Liouville (singular) con autovalores 4 = n, es
necesario modificar estos polinomios, al definir

I,(t) :=e"? L,(r) paracada n € N.
Fijese que I(t) = e "(L.(t) - %Ln(t)). Usando la ecuacion (4.24), se calcula que

N B Py YN
0] = e L) - § L))

=e Pt L(0) + (1 =) L) — (3 = 1) Lu(0)]
=eP(—n- L+ DL,
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Esto dice que las funciones /,(¢) camplen las ecuaciones diferenciales:

d
L]+ + =Dl =0

Se trata de una ecuacién de Sturm y Liouville (singular) en el intervalo [0, ), con
p(t) =t,q(t) = ﬁ - %, r(t) = 1y A = n, con condiciones de frontera:

1,(0) = 1, In(+00) = lim e L,(t)=0
Abhora la identidad de Lagrange (3.18) muestra que
(m—-n) /00 In(t) L, (t)dt =0,
o bien, en términos de los polinomios OL,,(t),
/Ooo L,t)L,(t)e”"dt =0 para m # n.

Dicho de otro modo: los polinomios de Laguerre L,(z) son ortogonales en [0, co) con
respecto a la funcién de peso e~. ¢

Proposicion 4.18. Los polinomios de Laguerre estan dados por la funcion generatriz:

Z L) r"

y esta serie converge para todo typara—-1<r < 1.

exp( 1_jtr ) (4.26)

Demostracion. Cuando ¢t = 0, en vista de L,(0) = 1 la serie se reduce a la serie
geométrica 3,° 7" = 1/(1 —r), la cual converge si y solo si =1 < r < 1. Parat # 0, el
lado derecho también es analitica en r parar € (-1, 1).

Ahora hay que hacer un reacomodo de una serie doble:

( tr
ZL(t)r Y E 1)"( )k, Z k,)zz(n”_k)!

n=0 k=0

( k)'k+m ()t > (k+m)
Z(k')zz m + r Z rt Z( ;m)r

k=0
RS (—rt)k P G
1 - -t/ r)‘
=7 Z o U=
k=0
El intercambio de sumas se justifica por la convergencia absoluta de la dltima serie, toda
vez que |r| < 1. O
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5 Soluciones aproximadas

Para las ecuaciones diferenciales lineales, hay una amplia gama de métodos que ofrecen
soluciones en una forma “exacta”, sea por una combinacién de funciones conocidas o
por series de potencias con coeficientes precisas. En cambio, las clases de ecuaciones no
lineales con soluciones precisas son muy escasas. En tales casos, a veces es preferible
obtener soluciones aproximadas: en lugar de dar una férmula o serie de potencias para
x(t) para a < x < b, bastarfa con listar un nimero finito de argumentos 74 € [a, b] y
obtener valores xj tales que las diferencias x(7;) — x; sean aceptablemente pequefias.
En este capitulo se hard una breve resefa de varios procedimientos “numéricos” que
permiten hallar tales listas de valores aproximadas {(¢1, x1), ..., (t4, x,)}. Estos algorit-
mos tienen importancia historica y conceptual, aunque hoy en dia han sido desplazados
por métodos mds finos que aprovechan las posibilidades de las computadoras modernas.

5.1 El método de Euler

Conviene volver a considerar el problema de valor inicial de primer orden (1.6) en un
intervalo [a, b], esta vez con tg = a:

x'(1) = f(t.x(1)),  x(a) = xo. (5.1

[ Con modificaciones apropiadas para soluciones vectoriales x(¢) y funciones vectoriales
[, x(1)), los métodos que siguen se adapten a las ecuaciones de orden superior. |

Definicion 5.1. Sea [a, b] C R un intervalo compacto. Para algin n € N* (el nimero de
pasos), sea h := (b — a)/n y considérese la particion del intervalo dado por

a=ty<t1<th<---<t,.1<t,=b con

ty :=a+kh para k=01,...,n.
Los nodos de esta particion son los argumentos
ti=(1-%a+%p

y la cantidad i > 0 es el tamaiio de paso. (En el caso de un intervalo [b, a] con b < a,
la Gltima relacion sigue valida pero con i < 0.) ¢

En lo que sigue, se tomard tp = a y h > 0 para simplificar el tratamiento. Si
fuera a < tp < b en el problema de valor inicial (1.6), habria que unir dos soluciones
aproximadas, uno en [fo, ] con pasos de (b — t9)/n > 0 y otro en [a,tg] con pasos
(a—tp)/m < 0 asi se obtendria una solucién aproximada en [a, b] que cumple x(zg) = xo.
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Definicion 5.2. Dada un problema de valor inicial (5.1), con solucién exacta x(¢), una
funcién y(¢) es una solucién aproximada con error no mayor que € si

ly(t) — x(t)] <& para a<t<b.

Si y(¢) es continua y diferenciable por trozos en [a, b], se dice que esta solucion aproxi-
mada tiene desviacién no mayor que 7 si

Y'(1) = f(&, y()) <7
parat € [a, b], con un niimero finito de excepciones. 0

Para garantizar la unicidad de la solucién exacta x(), usando el Teorema 1.15 de
Picard, se supondrd en adelante que f(z, x) cumple una condicién de Lipschitz (1.13) en
[a, b] X R:

|f(t.x) = f(t. )| < L|x—y| paratodo 1€ [a,b]; x.y€R.

[ Si f fuera lipschitziana solo en un rectingulo compacto [a, b] X [xg — ¢, xg + ¢], con
f(t, x)| < M alli, habria que replantear la solucién aproximada en el intervalo [a, a + d],
donde d = min{b — a,c/M}, en vista del Corolario 1.16. |

Definicién 5.3. El método de Euler comprende la evaluacion sucesiva de los incremen-
tos (xx+1 — xx) en los nodos de la particion de [a, b]:

Xkl 1= Xg + D f(tr, xi), (5.2a)

seguido por una interpolacién por segmentos rectilineos:

Tkl — 1 +l‘—tk
Xk
h h

La solucion es lineal por trozos, pasando por los puntos (7, x;) parak =0, 1,...,n. ¢

y(t) = Xe+l  para 1€ [t tre]. (5.2b)
Ejemplo 5.4. Considérese el problema de valor inicial:!
x'(t) =12 - ;, x(1)=1, enelintervalo [1.0,1.5].

Con un paso & = 0.1, se obtiene la particion {zo,t1,...,¢5} = {1.0,1.1,...,1.5}. Se
debe calcular, sucesivamente, los valores

xo=1, Xxp41:= xk+hf(tk,xk):xk+0.1(ti—xk)/tk.

'Los datos numéricos de este ejemplo se toman del libro de Rai, Choudury y Freedman, p. 418.
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x(1)
y(?)

1.0 1.5
Figura 5.1: Método de Euler para x'(t) = t> — x/t, x(1) = 1; con h = 0.1.

Por ejemplo, x; = 1 +0.1(1 = 1)/1 = 1.0, x, = 1.0 + 0.1(1.331 = 1)/1.1 = 1.03009,
etcétera. Al redondear a 4 cifras decimales,? se obtiene

zk\l.o 1.1 12 13 14 15
xk\1.o 1.0 1.0301 1.0883 1.1736 1.2858

La Figura 5.1 exhibe el resultado grificamente: la linea quebrada y(¢) une los puntos
(tx, xx); la curva (¢, x(¢)) representa la solucién exacta.
De hecho, esta ecuacion diferencial es lineal; su solucion exacta es

3
t
x(t) = 1 + 7; Paa 1.0<tr<15.
Fijese que x'(t) = %(t2 ) >0y x"(t) = %(t +13)>0paral <t < % Luego, la
funcion x(z) es creciente y convexa en el intervalo de interés. Esto implica que la linea
quebrada y(¢) — en este ejemplo — queda por debajo de la curva x(¢), y el error x(¢) — y(t)
crece con t; su maximo valor es x(1.5) — y(1.5) = 1.3437 — 1.2858 = 0.0579. El error

del método entonces es 0.058 (con un poquito de redondeo). o

Este Ejemplo 5.4 pone de manifiesto que el método de Euler no estd tan mal como
un primer ensayo, pero ciertamente es mejorable con procedimientos mds sofisticados.
Como los valores xi;; estdn calculados a partir de x; (la abscisa t; se conoce de
antemano), los errores |x; — x(¢;)| son cumulativos.

*Para efectos de dibujar un grafico del resultado, basta conservar 3 cifras decimales (cualquier medida
menos del didmetro de un pixel no seria observable en el grifico). El error de redondeo cumulativo es
bastante menor que el error propio del algoritmo.
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El el caso especial donde f(z, x) es continua pero independiente de x, la solucién
exacta del problema de valor inicial x’(¢) = f(¢), x(a) = x¢ es la integral (de Riemann):

x(t) = xo + /[ f(s)ds.

En este caso, el método de Euler se reduce a una aproximacion a esta integral por una
suma de Riemann:

n—1
Xpe1 = Xp +hf(ty) = xx +h fla+kh),  x,=x0+h Z fa +kh),
k=0

donde los valores f(¢;) estdn evaluadas al extremo izquierdo #; de cada subintervalo
[tr,tx+1] de la particion. Esto indica que se puede esperar varias mejoras al método de
Euler que se reduciran, para f(f,x) = f(z), a los algoritmos conocidos: el “del punto
medio”; el “del trapecio”; el “de Simpson”, que ofrecen aproximaciones a una integral
de Riemann.

» Si la funcién f(z, x) es de clase C™ (es decir, r veces continuamente diferenciable)
sobre [a, b], entonces la solucion tnica x(¢) del problema de valor inicial (5.1) es de
clase C"*! y por ende admite un desarrollo de Taylor hasta grado r:

I’l2 2 h3 3 g
x(a + hs) = x(a) + x'(a) hs + x"(a)z—;v + x""(a) 3—7 +--+x"(a) S' + Ry,
donde el resto tiene la forma
m+1 m+1
Ry = x"*V(a + 0hs) ———— paraalgin 6 € (0, 1). (5.3)
(m+1)!

Conviene desarrollar x(¢) alrededor de ; = a+ kh en vez de a, y usar las abreviaturas
’

xp = X'(tx), x7 := x"(tx), etc. Asi se obtiene, para s = 1:
h? ™ ()
X(tke1) = x(tx + h) = xp + hxj + ?x;c'+~--+ — % +R,,,

donde R,, = x"*D (1) "1 /(m + 1)! con 1 < T < fre1.
En el caso m = 1, la omision del resto R; es equivalente al cambio

X(tke1) F= Xpa1 1= Xg + hx) = X+ h f(tx, xp).

Esto es el método de Euler, aplicado con el valor inicial x(¢;) := x;. En resumen: el
método de Euler consiste de la aplicacion del polinomio de Taylor de primer grado en
cada paso individual de (ty, x¢) a (tg+1, Xg+1)-
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Una manera de obtener una mejor aproximacion es la de usar un polinomio de Taylor
de mayor grado. Por ejemplo, con m = 2 se podria considerar el polinomio cuadritico
en H dado por:

’ 144 I4 d
Xjq1 i= X+ hx) + %hz Xy =X +hx, + %hz E(f(tk’ xk(t))).

Con la regla de la cadena se obtiene df /dt = f; + f, dx/dt, es decir, df /dt = f; + f f«,
dando lugar a la receta

Xial i= Xp + hx) + %h2<fz(tk, xi) + f(trs xk) fr(tes xk))-

Este procedimiento ciertamente conduce a una mejor aproximacion que el método
original de Euler. Sin embargo, es evidente que requiere tres evaluaciones de f(t, x) y
sus derivadas en cada paso, con un cdmputo muy costoso — en tiempo y esfuerzo — para
no decir engorroso. La tnica virtud especial de este método es que es exacto cuando x(z)
es un polinomio cuadratico, en cuyo caso x(a + h) = x(a) + x'(a) h + %x”(a) h? sin resto.

Se debe, entonces, buscar procedimientos mas sencillos que conservan la propiedad
de ser exactas para polinomios cuadraticos.

5.2 Los métodos de Euler mejorado y modificado

En esta seccidn se busca una familia de algoritmos que ofrecen soluciones aproximadas al
problema de valor inicial (5.1) en el intervalo [a, b], con pasos de tamafio & := (b—a)/n,
en donde se usan las notaciones Xy, Xi4+1, x;c, x;<+1'

Aqui xj representa la aproximacion calculada para x(#x) en el paso #k del algoritmo;
Xk+1 €s el valor propuesta para el algoritmo para aproximar xj1; x}( = f(ty, xp) es la
derivada calculada en el paso #k.

Considérese la receta general:

Xiel = a1 Xk + h(Bo Xy + B X}), (5-4)

donde a1, Bo, B1 son ciertos coeficientes numéricos, por determinar. Se adopta el
requisito de que esta receta debe ser exacto para polinomios cuadraticos x(t), al sustituir

xp = x(0),  xpp1 = x(h), x> X(0), x> x'(h).

Al probar con x(t) = 11, 2 sucesivamente, se deduce lo siguiente:

x()=1 = 1=a;+ h(0) = ay =1,
x(t)=t = h=0+h(fo+p1) = Po+tpi=1
x(t)=1r = I*=0+h2Boh+0) = Bo=1 = B =1
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. . . . o ;L

La formula (5.4) tiene un aspecto curioso si Sy # 0: si se toma x;_, := f (tks1> Xk+1)s
la evaluacion de x),, parece exigir el conocimiento previo de xi1. Este acertijo se
resuelve con la definicién siguiente.

Definicion 5.5. Dado un problema de valor inicial (5.1) en el intervalo [a, b], se define
un algoritmo lineal de m pasos por una férmula iterativa del siguiente tipo:3

Xk+1 = @1 Xk + @2 Xp—1 + - + XX f—m+1

+h(Bo Xy + BL X+ By 1) (5-5)

Si Bo = 0, este asignacion es un predictor: el lado derecho depende solamente de
valores x; y x} calculados en etapas previas al paso #(k + 1). En cambio, si By # 0, la

’ . calculado por algiin otro

asignacion es un corrector: depende también de un valor x)_,

procedimiento.

Es posible combinar dos recetas de tipo (5.5) con coeficientes diferentes, la primera
con By = 0y la segunda con By # 0, aplicadas consecutivamente en el paso #(k + 1).
Un algoritmo lineal de esa clase se llama un método predictor y corrector. o

Por ejemplo, se puede combinar el método de Euler (de 1 paso) con la receta correc-
tora (5.4)cona) =1, o= B = %; como sigue.

Definiciéon 5.6. El método de Euler mejorado combina el método de Euler, como
predictor, con el método de 1 paso (5.4) como corrector, asi:

~ . . 1 ~,
Fral 1= X + hxp, Xkl 1= Xk + 5 (X + X)),
con la abreviatura )E;c = (tx+1, Xx+1)- De modo mas explicito:

Fret = X + b f(tr, xp),
Xke1 i= X + 5h(f (e xi) + ftker, Been))- (5.6)

Después de la segunda asignacion, se descarta el valor provisional X .
La solucién aproximada y(¢) es la funcién lineal por trozos (5.2b) que une los puntos
(tx, x1) determinados sucesivamente por (5.6). O

Ejemplo 5.7. Considérese de nuevo el problema del Ejemplo 5.4:

x'(t) =1 - %, x(1) =1, enelintervalo [1.0,1.5].

3En la féormula (5.5), se sobreentiende que x; =0y xj’. = O si el indice j es negativo.
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Con el método mejorado de Euler (5.6), la tabla de valores (7, x¢) es la siguiente:*

tr | 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Xx 1.0 1.0 1.0437 1.1135 1.2091 1.3310
xx | 1.0 1.0150 1.0576 1.1268 1.2223 1.3442

El error cumulativo en t = 1.5 es x(1.5) — y(1.5) = 1.3437 — 1.3442 = —0.0005. [[En
este caso el error ya no es una funcién mondétona de ¢; ademds, es negativa: la linea
quebrada (z, y(¢)) es levemente superior a la curva (¢, x(¢)). | O

En el caso especial donde f(¢, x) = f(t) no depende de x, el método mejorado de
Euler (5.6) se reduce a la prescripcion:

Xiet = X+ sh(F() + f(tken))-

(En este caso particular, el valor intermedio X4 es irrelevante.) Esta no es otra cosa
que la regla del trapecio para aproximar la integral de f(¢) sobre el intervalo [a, b]:

n

-1
J@) + f(tier)
k=0

= Lh(f(to) + 2f(t1) + 2 (t2) + -+ + 2f (tn1) + f(tn)).

. h
f(t)dt:E

» Un método predictor de 2 pasos,
Xisl 1= @1 X + @2Xk-1 + h(B1 X} + Baxf_)
es exacto para polinomios cuadraticos x(¢) si y solo si
a;+ap =1, a/1+,81+ﬁ2:2, a1+2,81:4.

Hay varias soluciones para estas ecuaciones; una de ellas es @1 = B> = 0, ap = 1,
B1 = 2, que produce el algoritmo:

Xkl 1= Xp—1 + 20 X (5:7)

Definicion 5.8. El método de Euler modificado aplica el algoritmo (5.7) pero con un
tamafio de paso de %h, con 2n pasos en el intervalo [a, b]. Para poder compararlo con

4Tomado de Rai er al, p. 420.
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los métodos anteriores, se introduce la notacion tx412 1= a + (k + %)h = %(tk + tis1)-
Con esta modificacion, la receta (5.7) asume el formato:

.- I3
Xk+l = X + hka/Z.

Para poder calcular valores solamente en los nodos i, se adopta la definicién xy,1/2 :=
X + %h f(xx, tx), esto es, se aplica el método de Euler con un medio paso %h. Entonces
el método modificado de Euler se presenta como sigue:

Xke1/2 i= Xk + 3h f(xk, ),
Xiol 1= X+ h F(G (0 + Tr1)s Xie12). (5.8)

La solucién aproximada y(¢) es la funcion lineal por trozos que une los puntos (¢, xx)
obtenidos por este método, para k =0, 1,2,...,n. o

Para el caso f(t,x) = f(t), la féormula (5.8) se reduce a

X+l = X+ hf(%(tk + 1k+1))-

Esto proporciona la regla del punto medio para aproximar integrales:

b n—1
| r@ran =y g s
a k=0

Dendtese el lado derecho por S>; y sea S la suma aproximante dada por la regla del
trapecio para la integral  := || ab f(t)dt. No es dificil comprobar, por una aplicacién del
teorema de valor medio a la serie de Taylor de f, que los errores respectivos son

h? , h? .
Ei=1-8i=-5b-a)f). E=1-S=+20-a)f"c)

para algunas abscisas ¢y, ¢2 € [a, b]. Aunque c¢; # c¢3, se puede anticipar un error mucho
menor al usar la aproximacion
S:=18+35,.

Resulta que la aproximacion S es mucho mas precisa de lo esperado; en efecto,

h4
E=1-8= ~180 (b-a) f(4)(c), para algin ¢ € (a, b).

La férmula aproximante

b n—1
[ f@ar =5 =23 500+ 45w + fe)
a k=0
= Lh(f(00) + 47(0172) + 26 (01) + -+ + 2f(trm1) + 4 tri2) + [(0)

es la celebrada regla de Simpson.
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» Hay una amplia gama de métodos de pasos miiltiples (5.5), dependiendo de la manera
en que se asignan los coeficientes @; y B;. Una posibilidad es pedir exactitud para
polinomios x(¢) hasta el grado 2m — 1 (si By = 0, un método predictor) o de grado 2m
si Bo # 0. Otra tictica, a veces mds aconsejable, es la de suprimir ciertos coeficientes
a priori. Los llamados métodos de Adams piden a; = Opara j > 1,encuyocasoa; = 1
necesariamente. Considérese, por ejemplo, la férmula predictor de Adams y Bashforth:

h ’ / ’ ’

y la férmula corrector de Adams y Moulton:>

Xk+l 1= Xk + % 9 Xy F19x, =5x_ + x}(_z). (5.9b)
Los dos métodos son exactos para polinomios de grado 4.

Sin embargo, los métodos de pasos multiplos requieren, al inicio de la iteracion, los
valores iniciales de xi, ..., x,;,—1. Estos valores deben ser generados por algiin método
de paso simple, como el de Euler (el predictor para el método de Euler mejorado) o
bien los de Runge y Kutta, examinados a continuacion. Fijese que el método de Euler
modificado es de paso doble (levemente disfrazado), y como tal requiere el valor de x1/2
para su arranque.

5.3 Los métodos de Runge y Kutta

Los métodos de pasos miltiples evitan la necesidad de evaluar las derivadas parciales
de f, tales como f;(x, hx), fr(xx, hy) y otras derivadas de orden superior, pero adolecen
de la necesidad de obtener los valores iniciales por algiin otro procedimiento. Un
método de paso simple que también evita la necesidad de evaluar los f;, fy, etcétera,
fue introducido por Runge: €l sugiri6 la posibilidad de evaluar f(z, x) en ciertos puntos
intermedios, usando un juego de coeficientes cuidadosamente seleccionados.®

5Estos dos métodos fueron introducidos por el matematico inglés John Couch Adams, quien en 1845
us6 las leyes de Kepler, una tabla de posiciones de Urano, y un algoritmo numérico de este estilo para
predecir la posicién de Neptuno (casi simultdneamente con Le Verrier), confirmada en 1846. El método
predictor fue empleado por €l y Francis Bashforth en 1883 para estudiar la formacién de gotas liquidos; el
método corrector fue usado por Forrest Moulton en 1926 en un problema balistico.

®En el articulo original: Carl Runge, “Uber die numerische Auflosung von Differentialgleichungen”,
Mathematische Annalen 46 (1895), 167—178, los principios del método fueron expuestos y analizados.
Posteriormente, en: Wilhelm Kutta, “Beitrag zur ndherungweisen Integration totaler Differentialgleichun-
gen”, Zeitschrift fiir mathematische Physik 46 (1901), 435—453, aparecen el esquema general del método
y los dos ejemplos mds famosos de orden 4.
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Definicién 5.9. El esquema de Runge, reformulado por Kutta, propone un algoritmo:

X+l = Xm + (b1ky + boky + - - - + b k,), (5.10a)
con pesos by, . . ., b, por determinar, con unos r incrementos k; de la forma
ki :=h f(tm xm)

ky :=h f(tm + c2h, xm + a21ky),

k3 = hf(tm + c3h, X, + az1ky + anky), etc. (5.10b)

con el patrén general:
i~1
ki = hf(tm ety a,,-kj). (5.100)
j=1

donde se toma c¢; = 0. Dicese que este método tiene r etapas (el nimero de evaluaciones
de los incrementos k;) y que tiene orden p si es exacto para polinomios x(z) de grados
no mayor que p. ¢

Para obtener un método de Runge y Kutta de orden 2, hay que determinar by, b, ¢;
y as tales que la asignacion (5.10a) coincida con el desarrollo de Taylor hasta segundo
orden. En otras palabras, se compara el desarrollo

x(t+h) = x(t) + hx'(t) + sh* X" (1) + O(I) (5.11)
con lo que se obtiene de la formula de Taylor en dos variables:
f(t + coh, x + as hf (1, X)) = f(t, x) + c2h fi(t, x) + an hf (8, x) fo(t, x) + O(h?).
El paso x(t + h) = x(t) + b1 k1 + byk, entonces implica que
x(t + h) = x(t) + (b + ba) f(t, x) + bacah® fi(t, x) + baaoi P £ (1, x) £ (1, x) + O(R).

Al comparar con (5.11), habida cuenta de que x'(¢) = f(t,x) y x"(¢) = (f; + ff2)( x),
se obtienen las condiciones

1
by +by=1, b262:b2a21=§ = C =4y .

Queda un pardmetro libre, que podria ser c;.
En general, para los métodos con r etapas, resulta que

bi+--+b.=1 Yy c=aq+ - +aj. (5.12)
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Algunas de las posibilidades para métodos de segundo orden son las siguientes:

¢ Para ¢; = 1, se obtiene el método de Euler mejorado, (5.6):

X1 1= X + 30 f(tmy X)) + SISt + By Xy + Bty X))

o Para ¢y = %, se obtiene el método de Euler modificado, (5.8):
Xl 1= X + f(tyy + Sh, X + SHF (ts X))
o Paracp = % se obtiene el llamado método de Heun de segundo orden:

X1 3= X+ Sty X)) + 30f (t + 30, X + FHf (Es X))

Noétese que las primeras dos férmulas ya tienen incorporados el término X,,.; de las
férmulas (5.6) y (5.8). Se trata de un método de paso simple, sin necesidad de un
“predictor” explicito.

Es factible hacer un andlisis semejante para métodos de tercer y cuarto orden, como
también para 6rdenes superiores, aunque los desarrollos de Taylor se vuelven engorrosos.
Por ejemplo, para orden 3 hay que emplear la férmula:

X"(0) = [fir + 2f frx + [ fox + fofx + FF7](2 ).

En todo caso, se obtienen diversos relaciones entre los pardmetros b;, ¢; y a;j, que
incluyen las relaciones lineales (5.12) ya mencionadas. En cada caso, quedan algunos
parametros libres, que dan lugar a una familia de métodos de Runge y Kutta para cada
orden.

Se puede organizar los parametros con el esquema que sigue.

Definicion 5.10. Un método de Runge y Kutta estd determinado por sus coeficientes:
dos vectores b, ¢ € R” y una matriz triangular inferior A, organizados en un tablero de
Butcher:”
c|l A
bT
donde b7 es la transpuesta de b (un vector de fila). En este tablero, resulta que ¢y =0y
se cumplen las relaciones (5.12), entre otras: la ultima fila tiene suma 1 y la suma de la
fila #i de A es igual a ¢;, colocada a la izquierda de esa fila. O

TTodos los métodos de Runge y Kutta han sido estudiados a fondo por John Butcher, quien introdujo
este tablero en 1964 para exhibir los coeficientes. Los métodos dados por (5.10) son “explicitos”: X,
depende directamente de x,,. Cuando se permite c¢; # 0 y que la matriz A no sea triangular inferior, se
obtienen otros métodos “implicitos”, no discutidos en este curso.
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Ejemplo 5.11. Los tableros de Butcher de una o dos etapas son:

olo 0 0 0
1|1 2|2

n 11 212 5153
1 1 1 3
72 01 i

que representan respectivamente: el método de Euler (de una sola etapa); el método de
Euler mejorado; el método de Euler modificado; y el método de Heun. o

Ejemplo 5.12. De entre los tableros de tres etapas, se pueden mencionar:

0 0 0
L1 2|2 L1
2| 2 303 313
2 2 2 2
1 2 1 r 3 3 Lo 3
6 3 6 4 8 8 4 4
atribuidos a Kutta, Nystrom y Heun, respectivamente.
Por ejemplo, la forma de Kutta corresponde al algoritmo:
Xm+l = Xm + %(kl + 4k, + k3), donde
ki = h f(tym, xm),
ky = h f(tm + 3h xm + 3k1),
ky:=h f(ty + h xy, — ki + 2kp). (5-13)

Fijese que solo se requiere tres evaluaciones de f(z, x) en diversos puntos en cima del
intervalo [t,,, tn4+1]. o

El significado del método de Runge queda mas evidente en la férmula (5.13). Cada
k;/ h representa la pendiente de un segmento con abscisat,,+c;h. La solucién aproximada
y(t) para t,, < t < tp4] €S un segmento con extremo izquierdo (., x,,), como en
el método de Euler; pero, en contraste con este método, se calcula varias pendientes
posibles; y al final se decide por un promedio ponderado de las pendientes disponibles.
Esta variante sofisticada del método de Euler fue la que motivé a Runge a proponer su
algoritmo de paso simple.

Obviamente, se debe lograr un balance entre la precision del método y el nimero de
evaluaciones de f (¢, x). Para cédlculos “manuales” se estima que ese meta se alcanza con
dos métodos de 4 etapas, ambos de orden 4, propuestas originalmente por Kutta, que se
detallan a continuacién.®

$Kutta prefiri6 su “regla de tres octavos”, por tener mayor precisién, pero el otro método “cldsico” fue
alabado por Runge, porque requiere menos pasos computacionales.
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Definicion 5.13. La regla de tres octavos de Kutta es el algoritmo de paso simple con
el tablero de Butcher siguiente:

0

1| 1

3|3

2| 1

5073 |

1|1 -1 1
I 3 3 1
8§ 8 8 8

el cual corresponde al algoritmo:

Xm+1 1= X + (ki + 3ky + 3k3 + ks),  donde
ki = h f(tm Xm)s
ky :=h ftm + 2h xm + 3ky),
k3 :=h f(tm+ 3h xm — ki + k),
kg :=h f(ty + h x, + k1 — ko + k3). (5.14)

El andlisis de error de los métodos de cuarto orden es dificil, pero Kutta creyé que este
método es mds preciso que el que sigue.® o

Definicion 5.14. El método clasico de Runge y Kutta es el algoritmo de paso simple
con el tablero de Butcher siguiente:

0

1)1

212

1 1

310 3

110 01
11 1 1
6 3 3 6

el cual corresponde al algoritmo:

Xme1 = Xy + 2(ki + 2ka + 2k3 + k4),  donde
ki = h f(tm Xm):
ky = h ftm + 3h xm + Sk1),
ks i= N f(tm+ 3h xm + 1k2),
kg :=h f(ty + h, x;y + k3). (5.15)

9Esta opinidn estd citado en: John C. Butcher y Gerhard Wanner, “Runge—Kutta methods: some
historical notes”, Applied Numerical Mathematics 22 (1996), 113—151.
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Debido a que tres de los coeficientes a;; son ceros, este método es levemente mds sencillo
que (5.14). En muchos libros de texto modernos, es el tinico método de Runge y Kutta
digno de mencion. o

Ejemplo 5.15. Considérese de nuevo el problema de valor inicial del Ejemplo 5.4:
-

xX'(r) = . il , x(1)=1, enelintervalo[1.0,1.5].

Una vez mds, se usa pasos de tamafio 4 = 0.1. Para xo = 1.0, se obtiene sucesivamente
(hasta 6 cifras decimales):

ki =0.1 £(1.0,1.0) = 0.0,

ko = 0.1 £(1.05,1.0) = 0.015012,

k3 = 0.1 £(1.05,1.007506) = 0.014297,

ks = 0.1 £(1.1,1.014297) = 0.028791.

Luego, el primer paso produce el valor
x1 =10+ %(0.0 +0.030024 + 0.028594 + 0.028791) = 1.014568.

Ahora se continua el siguiente paso con k; = 0.1 f(1.1, 1.014568) = 0.028766, etcétera.
En resumen, se obtiene esta tabla de valores: !0

tk ‘ 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 L.5
xk‘l.O 1.014568 1.057000 1.126173 1.221714 1.343750

Esto ofrece el valor calculado y(1.5) = 1.343750, que se debe comparar con el valor
exacto x(1.5) = $((1.5)*+3/1.5) = $(3.375+2) = 1.34375 (sin redondeo). Conclusi6n:
el método clasico de Runge y Kutta da el valor exacto de x(1.5), médulo de errores de
redondeo — los cuales en este caso son menores que la precisién de 107 en el transcurso
del célculo.!! o

La ganancia de exactitud en comparacién con el método de Euler mejorado es
impresionante. Por tal motivo, es frecuente usar uno de los métodos de Runge y Kutta
como una etapa de arranque antes de transferir el control a un algoritmo de predictor
y corrector, como el de Adams (5.9). El método de Adams de grado 4 conserva una
exactitud semejante al del clasico de Runge y Kutta, también de grado 4, pero requiere
menos cdlculos en cada paso subsiguiente. La combinacion de los dos métodos es muy
poderosa.

'°Tomados de Rai et al, op. cit., p. 428.
"'En el libro citado, se ejecutan los calculos hasta 7 cifras decimales: todos los x; calculados son
exactos hasta 7 cifras.
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5.4 Errores de truncacion

Los métodos numéricos vistos en este capitulo son inexactos, en parte por las limitaciones
propias de los algoritmos pero también por la precision limitada de los instrumentos de
célculo. EIl segundo tipo de error se debe a la necesidad de expresar los nimeros
calculados en cada operacion aritmética con una cantidad acotada de cifras decimales:
4 o 5 para cédlculos manuales, 8 a 12 para calculadoras de bolsillo o los “apps” que las
emulan; quizads 20 o mds con software numérico profesional; pero de todas formas una
cantidad finita. Las desviaciones de las tltimas cifras decimales debidas a esta precision
finita se llaman errores de redondeo. Como los errores de esta clase, aunque siempre
presentes, no son propios de los algoritmos aqui discutidos, se limita su estudio en este
curso a una mencion piadosa.!?

Definicion 5.16. Considérese, una vez mds, el problema de valor inicial (5.1) en el
intervalo compacto a < ¢ < b, subdividido en n segmentos iguales de longitud & =
(b — a)/n. Se calculan los valores aproximados xy, x», . . ., X, mediante un algoritmo de
la forma

Xk+l = Xi + hq)(tk, Xks Xk—=1s++ o5 Xk—m+15 ]’l), (5.168.)

para un método explicito de m pasos. [ En un método implicito, @ también puede
depender de xj41.] Sea X%/i(¢) la solucién exacta de x’(r) = f(t, x) con la condicion
inicial X,x(¢x) = xx. La diferencia

Xier1 — Xji(ties1)

se 1lama el error de truncacion local o el error de discretizacion local en el paso #k.
La cantidad x,, — x(b), donde x(¢) es la solucion exacta del problema original (5.1),
es el error de truncacion cumulativo. Es importante sefialar que x, — x(b) no es
simplemente la suma de los xy41 — X/k(tx+1), porque en general X,i(tx) # x(¢x) para
k=1,...,n—-1. ¢

Para simplificar la discusion de los errores, aqui se discutird en detalle los métodos
de un paso solamente. En la asignacion

Xk+1 := Xg + hq)(tk, Xk, /’l), (5.16b)

la funcién de incremento ® depende del punto (¢, x;) y de & por una férmula concreta.

?Fisicamente, cualquier computadora reserva unos pocos registros para guardar en memoria un deter-
minado niimero decimal. Luego, se ejecutan operaciones de la llamada aritmética de punto flotante, que
ni siquiera es conmutativa ni asociativa. Sin embargo, los errores debidos a este tipo de inexactitud son
insignificantes en comparacién con los errores de truncacién y de redondeo.
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De este modo, se puede redefinir el error de truncacion local como una funcién
det € [a,b]y de h, asi:

T(t, h) := x(t) + h®D(t, x(t); h) — x(t + h). (5.17)

Este es el error obtenido al aplicar el algoritmo a la ecuacién diferencial x'(¢) = f(¢, x(¢))
en el intervalo [t,1 + h].

» Para el mérodo de Euler, con funcion de incremento
(1, x; h) = f(t, x),
la férmula de Taylor de primer orden muestra que

T(t, h) = x(t)+ h f(t,x(t)) — x(t + h)
=x(t)+hx'(t)—x(t +h) = —h; x"(t + 6h),

para algin 6 con 0 < 6 < 1.
En vista de que x”(7) = fi(t, x(¢)) + f (1, x(2)) fx(z, x(7)), se obtiene una cota

M, :=sup{|x" ()] :a<t< b}, (5.18)

toda vez que f sea continuamente diferenciable (es decir, que las derivadas parciales f;
y fy sean continuas en [a, b] X R). En tal caso, se obtiene la estimacion:

Tt )| < 3h* My, (5.19)
En cuanto al error cumulativo del método de Euler, el siguiente resultado es relevante.

Proposicion 5.17. Sea dado el problema de valor inicial (5.1):

x'(t) = f(t, x(2), x(a) = xo.

Supongase que f sea continuamente diferenciable y lipschitziana segun (1.13):

|f(t,x)— f(t,y)| < L|x—-y| para te€la,b]; x,y€R.

La solucion iinica x(t) es dos veces continuamente diferenciable y la cota M, de (5.18)

es finita. Sea y(t) la solucion aproximada (5.2) dada por el método de Euler. Entonces

el error cumulativo Ey, := xj; — x(tx) en cada intervalo |a, ty] satisface la desigualdad:
M,

Ex<hzr (el — 1), (5.20)
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Demostracion. Si se compara la ecuacion (5.16b) con (5.17) evaluada en t = #;:

X1 = X + hO(ty, x5 h),
X(tks1) = x(tg) + h O(tg, x(tr); h) = T(ty, h),

al restarlos se obtiene una relacion entre errores consecutivos:
Exs1 = E + h(®(tx, x5 h) — Oy, x(11); h)) + T(tx, h).
En el caso del método de Euler, esa férmula se simplifica:
Ee1 = Ex + h(f (te, xi) — f(t, x(tx))) + T(tx, h).

Sea T := max{|T(tx,h)| : k = 1,...,n}. Entonces T < %hZMz por (5.19). La
condicién de Lipschitz implica que

| f (ks x) = f (2, X)) < Llxg = x(1x)| = L |Ex|
y por lo tanto:
|Exs1] < (1 + hL)|Eg| +|T(t, h)| < (1 + hL)|Ex| + T.
Como Ej = xo — x(to9) = 0 por la condicio6n inicial, se obtiene |Ej| < T. En seguida,
|Ey| < T(1+ (1 + hL)), |E3| < T(1+ (1 + hL) + (1 + hL)?),

y luego, por induccioén sobre &,

(1 +hL)k -1

E. |l <T
|Ex| L

<h—((1+hL) -1).
= ((1+ kL) = 1)
La desigualdad de Bernoulli, 1 + AL < ehL, entrega la conclusion:

Bl < h 52 (A 1) = h 52 (40 - 1),

2L
En particular, |E,| < h My(eX®=9 — 1)/L. O

Corolario 5.18. El método de Euler es de primer orden, por cuanto sus errores de
truncacion cumulativos son O(h) con pasos de tamariio h. =
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» Antes de abordar los errores de truncacién para otros métodos, es util observar que
todos los métodos discutidos hasta ahora se extienden a ecuaciones de orden superior,
o bien a sistemas de ecuaciones de primer orden, al considerar ecuaciones con soluciones
vectoriales. Es decir, se debe estudiar el problema de valor inicial:

x'(0) = ft.x(0),  x(a) = x0 (5:21)

enelintervaloa <t < b,conx(t) € R"y f: [a, b] X R™ — R™ una funcién continua y
lipschitziana. Por ejemplo, se obtiene el método de Euler para una ecuacion de segundo
orden x”(t) = g(t, x(t), x’(t)) al colocar y(¢) := x’(¢) y al considerar un sistema de dos
ecuaciones:

x'(t) = y(),

y'(t) = g(t,x(t), y(1)), con x(a)=xo, y(a)=yo
usando el algoritmo

X1 = X + hyx, Yi+l = Vi + hg(te, xi, yi)-

Para simplificar los desarrollos de Taylor que siguen, es mejor limitarse a problemas
de valor inicial para ecuaciones diferenciales auténomas:

x'(t) = f(x(), x(a)=xo. (5.22)
Esto se puede lograr con el artificio de reemplazar x(t) = (x{(¢),. .., x,(t)) € R™ por
el vector &(1) := (f, x1(¢), . . ., x,u(t)) € R™*!, considerando ¢t como una nueva incégnita.

Al reemplazar f(t,x(1)) por f(%()) := (1, f1(t, x(@)), . . ., fm(t, x(2))), se convierte el
sistema no auténoma (5.21) en un sistema auténoma:

(1) = fE©), *(a) = (a,x0).

El desarrollo de Taylor de x(¢ + &) en el caso vectorial no difiere del caso escalar,
salvo en la notacion:

h? h h"
x(t+h)=x@)+hx'(1) + o x”(t) + o X"+ — x™@) + 0. (5.23)

Cuando x’(t) = f(x(¢)) en vista de la ecuacién diferencial auténoma (5.22), de modo
que x;.(t) = fj(x(t)) para j = 0,1,...,m, laregla de la cadena implica que

0=, g—g SUEDY g—;‘] fite(®) = g—f; @) = 20 = for f0)).

En la notacién, f, denota la matriz de derivadas parciales [0 f*/0x ;] actuando sobre el
vector f. (Esta expresion f - f reemplaza f; + fyf del caso escalar no auténoma.)
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Para las derivadas superiores de x(¢), las férmulas apropiadas son!3

x"(0) = foo () + (f)* - f
XD = foo (B )43 Fex - (Fo e )+ fo fou - (£ 1)+ (£ - f,

etc., evaluadas en x(¢). Aqui, f,, es una forma bilineal simétrica, f,., es trilineal, etc.

Proposicion 5.19. El método de Euler mejorado es de segundo orden, pues tiene errores
de truncacion global O(h?) con pasos de tamaiio h.

Demostracion. El método de Euler mejorado es un método de Runge y Kutta de dos
etapas (véase el Ejemplo 5.11:

Xmal i= Xy + %kl + %kz,
ki :=h f(tm xm)
k2 = hf(lm + ]’l, Xm + k]).

Se puede convertir esta en una ecuacion autonoma al introducir las notaciones vectoriales
x(t)=(t,x(t))y f(x(1)) = (1, f(¢, x(2))); para asi obtener

Xpal i= X + 3ky + 3ko, ki = hf(xm),  koi=hf(x,+ki).

Se debe mostrar que le error de truncacién local es de orden O(h?). Segtin (5.17), es
cuestion de desarrollar en potencias de & la expresion:

T(t, h) == x(1) + Sh(f (x(@)) + f(x(@) + k1(1))) — x(t + h),
donde, para t € [a, b — h] cualquiera, se ha introducido !4

ki(t) == x(+h)—x(t)
= hx'(t) + 102 x"(1) + O()
= h f(x(0) + 31 fx - f(x(1) + O(R).

De la serie de Taylor de x(¢), se obtiene

T(t,h) = —hx'(t) = 10> x"(t) = th* x™(t) + O(h*) + $h f(x(0)) + Sh f(x(t) + k1 (2)).

3Las expresiones para derivadas de orden 4 en adelante requieren el aparato combinatorio, de drboles
con raiz, introducido para ese propdsito por Arthur Cayley en 1857. Estos drboles con raiz fueron usados
por Butcher en 1963 para analizar los métodos de Runge y Kutta con mds de 4 etapas.

'4Esta definicion, para ¢t = t,,, implica cambiar el segundo argumento de k,, reemplazando x,, + ki
por x,,+1 en las férmulas anteriores. En otras, palabras, se trata de la version implicita de método de Euler
mejorado. Esto introduce una discrepancia despreciable de O(h*) en el andlisis del método.
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Por otro lado, al abreviar f(x) = f(x(¢)), se ve que

Sx+k)=f(x)+ fi- ki +%fxx'(k1,k1)+'-'
= f) + hfo- f) + 3R (F - f(&) + 3 for - (F (), () + O(RY).

En la expresion anterior para T'(¢, i), los términos —h x'(t) + %h f(x(t) + %h f(x(1))
cancelan. Luego

T(t,h) = =312 x"(t) = L0*(fax - (f (), F () + (f)* - £(x))
+ IR fe s f) + 212 (fex - (F) F()) + (fo)* - f(x)) + O(h*)
= S0 (fur - (F(x), f(2) + (F0)2 - F(x)) + O(hY).

Esta tdltima expresion puede abreviarse como T'(t, h) = ﬁh3 x"(t) + O(h*). En el
problema original, esto dice que T(t,h) = %h3 x”'(t) + O(h*); o bien, con menos
precision, T(t, h) = O(h?). Entonces E,, = O(h*) param = 1,2, ..., n. O

Los mismos métodos son aplicables para analizar los errores de truncacién en méto-
dos de Runge y Kutta de tres o cuatro etapas. Las expansiones de esas series de Taylor
dan lugar a expresiones extensas. En todo caso, es posible comprobar que los métodos
de tres etapas en el Ejemplo 5.12 obedecen T'(t, h) = O(h*). Con més esfuerzo, se puede
verificar!> los dos métodos de cuatro etapas introducidos en las Definiciones 5.13 y 5.14
cumplen 7'(t, i) = O(h>), de tal manera que estos dos métodos tiene errores de truncacién
global de cuarto orden.

'5Para un andlisis relativamente sucinto de los errores de truncacion del método cldsico, véase el libro
de Birkhoff y Rota, pp. 218—219.
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Ejercicios

1.5 Ejercicios sobre ecuaciones diferenciales de primer orden

Ejercicio 1.1. Encontrar, en cada caso, una ecuacién diferencial cuya solucién general
es la familia de curvas dadas en el plano 7x:

(a) Las funciones x(t) = Ce™, con C € R.
(b) Los circulos (r — a)? + x> =4, con a € R.
(c) Todas las rectas tangentes a la pardbola 2x = 2.

Ejercicio 1.2. Encontrar aproximaciones sucesivas xo(t), x1(t), x2(¢), x3(¢) alos siguien-
tes problemas de valor inicial:

(@) x'(t) =t + x(1)?, x(0) = 0.
(b) x'(t) =2 x(t) - 2t> = 3, x(0) = 2.

Ejercicio 1.3. Encontrar aproximaciones sucesivas x¢(t), x1(¢), x2(t), x3(t) al problema
de valor inicial:

xX'(t) =t +x(tr), x(0)=1.

En seguida, encontrar una férmula para la k-ésima aproximacion x(¢). Hallar una
funcion x(¢) tal que xx(r) — x(t) cuando k — oo para todo r € R y mostrar que esta
funcion resuelve la ecuacion dada.

Ejercicio 1.4. Mostrar que la funcién f(z, x) = |x|P es lipschitziana! en el punto (0, 0)
si p < 1, pero no es lipschitziana en ese puntosi 0 < p < 1.

Ejercicio 1.5. Encontrar los rectangulos cerrados V C R? en las cuales estas funciones
son lipschitzianas:
x t

(b) fZ(t’ X) =

1+¢2° 1+x2°

(a) fl (t’ .X,') =

Ejercicio 1.6. Encontrar dos soluciones distintas al problema de valor inicial:

x'(t) = %x(t)m, x(0) = 0.

'Con respecto a la segunda variable x.
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Ejercicio 1.7. Demostrar que la solucién al problema de valor inicial:
X(t) = 1+2x@)",  x(0)=0,
es Unica en un intervalo —a < ¢ < a; y que esta solucion es necesariamente una funcion
impar, esto es, x(—t) = —x(t).
Ejercicio 1.8. Si /: [a,b] - Ry g: [c,d] = R\ {0} son funciones continuas cuyos
dominios son intervalos compactos, demostrar que el problema de valor inicial:
X)) =hn)glx);  x(to) = xo
posee una solucién unica en un vecindario de cualquier punto (7o, xo) del rectangulo
abierto (a, b) X (¢, d).
Ejercicio 1.9. Encontrar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones:
(@) x'(r) =4r x*.
(b) xX'(r) = -t x°.
() txxX@®)+1+x*=0.
(d) 1+ xX() = tx(1 + x2).
(e) 22X (1) +1+12x>=0.
[ Indicacion: Expresar las soluciones en el formato F(z, x) = C o bien F(¢,x;C) = 0,

donde el lado izquierdo depende de un parametro C. En la parte (e), colocar y := tx. ||

Ejercicio 1.10. Resolver cada una de estos problemas de valores iniciales:

@ x(@)=x"-1; x(0) = 0.
b)) Cx+ D)X =x>+x; x(0)=1.
@)fwzi; x(V2) = 1.
d A+e)xx'(t)=¢; x(0) = 1.
(e) x'(t)sent = xlogx; x(m/2) = e.

Ejercicio 1.11. Comprobar que las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y
hallar la solucién general en cada caso:

(@) (2x*+1)dx =(y° - 1)dy.

(b) (x+y)dx+(x—-y)dy=0.

©) (> +xy>)dx+ (x*y+y*)dy =0.

(d) (senxy+ xycosxy)dx + (x*>cosxy)dy = 0.

(e) (seny+ysenx+x')dx+ (xcosy—cosx+y dy=0.
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Ejercicio 1.12. En la hidrodindmica plana, una familia de curvas F(x, [y) = C representa
curvas equipotenciales; el movimiento del fluido sigue las lineas de flujo G(x,y) = C’
tales que, en cada punto (x, y), las dos rectas tangentes son perpendiculares. (Dicese que
las dos familias son trayectorias ortogonales, una a la otra.) Asi, si la tangente en (x, y)
a la primera familia es y’(x), la tangente a la otra familia tiene pendiente —1/y’(x).

(a) Mostrar que las trayectorias ortogonales a las hipérbolas x> — y?> = C son otras
hipérbolas xy = C’. [ Indicacién: Hallar la ecuacién diferencial que describe las
primeras, deducir la ecuacién diferencial para la otra familia, y luego resolverla. ||

(b) Encontrar las trayectorias ortogonales a las elipses concéntricas x* + 2y? = C.

Ejercicio 1.13. Encontrar un factor integrante de la forma u(x) para cada una de las
siguientes ecuaciones diferenciales y luego hallar sus soluciones generales:

(@) Qy+x)dx+(x*-1)dy=0.
(b) (1 -x*y)dx+ (x*y —x*)dy =0.
() (x*>+y)dx—xdy=0.
) (x+y*)dx—-2xydy=0.
(e) 3y +4xy?)dx + (2x +3x%y)dy = 0.
Ejercicio 1.14. Si u(x, y) es un factor integrante a la ecuacién diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0,

comprobar la siguiente relacion entre derivadas parciales:

u(x, Y[ My(x, y) = Ne(x, )| = N(x, y) pa(x, y) = M(x, y) py(x, y).

Deducir que hay un factor integrante de la forma u(x) si y solo si la funcién (M, — N,)/N
depende de x solamente.

Mostrar también que hay un factor integrante de la forma u(y) si y solo si la funcién
(M, — N,)/M depende de y solamente.

Ejercicio 1.15. Encontrar un factor integrante para cada una de las siguientes ecuaciones
y hallar sus soluciones generales:

(@) (1+y>)dx+xydy=0.

(b) 2xylogydx + (x2 + y2\/1 + yz) dy =0.

©) (y=x*y*)dx+xdy=0.

[ Indicacion: Para la parte (c), calcular la diferencial dF de la funcién F(x,y) = —1/xy. |
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Ejercicio 1.16. Encontrar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones:

x—t+1
"t) = ——.
@ *) xX—t1+2

(b) tx'(t) = Vi — x2 + x.
() ("+x)xX@)=t""x si neN.
d) (x*=y)dx+xy*dy =0.

Ejercicio 1.17. Escribir en detalle la demostracion del Teorema 1.15":

Sea f: [a,b] X R™ — R™ una funcion continua y lipschitziana; tomese un vector fijo
a € R™. Entonces el problema de valor inicial:

x'()=f@tx(®),  x(to)=a
posee una solucion unica, definida en todo el intervalo [a, b].
Ejercicio 1.18. Demostrar que los problemas de valores iniciales de segundo orden:

@ x"@O=x|xl  x(0)=a;, x(0)=as;
(b) x"(1) = x*, x(0) =ai, x'(0) = az;

poseen soluciones unicas definidas en todo R, para cada par de valores aj, a> € R.

Ejercicio 1.19. El siguiente problema de valores iniciales tiene solucién tnica:

x'(t) = y(), x(0) = 0,
y'(t)=-x(), y0)=1.

Demostrar que esta solucion satisface la ecuacién x> + y? = 1. [ Indicacién: Considerar
la funcién z(¢) := x(¢)* + y(t)>. ]

Ejercicio 1.20. Resolver estos problema de valores iniciales de segundo orden:

(a) tx"(t) + x'(r) = 0, x(1)=0, x'(1)=2.
(b) x"(¢) + x(¥) x'(¢r) = 0, x(0)=0, x'(0)=2.

[ Indicacion: En los dos casos, la sustitucion y(¢) := x’(¢) reduce la ecuacién dada a otra
de primer orden. En el segundo caso, es ttil notar que dy/dt = (dx/dt)(dy/dx). ]
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2.4 Ejercicios sobre ecuaciones diferenciales lineales

Ejercicio 2.1. Demostrar que las siguientes pares de funciones son linealmente indepen-
dientes sobre el intervalo indicado:

(a) x1(¢) = -1, x2(t) = 3 = 3t; sobre R.
(b) x1(z) = sent, x(t) = tgt; sobre (-7, 7).
(c) x1(t) = tgt, xa(t) = ctgt; sobre (0, 7).

Ejercicio 2.2. Comprobar que las funciones g(#) := sent y A(t) := t? son linealmente
independientes sobre R. Demostrar que, a pesar de eso, no hay ecuacion diferencial
alguna de la forma x”(¢) + p(t) x'(t) + q(t) x(t) = 0, con p: R > Ry qg: R - R
continuas, cuya solucién general seria x(f) = ¢; sent + ¢; 2.

Ejercicio 2.3. Encontrar una solucién polinomial [[ es decir, x(¢) es un polinomio en ||
a la ecuacion diferencial lineal homogénea

x"(t)—tx'(t) +3x(t) = 0.

Demostrar que esta ecuacion también posee una solucién no polinomial. (No es necesario
hallar una férmula explicita para la segunda solucién.)

Ejercicio 2.4. Averiguar si los siguiente triples de funciones son linealmente indepen-
dientes sobre R, o no:

(a) et’ 621, 63[.

(b) €, te, e

c) sent, cost, cos?2t.
2

(d) cost, cos(t+1), cos(t+2).

Ejercicio 2.5. Si x(7) = ¢; x1(t) + ¢ x2() es a solucion general de la ecuacion diferencial
lineal homogénea x”(t) + p(t) x'(t) + q(t) x(z) = 0, y si w(t) := W(xy, x2)(t) es el
wronskiano de dos soluciones linealmente independientes, demostrar que los coeficientes
satisfacen:

x2(1) x7(1) = x1 (1) x5 (7) o(0) = X (1) x5 (1) = x5(1) X7 (1) .

w(t) ’ w(t)

[ Indicacidn: calcular el wronskiano W(x1, x2, x)(7). ||

p(t) =
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Ejercicio 2.6. Hallar ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden,
definidas sobre R, que tienen las siguientes pares de soluciones:

(a) x1(t) =t, xp(t) = sent.
(b) xi(t) = cosht, x(t) = senht.
[ Indicacién: usar el Ejercicio 2.5 anterior. ||
Ejercicio 2.7. Considérese la ecuacion lineal homogénea x”(¢)+p(t) x'(t)+g(t) x(t) = 0.
(@) Sim(m — 1)+ mtp(t) + t>q(t) = 0, mostrar que x(¢) := #"* es una solucion.
(b) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial
A=) x" @)+ 2t x'(1) =2 x() =0
sobre el intervalo (-1, 1).
Ejercicio 2.8. Considérese la ecuacion lineal homogénea x”(¢)+p(t) x'(t)+q(t) x(¢) = 0.
(@) Sia®+ ap(t) + g(t) = 0, mostrar que x;(7) := e“ es una solucion.
(b) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial
tx"(t)-Rt+ D) X@®)+(t+1)x(@)=0
sobre el intervalo (0, o).
Ejercicio 2.9. Comprobar que la ecuacion lineal homogénea
tx"(t) = x'(t) =4 x(1) = 0

. 2 . .
admite x1(¢) := e como solucién particular.
En seguida, hallar la solucion general de esta ecuacion diferencial.

Ejercicio 2.10. Demostrar el teorema de separacion de Sturm:

Si g(¢) y h(t) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién lineal
homogénea x”(t) + p(t) x'(t) + q(t) x(t) = 0, demostrar que entre dos ceros consecutivos
de g() debe haber un tnico cero de A(r).

Concluir que los ceros de las dos soluciones estan entrelazadas (es decir, hay un cero
de una entre dos ceros consecutivos de la otra.)

Tlustrar este teorema con las soluciones de la ecuacién x”(¢) + w? x(t) = 0.

[ Indicacion: si g(a) = g(b) = 0 con g(r) # 0 para a < t < b, usar el wronskiano
W (g, h)(t) para estudiar los posibles signos de los nimeros g’(a), g’(b), h(a) y h(b). ]
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Ejercicio 2.11. Encontrar la solucién general a cada una de las siguientes ecuaciones
diferenciales, cuya parte homogénea tiene coeficientes constantes:

(@) x"(t) = x(t) = >

(b) x”(t) — x(t) = sent cost.

© &)= x(0) = -
(d) x”(t) + x(t) = 31> +1.
(e) x”"(t) — x'(t) — 2 x(t) = sen2t.

Ejercicio 2.12. Encontrar la solucién general a cada una de las siguientes ecuaciones
lineales inhomogéneas en el intervalo ¢ > 0:

(@) 2 x"(1)+ 2t x'(t) — 12 x(¢) = £*.
(b) tx"(t) + (2t = D) x'(t) = —4¢>.

Ejercicio 2.13. Comprobar que la ecuacion diferencial lineal homogénea
tx"(t)+2x'(t)+tx(t) =0

tiene una base de soluciones x(¢) := (sent)/t, xo(t) := (cost)/t, validas para t # 0.
En seguida, hallar la solucién general a la ecuacién inhomogénea

tx"(@)+2x"(t) +tx(r) = 1.

Ejercicio 2.14. Hallar la solucién general a cada una de las siguientes ecuaciones inho-
mogéneas, dada una solucién x () de la ecuaciéon homogénea correspondiente:

(@) 2 x"(t)—1tx' (1) -3 x@t) = 5%, x1(7) = 1/1.
b))  xX"()-x' )+ e x(t) =t =1, x,(t) = sen(e).

Ejercicio 2.15. Si /i: [—a,a] — R es una funcién continua, demostrar que la solucién
general de la ecuacion diferencial

x"(t) + x(t) = h(t)

puede expresarse en la forma

t
x(t) = cicost +cpsent + / h(s)sen(t — s) ds,
0

para—a <t < a.
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Ejercicio 2.16. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:
(@) x”(t) +8x'(t) +16x(t) =0; conx(0)=1, x'(0) =-1.
(b) 2x"(t)+4x'(t) +5x(t) =0; con x(0) =0, x'(0) =1.
(c) x"(t)—6x'(t)+9x(t) =0; conx(0)=0,x(0)=1.

Ejercicio 2.17. Encontrar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones
lineales inhomogéneas:

(a) x"(t) — 4 x(t) = 412

(b) x"(t) + x(t) = 3t + 1.
() x"(t)—x"(t)-2x(t)=2t+¢.
(d) x"(t) + x(¢) = t sen 2t.

Ejercicio 2.18. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:
(a) x”"(t)+4x'(t) =0; conx(0)=1,x'(0)=-1, x”(0) =2.
(b) x”(t)+x"(t) —2x(t) =0; conx(0)=0,x(0)=0,x"(0)=1.
(c) x¥() - x(t) =0; conx(0) =1, x'(0) = x”(0) = x"(0) = 0.
Ejercicio 2.19. Encontrar las soluciones generales de las siguientes ecuaciones lineales:

(@) xP@)=2x"(1)=7x"(t) +20x'(r) = 12 x(¢) = 0.
b)) xPO-6x"()+7x"(1)+6x () —8x(r) = 0.
©  xPO-4x"O)+5x"@)-4x @) +4x(1) = 0.
(d) xO(1) — 64 x(r) = 0.

Ejercicio 2.20. Encontrar las soluciones generales de las siguientes ecuaciones lineales:

(@) xP@)+3x"(1)+2x"(t) =¢.
(b) x"(t) = x'(r) — 6 x(¢) = 6> + 26 sen 2t.
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cosht senht

01
Ejercicio 2.21. (a) SiA = , mostrar que exp(Af) =
1 0 senht cosht

)parat e R.

(b) Resolver el problema de valores iniciales:

x'(1) = y(t) . B
{y’(t) = x(1) } con  x(0) =2, y(0) = -3.

1 0
Ejercicio 2.22. Calcular exp(Af) para A = (3 1).

En seguida, hallar la solucion general al sistema de ecuaciones diferenciales:
X@)=x@), Y0 =3x(0)+y@).
Ejercicio 2.23. Encontrar las soluciones generales de los siguientes sistemas:
@ {x’(t) =2x(t) +6y(t) + € } b)- {x'(t) =x(t)+2y(@) + 2t }
WO =x@+3y0 - ) WO =3y0)+7 '

Ejercicio 2.24. Resolver el problema de valores iniciales:

x'(t) = x(t) + z(1), x(0) =0,
V() =-y®) +z1),  y0)=1,
Z'(t) = y(t) — z(v), z(0) = 0.

Ejercicio 2.25. Encontrar una base de autovectores generalizados para la matriz

31 0
A=|2 3 -1|.
02 3

Luego, hallar la solucién general del sistema x’(¢t) = A x(t), si x(t) = (x(¢), y(¢), z(1)).

Ejercicio 2.26. Un problema de Cauchy para un sistema lineal inhomogénea con coefi-
cientes constantes A € M,(R) tiene la forma:

xX'()=Ax@)+r@); x(0)=xg.

Verificar que la solucién unica estd dada por la receta siguiente:
t
x(t) := exp(Ar) xo + / exp(A(t — s)) r(s) ds.
0

En seguida, resolver el problema de valores iniciales:

{x’(t) =x(t)+2y(t)+e”’

Y(t) = 3y(t) } con x(0) =2, y(0)=-1.
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3.3 Ejercicios sobre problemas de contorno

Ejercicio 3.1. Mostrar que las funciones x(¢) := cosh(t? — 1), x»(z) := %senh(t2 -1)
son dos soluciones de la ecuacion lineal homogénea:

tx"(t) — x'(t) — 41> x(r) = 0.
Bajo las condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann en el intervalo [1, 2]:

(a) x(1)=0, x(2)=0;
(b) X(1)=0, xX'(2)=0;

averiguar si la solucion nula x(7) = 0 es la tinica solucién o no.
Ejercicio 3.2. Dado el problema de contorno:
xX"(t)+2x'(t)+5x@) =0, x(0) = x(n/2) =0,

hallar dos soluciones linealmente independientes x(¢) y x»(¢) de la ecuacién diferencial.
Verificar que el problema de contorno tiene infinitas soluciones; y encontrarlas.

Ejercicio 3.3. Resolver el problema de contorno:
x"(t) - 6x'(t)+25x() =0, xX0)=1, x(x/4)=0.
Ejercicio 3.4. Demostrar que este problema de contorno no posee solucioén alguna:
x"(t)+x(t) =1, x(0)+x'(0)=1, x(x/2)—x'(n/2)=0.
Ejercicio 3.5. Encontrar la funcién de Green para el problema de contorno:
x"(t) - %x’(t) =0, x(0) = x’(0) = 0.
Ejercicio 3.6. Comprobar que la funcién de Green para el problema de contorno:
x"(t)— x(t) =0, x(0) = x(1) =0,

estd dada por:

senhzsenh(s — 1), si0O<ft<s<1,

2 _
Gt,s)=4°¢ e

o2 —

] senhssenh(r — 1), si0<s<rt<1.

Luego, encontrar la solucion tnica al problema de contorno:

x"(t) — x(t) = 2sent, x(0)=0, x(1)=2.
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Ejercicio 3.7. Verificar que la funcién de Green para el problema de contorno:

x"(t)=0, x(a) = x(b) =0,

t—a)b-

(t-a)b-5s) sia<t<s<b,
estd dada por: G(t,s) = (b —at)_(sb— a)

T a<s<t<b.

En seguida, hallar la solucién dnica al problema de contorno:
x"(t) = 6t, x(a) = x(b) =0.
Ejercicio 3.8. Considérese el problema de contorno con condiciones de Dirichlet:
x"(t) + p(t) x'(¢) + q(t) x(r) = 0, x(a) = x(b)=0.

Sean x(2), x,(¢) las soluciones respectivas de la ecuacion diferencial bajo las condiciones
iniciales xi(a) = 0, x{(a) = 1; y x2(b) = 0, x5(b) = 1. Sea w(t) := W(xy,x2)(t) su
wronskiano. Demostrar que la funcién G(t, s) definida por

b,

G(t,s) = {XI(I) x2(s)/w(s) sia<t<s
b,

<
x1(8) x2(t)/w(s) sia<s<t<

%)

es efectivamente la funcion de Green del problema de contorno dado.

Ejercicio 3.9. Encontrar una formula para una solucion particular del problema de
contorno:

x"(t) + p(t) X' (t) + q(t) x(t) = r(2), x(a) = x(b) = 0,

con base en el Ejercicio 3.8 anterior.

Ejercicio 3.10. Considérese el problema de contorno con condiciones de Neumann:
x"(t)=r(@), x'(a)=x"(b)=0.

Verificar que el problema homogéneo correspondiente posee una solucién no trivial,
unica hasta multiplos. (Por lo tanto, no existe una funcion de Green para ese problema).
Demostrar, sin embargo, que este problema tiene soluciones (no unicas) de la forma

t
x(t)=c + / (t —s)r(s)ds,
a
si y solo si se cumple fab r(t)dt = 0.
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Ejercicio 3.11. Hallar la funcién de Green para el problema de contorno con condiciones
de frontera periddicas:

x"t)+4x() =0, x(0) = x(7/2), x'(0) = x'(x/2).

Ejercicio 3.12. Encontrar los autovalores A y las autofunciones correspondientes del
problema de Sturm y Liouville en el intervalo [0, 7]:

x"(t)+ Ax(r) =0, x'(0)=x"(7r)=0.

Ejercicio 3.13. Encontrar los autovalores A y las autofunciones correspondientes de
estos problemas de Sturm y Liouville en [0, 7]:

(a) x"(t)+ Ax() =0, x'(0) = x(7) = 0.
(b) x"(t)+ Ax(r) =0, x(0) = x' () = 0.

Ejercicio 3.14. Encontrar los autovalores A y las autofunciones correspondientes del
problema de Sturm y Liouville en el intervalo [0, 1]:

X'O)+2x@E)+(1-2)x() =0, x(0)=x(1)=0.
Ejercicio 3.15. Encontrar los autovalores A y las autofunciones correspondientes del

problema de Sturm y Liouville en el intervalo [0, 1]:

d b bl
E((lﬂ )X (1)) + e

[ Indicacion: usar el cambio de variable t =: tg s, s := arctgt. |

x(t) =0, x(0)=x(1)=0.

Ejercicio 3.16. Demostrar que el wronskiano de dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacién de Sturm y Liouville:

%(p(t) x’(l)) —q(t)x(t) + Ar(t)x(t) =0

C
estd dada por w(t) = ——, para alguna constante C € R.

p()
Ejercicio 3.17. Considérese un problema de Sturm y Liouville en el intervalo [a, b] con
condiciones de frontera periddicas:

%(p(l) X(0) =g x@)+ Ar@)x(1)=0,  x(a) = x(b), x'(a) = x'(b),

donde p(¢t) > Oy r(t) > O parat € [a,b]. Demostrar que dos autofunciones x(z), y(t)
para autovalores distintas A4 # u son ortogonales:

b
/ x(@®)y(t)r(t)dt = 0.

[ Indicacion: usar la identidad de Lagrange. |
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4.3 Ejercicios sobre soluciones en series de potencias

Ejercicio 4.1. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

(a) x"()+1x'(t) + x(tr) =0, x(0) =1, x'(0) = 0.
(b) x"(t) —tx(t) = 1, x(0) =0, x'(0) = 1.
) xX"@)+@-1)x"()+2x() =0, x(1) =3, x'(1) = -2.

Ejercicio 4.2. La ecuacion lineal homogénea:
xX'@)—tx'@t)-2x(t) =0

tiene dos soluciones independientes: x(¢) es una funcién par, x,(¢) es una funcién impar.
. . . 2
Expresarlas como series de potencias; y luego concluir que x»(¢) = £ e’ /2.

Ejercicio 4.3. Hallar la solucién general para estas ecuaciones lineales homogéneas:

(a) x"(t) +tx'(t) + x(tr) = 0.
() 2+ 1)x"(t) + 3t x'(t) - 6 x(¢) = 0.

Ejercicio 4.4. Para la ecuacion de Airy:
x"(t) —tx(t) =0,

hallar dos soluciones linealmente independientes. Comprobar que estas dos series de
potencias tiene radio de convergencia R = co.

Ejercicio 4.5. Sean C(r) y S(¢) las dos soluciones de la ecuacién diferencial lineal
x”(t) = x(t) = 0, determinadas por las siguientes valores iniciales:?2

C0)=1,C'(0)=0; S0)=0, S’(0)=1.
(a) Hallar los desarrollos de C(¢) y S(¢) como series de potencias (con R = o).
(b) Con base en dichas series, mostrar que C(¢) es una funcién par y que S(7) es impar.

(c) Mostrar que S(¢) tiene exactamente un cero en R y que C(¢) nunca se anula.

(d) Calcular el wronskiano w(t) = W(C, S)(t) y luego concluir que C(1)> — S(t)* = 1.

?Desde luego, C(¢) y S(¢) son funciones bien conocidas. En este ejercicio, se trata de averiguar las
propiedades de estas funciones que son consecuencias directas de la ecuacion diferencial.
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Ejercicio 4.6. El problema de valor inicial no lineal de primer orden:
Xt)=1+x@?%  x(0)=0,

posee una solucién unica en un intervalo (—c, ¢), la cual es analitica. Esta solucién es
x(t) = tgt, desde luego. Comprobar que y(¢) := —x(—t) cumple la misma ecuacion
diferencial y concluir que tg# es una funcién impar. Noétese que x’(0) = 1, asi que
x(t) =t + Y us1 @2ms 1>+, Obtener asf los primeros términos de la serie de Taylor:

tt—t+113+ 2t5+ 17 t+ 62 £+
Er=Ir 3T st 3157 T 2835

Ejercicio 4.7. Considérese la ecuacion de Chebyshev:
A-)x"O)-txX @)+ A1x()=0.

(a) Expresarlasolucién general como serie de potencias. De larelacion de recurrencia,
deducir que hay una solucién polinomial 7,,(¢), de grado n € N, siy solo si A = n?.

Este T,(¢), con T,,(1) = 1, se llama el polinomio de Chebyshev de grado n.

(b) Con el cambio de variable t+ = cosé para 6 € [0, ], mostrar que la ecuacion
diferencial (con A = n?) se convierte en x”(8) + n> x(6) = 0. Concluir que

T,,(cos 8) = cos(n0).

(c) Deducir la relacion de ortogonalidad

1
dt
(T | T) ::/ T, (1) T, (1) == 0 para m#n;
-1 1 -1t

y comprobar que (Ty | Tp) = ry que (T, | T,) = n/2 paran = 1,2,3, ...
Ejercicio 4.8. Considérese la ecuacion de Legendre:
A-)x"t)-2tx'() +n(n+ 1) x() = 0.
cuya solucién P,(t), con P,(1) = 1, es el polinomio de Legendre de grado n.
(a) De larelacion de recurrencia para los coeficientes, deducir la expresion

o=y X ] s

0<2k<n
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(b) Demostrar que esta formula de Rodrigues coincide con la expresién anterior:

1 4
2" n! dt"

P,(t) = (> = 1)").

(c) Concluir que el polinomio de Legendre también estd dado por:

n

2
P,(t) = %kZ_é (Z) (t+ DF @t = 1)

Ejercicio 4.9. Los polinomios de Legendre cumplen una relacion de recurrencia:
(n+ 1)Pu1(t) — 2n + 1)t Py(t) + nP,_1(¢) = 0.

Demostrar esta relacion, mediante los pasos siguientes. Se puede asumir que

1
- 2 _
(Pa | Po) .—/_IPna) dr =5

(a) Hay constantes A,, B, y C, tales que
Q(t) = Pn+l(t) - (Anl + Bn) Pn(t) - Cn Pn—l(t)

tenga grado menor que (n — 1), de modo que Q(t) = Z:’;g D, P.(t). Usar la
ortogonalidad (P, | Q) = 0 para mostrar que cada D, = 0. Concluir que Q(¢) = 0.

2n+1
n+1 "

2
(b) Del Ejercicio anterior, P,(t) = 2‘”( n) t" +---; concluir que A, =
n

(c) Calcular (Q | P,-1) y deducir que
1 1
o) [ B Psdr =, [ PP an
-1 -1
Como A,_it P,_(t) — P,(t) tiene grado menor que n, concluir que

n
n+1°

AP, | Py)=ChAy—1(Py—1 | P4—1) yporende C,=

(d) Inversamente, dados los valores de A, y C,, verificar por induccién que

2
2n+1°

A
<Pn|Pn>=A—Oclcz---cn<Po|Po>=
n
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Ejercicio 4.10. Encontrar, con el método de Frobenius, dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial

202 X"(1) + (2 = 1) X'(¢) + x(7) = 0.
Ejercicio 4.11. Considerar la ecuacion lineal homogénea:
X" (1) + 3t xX'(1) + (1 + 1) x(r) = 0.

Tiene un punto singular regular en ¢ = 0. Comprobar que la ecuacion indicial tiene una
raiz doble. Encontrar dos soluciones independientes de las formas:

(o]

xi(f) =1 Z art* 'y xa(t) = x1(t) logt + 1 Z bit*.

k=0 k=1

Ejercicio 4.12. Param,n € N con 0 < m < n, considerar la ecuacion lineal homogénea:

2
U—ﬁﬁ%ﬂ—%xﬂﬂwdn+n—l ﬂ)mn:o
(a) Después de sustituir x(f) =: (1 — 2)™?y(¢), encontrar la ecuacién diferencial

correspondiente (lineal, homogénea, de segundo orden) para y(¢).

(b) Mostrar que una solucién de la nueva ecuacién es d™/dt™[P,(t)], donde P,(t)
es el polinomio de Legendre de grado n. Concluir que la funcion asociada de
Legendre P7(t) := (1 — t2)"/2d™/dt"[P,(t)] es una solucién de la ecuacién
diferencial lineal. [ Indicacién: aplicar d"”/dt™ a la ecuacién de Legendre. |

Ejercicio 4.13. (a) Sea f,(t) := (t* - 1)". Usando integracion por partes, mostrar que

1 1 .
= (n) (n) _ _ (n—1) (n+1) N (2n)
I, = [lfn (t)fn (t) dt [lfn (l)fn (t)dt ( 1) /_lf”(t)fn (t) dt.

22n+1 (ny)Z

1
(b) Verificar las identidades I,, = (2n)! / 1-"1+t)"dt =
-1 2n+1

1
(c) Conlaférmulade Rodrigues [Ejercicio 4.8(b)], comprobar / P,(t)* dt = 1"
-1 n

Ejercicio 4.14. Hallar la solucién general para estas ecuaciones lineales homogéneas, al
usar un cambio de variable s = at para transformarla en ecuaciones de Bessel:

() 2x"(t) +1x'(t) + (4% — §) x(1) = 0.

(b) x%n+;y@+éxm=o.
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Ejercicio 4.15. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial siguiente, al usar la
transformacién x(r) =: t'/2 y() para obtener una ecuacién de Bessel:

2 x"(t) + (£ + 1) x(t) = 0.

Ejercicio 4.16. La funcion de Bessel J,(¢), paran € N, esta dada por la siguiente formula
integral:

1 T
Ju(t) = — / cos(t sen @ — n) do. (4.27)
T Jo
Se sabe que cualquier solucién de la ecuacion de Bessel

2xX'(t) +1 X (1) + (2 = n?) x(1) = 0,

que es continua en ¢ = 0, debe ser un multiplo de J,,(¢). Comprobar que el lado derecho
de (4.27) es proporcional a J,(t), con igualdad cuando n = 0, 1, 2.

[ Indicacion: sea f,(¢) el lado derecho de (4.27). Calcular f,(¢)y f,' (), simplificando
f7(t) con una integracion por partes; luego comprobar que f,(¢) es una solucién. Evaluar

J0(0), £1(0), f7(0). 1

Ejercicio 4.17. Demostrar que la funcién de Bessel con indice n € N,

cumple las relaciones:

SR =)y R0) =~ a0

Deducir las formulas:
, n n
To(e) = Jmt (0= 2 1) = 5 Jo0) = Jyr (1)
y sus corolarios (relaciones de recurrencia):
, 2n
2Jn(t) = Jn—l(t) - Jn+l(t) y -]n+1(t) = T Jn(t) - Jn—l(t)-

Ejercicio 4.18. Se sabe que F(%) = /rr. Verificar las féormulas siguientes:

[2 [2
Jl/z(t) = E sent, J_l/z(t) = E COS .
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tr/2 —t/2r

Ejercicio 4.19. Si 0 < r < oo, las funciones ¢/~ y e son funciones analiticas para
todo ¢ € R. Tomando el producto de sus series de potencias, demostrar que

o0

exp(%(r - r—l)) = 3 Lo (4.28)

n=—oo

(Dicese que la funcién e/"—")/2

es la funcién generatriz de las funciones de Bessel J,,).
[ Indicacion: reordenar la sumatoria doble en el producto de las series de potencias,

la cual converge absolutamente para todo . |

%

Ejercicio 4.20. (a) Colocar r = ¢/ = cos 6 +i sen § en la férmula (4.28) y deducir las

expansiones:

cos(tsen @) = Jo(t) + 2 Z Jox(t) cos 2k6,
k=1

sen(¢senf) =2 Z Jo+1(t) sen(2k + 1)6.
k=1
(b) Deducir la expansion, para cada m € Z:

cos(tsen @ — mb) = i Ju(t) cos(m — n)b.

n=—oo

(c) Al integrar la igualdad anterior en el intervalo [0, ], verificar la representacién
integral (4.27) de J,(t), para todon € Z.

Ejercicio 4.21. Las funciones de Bessel de segunda especie Y),(¢) se definen por

Jp(t)cosmp — J_,(1)

Y,(t) :=
senzp

0
LR = b0 = 2] (0,0 - 10",0)

parap ¢ Zy n € Z, respectivamente. Verificar la expansion, para n € N:3

n—1
2 r1 (n—k—=1)! (t\%-n
Y,(t) = = Jyt)log = — — Y —— 2 (=
(D) =2 Jnl)log 5 n;) k! (2)
100 (—l)k t2k+n
=N 2 (Hy+ Hn -2 (—)
nkzak!(mn)!( e+ Hien =27) 3

[ Indicacion: Siy(z) :=T7(t)/T(¢), vale y(t + 1) = % +y(t); luegoy(n+1)=H, —v.]

3Los niimeros armonicos H, := 1 + % + % + e+ % obedecen lim,,(H, —logn) = y = -T’(1),

donde y = 0.5772156649 es la constante de Euler.
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5.5 Ejercicios sobre soluciones aproximadas

En estos ejercicios, se recomienda el uso de una calculadora manual (o un ‘app’ emulador)
para efectuar las operaciones aritméticas. Se debe expresar los resultados numéricos con
6 cifras decimales. El simbolo = indica igualdad hasta errores de redondeo.

Ejercicio 5.1. Considérese el problema de valor inicial:
X)) =1-2x, x(0)=1.
(a) Hallar la solucién exacta x(¢) y evaluar x(f;) parat; = 0.1,0.2,...,0.9,1.0.
(b) Usar el método de Euler para calcular aproximaciones x; para esos x(z).
Ejercicio 5.2. Considérese el problema de valor inicial:
X)) =t(x*-1), x(1)=0.
(a) Hallar la solucién exacta x(¢) y evaluar x(t;) paraty = 1.2,1.4,1.6,1.8,2.0.

(b) Usar el método de Euler mejorado para calcular una solucién aproximada en el
intervalo [1, 2], con tamafio de paso & = 0.2.

Ejercicio 5.3. Considérese el problema de valor inicial:
X)) =1+x% x(0)=0.

(a) Usar el método de Euler mejorado para calcular una solucién aproximada en el
intervalo [0, 1], con tamafio de paso & = 0.1.

(b) Calcular una solucién aproximada al mismo problema con el método de Euler
modificado, también en [0, 1] con & = 0.1.

Ejercicio 5.4. Considérese el problema de valor inicial:
x'(t)=1-2tx, x(0)=0.

Resulta que x(0.1) = 0.09934 hasta 5 cifras decimales. Para extender la solucién
aproximado sobre el intervalo [0,0.5] en pasos de & = 0.1, se puede usar el siguiente
método de 2 pasos (de Milne):

Predictor :  Xi41 := x3—1 + 25 f(tk, Xk);
h s
Corrector :  Xg41 = Xg—1 + 3 (f(tksrs Xiw1) + 4 f(tro x5) + f(tr-1, Xk-1))-

Calcular una solucién aproximada sobre [0, 0.5] con este método.
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Ejercicio 5.5. Aplicar el método cldsico de Runge y Kutta para aproximar el valor x(0.6)
de la solucién del problema de valor inicial:

X(t)=t+x, x(0)=1 (5.24)

en tres pasos de tamafio 4 = 0.2. Se recomienda organizar los pasos con una tabla de
nimeros decimales de la forma:

tm Xm ki | ki
tm+ 3h | Xm + 3kt | ko | 2k

tm+ 30 | X + 3ko | K3 | 2k3

tm +h Xmt+ ks | ka| ka

(k] +2ky + 2k3 + k4)/6

En cada fila [¢* | x* | k;|?k;| (excepto la dltima) se calcula k; := hf(¢*, x*). El siguiente
bloque de la tabla empieza con t,,11 =t + by Xpi1 := X + (k1 + 2k + 2k3 + kyq)/6.

Ejercicio 5.6. Considérese el problema de valor inicial:
2t
xX(t)=x-—, x(0)=1.
X

(a) Obtener la solucion exacta x(¢) = V2t + 1 y evaluar x(t;) para t; = 0.2,0.4,0.6.
[ Indicacién: sustituir y = x2.

(b) Usar el método clasico de Runge y Kutta con paso & = 0.2 para calcular aproxi-
maciones xj para esos f.

Ejercicio 5.7. Considérese el problema de valor inicial:
X)) =1+x% x(0)=0.

(a) Usar el método clasico de Runge y Kutta con un solo paso de & = 0.4 para obtener
el valor aproximado x| = 0.080647 para x(0.4).

(b) Usar el método clasico de Runge y Kutta con dos pasos de 4 = 0.2 para obtener el
valor aproximado x; = 0.080524 para x(0.4).
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(c) Resolver el problema con el método de series de potencias para verificar que

P 18 71l
==+ —+— -
*0=5+35* 760 * 8300

y comprobar que x(0.4) = 0.080516 hasta 6 cifras decimales.

Ejercicio 5.8. Aplicar el método cldsico de Runge y Kutta para aproximar los valores
numéricos de sen(1) y cos(1), con dos pasos de & = 0.5, partiendo del problema de valor
inicial de segundo orden:

x"(t) = —=x(t), x(0)=0, x"(0) =1.

[ Indicacion: usar y(f) := x’(t) para convertirlo en un problema de valor inicial para
el vector (x(z), y(t)). Agregar otras columnas a la tabla del Ejercicio 5.5 para calcular
ki == fi(t*, x*,y") y /2_, = fo(t*, x*, y%), con xpp1 = X + (ky + 2ky + 2k3 + kyq)/6,
Yl 1= Ym + (k1 + 2k + 2k3 + k4)/6. ]

Ejercicio 5.9. Aplicar los métodos de Runge y Kutta de tres etapas, definidos por los
cuadros de Butcher del Ejemplo 5.12:

0 0 0
1)1 22 1)1
1| -1 2 210 2 210 2
T 21 EERE T 2
6 3 6 4 8 8 4 4

para aproximar el valor x(0.4) de la solucién del problema (5.24) del Ejercicio 5.5, en
dos pasos de tamafio 7 = 0.2.

En seguida, resolver el problema (5.24) para obtener la solucion exacta. ;Cudl de
estos tres métodos da la mejor aproximacién para x(0.4)?

Ejercicio 5.10. Es posible comprobar, con el uso de series de Taylor hasta tercer orden,
que los coeficientes del método de Runge y Kutta de tres etapas (5.10) cumplen las
siguientes relaciones algebraicas (solamente):

C) = djq b1 + b2 + b3 =1 b2C2 + b3C3 =

1
2
1 2 2 1

c3 = a4z +as bzazpcy = 5 b262 + b3c3 =3

(a) Verificar que los tres tableros del Ejercicio 5.9 cumplen estas ligaduras.
(b) Hallar el tablero de Butcher de tres etapas que cumple by = 0, ¢3 = 1. Exhibir el

algoritmo correspondiente.
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