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Introduccion

El élgebra lineal comprende el estudio de los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales
entre ellos. La estructura de un espacio vectorial finitodimensional es sencilla: todos los
vectores son combinaciones de un nimero finito de vectores basicos. Dadas unas bases de dos
espacios vectoriales, una aplicacion lineal del primero al segundo se manifiesta con la matriz
de sus coeficientes con respecto a estas dos bases. De este modo, se obtiene una estrecha
relacion entre las propiedades estructurales de las aplicaciones lineales y los algoritmos para
manipular sus matrices.

Este es un segundo curso de élgebra lineal. En el curso anterior, los espacios vectoriales
y las matrices fueron introducidos en el contexto, cldsico y fundamental, de la resolucién de
sistemas de ecuaciones de primer grado en varias variables. También se adquiri6 familiaridad
con los conceptos esenciales de base y dimension de un espacio vectorial, niicleo e imagen
de una aplicacion lineal, espacio vectorial dual y el teorema de rango y nulidad.

El estudio del algebra lineal comprende aspectos tanto estructurales como algoritmicos.
En este segundo curso, el énfasis recaerd sobre las estructuras, sean ellas de las aplicaciones
lineales, de los espacios vectoriales dotados de un producto escalar, o de las formas bilineales
y cuadraticos. Aun asi, para entender bien esta teoria, hay que prestar la debida atencién a su
presentacion en algoritmos y a los métodos explicitos de calculo.

Inicialmente, se hara un breve repaso de los temas del curso anterior: vectores, aplica-
ciones lineales, matrices, determinantes. Luego, se abordara la busqueda de los autovalores
y autovectores de una matriz (o bien de una aplicacion lineal), con el objetivo de transformar
una matriz dada a una forma diagonal. Este meta no siempre puede realizarse; por ende,
se examinard en detalle la estructura de una aplicacion lineal cualquiera, para obtener las
llamadas formas canénicas y normales de sus matrices.

Otro concepto fundamental es la de orfogonalidad. En presencia de un producto escalar
(o producto interno) sobre un espacio vectorial real o complejo, las aplicaciones lineales
se reparten en diversos clases: ortogonales o unitarios, simétricos o hermiticos, positivas.
Estas clasificaciones dan lugar a diversos factorizaciones de matrices, entre ellas la llamada
descomposicidn polar, cuyos factores admiten una descripcion en términos de sus autovalores
y autoespacios mediante el teorema espectral.

Las formas bilineales sobre un espacio vectorial real o complejo se clasifican de otras
maneras. Las formas antisimétricas se caracterizan por su rango; las formas simétricas, por su
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rango y signatura. Una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial sirve para construir
una estructura multiplicativa llamada dlgebra de Clifford que la caracteriza, en términos de
matrices sobre escalares reales, complejos o cuaternionicos.

Estos apuntes van acompaifiados de diversos ejercicios, los cuales, ademds de ofrecer una
practica rutinaria acerca de los tépicos discutidos, sirven para amplificar y complementar esos
temas. La evaluacion del curso estard basado en estos ejercicios.

Programa de materias

1 Fundamentos del Algebra Lineal: Repaso

Espacios vectoriales, independencia lineal, bases, dimensién. Aplicaciones lineales, nicleo
e imagen, rango y nulidad, espacio dual. Ecuaciones lineales y matrices, operaciones de fila,
eliminacion gaussiana. Determinantes y su evaluacion, regla de Cramer.

2 Estructura de Aplicaciones Lineales

Autovalores de una aplicacion lineal o matriz, autovectores. Aplicaciones ciclicas y matrices
diagonalizables. Formas candnicas de una matriz. Polinomio caracteristico de una matriz, el
teorema de Cayley y Hamilton. Polinomio minimo de una aplicacion lineal. Forma normal
de Jordan de una matriz.

3 Ortogonalidad y Teoria Espectral

Productos escalares reales y complejos, bases ortonormales, el algoritmo de Gram y Schmidt.
Aplicaciones y matrices ortogonales y unitarias. Matrices simétricas y hermiticas. Aplica-
ciones y matrices positivas, descomposicion polar. El teorema espectral.

4 Formas Bilineales

Formas bilineales simétricas, congruencia de matrices, rango y signatura. Formas cuadraticas
y sus signaturas. Formas bilineales alternantes, bases canénicas. Aplicaciones ortogonales y
simplécticas, estructuras complejas.

5 Algebras Exteriores y de Clifford

Producto tensorial de dos espacios vectoriales. Algebras tensorial, simétrica y exterior de un
espacio vectorial. Integral de Berezin, pfaffianos y gaussianos. Algebra de Clifford de una
forma cuadratica. Clasificacion matricial de las algebras de Clifford, el Octuple Sendero.
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1 Fundamentos del Algebra Lineal

Antes de abordar el estudio de aplicaciones lineales en general, conviene hacer un breve
repaso de los conceptos fundamentales de los espacios vectoriales y las matrices, ya vistos en
el curso anterior a éste. El objeto de este resumen es fijar los conceptos y las notaciones que
serdn usados mas adelante. Por lo tanto, se dejan las proposiciones sin demostracion en este
capitulo inicial.

1.1 Espacios vectoriales

En el dlgebra lineal se emplean escalares, vectores y matrices. Los escalares forman un
cuerpo,’ es decir, un conjunto dotado con operaciones conmutativos de suma y producto,
en donde cada elemento a tiene un negativo —a; cada elemento no cero a tiene un inverso
multiplicativo a~! = 1/a; y la ley distributiva a(b + ¢) = ab + ac se cumple. Cada cuerpo
contiene al menos dos elementos distintos: 0, el cero aditivo y 1, la unidad multiplicativa.

Tres cuerpos ya son bien conocidos: los niimeros racionales Q, los niimeros reales R y los
niimeros complejos C. En lo sucesivo, Z denotard los nimeros enteros y N ={0,1,2,3,...} de-
notaré los niimeros enteros no negativos, a veces llamados “nimeros naturales”.? Obsérvese
que Ny Z no son cuerpos.

Hay cuerpos con un nimero finito de elementos, entre ellos F,, = Z/pZ, los residuos por
divisién por un entero primo p. Obsérvese que F, = {0, 1} tiene la minima cantidad posible
de elementos.

Notacion. La letra F denotard un cuerpo cualquiera. Sus elementos se llamaran escalares.

Definicion 1.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo F es un conjunto V, cuyos elementos
se llaman vectores, en donde se definen dos operaciones: suma de vectores y multiplicacién
escalar. La suma es asociativa y conmutativa, el cero para la suma se escribe 0 € V y la
multiplicacion escalar cumple las identidades

Ix=x; a(x+y)=ax+ay;, (a+b)x=ax+bx; para a,beF, x,yeV.

La totalidad de las “n-tuplas” x = (xy,...,X,), con cada x; € F, es un espacio vectorial sobre
F denotado por F". Las sumas y los multiplos escalares de n-tuplas se definen “entrada por
entrada”.

Ejemplo 1.2. La totalidad de polinomios con coeficientes en F se denota por F[¢], en donde la
letra t es una indeterminada. Sus elementos son los p(t) = ag+a;t+ art® +--- +ant" con cada
ar €F, a, # 0. El nimero natural n es el grado del polinomio p(¢). Con la suma de polinomios
y la multiplicacién de polinomios por escalares, F[?] es un espacio vectorial sobre F.

El nombre viene del aleman Kérper, un término introducido por Richard Dedekind en 1871; se llama corps
en francés, cuerpo en espaiiol, corp en rumano, etc., pero en inglés se llama field. En espafiol, no debe usarse la
traduccién secundaria “campo”, reservada para campos vectoriales, campos magnéticos, etc.

2Conviene incluir 0 como niimero natural, aunque este costumbre no tiene aceptacién universal. Los autores
franceses lo siguen, empleando la notacion N* = {1,2,3,...}. En cambio, los autores alemanes a veces escriben
N={1,2,3,...} y Ny ={0,1,2,3,...}, sin previo aviso. Caveat lector.
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Definicion 1.3. Sea V un espacio vectorial sobre F. Un subespacio de V es una parte W C V
tal que W sea también un espacio vectorial sobre F, con las mismas operaciones de suma y
multiplicacion escalar. Dicho de otro modo, W es un subespacio de V si W C V y si para
x,yeW,ceF,valenx+yeW,cxeW.

Usase la notacién W < V para significar que W es un subespacio de V.

Ejemplo 1.4. Si V =F[¢], y sin € N, sea FF,[¢] la coleccion de polinomios de grado no mayor
que n. Los polinomios constantes ag, de grado 0, pertenecen a F,[t]. Es evidente que F,[¢] es
subespacio de F[7].

Definicion 1.5. Sea V un espacio vectorial sobre F. Un vector en V de la forma
X=a1X1+axx)+---+auXm, (1.1)

donde a; € F, x; € V para k = 1,2,...,m, se llama una combinacion lineal de los vectores
X1,...,X,, con coeficientes ay,...,a,,.

Se dice que la coleccién de vectores {xy,...,X;,} es linealmente dependiente si hay un
juego de coeficientes ay,...,an, no todos cero, tal que

a1x1+a2x2+---+amxm:0. (1.2)

En cambio, si el tnico juego de coeficientes que hace cumplir (1.2) es a; =--- =a,, =0, se

dice que los vectores {x1,...,X;} son linealmente independientes.

Un conjunto X C V, posiblemente infinito, se dice linealmente independiente si cada
parte finita de X es linealmente independiente; es decir, X es linealmente independiente
si la ecuacion (1.2) admite solamente la solucion trivial a; = --- = a,, = 0 toda vez que
X1,..., X, €X.

Definicion 1.6. El subespacio generado por una coleccion de vectores {x1,...,X,;} en V es
el menor subespacio W < V que incluye esta coleccion. Es evidente que W es la totalidad de
las combinaciones lineales posibles de la forma (1.1). Usaremos la notacién

lin{xq,....x,) ={a1x1+--+apXy, : ai,...,ay €F}

para denotar este subespacio.

Si X es una parte, posiblemente infinita, de V, el subespacio lin(X) generado por X es el
menor subespacio de V que incluye X; esto es la totalidad de las combinaciones lineales de
vectores en X.

Definicion 1.7. Si V es un espacio vectorial sobre F, una base de V es una parte B c V tal
que: (a) B es linealmente independiente; (b) B genera V, es decir, lin(B) = V.
B ={x1,...,X,} es una base para V si y solo si cada vector x € V puede expresarse como

una combinacioén lineal (1.1) de manera vinica. Para x € V, los coeficientes cq,...,c, € F tales
que x =c1x| + -+ cpx, forman un vector ¢ = (cy,...,c,) € F". Este vector
B ._ n
[x]” :=c€eF (1.3)

es el representante de x € V en el espacio F", con respecto a la base B.
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La base estdndar de F" es € = {ey,...,e,}, donde
e1:=(1,0,...,0), e:=(0,1,...,0), ..., e,:=(0,0,...,1). (1.4)

Fijese que [¢]¢ = ¢, para todo ¢ € F".
El conjunto {1,7,7%,...,¢",...} es una base para el espacio vectorial F[¢] de todos los poli-
nomios sobre F.

Definiciéon 1.8. Sea {xi,...,x,} una base para V y sean yy,...,y, € V. Si m > n, entonces
¥1,..-,Ym son linealmente dependientes. En consecuencia, si {yj,...,y, } €s otra base para V,
entonces m = n. Si V posee una base finita, el nimero n de sus elementos es la dimensién
del espacio vectorial V; en simbolos, n = dim V. (Se dice que V es finitodimensional en este
caso.) En particular, es dimF" = n.

Para construir una base de un espacio vectorial dado, es util saber que siempre se puede
completar una base parcial, es decir, es posible prolongar una base para un subespacio en
una base para el espacio de marras, en vista de la siguiente Proposicion.

Proposicion 1.9. Sea V un espacio vectorial sobre F con dimV =n, y sea {x1,...,Xu} CV un
conjunto linealmente independiente de vectores, con m < n. Siempre es posible hallar otros
vectores Xy+1,-..,Xp € V tales que {x1,...,Xpn,Xm+1,...,Xn} Sea una base de V. =]

Definicion 1.10. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo F. Su suma directa
V@& W es el producto cartesiano de V' 'y W, dotado de las siguientes operaciones de suma y
multiplicacion escalar:

)+, y):=x+x",y+y), para x,x'€V, yy ew,
c(x,y) :=(cx,cy), para xe€V, yeW, ceF.
Si V' y W son finitodimensionales, entonces dim(V @& W) = dimV +dim W.

Definicion 1.11. Sea V un espacio vectorial sobre F y sean U, W dos subespacios de V. Su
suma es el subespacio
U+W:={x+y:xeU yeW}<V

En general, dim(U + W) < dim U +dim W, con igualdad si y s6lo si U N W = {0}. En el caso
de que UNW = {0}, se identifica esta suma U + W con la suma directa U @ W, pues tienen la
misma dimension.

El subespacio W es un suplemento de U en VsiUNW ={0}y U®W = V. En general,
cada subespacio de V posee muchos suplementos: si {x{,...,Xx,,} es una base de U que se
prolonga en una base {xi,...,x,} de V, entonces lin{x,;+1,...,X,) €s un suplemento de U
enV.

Definicion 1.12. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea W un subespacio de V. El es-
pacio vectorial cociente V/W es el conjunto de los traslados x + W :={x+w :w e W} del
subespacio W, dotado de las siguientes operaciones de suma y multiplicacion escalar:

x+W)+(y+W)=(x+y)+W, cx+W):=(cx)+W,
para x,y € V, c € E. El cero de V/W es el propio W, considerado como traslado trivial del

subespacio W de V. Si {x1,...,x,} es una base de V tal que {x1,...,x;} sea una base de W,
entonces {xy.1+ W,...,x, + W} es una base de V/W. Por ende, dim(V/W) =dimV —dim W.
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1.2 Aplicaciones lineales

Definicion 1.13. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F. Se dice que
una funcién 7': V — W es una aplicacion lineal (o bien, aplicacion F-lineal) si T cumple

T(x+y)=Tx)+T(y), para x,yeV,
T(cx) =cT(x), para x€V, ceF.

La totalidad de aplicaciones lineales 7: V — W se denota por L(V,W). Este es también un
espacio vectorial sobre F, bajo las operaciones:

T+S :x—>T(x)+S(x),

cT : x> cT(x).

Si Z es otro espacio vectorial sobre F, y si T € L(V,W), S € L(W,Z), su composicién® es la
aplicacion lineal ST € L(V,Z) dado por ST : x — S (T (x)).

Para manejar las aplicaciones lineales de modo explicito, se usa la propiedad clave de que
una aplicacion lineal es determinada por sus valores sobre los elementos de una base de su
dominio.

Proposicion 1.14. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre F, y sea {x1,...,Xx,} una
base de V. Si yi,...,yn son n vectores cualesquiera en W (no necesariamente distintos
ni independientes), hay una tinica aplicacion lineal T € L(V,W) tal que T(xy) = yx para
k=1,2,...,n. =]

Definicion 1.15. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Una forma lineal sobre V es
una aplicacion lineal f: V — F. El espacio dual de V es el espacio vectorial V* de todas las
formas lineales, vale decir, V* := L(V,F). Si dim V es finito, entonces dim V* = dim V.

Definicion 1.16. Si {x,...,x,} es una base de V, la correspondiente base dual { f1,..., f,}
de V* se define por
fe(cixy +caxa+ -+ cnxy) =y, (1.5

parak =1,2,...,n. Estas formas lineales f; cumplen fi(xx) =1y fi(x,) =0sik #r.
Definiciéon 1.17 (Corchete de Iverson). Vale la pena introducir ahora un convenio de nota-

ciéon.* Si R(x) es una relacién 16gica cualquiera que involucra un pardmetro x, la notacién
[[R(x)]] denota la siguiente funcidén booleana:

1, siR(x)es CIERTO;

LRCON = { 0. siR(x)es FALSO.

3La composicién de las funciones T y S se suele denotar por S o 7. Sin embargo, es usual abreviarlo a S T
cuando se trata de aplicaciones lineales.

4Esta notacién fue introducido en 1962 por Kenneth E. Iverson. Para una evaluacién de los usos y las
ventajas de esta notacion, véase: Donald E. Knuth, Two Notes on Notation, American Mathematical Monthly
99 (1992), 403—-422.
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La conocida delta de Kronecker ¢6;;, que es la funcién de dos indices i, j, que vale 1 cuando
i = jy vale O cuando i # j, resulta ser

6i; =i = Jjll.

De igual modo, la funcion indicatriz de un conjunto A es 14(x) := [[x € A]], y la funcion de
signo sobre R, que vale 1, 0 6 —1 cuando ¢ es respectivamente positivo, cero o negativo, se
escribe como signo(?) := [[# > O] — [[z < O]).

Con esta notacidn, la base dual de V* queda determinada por fi(x,) = [k = r]l.

Si V es finitodimensional, es dim(V*)* = dim V* = dim V. Cada vector x € V da lugar a
una forma lineal sobre V*, a saber, la evaluacion f — f(x). No se distinguird entre el vector
x € V y este miembro de V** = (V*)*; de esta manera, V se identifica con un subespacio
del espacio bidual V**; por conteo de dimensiones, este subespacio es todo V**. En otras
palabras, el espacio dual de V* coincide con el espacio original V. Ademas, la base dual a
{f1,...,fa} es la base original {x1,...,x,} de V. (Estas propiedades de reciprocidad entre V
y V* justifican el empleo de la palabra “dual” para V*.)

Definiciéon 1.18. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre F. La aplicacion transpuesta de
T € L(V,W) es la aplicacién lineal T? € L(W*,V*) dada por

T'(g):=goT, paratodo ge W

En otras palabras, si g € W*, x € V, entonces T'(g) : x = g(T(x)).
SiTeL(V,W)y S € L(W,Z), resulta que (ST) = T'S’, porque

(T'S")(h) = T'(S'(h)) = T'(hoS) = (hoS)oT =ho(ST) = (ST)'(h), para heZ*.

Definicion 1.19. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre F y sea T' € L(V,W). El niicleo
de T es el subespacio ker T de V dado por

kerT :={xeV:T(x)=0}<V.
La imagen de T es el subespacio 7(V) de W:
T(V):={T(x):xeV}<W.

La nulidad de 7 es n(T) := dim(ker 7). El rango de T es r(T) := dim(7'(V)). Obsérvese que
n(T)<dimVyr(T)<dimW.

Proposicion 1.20. Sea T € L(V,W), entonces
(a) T es inyectivo siy solo si kerT = {0}, si y solo si n(T) =0;

(b) T es sobreyectivo siy solo si T(V) =W, siy sélo si r(T)=dimW. =|
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Definicion 1.21. Sea V un espacio vectorial sobre F con dimV = n. Considérese dos subes-
pacios M < V'y N < V*. El anulador de M es el subespacio M+ < V* dado por

M*:={feV": f(x)=0paratodo x € M}.
El anulado de N es el subespacio *N <V dado por
tN:={xeV:f(x)=0paratodo f € N}.
Resulta que dim(M*) = n—dimM y que dim(*N) = n—dimN.
Proposicion 1.22. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre Fy sea T € L(V,W). Entonces
T(V)t =kerT" y (kerT)* =T (W*).

Ademds *T'(W*)=kerT y *(kerT") = T (V).
Por lo tanto n(T") = dimW — r(T') y ademds r(T") = dimV —n(T).

Proposicion 1.23 (Teorema de rango y nulidad). Para cualquier T € L(V,W), valen:
(a) r(T)=r(T"),
(b) (T)+n(T)=dimV. =]

1.3 Matrices

Definicion 1.24. Una matriz m X n con entradas en un cuerpo F es un arreglo rectangular de
elementos de F, con m filas o renglones y n columnas. Para abreviar, se escribe A = [a;;],
donde se sobreentiende que i = 1,2,...,my j=1,2,...,n.

La totalidad de matrices m X n con entradas en F es un espacio vectorial sobre F de di-
mension mn. En el caso m = n, se habla de matrices cuadradas. M,(F) denota el espacio
vectorial de matrices n X n con entradas en F. (Otra notacién a veces vista es F'™" = M,,(F).
Asi, el espacio vectorial de matrices m X n puede denotarse por F"*".)

La transpuesta A’ de una matriz A € F™*" es una matriz n X m, cuya entrada (i, j) es la
entrada (j,i) de A; en simbolos, A’ = [a jil. Una matriz cuadrada A € M, (F) se llama simétrica
siA"=A.

Una matriz cuadrada A € M,(F) es triangular inferior si a;; = 0 para i < j; triangular
superior si a;j =0 parai> j; y diagonal si a;; = 0 para i # j.

Las columnas de una matriz A € F"™" pueden considerarse como vectores en F". Una
columna tipica es

amj

De este modo, A = [ay,as,...,a,] es una lista ordenada de vectores de columna.
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Ademds, las filas de A pueden considerarse como vectores en el espacio dual (F")* ~ F”".
Una fila tipica’ es
a' = [ail ap ... am],

de modo que A = [a',d?,...,a"]". (Para distinguir los vectores de fila de los vectores de

columna, conviene usar exponentes o “superindices” para etiquetar aquellos.)
La fila @' corresponde a la forma lineal

x> a-x=ajpx)+apxa+-+appxn,

como miembro de (F")*. En general, la notacién x -y denotard el producto punto de dos
vectores en F", esto es, X -y = x|y + X220 + -+ + X Vp-

Definicion 1.25. Si A € F"™" y B e F"*", el producto de matrices AB es la matriz C = AB €
F"™" cuya entrada (i, j) es el producto punto de la fila i de A con la columna j de B; es decir,

n

ciji=a-bj= Zaikbkj.
k=1

El producto matricial obedece las leyes algebraicas A(BC) = (AB)C; (A+ D)B=AB+ DB,
A(B+E)=AB+AE; (AB)' = B'A’. Sin embargo, este producto no es conmutativo, porque
AB # BA en general.

Si A, B € M,(F), su producto AB también pertenece a M,(FF). Este producto es asociativo
y distributivo sobre la suma de matrices, en vista de las primeras tres igualdades del pérrafo
anterior. En otras palabras, M,(F) es a la vez un espacio vectorial sobre F y un anillo (no
conmutativo): se dice® que M, (F) es un algebra sobre F.

Esta dlgebra tiene un elemento unidad, la matriz identidad /,, € M,,(F), que cumple A, =
I,A = A para todo A € M,(F). Concretamente, I, = [6;;], donde 6;; = [i = j]] es la “delta de
Kronecker”. Esta es una matriz diagonal:

1 0 ... 0

01 ...0
I, = . .

00 . 1

En un contexto en donde el tamafio n es fijo, se suele abreviar [ := I,.

Definicion 1.26. Un elemento A € M,,(F) es una matriz inversible o matriz no singular si
hay otra matriz C € M, (F) tal que AC = CA = 1. Si A es inversible, su matriz inversa C es
tinica y se denota C =: A~!. Fijese que (AB)~! = B-!A~! cuando A, B son matrices inversibles.

5Algunos autores franceses usan la notacion F,, en vez de (F")* para denotar el espacio dual de F".
%Una F-algebra es una estructura algebraica con tres operaciones compatibles: suma, producto y multipli-
cacion escalar por elementos de FF. Los polinomios F[¢] dan otro ejemplo, conmutativo, de dlgebra sobre F.
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Definicion 1.27. Sea T: V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales finitodi-
mensionales sobre F. Dadas dos bases, B = {x1,...,x,} para V'y C ={yi,...,yu} para W, la
matriz de 7 con respecto a estas bases’ es la matriz A = [qg; ile F"™" dada por

T(xj) =: Zaijy,-. (1~6)

i=1
Para exhibir la dependencia de la matriz A tanto de 7 como de las bases B y C, se escribe
— —. C
A =la;] =: [T]g.

Six=cix1+--+cpx, €VysiT(x)=byy,+---+byym € W, entonces

n n

Zm:b,-yi ~T(x) = T(chxj) = eiTx)) = anzm:aijcj‘yi,
i=1

j=1 j=1 j=1i=1

donde se ha usado la linealidad de la aplicacién 7. En vista de la independencia lineal de los
vectores y1,...,Ym, s concluye que

n
b= Zaijcj para cadai; obien, b=Ac.
J=1

En otras palabras, [T(x)]e = A[x]3, o bien
[T(0)]° = [T]5 [x]°. (1.7)

Fijese que T — A = [T]gf3 es un isomorfismo lineal, es decir, una aplicacion lineal biyec-
tiva, entre los espacios vectoriales L(V, W) y F"™; por ende

dimL(V,W) = dimF"™" = mn = (dim W)(dim V).

En efecto, la Proposicion 1.14 afirma que 7 +— A es inyectiva, y la aplicacion inversa es
A T4, donde
Ta(x):=Ax paratodo xe€[F".

Es fécil verificar que las biyecciones T +— A, A — T4 son lineales.
También es posible comprobar que la correspondencia 7 < A = [T]:(f3 preserva las otras
operaciones algebraicas, como sigue.

(a) Si D es una base del espacio vectorial Zy si B =[S ]g es la matriz de una aplicacion
lineal S € L(W,Z), entonces la matriz de la composicién ST es el producto matricial
BA, es decir,

[ST13 = BA = [S1Z(T15.

"Fijese bien en la forma “enrevesada” de combinar los fndices al lado derecho de esta ecuacion.
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(b) Si [T]gf3 = Ay si T es biyectivo, entonces [T‘l]g =A"1

(©) SiB*={f1,....fa}cV* 'y C ={g1,...,8m} C W* son las bases duales de B y C respec-
tivamente, la matriz correspondiente a la aplicacién transpuesta 7° € L(W*,V*) es la
matriz transpuesta A’:

715 =A = [T']5, = A"

Proposicion 1.28. Si A € F"™™", la imagen de la aplicacion correspondiente Ty : F' — F™ es
el subespacio de F™ generado por las columnas de la matriz A.

Demostracion. Si x € F", entonces T4(x) = Ax € F". Escribase x = Z?zl xjej, al desarrollar
el vector x en términos de la base estdndar {ey,...,e,} de F". Es evidente que Ae; = a; para
j=1,...,n. Por la linealidad de T4, se ve que

n

Ax =Ta(x) = ) x;Tale)) = x1a1 + X282+ + Xlly. (1.8)

j=1
De ahi es evidente que cada vector Ax es una combinacion lineal de las columnas ay,...,a,,
e inversamente, que cada combinacion lineal de estas columnas es de la forma Ax para algin
x € F". En otras palabras, es T4(F") = lin{ay,...,a,) <F". O

En general las columnas de A no son linealmente independientes; de hecho, son indepen-
dientes si y sOlo si n = r(T4). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.29. Si A € F"*", el rango de la matriz A se define como el rango de la aplicacién
lineal T4, es decir, r(A) := r(T4). Del mismo modo, la nulidad de A se define como la nulidad
de Ty, esto es, n(A) :=n(Ty).

Por lo tanto, r(A) es el mdximo niimero de columnas linealmente independientes de entre
las columnas de A. Ahora la Proposicién 1.23 implica que r(A”) = r(A). Por tanto, el rango
de A es también el maximo nimero de filas linealmente independientes de entre las filas de A.
(Fijese que las filas de A son las columnas de A’.) En consecuencia, es r(A) < min{m,n}.

» Dadas dos espacios vectoriales finitodimensionales V 'y W, sean B = {x1,...,x,} y B’ =
{x{,....,x,} dos bases de V'y sean C = {yy,...,ym} y € ={y],...,y;,} dos bases de W. Una
aplicacion lineal T € L(V, W) tiene dos matrices A = [T]% yB= [T]%',. La relacion entre estas
matrices es
¢ _n® C B . _
(Tl =g [T1g U]z, obien B= QAP

donde P = [113, y Q= [I]g’ son las matrices de cambio de base en V, W respectivamente.

Concretamente,
m

n
Xy= ) pisx yi=t Y qn). (1.9)
j=1

r=1

Obsérvese que P, por ser la matriz de una aplicacién identidad [ respecto de ciertas bases, es
una matriz cuadrada inversible. La matriz Q es inversible por la misma razon.
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Definicion 1.30. Dos matrices A, B € F"" se dicen equivalentes si hay un par de matrices
inversibles P € M,,(F)y Q € M,,,(F) tales que B = QAP.

Si A y B representan una aplicacién lineal 7 € L(V, W) respecto de dos pares de bases
para V'y W, entonces A y B son equivalentes. Inversamente, si A y B son equivalentes medi-
ante la relacion B = QAP, y si se cambia las bases estdndares en F" y F” por (1.9), entonces
B es la matriz de T4 con respecto a las nuevas bases. En particular, es r(A) = r(T) = r(B).

Los cambios de base de mayor interés ocurren cuando W =V y se toman C=By C’' = B’,
es decir, yy =x; yy, =x,. parak,r = 1,...,n. En este caso, por inspeccion de (1.9), o bien por
la reciprocidad entre P = [I]%, yQ= [I]g, se ve que Q = P! en M, (F).

Definicion 1.31. Dos matrices cuadradas A,B € M,(F) se dicen semejantes si hay una
matriz inversible P € M,,(F) tal que B = P~lAP.

Si Ay B representan una aplicacion lineal T € L(V, V) respecto de un par de bases para V,
entonces A y B son semejantes. Inversamente, si A y B son matrices semejantes mediante
B=P AP, y si se cambio la base estandar € = {x{,...,x,} en F" a la base P ={py,...,pn}
mediante (1.9), entonces B = [TA]g es la matriz de T4 con respecto de la nueva base P.

1.4 Ecuaciones lineales y eliminacion gaussiana

Un sistema de ecuaciones lineales tiene la siguiente forma:

aypxy+apxy+---+apxy = b1
a)ixy+axxy+---+ayx, = bz

A1 X1 + QX2+ + Qupn Xy = by (1.10)

donde los coeficientes a;; y b; pertenecen al cuerpo F.

Para la resolucion de este sistema, se procede a eliminar x1 de la segunda ecuacion y las
siguientes, al restar de la ecuacion nimero i un multiplo apropiado (por un factor —a;i/ai)
de la primera ecuacion. En seguida, se elimina x; de la tercera ecuacion y las siguientes, al
restar de ellas ciertos multiplos de la segunda; y asi sucesivamente. En el k-ésimo paso, es
posible seguir adelante si el coeficiente actual de x; en la ecuacién nimero k no es cero. En
cambio, si este coeficiente fuera cero, habria que intercambiar esta ecuacion con otra mas
abajo cuyo coeficiente de x; no es nula, antes de seguir con el proceso de eliminacién.?

8Este algoritmo recibe el nombre de eliminacion gaussiana, en parte porque Carl Friedrich Gauf3 1o usé
para resolver un sistema 6 X 6 durante sus investigaciones sobre la 6rbita del planeta enano Pallas. Por supuesto,
el método es mucho mds antiguo. Aparece en el manuscrito chino Jiuzhang Suanshu (Nueve Capitulos sobre el
Arte de Calcular), de autoria desconocido, de la época de la dinastia Han (~150 a.C.). Su octavo capitulo, Fang
cheng (arreglo cuadrilongo), se dedica al método de eliminacion.
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Considérese el caso en donde m = n. Si el proceso de eliminacién resulta exitoso, se
obtiene un sistema triangular de ecuaciones:

anxyt+apxyt+---+agpx, = bl

2 @, _ .2
Ayy X2+ -+ dy " Xn = by
=)
conaj; #0, a(zzz) 0, ..., aﬁ,’,’l) # 0. Entonces se puede despejar las variables x,, x,—1,...,X]

por sustitucion regresiva, para obtener una solucion tnica del sistema. En cambio, si alguno

de los pivotes a,(i) se anulara, habrd lugar para otras posibilidades, como la inexistencia de

soluciones o la existencia de mas de una solucion.
Al resumir la metodologia de manipular sistemas de ecuaciones, se ve que los calculos
admisibles son combinaciones de las siguientes tres operaciones elementales:

(a) multiplicar una ecuacion por una constante ¢ # 0;
(b) sustraer de una ecuacién un mualtiplo de cualquier otra ecuacion;

(c) intercambiar dos ecuaciones de la lista.

» Elsistema de ecuaciones lineales (1.10) puede escribirse como una sola ecuacion matricial:
Ax=b, con AecPF"™" pecPF"

Las incognitas xi,...,x, forman un vector (de columna) x € F"*. Alternativamente, el sistema
puede expresarse como una sola ecuacion vectorial en F":

x1a1+x2a2+~-+xnan:b, (1.11)

en donde los vectores a; € F" son las columnas de la matriz A. Esta ecuacion revela que un
sistema de ecuaciones lineales puede expresar un vector dado b como una combinacion lineal
de otros vectores dados a;, y que los coeficientes desconocidos de esa combinacion lineal
corresponden a la solucién del sistema de ecuaciones. De (1.11) se ve que hay al menos una
solucién x al sistema si y sélo si el vector b pertenece al subespacio lin{ay,...,a,) = To(F").

» La matriz aumentada de la ecuacién Ax = b es la matriz [A | b] € F"™"+D_ donde se
agrega b como columna suplementaria a la matriz A. Hay tres tipos de operaciones de fila
elementales sobre matrices aumentadas que corresponden a las operaciones elementales sobre
sistemas de ecuaciones:

(a) multiplicar una fila por una constante c # 0;
(b) sustraer de una fila un miiltiplo de cualquier otra fila,

(c) intercambiar dos filas.
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Si [A | b] es equivalente a [A” | b’] por operaciones de fila, entonces Ax = b si y sélo si
A’x = b’, es decir, los sistemas de ecuaciones asociados tienen las mismas soluciones x.

Proposicion 1.32. Las operaciones de fila no cambian el rango de una matriz. =|

Proposicion 1.33. Cualquier operacion de fila elemental sobre una matriz B € F™"

efectiia por premultiplicacion’ B — AB de esa matriz por una matriz cuadrada A € F™™.

se

Demostracion. Ad(a): Se multiplica la fila i de B por una constante ¢ # 0 con B — M;(c)B,
donde

(1 0 ... 0 ... O]
0 1 0 ... 0
M©=\o o .. ¢ ... o] (I.122)
0 0 ... 0 ... 1]
Aqui M;(c) es la matriz diagonal con entradas diagonales mj; = ¢ y mjj =1 para j # .
Ad(b): Se sustrae de la fila b* unas ¢ veces la fila ' con B — Rj;(c)B, donde
1 ... 0 ... 0 ... O]
O .. 1 ... 0 ..0
Rix(c)=]: oo dlost k> (1.12b)
0 —-c ... 1 0
o ... 0 ... 0 ... 1]

Si k # i, Rix(c) tiene entradas ryx = —c, rj; = 1 para todo j; sus otras entradas son ceros.
Ad(c): Se intercambian las filas i y k de con B — P B, donde

1 ... 0 ... 0 ... 0]
0 ..0 .. 1 ..0
Py =|: Do . (1.12¢)
0 1 0 0
0 ... 0 ... 0 ... 1]

Las entradas de P son: pjx = pr; = 1, pjj =181 j#1, j # k; sus otras entradas son ceros. O

9Como el producto de matrices no es conmutativa, hay que distinguir entre los procesos de premultiplicacion
B — AB'y posmultiplicacion C — CA por una matriz A.
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Todas estas matrices son inversibles: por cdlculo directo, se ve que
Mo~ =M1/, Ra(e)™' =Ra(=c), Pyl =Py

Por lo tanto, las operaciones de fila elementales pueden deshacerse por otras operaciones de
fila elementales, ejecutadas mediante premultiplicacién por matrices de tipo (1.12).
Por ejemplo, la siguiente eliminacion gaussiana:

1 3 -1|1 1 3 -1]|1 1 3 -1]|1 I 3 -1]1
34 —4|(7|—|0 -5 -1|4|+—|0 -5 -1|4|—|0 -5 -1] 4

36 2|3 3 6 2|3 0 -3 5 |-6 0 0 ZB|-%

es equivalente a la composicion de tres premultiplicaciones,
[A 18] — Ro3(R13(3)R123)[A| b] =: [V | c],

en donde V es una matriz triangular superior. Para revertir el proceso, fijese que

[A1b] = (Ri33)Ri3B3)R12(3) ' [V | e]
= Rlz(—3)R13(—3)R23(—%)[V le]=:L[V|c].

Esta matriz L es una matriz triangular inferior:

1 0 0]t 0 O]ft 0 0] [L 0O
L=(3 1 0[|0 1 0[|0 1 0|=|3 1 Of.
00 1][3 0 1[0 2 1] [3 2 1

El resultado que este proceso de “pivoteo”, en donde se ha empleado tinicamente opera-
ciones de fila del segundo tipo, ' es una factorizacién de la matriz A como A = LV, donde L
es una matriz triangular inferior y V es una matriz triangular superior:

13 -1] [t 0oO]t 3 -1
3 4 —4(=[3 1 0|0 -5 -1].
36 2] |32 1/]jo 0o %

Obsérvese también que las entradas subdiagonales de la matriz L son los multiplos de filas
escogidos en el proceso de eliminacién del sistema de ecuaciones Ax = b. Al guardar cuenta
de dichos multiplos, se escribe la matriz triangular inferior L sin necesidad de més cdlculos.
El sistema Vx = ¢ es el resultado de la fase de eliminacién. En resumen, el proceso de elimi-
nacidn gaussiana no solo resuelve el sistema de ecuaciones, sino que ademds proporciona la
factorizacion A = LV.

10E] verbo pivotear, aun no reconocido por la Real Academia Espaiiola, viene del francés pivoter: girar en
torno de un punto de apoyo (pivor). En la practica de la programacion lineal, un “pivote” es un elemento no cero
de una matriz que sirve de marcador para luego convertir las demas entradas de su columna en ceros mediante
operaciones de fila del segundo tipo.
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La matriz triangular L es “unipotente”, es decir, todas sus entradas diagonales son iguales
a 1. Ademas, las entradas diagonales al({];() de V no son ceros. Por tanto, V puede factorizarse a

su vez en un producto V = DU, donde D es la matriz diagonal con dy; = a,((],?, y U es la matriz
triangular superior unipotente obtenida al dividir cada fila de V por su entrada diagonal.
De este modo se obtiene la factorizacion A = LDU, en donde D es diagonal y L, U son
triangulares unipotentes.

» Hay matrices que no admiten este tipo de factorizacion. La eliminacion gaussiana de un
sistema Ax = b es simple si se reduce a un sistema triangular Vx = ¢ con operaciones de
fila del segundo tipo solamente. En tal caso, se obtiene A = LV donde L es el producto de
matrices de tipo Rjx(—c) con i < k, ¢ € F y las entradas diagonales de V no son ceros.

En el caso contrario, se obtiene a,(i) = 0 para algun k y es necesario intercambiar algunas
filas para continuar con la eliminacién. Si (y s6lo si) la matriz original A es inversible,
se llegard eventualmente al deseado sistema triangular Vx = ¢. El algoritmo produce una
factorizacién mas general de tipo A = PLV para matrices inversibles, donde P es un producto
de matrices de tipo Pj.

Para obtener esta factorizacion, se subdivide el algoritmo en pasos: el paso nimero k
consiste de operaciones de fila con el fin de reemplazar con ceros todas las entradas de la
columna k debajo de la diagonal. Si después de (k — 1) pasos, la entrada (k,k) también es
cero, se busca una fila j con j > k cuya entrada (k, j) no sea cero;!! luego, se intercambian
las filas j y k 'y se guarda cuenta de la matriz P; que registra el cambio de filas. El nuevo
elemento no cero en la posicion (k, k) es el pivote al(!;), y se procede al paso numero (k+ 1).
El factor P de A es el producto ordenado, de derecha a izquierda,'? de todos los Py i que
ocurren durante el proceso. Se puede mostrar que la matriz P~'A admite una eliminacién
gaussiana simple, de donde P~'A = LV. En otras palabras, se puede empezar de nuevo con el
sistema Ax = b, ejecutando al inicio todos los intercambios de fila que serdn eventualmente
necesarias, para obtener un sistema P lAx =P lb:; a partir de alli, se puede continuar con
operaciones de fila del segundo tipo solamente. !>

El algoritmo de eliminacién termina sin éxito si en algin paso ndmero k, la entrada dia-
gonal (k,k) es cero y todas las entradas debajo de ésta en la columna k también son ceros. Si
(y sélo si) esto ocurre, el rango de la matriz A es menor que n y por ende A no es inversible.

» En el caso general, en donde A es una matriz rectangular m X n, la existencia y unicidad de
soluciones es dado por la Proposicion siguiente.

Proposicion 1.34. Si A € F™", el conjunto de soluciones del sistema homogéneo de ecua-
ciones lineales Ax = 0 es el subespacio kerT4 < F", de dimension n(A). Hay una solucion
tinica (x = 0, por supuesto) si y solo si n(A) =0, si y sélo si r(A) = n.

""Habr4 al menos una fila j que cumple esta condicién, si A es inversible. En la practica, se aconseja elegir j
tal que el valor absoluto de la entrada (k, j) sea el mayor posible.

12Cada Py; es su propio inverso, P];j' = Py;. Por tanto, P~! es el producto ordenado de los Py; de izquierda a
derecha. Por ejemplo, si P = PggP35P23, entonces Pl = Py3 P35 Pes.

13para un andlisis detallado del método de eliminacién gaussiana, véase: Gilbert W. Stewart, Introduction to
Matrix Computations, Academic Press, New York, 1973.
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El sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales Ax = b, con b # 0, posee una solucion si'y
solo si b € T4(F"), siy solo si el rango r([A | b)) de la matriz aumentada es igual a r(A). En ese
caso, su conjunto de soluciones {x : Ax = b} es el subespacio afin xo +ker T4, donde x es al-
guna solucion particular. Luego Ax = b posee solucion tinica si 'y solo si r([A | b]) = r(A) = n.

Definicion 1.35. Se dice que una matriz A € F™", est4 en forma escalonada si:

(a) hay algunas columnas iguales a los vectores iniciales de la base estandar de F"; es
decir,aj, =ej,aj, =e, ..., a; = e para algun k;

(b) estas columnas aparecen en su orden natural: j; < jo <--- < Ji;

(c) sij<ji,entonces a; =0;si j, < j< j1,entonces los tltimos (m —r) elementos de a;
son ceros; y si j > ji, entonces los ultimos (m — k) elementos de a; son ceros.

Las columnas aj,,...,a;j, se llaman columnas bdsicas'* de A.

Una ejemplo de una matriz en forma escalonada es:

012017
A=(0 0 O 1 5 2f.
00 0O0O0O

Aquim=3,n=6,k=2, ji =2y jo =4. La dltima fila consta de ceros. De hecho, es una
consecuencia de la Definicion 1.35 que las dltimas (m — k) filas son ceros, si k < m.

Proposicion 1.36. Cualquier matriz A € F"™" puede transformarse en una tinica forma
escalonada mediante operaciones de fila. =]

Proposicion 1.37. Si A € F"™" es una matriz en forma escalonada con k columnas bdsicas,
entonces To(F") = lin{ey,...,er) y por ende r(A) = k. =|

Proposicion 1.38. Dos matrices A, B € F™" son equivalentes si y sdlo si se puede transfor-
mar A en B por operaciones de fila y de columna, si y solo si r(A) = r(B). =|

Proposicion 1.39. Si A € F"™" es una matriz de rango k, hay matrices inversibles Q € M,,(F),
P € M,(F) tales que
|k O

en donde cada O es un blogue rectangular de ceros.

Demostracion. La matriz A puede reducirse a su forma escalonada B, que contiene k colum-
nas basicas, mediante operaciones de fila solamente. La Proposiciéon 1.33 muestra que hay
una matriz inversible Q tal que QA = B. En seguida, se puede intercambiar columnas para

14Es evidente que estas columnas forman una base para el subespacio imagen T4 (F") generado por todas las
columnas de A.
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colocar las columnas bdsicas de B en las primeras k posiciones, manteniendo el orden relativo
de las columnas no bdsicas.

Una operacion de columna sobre B puede hacerse como sigue: (i) transponer B +— B';
(ii) hacer la correspondiente operacion de fila sobre B’ por una premultiplicacién B’ — M B’
donde M es una matriz de tipo (1.12); (iii) transponer de nuevo, MB' — BM'. En resumen,
una operacién de columna elemental se efectda al posmultiplicar B por cierta matriz in-
versible. Por tanto, una sucesién de operaciones de columna transforma B en BP’, donde P’
es una matriz inversible. El resultado de mover las columnas bésicas de B a la izquierda es
entonces

s _ | F e _ [Tk O
en donde F es un bloque kX (n—k). Si F # O, se aplica eliminacién gaussiana simple a la
matriz (QAP’)": esto reduce el bloque F’ a O. Esta eliminacidn se obtiene por una premulti-
plicacién (QAP’) +— P"”(QAP’) con P” inversible. Sea P := P’(P"’)'; entonces

0AP= (AP XP"Y = (P"0APYY =[5 |

1.5 Determinantes

El determinante de la matriz cuadrada A := [Ccl Z] € M>(F) se define por
det A := ‘“ b‘ :=ad—bceF.
c d- —

Este es un escalar que determina si la matriz es inversible o no: la matriz es inversible si su
determinante no es cero. En efecto, las identidades

a bl|d -b| _|d -blla b|_|ad-bc 0
c dl|-c a| |-c allc d| | O ad — bc
muestran que A es inversible en M>(F) siy s6lo si det A # 0, en cuyo caso
a ' 1 [d -b
c d|  ad-bc|-c al

El determinante de una matriz 3 X 3 puede definirse “por expansion segin la primera fila”:

ail a2 ais
azr a4z azi|i=dii
asp azz ass

az a2
asp asz

azi
asi

azz azs
azz ass

a
3 +aiz

= aj1axaz3 +a12a23a31 +a13a21a3 — a11a3az — ajpaz1asz —ajzaxasy.  (1.13a)
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Para una matriz cuadrada A =€ M,,(FF), se puede definir el determinante por induccion,
como sigue. Si n =1, se define det[a;;] := a;; € F. Supdéngase que se dispone de una
definicion del determinante para matrices en M,_1(FF). Si A € M,(F), sea A;; —con A may(s-
cula— la submatriz de A obtenida al borrar la fila i y la columna j de A. Cada A;; es una
matriz (n— 1) X (n—1). Escribase

mij 1= det A,‘j.
Este escalar m;; se llama el menor de la matriz A correspondiente a la entrada a;;. Obsérvese
que la ecuacion (1.13a) puede abreviarse con esta notacion:

det A =ajymy —aipmip +ajzmis. (1.13b)
Cuando n = 2, esSmyy =ax ympp =dayi, asi que detA = ajlazy —aipdnl =ajimip —aippmy.

Definicion 1.40. Si A € M, (F); se define det A € F por expansion segiin la primera fila:
n .
det A := ayymyy —apmip + -+ (=) aymy, = Z(—l)lﬂaljmlj, (1.14a)
j=1
o bien por expansion en segiin fila i:
n
det A := (=1 amiy + (=1 apmpp +--+ (=) ami = Y (=D amy;, - (1.14b)
j=1
o bien por expansion segiin la columna j:
n
det A := (—1)1+ja|jm1j + (—1)2+ja2jm2j +-o+ (—1)n+janjmnj = Z(—l)i+jaijmij. (1.14C)
i=1
La siguiente Proposicién muestra que todas estas definiciones son compatibles, pues con-
ducen al mismo resultado.

Proposicion 1.41. Si A € M, (F), entonces det A, definido por cualquiera de las formulas en
(1.14), es igual a
detA= > (-1)7a1;,a),...anj,, (1.15)
gesS,

donde la sumatoria'® recorre todas las n! permutaciones o = (j1,..., jn) de (1,2,...,n) y el

signo (=1)7 = +1 es +1 6 —1 segiin la permutacion o sea par o impar. '°

1SLa férmula (1.15) se debe a Gottfried Wilhelm Leibniz, quien considerd la condicién necesaria para resolver
un sistema inhomogéneo de n ecuaciones de primer grado en (n— 1) variables. Esta condicién es la anulacién de
la suma alternante de productos que aparece en (1.15). Asi se expres6 Leibniz en su carta del 28 de abril de 1693,
dirigido al Marquis de I’Hopital: “Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas quantitates, quae
simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte primo sumendae sunt omnes combinationes pos-
sibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscunque aequationis; secundo eae combinationes opposita
habent signa, si in eodem prodeuntis aequationis latere ponantur, quae habent tot coefficentes communes, quot
sunt unitates in numero quantitatum tollendarum unitate minuto; caeterae habent eadem signa”. La notacion
de sumatoria de productos tiende a clarificar esta descripcion verbal.

16Una permutacion o de (1,2,...,n) es par si es el producto de un niimero par de transposiciones i <> j; o es
impar en el caso contrario. Si o es el producto de k transposiciones, entonces (—1)7 := (—1)* por definicién.
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Demostracion. Segin la férmula (1.14a), esdet A:=3" _| (—=D™ay;,my;,, y ademds my j, =
det Ay}, es una suma andloga de términos con +a;;, multiplicado por menores correspon-
dientes de la submatriz Ayj,. Al repetir este argumento (n— 1) veces, det A queda expre-
sado como suma de los productos que aparecen al lado derecho de (1.15), en donde cada
producto contiene un factor tomado de cada fila y de columnas distintas. Hay n términos
en (1.14a), (n—1) términos en la expansion correspondiente a cada m j, etc., para un total de
n(n—1)(n—2)---3-2 =n! términos en la expansion final. La suma de estos productos recorre
todas las permutaciones posibles de (1,2,...,n).

Quedan por determinarse los signos en (1.15). En primer lugar, (—1)!*/! es el signo de la
transposicion 1 < j;. Por induccién sobre n, se comprueba que el producto de los diversos +1
que aparecen en la expansion iterativa de (1.14a) es efectivamente +1 si y sélo si (ji,..., jn)
es una permutacién par de (1,2,...,n).

El mismo argumento se aplica con cualquiera de las recetas (1.14b) 6 (1.14c). (En estos
casos, la fila o columna de expansion se puede elegir arbitrariamente en cada iteracion de la
expansion.) A lo sumo, podria ocurrir que el resultado final difiere del lado derecho de (1.15)
por un multiplo global de (+1), que seria independiente de la matriz A. Un célculo explicito
muestra que todas las recetas en (1.14) dan +1 como el valor de det I,,, asi que el desarrollo
(1.15) es correcto. O

Proposicion 1.42. Si A, B € M, (F), entonces det(AB) = det A det B.

Demostracion. Sea C := AB. Por (1.15), det C es una suma de productos +ci,¢2j,***Cnj,-
7z . n . .
Cada ¢y, es a su vez una suma de t€rminos ; =1 ai,bi, j, y por ende

det(AB) = > (=) ar;,aziy .- ani, biy j, binjy ---biy . (1.16)

Esta suma extiende sobre las permutaciones o = (ji,..., j,) de (1,2,...,n) y sobre toda posi-
bilidad para iy,...,i,. Cuando dos de los i; son iguales, la suma 3, (=1)7b;, b, j, .. bj,j, s€
anula por cancelacion de términos, asi que aparecen en (1.16) solamente aquellos términos
en donde 7 = (iy,...,i,) es una permutacién de (1,2,...,n).

Sea p = (ry,...,r,) la permutacion de (1,2,...,n) que transforma cada i en el j; corres-
pondiente. Entonces o es la composicion de las dos permutaciones 7'y p, es decir, 0 = poT,
asi que (—1)7 = (—=1)°(-1)". En conclusioén,

det(AB) = () (=1 arnaziy +-aui, | D (~1¥bin b ++bu, | = et AYdet B).
T p
Proposicion 1.43. Las operaciones de fila elementales, aplicadas a una matriz A € M, (F),
cambian su determinante de las siguientes maneras:
(a) al multiplicar una fila de A por ¢ # 0, se multiplica det A por ¢ también;
(b) al sustraer de una fila de A un miiltiplo de otra fila, det A no cambia;

(c) al intercambiar dos filas de A, det A cambia de signo.
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Demostracion. En vista de la Proposiciones 1.33 y 1.42, es suficiente verificar las igualdades:
det M;(c) =c, det Rix(c) =1, det Py = —1,

donde M;j(c), Rjx(c) y Pix son las matrices definidas por (1.12).

Al expandir det A en cualquier fila i de A que tenga 1 en la diagonal y O en las demads
entradas, la formula (1.14b) muestra que det A = (—1)*'mj; = m;;. En consecuencia, se puede
eliminar la fila i y también la columna i de A sin cambiar el determinante.

En las tres matrices definidas en (1.12), se puede eliminar asi todas las filas y columnas
excepto aquellas numeradas i y k —para M;(c), se puede tomar cualquier k con k #i. La
expansion segun filas (1.14b) reduce el calculo de estos determinantes al caso 2 X 2, en donde

10

1 01
0 c‘ =c, det Rix(c) = ‘_c

1 0

detMi(c):‘ (1)‘21, detPik:‘ ‘2—1. O

Proposicion 1.44. Si A € M, (F), entonces det A’ = det A.

Demostracion. La férmula (1.15), aplicada a la transpuesta de A, da

det A" = Z (—1)o—aj1161j22...ajnn;

€S,

Sear=(p1,...,pn):= o lla permutacion reciproca que lleva cada ji en k. Si o es el producto
de m transposiciones, 7 es el producto de las mismas m transposiciones en el orden inverso:
por lo tanto (—1)" = (—1)“. Luego,

det A'= )" (~1)"a1p,@ap, ..anp, = det A. O

neS,

Proposicion 1.45. Si A € M, (F) es una matriz triangular, entonces det A = ajjay; ...ay, es el
producto de los elementos diagonales de A. En particular, det I,, = 1.

Demostracion. SupOngase que A es una matriz triangular inferior. La expansion (1.14a)
segln la primera fila da det A = ay; my;. La submatriz A;; también es triangular inferior, y su
determinante es m1; = axamj2,12, donde mj3 12 es el menor correspondiente a la entrada az;.
Al repetir este argumento (n —2) veces, se obtiene

ap—1,n-1 0

detA=ajax...a,-2,4-2
’ an.n—-1 Ann

= 61116122 .. .ann.

El mismo argumento es aplicable si A es triangular superior (o bien se puede apelar a la
Proposicion anterior). O

Proposicion 1.46. Si A € M, (F) y si dos filas de A son iguales; o bien si dos columnas de A
son iguales; o bien si una fila o una columna de A es nula, entonces det A = 0. =

Proposicion 1.47. det A = 0 si y sélo si A es singular (es decir, no inversible).
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Demostracién. Si A es inversible, tenemos 1 = det I, = (det A)(det A™"), asi que det A no
puede ser cero.

Considérese el efecto de aplicar a la matriz A unos k pasos del algoritmo de eliminacion
gaussiana, con intercambio de filas cuando sea necesario, usando las operaciones de fila del
segundo y tercer tipos. El resultado de este proceso es una matriz de la forma

u X
A= [0 Y’]’ con U’ € My(F), Y' € M,_1(F),
donde U’ es triangular superior y sus elementos diagonales son los pivotes a1, a(zzz), ces a,((];);

O es un bloque rectangular (n — k) X k de ceros; y X’ es una matrix k X (n — k). La Proposicion
1.43 muestra que det A” = +det A. Al expandir det A’ segln la primera columna k veces, se
obtiene

detA’ = ana(zzz) .. .ag,? detY’.

Si A no es inversible, el algoritmo de eliminacién gaussiana se detiene en algin paso
nimero k, con k < n, porque a,(j,? = 0. Entonces det A’ =0 y por ende det A = 0.

Por otro lado, si A es inversible, se puede ejecutar n pasos de la eliminacién, hasta llegar
al dltimo pivote aﬁ,’,? # 0. Esto conduce a una importante formula para el determinante de una
matriz inversible:

detA = (~1Yanal)...al) #0, (1.17)
donde r es el nimero de intercambios de filas que ocurren en la eliminacion. O

En términos de la factorizacion A = PLV discutido anteriormente, se puede notar que
det P = (—1)", det L = 1 por ser L una matriz triangular unipotente, det V = alla(zzz) . .a,({;,) por

ser V triangular superior con los pivotes en la diagonal.

» Las matrices rectangulares que no son cuadradas no tienen determinantes. Sin embargo, a
veces vale la pena considerar los determinantes de sus submatrices cuadradas.

Proposicion 1.48. Sea A € F™". Su rango r(A) es el mayor entero k tal que A posee una
submatriz B de dimensiones k X k con det B # 0.

Demostracion. Sea k = r(A). Entonces hay k columnas linealmente independientes en A
(aquéllas que se convierten en columnas bdsicas al aplicar operaciones de fila para reducir A
a su forma escalonada). Sea C la submatriz m X k de A que se obtiene al borrar las demas
columnas de A.

Ahora r(C") = r(C) = k; luego C tiene k filas linealmente independientes. Sea B la sub-
matriz k X k de C (y por ende de A) que se obtiene al borrar las demas filas de C. Entonces
B € My(C) con r(B) = k, asi que B con det B # 0.

Si k < min{m,n}, sea D una submatriz (k+ 1) X (k+ 1) de A. Las columnas de D forman
parte de (k+ 1) columnas de A, que cumplen una relacién de dependencia lineal. Luego las
columnas de D cumplen una relacién de dependencia lineal también (;por qué?) asi que D
es singular y det D = 0. O
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» La solucion de un sistema de ecuaciones lineales, cuyo niimero de incognitas es igual al
numero de ecuaciones, puede expresarse mediante determinantes. La férmula correspon-
diente se llama la regla de Cramer.!” En la practica, es un método ineficiente para sistemas
con mds de tres variables; pero tiene importancia tedrica. Por ejemplo, muestra que un sis-
tema de ecuaciones con coeficientes enteros tiene soluciones racionales.

Definicion 1.49. Sea A € M,(F) una matriz cuadrada. EI cofactor de su entrada a;; es
(-D*m ji» donde el menor mj; = det Aj; es el determinante de la submatriz Aj; obtenida
al remover la fila j y la columna i de A. Fijese que m;; = det((A");;) es también un menor de
la matriz transpuesta A’.

La matriz adjA € M, (FF), cuya entrada (i, j) es el cofactor de a;;, es la matriz adjugada'®
de A. Para obtenerla, es cuestion de (i) reemplazar cada elemento g; j de A por el menor m;;;
(ii) multiplicar cada entrada por el signo (—1)"*/ que corresponde a su lugar en el “tablero de
ajedrez”; (iii) tomar la matriz transpuesta de ésta.

c . |a bl _[d -b
Obsérvese, en particular, que adj [c d] = [—c g ]
Proposicion 1.50. Si A € M, (F), entonces
A(adjA) = (adjA)A = (det A) I,,. (1.18)

Demostracion. Obsérvese primero que la formula (1.14b) corresponde al producto de la fila i
de A por la columna i de (adjA). Por otro lado, la férmula (1.14c) representa el producto de
la fila j de (adjA) por la columna j de A. En conjunto, estas dos formulas expresan que todo
elemento diagonal de los productos A (adjA) y (adjA)A es igual a det A.

Al multiplicar la fila k de A por la columna i de (adjA), con k # i, se obtiene

n
(=D agrmy + (=D 2agomp + -+ (= 1) agymyy, = Z(—l)i+jakjmij- (1.19)
=1

Esta es el determinante de la matriz A” obtenida al reemplazar la fila i de A por su fila k.
Entonces las filas i y k de A” son iguales, asi que det A’ = 0 por la Proposicion 1.46. Luego la
expresion (1.19) vale O cuando k # i. De igual modo, el producto punto de la fila / de A por
la columna j de (adjA), con [ # j, se anula. Luego, la entrada (i, j) de A(adjA) o de (adjA)A
es (det A) [[i = jII; lo cual comprueba (1.18). O

7Esta regla, aparentemente independiente del trabajo anterior de Leibniz, aparece por primera vez en:
Gabriel Cramer, Introduction a I’Analyse des Lignes Courbes Algébriques, Ginebra, 1750. El japonés Takakazu
Seki, contempordneo de Leibniz, ya habia dado el caso 3 x 3, en 1683.

181a matriz adjA a veces se llama la “matriz adjunta” de A. Sin embargo, cuando F = C, conviene reservar
ese término para el conjugado hermitico A*, que se vera en adelante. Algunos autores lo llaman el “adjunto
clasico” de A; véase, por ejemplo: Kenneth Hoffman y Ray Kunze, Algebra Lineal, Prentice-Hall Internacional,
Madrid, 1972. Aqui se adopta el convenio de usar la palabra adjugada, una mezcla inelegante de “adjunta” y
“conjugada”, con las disculpas apropiadas.
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La féormula (1.18) proporciona una férmula para la matriz inversa de una matriz no sin-
gular A. Si det A # 0, entonces

_ 1 .
A I:detAadJA.

En el caso 2 X 2, esta relacidn es

a b|' 1 [d -b

c d|  ad-bc|-c al
Proposicion 1.51 (Regla de Cramer). Sean A € M,(F), b € F*. Para cada j=1,...,n, sea
Bj:=lay...aj1bajy...a,] la matriz obtenida de A al reemplazar su columna a; por b.

Entonces el sistema de ecuaciones Ax = b tiene solucion vnica x € F" si y solo si det A # 0,
en cuyo caso

_detBj
o detA’

Demostracion. Ya se sabe que Ax = b tiene solucién unica s6lo si Ax = 0 tiene solucién
Unica, solo si kerT4 = {0}, sélo si n(A) = 0, s6lo si r(A) = n, sélo si A es inversible, sélo si
det A # 0. Por otro lado, si det A # 0, entonces x = A~'b es la solucién tnica.

Si det A # 0, al premultiplicar ambos lados de la ecuacién Ax = b por (adjA), se obtiene
la ecuacién

para j=1,...,n. (1.20)

(detA)x =(adjA)b.
Para cada j, las coordenadas j de estos dos vectores de columna son

n
(det A)x; = (fila j de adjA)-b = > (=1)"*/myjb; = det B),
i=1

al usar la expansion (1.14c¢) en la columna j para evaluar det B;. Al dividir esta relacién por
det A, se obtiene (1.20). O
1.6 Ejercicios sobre espacios vectoriales y matrices

Ejercicio 1.1. (a) Demostrar que los tres vectores (1,1,0), (1,1,1), (0,1,—1) son linealmente
independientes en R3. Expresar los vectores eq, e>, ez de la base estindar como combina-
ciones lineales de ellos.

(b) Demostrar que los tres polinomios %t(t —1),1-7, %t(t + 1) son linealmente indepen-
dientes en Q[#]. Expresar los monomios 1, ¢, 2 como combinaciones lineales de ellos.

Ejercicio 1.2. Si p,q,r, s € R son distintos, demostrar que los cuatro vectores

(LLLY, (p.grs), (p5¢5r7s%), (¢ r.s)

son linealmente independientes en R*. [ Indicacién: El polinomio ag +ait+ art® +ast3, sino
es el polinomio nulo, no puede tener més de tres raices distintas. ]|
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Ejercicio 1.3. Sea V = C[—nr,x] el espacio vectorial de funciones continuas f: [-m,7] — R.
Para cada n € N, definase f;, € V por f,(x) := cosnx. Demostrar que el conjunto { f,, : n € N}
es linealmente independiente en V. [[ Indicacion: Evaluar la integral f_ 7; cosmxcosnx dx. ]|

Ejercicio 1.4. Demostrar que {1,(z—1),(t— 1)2,...,(t—1)"} es una base para el espacio vec-
torial F,[] de polinomios de grado no mayor que n.

my Jmp My,

Ejercicio 1.5. Un monomio en k variables #1,...,# es un producto cf,"' 1, * ...t *; su grado es

la suma mj + - -- + my de los exponentes. Un polinomio homogéneo de grado m es una suma

finita de monomios de grado m; ellos forman un espacio vectorial P,(qlf) . (Cudl es la dimensién
k

de P,(n)?

Ejercicio 1.6. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre F y sean M, N dos subes-
pacios de V. Demostrar que su intersecciéon M NN y su suma M + N son también subespacios
de V. Verificar la férmula

dim(M +N) =dimM +dim N —dim(M N N).

[ Indicacién: Elijase una base para M NN y completarla de dos maneras para formar bases
de M y de N. Verificar que la unién de estas dos bases es una base para M + N. ]|

Ejercicio 1.7. Si L, M, N son tres subespacios de un espacio vectorial finitodimensional V,
comprobar que dim(L+ M + N) es igual a

dimL+dimM +dimN —dim(LN M) —dim(LNN)—dim(M NN) +dim(LNMNN).

Ejercicio 1.8. (a) Sean co,c1,...,c, € F escalares distintos y sean {m; : k=0,1,...,n} los
polinomios en F,[¢] dados por

(t—co)...(t—ci—1)(E = Crs1) ... (E—cn)
(ck—c0)...(ck — Ck—1)(Ck = Cks1) ... (Ck—Cpn)

(1) =

Ellos son los polinomios interpolativos de Lagrange para los “nudos” cg,c1,...,c,. Verificar
que mi(c;) = [lk = jll.

(b) Concluir que {mo(t),m1(?),...,m,(t)} es una base para F,[z].

(c) Demostrar que la base dual de F,,[#]* consta de las evaluaciones f;: F,[f] — F definidas
por fi(p(1) := p(c;).

Ejercicio 1.9. Encontrar los subespacios ker7T y T(R?) y las dimensiones n(T) y r(T), si
T € L(R3,R?) y 1a matriz de T respecto de la base estandar {e},e,e3} es

1 23
A:=2 4 6].
3609
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Ejercicio 1.10. Si7T € L(V,W), § € L(W,Z), demostrar las siguientes relaciones entre nuicleos
e imagenes:
ker(ST) 2 kerT, ST(V)cS(W),

ker((ST)") 2 ker(S), (STY(Z") C T'(WH).
Concluir que r(ST) <r(S)yque r(ST) < r(T).

Ejercicio 1.11. (a) Si V, W son espacios vectoriales finitodimensionales con dimV > dim W,
y si T € L(V, W), demostrar que T no es inyectivo.

(b) Sea Cla,b] :={f: [a,b] — R continua}. Definase T': C[a,b] — C|a,b] por

X
T = [ ford
a
Demostrar que 7 es lineal e inyectiva, pero no sobreyectiva. Concluir que Cla,b] es infini-
todimensional sobre R.

Ejercicio 1.12. Si A € M,(F) es una matriz inversible, demostrar que AH = @AY, Con-
cluir que A~! es simétrica cuando A es simétrica.

Ejercicio 1.13. Calcular (por induccién sobre n) las potencias A", B", C" de las siguientes
matrices:

| a1l 0 1
A= a , B:={0 a 1], C:= a, donde ac€PF.
0 a 0 1
0 0 a

Ejercicio 1.14. La base estandar para M(F) es € :={E,E12,E>1,E»;}, donde

1 0 01 00 00
E11=[0 0], E12=[0 0], 1521=[1 0], E22=[0 1]-

SiM= ‘Cl Z], definase Ly (A) := MA, Ry(A) := AM y T(A) := A’. Demostrar que Ly, Ry
y T son aplicaciones lineales de M (F) en si mismo y calcular sus matrices 4 X4 con respecto
a la base estandar.

Ejercicio 1.15. Sea A una matriz triangular superior con ceros en la diagonal:

[0 app aiz ... aiy

0 0 ars ... Ay
A:=|0 0 0 ... a3,

0 0 0 ... O]

asi que a;; = 0 parai > j. Demostrar que A" = O. Concluir que /, + A es inversible, con

I +A) ' =1, -A+ A% — ..+ (=) AL

S

1
Usar esta relacion para calcular el inverso de la matriz [0
0

S = Q
—_ 0




MA-460: Algebra Lineal II 27

Ejercicio 1.16. Resolver el sistema de ecuaciones

X1+ x+ x3=0
3X1+3XQ+4)C3=2
x1+2x2+ X3=—4

por el método de eliminacién gaussiana con intercambio de filas. Escribir la factorizacion
A = PLV de la matriz de coeficientes.

Ejercicio 1.17. Resolver el sistema de ecuaciones Ax = b, con

2
1

s b-_47
8

—_ N = O

0
0
1
2

SO =N
S == N =

por el método de eliminacién gaussiana. Usar el resultado del calculo para escribir explicita-
mente las matrices L, D, U de la factorizacion A = LDU.

Ejercicio 1.18. Convertir cada uno de estas matrices en la forma escalonada equivalente:

2 -1 3 1 1

1 2 0 2 1
}’ B:—10—21—3

A=|-1 =2 1 1 0 C 9 1 4 3

1 2 -3 -7 =2 3 2 o 3 _1

Ejercicio 1.19. Calcular r(A), encontrar una base para el espacio de soluciones de Ax =0y
describir el conjunto de soluciones de Ax = b, donde

1 -1 2 0 3 |-1

0 2 1 3 1|4
[A16]:= -1 1 5 1 0|3}

-1 0 1 -1 -2|4

Ejercicio 1.20. Demostrar que cada matriz de rango k es una suma de k matrices de rango 1.
[[ Indicacién: Usar la Proposicién 1.39. ]|

Ejercicio 1.21. Verificar la identidad

x 1000
4 x 200
0 3 x 3 0l=x(x>=4(x*-16).
002 x 4
0001 x
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Ejercicio 1.22. Verificar el determinante de Vandermonde'®

1 x x*2 x

2 3
i i §2 z3 = (== -wy -G -w)z—w).
1w w2 W

[[ Indicacién: Usar eliminacién gaussiana. |
Ejercicio 1.23. Verificar (por eliminacién gaussiana) que

1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 = —160.
1 -1 1 -1 1 1
1 -1 -1 1 1 -1

Ejercicio 1.24. Si A € M,,(F), B F™", C e F*" y D € M,,(F), demostrar que

det [g g] =det [Ié g] = (det A)(det D),

si en ambos casos O representa un rectangulo de ceros.

Ejercicio 1.25. Sea U, € M, (F) la matriz cuadrada cuyas entradas son fodas iguales a 1.
Demostrar que

det(U,—1,) = (-1)"'(n-1), det(Up+1,) =n+1.

Ejercicio 1.26. Obtener el rango de la matriz

35 14
A=12 -1 1 1
5 4 25

por (a) cdlculo de menores; (b) cambio a forma escalonada.

Ejercicio 1.27. Se puede definir el determinante de una aplicacién lineal T € L(V,V) por
det T :=det A, donde A la matriz de T respecto de alguna base de V. Comprobar que esta
definicion es consistente: esto es, si B es la matriz de T respecto de otra base de V, verificar
que det B = det A.

19En 1770, Alexandre Vandermonde escribi6 un ensayo sobre la solucién general de una ecuacién polinomial
de grado n. Sus ideas fueron generalizadas en el trabajo de Joseph-Louis Lagrange, “Réflexions sur la résolution
algébrique des équations”, Mémoirs de I’Academie Royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, 1771.
Lagrange quiso expresar las soluciones como combinaciones de las raices n-ésimas de 1 (llamados “resolventes
de Lagrange”) y para despejar los coeficientes usé un determinante cuyas columnas son potencias sucesivas de
la segunda columna. Posteriormente, la autoria de este determinante fue atribuido a Vandermonde.
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Ejercicio 1.28. Calcular la matriz adjugada (adjA) y la matriz inversa A~! para

1 -1 2
A=10 2 3].
-2 3 1

Ejercicio 1.29. (a) Si A € M,,(F) con n > 2, demostrar que det(adjA) = (det AL
(b) Concluir que adj(adjA) = (det AY* 2A sin > 3.
[ Indicacién: Considerar el producto de matrices A (adjA) adj(adjA). ]|

Ejercicio 1.30. Si A € M,(F), b,c € F" yd €F, sea [ft b] la matriz (n+ 1) X (n+ 1) formado

d
al bordear A por la columna b, la fila ¢’ y la entrada d. Demostrar que

A
!

det [ Z] =d det A—c'(adjA)b.

Ejercicio 1.31. Resolver este sistema de ecuaciones por la regla de Cramer:

x1 +4xp — X3:1
X1+ X+ X3=0
2X1 +3X3=0.

Ejercicio 1.32. (a) Sean (x,y) las coordenadas de un punto en R?. Demostrar que la recta que
pasa por dos puntos (x1,y1) y (x2,y2) tiene la ecuacion

1 x vy
I x1 »n
I x2 »

=0.

(b) Demostrar que el circulo que pasa por tres puntos (x1,y1), (x2,¥2) ¥ (x3,y3) tiene la
ecuacion

x oy xr+)y?

2 2

X1 N x1 +y1

2,.2

X2 Y2 X5+,

X3 )3 X§ +y§

—_— e

[ Indicacion: Comprobar que esta ecuacion representa un circulo y luego que pasa por los
tres puntos dados. ]|
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2 Estructura de Aplicaciones Lineales

El algebra lineal consiste mayormente en el estudio de las propiedades de aplicaciones lin-
eales. En este capitulo se analizara la estructura de una aplicacién lineal de un espacio vecto-
rial V en si mismo. Mucho depende de si V posee alguna estructura extra, como por ejemplo
un producto escalar: el siguiente capitulo abordard ese caso. Por ahora, se considera la
situacion en donde V es finitodimensional, sin usar un concepto de ortogonalidad. A cada
aplicacion lineal se le asocia unos polinomios que sirven para revelar su estructura.

2.1 Autovalores y autovectores

Definicion 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Un operador lineal sobre V es
una aplicacién lineal 7: V — V. El espacio vectorial L(V, V) de todos los operadores lineales
sobre V se denotard por Endr(V), o bien por End(V) cuando el cuerpo F es implicito del

contexto. !

El espacio vectorial End(V) es también un anillo, cuya operacién multiplicativa es la
composicion de operadores. En efecto, si R,S,T € End(V), entonces R(ST) = (RS)T (aso-
ciatividad); la aplicacion identidad /: x — x cumple IT =TI =T y las leyes distributivas
T(R+S)=TR+TS y (R+S)T =RT +ST también se cumplen. Ademads, la composicion
de operadores es compatible con la multiplicacién escalar: ¢(ST) = (¢S)T = S(cT) para
S,T € End(V) y c € F, ya que estas tres expresiones llevan x € V en ¢S (T(x)) € V. En otras
palabras, End(V) es un algebra sobre F.

Definicion 2.2. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea T € End(V). Un autovalor de T es
un escalar A € F tal que la ecuacion
T(x)=Ax (2.1

tenga una solucién x # 0. Un vector no nulo® x € V que cumple (2.1) se llama un autovector
asociado al autovalor A.

Algunos autores dicen valor propio en vez de “autovalor” y vector propio en vez de
“autovector”.?

Si B ={xy,...,x,} es una base (ordenada) de V, la expansion x = c;x +--- + ¢, X, deter-
mina un isomorfismo lineal V — F" : x — ¢ = [x]® dado por (1.3). A su vez, la férmula (1.6)

'Una aplicacién lineal de V en si mismo recibe el nombre de endomorfismo de V. Hay que advertir que este
término se vuelve ambiguo cuando el espacio vectorial V posee mds estructura (un producto, por ejemplo), en
cuyo caso se podria demandar que un endomorfismo de V en V preserva todas sus operaciones algebraicas. Para
evitar esa clase de discusiones, se emplea el término operador lineal en vez de “endomorfismo” en este texto.

?Laecuacién T(x) = Ax tiene la solucién trivial x = 0 cualquiera que sea el coeficiente A. Se descarta siempre
la solucién trivial: el vector 0 nunca puede ser autovector de un operador lineal.

3La terminologia viene en primera instancia del aleman, donde David Hilbert emple6 la palabra Eigenwert
en 1904 en un articulo sobre ecuaciones integrales: Eigen = auto, wert = valor. (Huyan de las malas traduc-
ciones que hablan de “eigenvalores” y “eigenvectores”.) La usanza moderna aparece en: John von Neumann,
“Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren”, Mathematische Annalen 102 (1929), 49—
131. Von Neumann declara: Ein Eigenwert ist eine Zahl A, zu der es eine Funktion f # 0 mit Rf = Af gibt; f ist
dann Eigenfunktion.
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es aplicable con la misma base en el dominio y el codominio de 7, es decir,
n
T(ep)=: ) ayxi,  A=[TI}. 22)
i=1
Por la discusion después de la Definicion 1.27, se sabe que [T(x)]73 =A [x]g, de modo que
las correspondencias 7 <> A < T4 establecen isomorfismos lineales entre End(V), M,(F)
y End(F"). Ademads, estas correspondencias convierten la composiciéon de operadores en
multiplicaciéon de matrices y viceversa, de modo que estas tres F-dlgebras son isomorfos
como dlgebras sobre F.
Asi las cosas, cada propiedad de aplicaciones lineales induce una propiedad paralela de
matrices. Por ejemplo, las matrices pueden poseer autovalores y autovectores.

Definicion 2.3. Sea A € M,(F) una matriz cuadrada. Un autovalor de A es un autovalor de
T4, es decir, un escalar A € F tal que la ecuacion

Ax =1x

tenga una solucién x # 0 en F". Un vector no nulo x € F" tal que Ax = Ax es un autovector
de A asociado al autovalor A.

Lema 2.4. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre F. Para un operador lineal
T € End(V) y A € F, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) A es un autovalor de T
(b) el operador lineal (T — Al) no es inversible en End(V),
(c) ker(T —Al) #{0}.

Demostracion. (a) <= (b): Un escalar A es un autovalor de 7 si y s6lo si hay x € V con
x#0y T(x)=Ax, siy solo si hay x # 0 tal que (T —Al)(x) =0, si y s6lo si (T —Al) no
es inyectivo, si y s6lo si (T — Al) no es biyectivo. Esta dltima equivalencia se debe a que
n(T — Al)+ r(T — AI) = dimV; por lo tanto, un operador lineal es inyectivo si y sélo si es
sobreyectivo.*

(b) & (c): Hay un vector x # 0 tal que (T — Al)(x) = 0 si y s6lo si hay x € ker(T — Al)
conx # 0. O

Lema 2.5. Para una matriz cuadrada A € M,(F) y A € F, son equivalentes las siguientes
condiciones:

(a) A es un autovalor de A;
(b) la matriz (A — AlL,) no es inversible en M,(F);

(c) det(A—Al,)=0.

4Esta conclusién depende de la finitud de dim V, para que las igualdades n(T —AI) =0y r(T — AI) = dimV
sean equivalentes. Sobre espacios vectoriales de dimension infinita, hay operadores lineales inyectivas pero no
sobreyectivas. Véase el Ejercicio 1.11, por ejemplo.
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Demostracion. La equivalencia (a) < (b) sigue del lema anterior, para el caso 7' = T4. La
equivalencia (b) &< (c) sigue de la Proposicién 1.47. |

Corolario 2.6. Si A € M, (F) es una matriz triangular, sus autovalores son sus elementos
diagonales ayy,a22,...,an,.

Demostracion. Supongase que A es triangular superior, es decir, a;; =0 parai > j. Si A es
un autovalor de A, entonces det(A — Al,) = 0 o bien, lo que es lo mismo, det(Al,, —A) = 0.
Explicitamente,

A—ayy —-a;pp ... —aj
0 A—axy ... —ayy,

det(A,-A)=| . : . .| =@-a1)(A=an)...(A=amw),
0 0 oo A—apy

porque la matriz A, — A también es triangular superior. Entonces A es un autovalor de A si 'y
sOlo si A —ay, = 0 para algin k, si y s6lo si A € {aj1,a2,...,am,}-
En el caso de que A sea una matriz triangular inferior, la demostracion es similar. |

Definicion 2.7. Si A € M,,(F) es una matriz cuadrada, el polinomio caracteristico de A se
define por
pa() :=det(tl,—A) = (-1)"det(A—t1,). (2.3)

Por ejemplo, si n =4, el polinomio caracteristico de A viene dado por

I—apy —ap —aiz  —ai4 ail—t an a3 a4
pall) = —d1 f—axp —a3  —ax4 | _| 421 axp—tl ax az4
—aszy —az f—as  —az asi aszy azz—t ax

—a41  —a42  —a43  T—a44 asl asn a4z ag4—t

Los procedimientos de célculo de determinantes muestran que pa(f) es un polinomio de
grado n. Por ejemplo, la férmula de Leibniz (1.15) muestra que

pa(t) = (t—ay)(t—a)...(t—ay,) +otros términos,

donde cada uno de los “otros términos” es un producto de (+1) por n entradas de la matriz
tI,—A, de las cuales a lo sumo (n —2) entradas pueden ser diagonales: esta parte forma un
polinomio de grado no mayor que (n—2). Entonces se ve que

-1
pa@® =1"— (a1 +an+--+am)t" +--

[ La Proposicion 2.16, més adelante, ofrece formulas para todos los coeficientes de pa(?). ]|
El polinomio p4(f) es un polinomio ménico,’ es decir, su primer coeficiente no nulo es 1.

5Algunos autores definen py () := det(A —t1I,). Bajo ese convenio, el primer coeficiente no nulo seria (—1)".
No es mucha la diferencia; sin embargo, es mds comodo elegir el signo de manera que el polinomio caracteristico
sea moénico.
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Lema 2.8. Si A, B € M, (F) son dos matrices semejantes, entonces det B = det A.

Demostracion. Las matrices A 'y B son semejantes si y s6lo si hay una matriz inversible P tal
que B = P~ 'AP. Ahora det P~ = 1/(det P) porque (det P~ Y)(det P)=det(P'P)=det I, = 1.
Entonces

det B = det(P~'AP) = (det P~1)(det A)(det P) = det A. O

Corolario 2.9. Si A, B € M, (F) son matrices semejantes, entonces pg(t) = pa(t). =]

Definicion 2.10. Si V es un espacio vectorial de dimension finita sobre F y si T € End(V),
su determinante det 7 € F se define por det T := det[T]%, donde B es una base cualquiera
de V.

El escalar det T esté bien definida, porque si A = [T]% y B= [T]g son las matrices de T’

con respecto a dos bases distintas B, € de V, entonces la matriz de cambio de base P = [I]g
es inversible, con inverso P~! = [I]%; por tanto,

B=[TI{ =[N [TIZ g =P 'AP (2.4)
y del Lema 2.8 se concluye que det B = det A.

Definicion 2.11. Sea 7' € End(V) un operador lineal sobre un espacio vectorial finitodimen-
sional V. El polinomio caracteristico de 7 es el polinomio p7(¢) € F[¢] definido por

pr(t) :=det(r1-T) = (-1)Y™V det(T —11). (2.5)

Proposicion 2.12. Si A € M,,(F) es una matriz cuadrada, los autovalores de A son las raices
de su polinomio caracteristico pa(t). Por lo tanto, A posee a lo sumo n autovalores distintos.

Demostracion. El Lema 2.5 dice que A es un autovalor de A siy solo si pa(4) = 0. O

Ejemplo 2.13. Considérese la siguiente matriz J € M»(F):

0 1
. . . t -1 . . . .
Su polinomio caracteristico es 1 =1>+1. Ahora, si F=R 6 Q, el polinomio 7>+ 1 es
irreducible® y no posee raices en F. Este es un ejemplo de una matriz que no posee autovalor

alguno en F.

Por otro lado, si F = C, la factorizacién 72 + 1 = (z—i)(¢ + i) muestra que {i,—i} podrian ser
autovalores de J. Es facil adivinar un par de autovectores en C2, para verificar que i y —i son
en efecto autovalores de J; por ejemplo,

o=k L el

En el caso F = F, := {0,1,...,p—1}, el cuerpo finito de residuos médulo divisién por un entero primo p,
la existencia de raices de >+ 1 en F, es un tema interesante de la teoria de niimeros. Se sabe que —1 es un
cuadrado médulo p siy sélo si p =2 o bien p =4m+ 1 para algin m € N.
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En general, la busqueda de autovectores es un asunto be encontrar soluciones no triviales
de sistemas de ecuaciones lineales homogéneas.

Ejemplo 2.14. El polinomio caracteristico de la matriz

1 0 2
A=[0 -1 =2
2 -2 0
se obtiene del calculo
-1 0 =2
oA =det(tl-A)=| 0 t+1 2|=@-D[tTT 2|0 1
5 2 1 2 2

= (= 1) +1-4)-2Q2t+2) =12~ 9¢
= 1(t=3)(1+3).

Luego pa(t) = 2 =3¢, con raices 1 = 0,3, —3; estos son los tres autovalores de A.

Ahora bien: para obtener los autovectores correspondientes, hay que resolver (por elimi-
nacion gaussiana) los tres sistemas de ecuaciones de ecuaciones homogéneas (13 —A)x =0
para A = 0,3,-3 respectivamente. En cada caso, se cambia la matriz aumentada [1/3 — A | 0]
a la forma [V | 0] con V triangular superior mediante operaciones de fila y se resuelve la
ecuacion Vx = 0 por “sustitucion regresiva”. En cada caso, la dltima fila de [V | 0] es nula,
que corresponde a la ecuacidn trivial Ox3 = 0, con lo cual la variable x3 queda libre: el auto-
vector queda determinado hasta el maltiplo x3. En detalle:

-1 0 =20 -1 0 2|0 -1 0 =210
CasoA1=0: 0 1 2 |(0l—]0 1 2 |0f—|0 1 2 (0];
-2 2 0|0 0 2 4]0 0 0 010
en cuyo caso (leyendo las filas de abajo para arriba),
-2x3 -2
Ox3=0, xp+2x3=0, —-x1-2x3=0 = x=|-2x3|=x3(-2].
X3 1
Ademas,
2 0 =210 2 0 -2|0 2 0 =210
Casod=3: 0 4 2 (0]—]|0 4 2 |0]—{0 4 2 |0{;
-2 2 3|0 02 110 0 0 010

cuya solucion es

X3 2
Ox3=0, 4x+2x3=0, 2x-2x3=0 = x= l—%xgl = §x3 l—l}.
X3 2
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Seguidamente,
-4 0 =210 -4 0 -2]0] -4 0 -2|0
Casodl=-3: 0O -2 2 1|0|l—]0 -2 2 1|0l—]0 -2 210
-2 2 =310 0 2 -=2]0] 0O 0 0|0
cuya solucién es
—%X3 -1
0x3=0, —2x+2x3=0, —4x-2x3=0 = x=| x3 |[=1x3|2
X3 2
Estos tres autovectores forman las columnas de una matriz
-2 2 -1
P=|-2 -1 2
1 2 2
Esta matriz cuadrada P es inversible: es facil calcular que det P =27 y que
-6 -6 3 1 -2 -2 1
adiP=|6 -3 6|, P*:d padip=gl2 -1 2/
3 6 6 t -1 2 2
Se ve por célculo directo que AP = PD, donde D es una matriz diagonal. En efecto,
1 o 2|2 2 -1 |0 6 3| |-2 2 -1[{{0 O O
AP=|0 -1 -2||-2 -1 2|=[0 -3 -6|=|-2 -1 2|0 3 O |=PD.
2 -2 0Of[1 2 2 0 6 -6/ |1 2 2[|0 0 -3

Las entradas diagonales de la matriz D son precisamente los tres autovalores 0, 3, =3 de la
matriz A, en el orden que corresponde al orden de las columnas de P. La ecuaciéon AP = PD
también puede escribirse en la forma

P 'AP=D. (2.7)

En otras palabras, la matriz A es semejante a una matriz diagonal D, mediante conjugacion
A — P~'AP por una matriz inversible P cuyas columnas son los autovectores de A. Se dice
que la matriz A es diagonalizable. Mas adelante se estudiara las condiciones y circunstancias
necesarias para que una determinada matriz cuadrada sea diagonalizable.

» Para obtener una férmula para el polinomio caracteristico, conviene introducir un poco de
notacién para submatrices.
Notacion. Considérese dos juegos de indices I :={i1,...,ix} C{l,....m}y J :={j1,...,ji} C
{1,...,n}, numerados en orden creciente: i} <ip <+ <ixy j1 < j2<:--<j;. S1 A esuna
matriz m X n, dendtese por Aj; la submatriz k x| de A formado por las entradas a;; con i € I,
jeld. -

Sean I’ :={1,...,m}\ I y también J’ :={1,...,n}\ J. Se dice que la submatriz Ay es
complementaria a Ajj.
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Definicion 2.15. Si A € M,(F) es una matriz cuadrada y si I = {iy,...,ix} €{l,...,n}, entonces
Ay € My(F) se llama una submatriz principal de A. Su determinante my; := det Aj; se llama
un menor principal de A. Paracadak =1,...,n, hay (2) menores principales de A obtenidos
de submatrices k X k.

Proposicion 2.16. Si A € My(F) es una matriz cuadrada, su polinomio caracteristico tiene
la forma

pa®) =" =11 (A + (A =+ (1) s (A) (= 1) TR(A), (2.8)
donde T1(A) =trA:=aj; +---+ay, es la traza de A; 7,(A) =det A; y en general

T(A) = Z detA; para k=1,....n (2.8b)
\II=k

es la suma de todos los menores principales k X k de la matriz A.

Demostracion. En el desarrollo de Leibniz del determinante

t—a;; —aip ... —daip

—apyy t—az ... —day
pa(®) =det(tl,—A)=| . : _ s

—dnl —Aapy ... l—ay,

el coeficiente de ¥ es 1a suma de todos los términos obtenidos de la siguiente forma: elfjanse

k indices I = {iy,...,ix} €{1,...,n}; tdmese el término ¢ del binomio (r—ay;) para [ ¢ I; férmese
el producto de estos ¢ con términos (—a;;) de las filas I y las columnas I sin repetir filas ni
columnas; multipliquese por el signo de la permutacion de filas contra columnas. De este
modo, el coeficiente de "% es

DD D =ai ) (=ay ),

1=k

donde la suma recorre las permutaciones o € S, que dejan fijos los indices diagonales en /’,
es decir, o(i,) = j, parar=1,...,k; o(l) =l para [ ¢ I. Entonces se puede escribir o = 7oy,
donde p;y es la permutacion de bamje7 que lleva (1,...,n) en (I,I') = (il,---,ik,ii,---,i,;_k)
con iy <---<igpyij} <---<i_,;y7esunapermutacion de {1,...,k} que deja fijos k+1,...,n.
Luego, el coeficiente de % e

DD D i) - (i) = (D TS D i i, = (1) det Ay,

U=k T =k T =k

Por lo tanto, pa(f) = X_ (- DF re(A) 7% O

"Barajar un naipe significa separar el naipe en dos partes y luego permutar las cartas de modo que se
conserve el orden relativo dentro de cada parte. Las permutaciones de baraje forman un tema importante en
la teoria combinatoria. Véase, por ejemplo: Richard Stanley, Enumerative Combinatorics, tomo 1, Cambridge
University Press, 1997.
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Corolario 2.17. Las sumas de menores principales son invariantes bajo semejanza: si A €
M,(F) y si P € M,(F) es inversible, entonces Tx(A) = 7(P71AP) parak=1,...,n. =

Si A es una matriz triangular, con autovalores A1,...,4, en la diagonal, las submatrices
principales Aj; son también triangulares; en este caso, los menores principales k X k son
productos de k elementos diagonales. Del Corolario 2.6, se ve que

trA=A1+A+---+A4,,
T2(A) = QA2 + A3+ + Ay Ay,
73(A) = A1 A3 + {1 A g + -+ + A2 A1 Ap,

detA =142... 4. (2.9)

De hecho, estas formulas valen para cualquier matriz A cuyos autovalores son Ai,...,4,,
como se verd mas adelante.

» Elargumento de la demostracion anterior es aplicable al calculo de determinantes. Hay una
generalizacion importante del desarrollo segun una fila (o columna), que consiste en expandir
en varias filas (o columnas) a la vez. La formula siguiente se conoce como el desarrollo de
Laplace de un determinante.®

Proposicion 2.18. Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada y sea I ={i,. .., i} un juego de indices
de las filas de A. Si J ={j1,...,jx} es un juego de indices de k columnas cualesquiera, sea
s(,J) =iy +---+ix+ j1 +- -+ jx. Entonces

det A = Z(—l YD (det Ay ) (det Appr),
|J|=k

donde la sumatoria recorre las (Z) posibilidades para J.

La demostracion de esta formula se deja como ejercicio. =|

2.2 El teorema de Cayley y Hamilton

Antes de abordar la propiedad mas famosa del polinomio caracteristico, es ttil recordar cier-
tos propiedades elementales de los polinomios. Ya se sabe que F[¢] es un dlgebra conmutativa
sobre el cuerpo F. Esta dlgebra es entera,’ es decir, no posee “divisores de cero”: si f(r) # 0

8Pierre-Simon de Laplace, matematico y astrénomo francés, dio la regla de expansién en 1772, en uno de
sus primeros trabajos sobre las orbitas planetarias, en el cual tuvo que resolver algunos sistemas de ecuaciones
lineales.

9La terminologia tiene una historia curiosa. Un anillo A (estructura con suma y producto compatibles) es
un anillo entero si para a,b € A, la relacién ab = 0 implica a = 0 o bien b = 0. Esta es una propiedad clave de
los nimeros enteros Z. A veces A se llama “dominio entero” o, menos correctamente, “dominio de integridad”:
Kronecker emple6 este término para distinguirlo de un cuerpo, que €l llamé “dominio de racionalidad”.
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y g(t) # 0, entonces f(¢)g(¢) # 0 también. Esto es evidente al recordar la ley de producto:

n m n m +m
(Z a; tj)(z bktk) = Za btk = Z( Z ajbk)t’,
=0 k=0 =0 k=0 =0 j+k=r

porque a, # 0, b,, # 0 implican a,b, # 0. Los grados se suman: si gr f(t) = n, grg(t) =m
entonces gr(f(¢)g(t)) =n+m.

Un polinomio g(#) es un factor de otro polinomio f(¢) si f(¢) = q(t)g(¢) para algin poli-
nomio ¢(t). En este caso, se dice que g(¢) divide f(t) y se escribe g(t)\ f(¢). En el caso
contrario, donde g(¢) no divide f(¢), se puede ejecutar una division con residuo, segun el lema
siguiente.'?

Lema 2.19. Si f(¢) y g(¢) son dos polinomios en F[t] con g(t) # 0, entonces hay un tinico par
de polinomios q(t), r(t) tales que

grr(r) < grg(o),

o bien r(t)=0. 2.10)

f()=q(Og@®)+r(t), con {

Demostracion. Escribase f(t) = ayt"+---+ajt+agy g(t) = byt™ +---+ b1t +bg. Si m>n,
tomese g(t) := 0, r(¢) := f(¢).
En cambio, si m < n, entonces

fi@) = fO-—1""g0)
m
es un polinomio con gr fi(¢) < n. Al invocar induccién sobre n, se puede suponer que fi(t) =
q1()g(t)+r(t), con grr(t) <m o bien r(¢) = 0. Entonces

£y = ( ey ch(t))g(t) (1),

y el resultado (2.10) sigue por la induccion sobre n.

Para la unicidad de q(t) y r(t), obsérvese que si g(1)g(t) + r(t) = g(t)g(t) + 7(t), entonces
(q(t) — q(2))g(t) = 7(r) — r(¢). Si esta ecuacién no es 0 = 0, entonces al lado izquierdo el grado
seria > m, mientras al lado derecho el grado seria < m, lo cual es imposible. Por tanto 7(t) =
r(t) y (q(t) - q(1))g(t) = 0. Como F[¢] es entero y g(¢) # 0, se concluye que g()—g(t) =0. O

Lema 2.20 (“Teorema del residuo™). Si a € F, el residuo de la division de un polinomio
f(t) € E[t] por (t —a) es igual a f(a).

Demostracion. Escribase f(t) = (t—a)q(t) + r(t), segtin (2.10). Entonces r(¢) es un polinomio
constante rg, porque si no es nulo su grado es menor que gr(t—a) = 1. Al evaluar esta ecuacion
polinomial en a € F, se obtiene f(a) = (a —a)q(a) + r(a) = r(a) = ry. O

10E] uso de la raya inclinada para denotar divisién se prefiere sobre la raya vertical g(r)| f(¢), por recomen-
dacién de libro: Ronald Graham, Donald Knuth y Oren Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley,
Reading, MA, 1989.
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Corolario 2.21 (“Teorema del factor”). Un polinomio f(t) tiene (t —a) como factor de primer
grado siy solo si f(a) =0. =|

Definicion 2.22. Si f(t),g(¢) son dos polinomios en F[¢], su maximo comiin divisor k(¢) =
mcd(f (), g(¢)) es el (4nico) polinomio tal que

1) kO\ (D), k@®)\g();
(1) si () \ f(t)y h(2)\ g(¢), entonces h(t) \ k(t);
(iii) k(¢) es ménico, es decir, de la forma k() = " + cp_1 "1 + -+ c1 1 + Cp.

Es fécil ver que el maximo comun divisor de dos polinomios es dnico, si existe. Su
existencia puede comprobarse con el algoritmo euclidiano, en estricta analogia con el proceso
de encontrar el maximo comun divisor de dos nimeros enteros. El Lema 2.19 produce una
sucesion finita de divisiones con residuo:

J@O =q(g@®) +ri(1), g1 =qaO)ri() +r2(0),  ri(1) = g3(Or2(0) +13(0), ...
ria(0) = giOr O+, 1) = g O +0, @.11)
donde los grados de los residuos decrecen hasta que algun residuo se anule. Si es el ultimo

residuo no nulo es 7(t) = d,t" + - - + dp, no es dificil comprobar que k(?) := d,;lr (f) cumple
las tres propiedades de la Definicién anterior.

Lema 2.23. Dados dos polinomios f(t),g(t) € E[t], existen otros dos polinomios a(t), b(t)
tales que

a(?) (1) + b(r) g(1) = med(f (1), 8(1)).
Demostracion. Fijese que ri(t) = f(t) —q1(¢)g(t), a partir de (2.11). Ademas,
ra(1) = g(1) — q2()r1 (1)

= g(0) —qa() (f(H) —q1(D)g(D)
= —q2(Of(0) +(q1(Dg2() + 1) g(2).

Por sustitucion repetida, se hallan a;(¢),b;(¢) € F[¢] tales que ri(t) = a;(t) f(¢) + b;(¢)g(t), para
i=1,...,j. Al dividir la j-ésima de estas ecuaciones por el coeficiente inicial de r;(7), se
obtiene la relacion deseada. O

Corolario 2.24 (Identidad de Bézout). Dos polinomios f(t), g(t) son relativamente primos:
mcd(f(¢),g(¢)) = 1, si y sélo si hay polinomios a(t),b(t) € F[t] tales que

a(t) f(1) +b(1) g(r) = 1.

» Un procedimiento muy util, a veces llamado “cdlculo funcional”, consiste en reemplazar
las potencias ¢" del indeterminado ¢ por las potencias de un elemento de alguna F-4lgebra. En
particular, podemos sustituir ¢ por una matriz en M,(F), o bien por una aplicacion lineal en
End(V).
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Definicion 2.25. Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada. Si f(¢) = ¢,t" +---+c1t+co es un
polinomio en F[¢], se define

f(A) :=c, A" + -+ 1A +col, € My (F). (2.12a)

La aplicacién f(¢) — f(A) : F[t] - M,(F) es lineal y lleva productos de polinomios en pro-
ductos de matrices, es decir, es un homomorfismo de dlgebras sobre F.
De igual manera, sea T € End(V), donde V es un espacio vectorial sobre F. Definase

f(T):=c,T"+---+c1T +col € End(V). (2.12b)

La aplicacion f(¢) — f(T) : F[t] — End(V) es lineal y lleva productos de polinomios en com-
posiciones de operadores: este es otro homomorfismo de F-dlgebras.

SiA= [T]% es la matriz de T con respecto a una base B de V, entonces p(A) = [p(T)]%.

Los homomorfismos de la Definicién 2.25 no son sobreyectivos, porque las dlgebras
M, (F) y End(V) no son conmutativos. Tampoco son inyectivos, porque M,(F) y End(V)
son finitodimensionales y F[¢] es infinitodimensional. Entonces, dada una matriz A, debe de
haber polinomios no nulos f(¢) tales que f(A) = 0. El siguiente teorema, debido a Hamilton'!
y a Cayley,!? proporciona un polinomio especifico con esta propiedad, el cual de hecho es el
polinomio caracteristico de A.

Teorema 2.26 (Cayley—Hamilton). Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada y sea p(t) € E[t] su
polinomio caracteristico. Entonces ps(A) = O en M, (F).

Demostracién. La regla de Cramer demuestra que '3
(tl,—A)adj(tl,—A)=det(tl,—A) I, = pa(t) I,. (2.13)

Las entradas de la matriz adj(z/, — A) son, salvo signo, menores (n— 1) X (n— 1) de la matriz
tI,—A. Como tal, son polinomios de grado no mayor que (n—1). Al combinar términos
segun las potencias de ¢, se obtienen matrices By, By, ..., B,—1 € M,(F) tales que

adj(r1,—A) = Bp_1 "' +---+ By t+ By.

"William Rowan Hamilton desarroll6 la teorfa de cuaterniones, que combinan escalares reales y vectores en
un espacio vectorial H = R&R?, dotado de un producto no conmutativo. Las aplicaciones lineales en Endg (H) se
representan por matrices en M4(R). Hamilton mostré que cada aplicacién satisface su polinomio caracteristico,
en su libro Lectures on Quaternions, Dublin, 1852.

2 Arthur Cayley introdujo la definicién moderna de matriz en su articulo “Memoir on the theory of matrices”,
Philosophical Transactions of the Royal Society of London 148 (1858), 17-37. Alli enuncié el teorema para
matrices cuadradas en general, aunque s6lo mostré los casos 2x2y 3 X 3.

13La regla de Cramer es valido para matrices con entradas escalares. Para justificar (2.13), se puede reem-
plazar ¢ por A ya que se verifica la ecuacion correspondiente para todo A € F. Mejor aun, se ve que la férmula
B adj B = (det B)I,, es una abreviatura para n> identidades polinomiales en las entradas de B € M,,(F), que sigue
valido cuando el cuerpo de escalares F queda reemplazada por el algebra F[z].
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Al escribir ps(t) = ' + Cae1 "V 4+ 4 ¢11+ ¢, 1a ecuacion (2.13) queda en la formal4

(t1,—A) By "'+ 4+ Bt +By) = (" + cyo "+ + 11+ o) 1.

Al igualar las potencias de t en ambos lados de esta ecuacion, se obtiene las siguientes igual-
dades:

—-ABy =coly, Bo—ABi=cily, ..., By2—ABy1=cp-1ly, By-1 =1y
Al multiplicarlas por potencias sucesivas de A, se obtiene

—ABy = col,,
ABy—A’B; = 1A,

An_an—Z —A"B,_1 = Cn—lAn_la
A"B,_1 =A".

Una suma telescopica de estas relaciones produce el resultado:
O=A"+cp 1AV v 1A+ col, = pa(A). O

Corolario 2.27. Sea T € End(V) un operador lineal sobre el espacio vectorial V' y sea pr(t) €
E[t] su polinomio caracteristico. Entonces pr(T) =0 en End(V). =i

Proposicion 2.28. Sea A € M,(F) una matriz cuadrada. Entre todos los polinomios monicos
f(t) € Ft] tales que f(A) = O, hay un tinico q(t) de minimo grado. Este q(t) divide cualquier
f() tal que f(A) = O.

Demostracion. Sea f(t) cualquier polinomio con f(A) = Oy sea ¢(t) cualquier polinomio
monico tal que g(A) = O en M,(F). Por divisibilidad con residuo (2.10), se puede escribir

@) = s(Og(®) + r(n),

para un tnico par de polinomios s(?), r(t), donde grr(¢) < grg(t) si r(¢) no es nulo.

Ademas, r(A) = f(A)—s(A)g(A) = O. Cuando m = grq(t) tiene su menor valor posible, se
concluye que r(¢) = 0. Por lo tanto, f(¢) = s(¢)q(t), es decir, g(t) \ f(?).

Si g(t) es otro polinomio ménico de grado m con g(A) = O, el mismo argumento muestra
que §(t) = u(t)q(t) para algin polinomio u(t). Por conteo de grados, se ve que gru(t) =0, es
decir, u(t) es constante. Como ¢(¢) y g(¢) son ménicos, es u(t) = 1; luego g(t) = q(t). O

Corolario 2.29. Sea T € End(V) un operador lineal. Entre todos los polinomios monicos
f(t) € F[t] tales que f(T) =0, hay un uinico q(t) de minimo grado. Este q(t) divide cualquier
f(t) tal que f(T) =0. |

14Ya se sabe por (2.8) que ¢ = (—1)"*7,_1(A), pero esta demostracién no requiere la férmula explicita.
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Definicion 2.30. Sea A € M,(F) una matriz cuadrada. El polinomio ménico g4 (f) de minimo
grado tal que g4(A) = O se llama el polinomio minimo de A.

El teorema de Cayley y Hamilton muestra que pa(A) = O. Por lo tanto, grga(?) < n.
La Proposicion anterior muestra que g4(f) divide p4(f). En particular, todas las raices de
ga(t) son autovalores de A. (La inversa también vale, como se verd mds adelante, en el
Corolario 2.40: todo autovalor de A es una raiz de su polinomio minimo.)

De igual modo, si T € End(V), el polinomio ménico gr(f) de minimo grado tal que
qr(T) = 0 se llama el polinomio minimo de 7. Ademas, g7(¢) \ pr(?).

Ejemplo 2.31. Considérese la matriz

S O O W
SO W=
SN OO
N O OO

Su polinomio caracteristico p4(f) es entonces

=3 -1 0 0
- 0 -3 0 0
PARI=1 0 0 (=2 0

0 0 0 -2

= (1-3)%(1-2).

Son candidatos a priori para el polinomio minimo los factores: (1—3), (t—2), (t— 3)2, (1-2)2,
(t=3)(t-2), (t=3)*(t=2), (t=3)(t = 2)*> y (t—3)*(t—2)*. Obsérvese que

01 0 O]Jf1t 100 [0100
00 0 offo 100 {0000

A=3lA=2l)=1 o _1 ollo 0 0 o[7|0o 0 0 o/*?
00 0 -1/looool (0000

pero que (A — 3)*(A-21) = O, por célculo directo. Se concluye que ga(t) = (1 — 3)2(r-2).
[ Moraleja: el polinomio minimo no necesariamente tiene factores distintos. ]|

2.3 Matrices diagonalizables

Entre todas las matrices cuadradas que representan un operador lineal 7', se busca una que
sea lo més sencilla posible. Hay varias posibilidades para [T]g porque hay varias maneras de
elegir la base € del espacio vectorial subyacente. En algunos casos (no siempre), se puede
elegir esta base tal que la matriz [T]g' sea una matriz diagonal.

La busqueda del representante diagonal se reduce a un problema de clasificar las matrices
cuadradas. En efecto, si A = [T]% es una matriz cualquiera que representa T € End(V), se
obtiene cualquier otro representante por cambio de base (de B a C, concretamente). Si P =
[I]g es la matriz de cambio de base, entonces se pasa de A = [T]% aP AP =115, segtn la
férmula (2.4). El problema matricial es el siguiente: dada una matriz A € M, (F), se busca
una matriz inversible P tal que P~'AP sea una matriz diagonal.
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Este problema admite una solucién, en primera instancia, si la matriz A posee autovalores
distintos, en vista del siguiente resultado.

Proposicion 2.32. Sea A € M,,(F) una matriz cuadrada. Si {A1,...,A;} son autovalores distin-
tos de A y si {x1,...,Xx} son unos autovectores correspondientes, entonces los autovectores
X1,..., X son linealmente independientes.

Demostracion. Por induccidn sobre k, se puede asumir que cualquier coleccion de (k—1)

autovectores para autovalores distintos son linealmente independientes. (Si k = 1, esto es

evidente, porque {x;} es linealmente independiente ya que x| # 0, pues x| es un autovector.)
Si x1,...,x; no fueran linealmente independientes, habria una relacién de dependencia

c1xj+caxp+--+cerxp =0, (2.14)

con cy,...,cx no todos cero. Renumerando la lista si fuera necesario, puede suponerse que
c1 #0. Luego, c3,...,cr no son todos cero porque ci;x; # 0. Al aplicar la matriz A a los dos
lados de esta ecuacidn, resulta

citlixy+codaxy+ -+ dpXxy = 0.
Al restar A1 veces (2.14) de esta relacion, se obtiene
Cz(/lz - /ll)xz + C3(/l3 — /11)x3 +--0 4+ Ck(/lk - /ll)xk =0. (2.15)

Los coeficientes en la ecuacion (2.15) no son todos cero porque los 4; son distintos y ¢3,...,ck
no son todos cero. Pero entonces x»,...,X; serian linealmente dependientes, contrario a la
hipdtesis inductiva. Se concluye que x1,...,x; deben ser linealmente independientes. O

Corolario 2.33. Si A € M,,(F) posee n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable.

Demostracion. Sea {p1,...,pn} un juego de n autovectores que corresponde a los n autovalo-
res distintos {4y,...,4,} de A. Por la proposicién anterior, B = {p,..., p,} es una base de F".
Con respecto a la base estandar € = {ey,...,e,}, cada p; puede desarrollarse asi:
n
Ps = Z pjsej = (la columna s de una matriz P).
j=1

Aqui P = [pjs] es la matriz [I]% de cambio de base (de € a B). El producto de matrices AP
es entonces

AP=A[p1 p> ... pul =[Ap1 Ap> ... Ap,]

A4 0 ... 0
0 A& ... 0

=lupr 2pa .. Awppl =lp1p2 ... pul| . . . . |=PD, (2.16)
0 0 ... A

donde D es la matriz diagonal con entradas diagonales Ay,...,4,. (Es util recordar que la
multiplicacién a la derecha P — PD efectiia un juego de operaciones de columna.)

La matriz P es inversible porque su rango es n, ya que tiene n columnas linealmente
independientes. Entonces AP = PD es equivalente a P_'!AP = D, con D diagonal. O
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Notacion. La notacién compacta

A 0 ... 0
0 A ... O
diag[A1,42,...,4,] =1 . . . 2.17)
0 0 ... A
denota la matriz diagonal con entradas diagonales Ap,...,4,. Si B = {x1,...,X,} es una

base de V tal que [T]g = diag[Ay,...,4,], entonces T(x;) = ?:1 Ailli = jllx; = Ajx; en vista
de (1.6). En otras palabras, cada x; es un autovector de T'.

Proposicion 2.34. Una matriz A € M, (F) es diagonalizable si y sélo si A tiene n autovectores
linealmente independientes, siy solo si F" posee una base formado por autovectores de A.

Demostracion. Es evidente que la segunda condicion es equivalente a la tercera, porque una
base de F” no es mds que una coleccién de n vectores linealmente independientes.

Si{p1,...,pn} CF" son n autovectores de A que son linealmente independientes, entonces
la matriz P = [p; p> ... pn] tiene n columnas linealmente independientes, por lo tanto su
rango es n'y la matriz P es inversible. Es Apy = Ay px parak =1,...,n, donde A es el autovalor
correspondiente al autovector py. Si D :=diag[Ay,...,4,] es la matriz diagonal cuyas entradas
diagonales son estos autovalores en el orden prescrito, entonces vale AP = PD, segun (2.16).
Se concluye que P~YAP = D, es decir, A es diagonalizable con forma diagonal D.

Por otro lado, si A es diagonalizable, hay una matriz inversible P y una matriz diagonal
D := diag[A1y,...,4,] tal que P~ 1AP = D. Por ende, es AP = PD; al comparar la k-ésima
columna de ambos lados de esta igualdad matricial, se ve de (2.16) que Apyx = Ay px para k =
1,...,n. En consecuencia, cada Ay es un autovalor de A y cada columna py es un autovector.
La matriz inversible P tiene rango n, es decir, sus columnas son linealmente independientes
y constituyen una base de F”". O

La proposicion anterior no requiere que los autovalores de una matriz diagonalizable sean
distintos. De hecho, cualquier matriz diagonal D es ipso facto diagonalizable: sus autovalores

son sus entradas diagonales y su base de autovectores es la base estdndar € = {ey,...,e,}.
Denétese por {vy,...,v,} los elementos distintos del juego de autovalores (A,...,4,). Si
v1 ocurre k; veces, vp ocurre kp veces,..., v, ocurre k, veces, con kj +ky +---+k, = n, se

puede permutar los A; para obtener

(Ao ) = (Ve VI V2, e s V2o s Vi ey Vi),
—_———— ———— —_——
ki veces ko veces k, veces

Se dice que k; es 1a multiplicidad del autovalor v;. El polinomio caracteristico de la matriz
D = diag[Ay,...,4,] es entonces

po(0) = =yt —v) . (t—v).

En el caso diagonal, el teorema de Cayley y Hamilton tiene una comprobacién directa: en el
producto de matrices diagonales (D — viL)X"(D = vaI,)*2 .. .(D —v,I,)* al menos uno de los
factores tiene una entrada diagonal O en cada fila.
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El polinomio minimo de esta matriz D es

gp() =t =v))(t=v2)...(t=v), (2.18)

con r factores distintos de primer grado. El producto (D —v1,)(D—-w1,)...(D—v,I,) es la
matriz O porque cada entrada diagonal es un producto de r escalares que incluyen un cero.
Si se suprimiera uno de los factores (f —v;), el producto de matrices con (D —v;l,)) omitido
posee entradas diagonales no nulas.

Sucede que el resultado inverso también es valido: si el polinomio minimo de una ma-
triz A se descompone en factores lineales distintos, entonces A es diagonalizable. Antes de
comprobarlo, conviene examinar otros aspectos estructurales de las operadores lineales en
general.

2.4 Descomposicion primaria de un operador lineal

Definicion 2.35. Sea V un espacio vectorial sobre F y sea T € End(V) un operador lineal. se
dice que un subespacio W < V es un subespacio invariante para 7 si T(W) C W.

Si W es un subespacio invariante para 7 € End(V), con dimV =ny dimW =m < n, sea
B ={x1,...,x,} una base de V cuya porcién inicial {x1,...,x,,} es una base de W. (Es cuestion
de elegir una base de W y luego completarla en una base de V.) En el desarrollo (2.2) del
operador T en esta base, la condicion T(W) € W implica que a;; = 0 cuando j < m pero i > m;
en otras palabras, la matriz [T]% tiene la forma
3 |A X
(715 = [ 5 B] ,

donde A € M,,,(F), B € M,,_,(F), X € F™ =™ y donde O € F"~™>X" ¢s un bloque de ceros.

Definicion 2.36. Se dice que un subespacio invariante W < V reduce el operador lineal T €
End(V) si hay otro subespacio invariante U < V tal que V = W@ U. Si asi fuera, existiria una
base B = {x1,...,x,} de V tal que W =lin{xy,...,x,;,) y U =lin{x,11,...,X,), en cuyo caso la
esquina X de la matriz [T]% es también un bloque de ceros:

A O]. (2.19)

B _
La matriz a la derecha de (2.19) se llama la suma directa de las matrices A y B.

Proposicion 2.37. Si el polinomio caracteristico de un operador lineal T € End(V) se fac-
toriza en pr(t) = h(t) k(t) con med(h(t),k(t)) = 1, entonces V=W U, donde W =kerh(T) y
U = kerk(T) son subespacios invariantes para T.

Demostracion. Por el Corolario 2.24, la condiciéon med(h(t), k(1)) = 1 implica que existen dos
polinomios a(t), b(t) € F[¢] que cumplen la identidad de Bézout:

h(t)a(t) + k(@) b(t) = 1.
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Luego W(T)a(T)+ k(T)b(T) = I en End(V). Ahora definase W := imk(T) y U := imh(T).
Ellos son subespacios invariantes para 7, ya que T(k(T)(x)) = k(T)(T(x)) y T(W(T)(y)) =
WT)(T(y)). Ademas, para cada x € V vale

x =hT)(a(T)(x))+k(T)D(T)x)) e W+ U,

asique V=W+U.

Para ver que esta suma de subespacios es directa, tomese x € WN U. Entonces exis-
ten y,z € V tales que x = k(T)(y) = h(T)(z). Del teorema de Cayley y Hamilton se obtiene
WT)(x)=pr(T)y) =0y k(T)(x) = pr(T)(z) = 0. La identidad de Bézout entonces muestra
que

x = a(T)(W(T)(x)) + (T )(k(T)(x)) = a(T)(0) + b(T)(0) = 0.
Se concluye que WNU = {0} y luego V=WeaU.

Six e W, hay y € Vtal que x = k(T)(y). Entonces h(T)(x) = h(T)k(T)(y) = pr(T)(y) = 0.
Por tanto, es W C ker h(T'). Al contar dimensiones, el teorema de rango y nulidad implica que

dimW =n—-dimU =n—r(l(T)) = n(T) = dim(ker h(T)),
por tanto W = ker h(T). De igual modo, se ve que U = kerk(T). O

Proposicion 2.38. Sea T € End(V) un operador lineal cuyo polinomio caracteristico escinde
en F[1]." Supdngase que pr(t) = h(t)k(t) con med(h(t),k(t)) = 1. Entonces las restricciones
de T a los subespacios W = kerh(T) y U = kerk(T) tienen polinomios caracteristicos h(t) y
k(t), respectivamente.

Demostracion. Obsérvese, por la demostracion de la Proposicion 2.37, que los subespacios
WyUreducenT: esT(W)C Wy T(U)CU. Sean T’ € End(W) y T” € End(U) las restric-
cionesde T'a Wy U, respectivamente. Sea B una base de Wy C una base de U, asi que BWC
esunabasede WoU =V.SiA=[T"]12,B= [T”]g, la matriz de T para la base B C es

e [A
[N%SS:[O g]. (2.20)

Entonces, si r =dim W, s = dim U, el polinomio caracteristico de T es

th,-A O |_ _
pr(1) = det [ o 1l,- B] = det (¢l — A)det (tl; — B) = pa(?) pp().

Si A es una raiz de pa(f), entonces hay y € W no nulo tal que 7(y) = T’(y) = Ay. Luego
Tz(y) = /lzy, T3(y) = /l3y, etc., de modo que 0 = A(T')(y) = h(A)y y por ende h(1) = 0. Ademas,
k() # 0 porque h(t) y k(¢) no tienen una raiz comun.

158e dice que un polinomio f(f) € F[f] escinde si f(f) = a,(t—a1)(t — 2)...(t — a,), donde n = gr f(f) con
raices aq,..., a, € F no necesariamente distintos. En el caso F = C, todo polinomio en C[¢] escinde: esto es el
llamado Teorema Fundamental del Algebra.
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Entonces, cada raiz de p4(¢) es una raiz de h(t) pero no de k(¢). De igual manera, cada
raiz de pp(?) es una raiz de k(¢) pero no de A(¢). Por lo tanto,

pr() = (D) k(2) = pa(®) pp(t) =: (1= A1) ... (1 = An)

donde la reparticion de los monomios (¢ — A;) entre los primeros dos factorizaciones de pr(t)
obliga las igualdades pa(¥) = h(t) y pp(t) = k(2). O

En la ultima Proposicidn, la hipétesis de que pr(¢) escinde en F[z] no es indispensable
(aunque fue usada en el dltimo paso de la demostracién). Es posible apelar a un teorema
de Kronecker, que dice que cada polinomio p(?) € F[¢] tiene una raiz en algun cuerpo que
“extiende” F (es decir, que que incluye F como subcuerpo). Es posible, entonces, extender el
cuerpo original F a otro cuerpo K tal que pr(f) escinde en K[¢]; las igualdades ps(?) = h(t)
y pp(t) = k() entonces se verifican en K[f] y de rebote también en F[f]. Este artificio es
particularmente ttil en el caso en donde F = R, porque hay polinomios reales cuadraticas que
no escinden en R[¢] pero si en C[¢].

Lema 2.39. Sea V=Wea&U, con W =kerh(T) y U = kerk(T), la descomposicion de V
obtenida de una factorizacion pr(t) = h(t) k(t) —en factores relativamente primos— del poli-
nomio caracteristico de un operador lineal T € End(V). Entonces hay una factorizacion co-
rrespondiente del polinomio minimo qr(t) = r(t) s(t) en factores relativamente primos, donde

r(t) \ h(t), s(t) \ k(¢), el operador r(T) se anula en W y s(T') se anula en U.

Demostracion. Elijase una base de V = W@ U tal que T tenga una matriz en bloques de la
forma (2.20). Entonces la relaciéon g7(T) = 0 conlleva la relacion

qr(A) O | _ A O\ _ |0 O

76" an) =o[o &))-5 3
asique g7(A) =0y qr(B) = 0. Sean r(t) := mcd(gr(t), h(t)) y s(t) := mcd(gr(?),k(t)); debe de
ser claro que r(¢) y s(¢) son relativamente primos y que r(¢)s(t) = mcd((q7(2), h(t)k(t)) = g7 (),
porque g7 () divide pr(t) = h(t)k(?).

También es h(A) = pa(A) = O y el Lema 2.23 dice que r(¢) = a(t)qr(t) + b(t)h(t) para
algunos polinomios a(t),b(t). Luego r(A) = O. En otras palabras, r(T") = 0 en End(W), si T’
es la restriccion de 7' a W. Del mismo modo, se obtiene s(B) = Oy s(T”") = 0 en End(U), si
T" eslarestriccionde T a U. O

Corolario 2.40. Cada raiz del polinomio caracteristico de un operador lineal T es también
una raiz de su polinomio minimo.

Demostracion. Si A es un autovalor de T, es pr(t) = (t — )" k(t) para algiin m € {1,2,3,...},
con k(1) # 0. El Lema anterior muestra que gr(f) = (t — DL s(t), con [ < m, donde (T — Al
anula ker((T — AI)™), que seria imposible si fuera [ = 0. (Por el cédlculo funcional de la
Definicién 2.25, es 7% := I cuando T es un operador no nulo.) Luego [ € {1,...,m} y por
ende A es una raiz de gr(t). O
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Proposicion 2.41. Si el polinomio minimo de un operador lineal T € End(V) se factoriza
en qr(t) = r(t) s(t) con r(t), s(t) monicos y mcd(r(t),s(t)) = 1, entonces V=W’ @ U’, donde
W =kerr(T) y U’ =kers(T) son subespacios invariantes para T. Los polinomios minimos
de las restricciones de T a W' y U’ son r(t) y s(t), respectivamente.

Demostracion. La demostracion de la Proposicion 2.37 se repite en forma casi idéntica, con
qr(1), (1), s(t), W, U’ en los lugares respectivos de pr (1), h(t), k(t), W'y U. En vez de
usar pr(T) = O por el teorema de Cayley y Hamilton, se usa g7(7T) = O por la definicién del
polinomio minimo. Por tanto, es V=W @ U’ con W =kerr(T) y U’ = kers(T). Ademas,
esta demostracion conlleva las igualdades W =ims(T)y U’ = imr(T).

Sea T’ € End(W’) la restriccion del operador T al subespacio invariante W’. Se ve que
r(T") =0 en End(W’) porque r(T")(y) = r(T)(y) = 0 para todo y € W' ya que W’ =kerr(T).

Si f(¢) € F[t] es un polinomio tal que f(7”) = 0 en End(W’), entonces f(T)(y) = 0 para
todo y = s(T)(x) € W’. Por tanto, f(T)(s(T)(x)) = 0 para todo x € V; esto es, f(T)s(T) =0
en End(V). Luego r(¢)s(t) = gr(t) \ f(¢)s(t); esto es, hay un polinomio g(z) tal que f(¢)s(z) =
g(Or(t)s(t) y por ende!® es f(@®) = g(®)r(t). En resumen: si f(T’) =0, entonces r(t) \ f(¢); esto
dice que r(t), el cual es monico, es el polinomio minimo del operador lineal 7.

De igual modo, s() es el polinomio minimo de la restriccion de 7' al subespacio U’. O

Teorema 2.42 (Descomposicién primaria). Si el polinomio minimo de un operador lineal
T € End(V) se factoriza como qr(t) = h1(t)...h.(t) en factores monicos relativamente primos
hi(t),...,h(t), entonces V=W &---®W,, donde W; =kerh;(T) parai=1,...,r. Ademads,
cada hi(t) es el polinomio minimo de la restriccion de T al subespacio invariante W;.

Demostracion. Por induccion sobre r. Sea k(f) := hy(t)...h.(t), asi que g7 (t) = h1(¢) k1 (¢) con
mcd(h(t),k1(¢)) = 1. La Proposicion 2.41 muestra que V = W @ U, donde Wy :=kerh(T)
y Uy :=kerk((T) =1mh(T).

Ademas, la Proposicion 2.41 muestra que las restricciones de 7 a W; y U; tienen poli-
nomios minimos respectivos hy(¢) y ki ().

Por induccién sobre 7, se puede suponer que el resultado es vdlido para la restriccién de T
al subespacio Uy, con polinomio minimo k{(t) = ha(¢)...h,(t). Se obtiene Uy = W @--- @ W,,
donde W; = kerh;(T), con polinomio minimo h;(T) en cada subespacio W;, parai=2,...,r.
El resultado ahora es evidente. O

Corolario 2.43. Sea T € End(V) un operador lineal cuyo polinomio caracteristico pr(t)
escinde en F[t]. Sea

pr() ==y t=v). .=y (2.21)
su factorizacion completa, con vy,...,v, € FE distintos. Entonces su polinomio minimo es de
la forma

gr(0) = =v)1 =) ..t =v)", (2.22)

conly,....l, eNyl<lj<kjparai=1,....,r. Sea V=W @ ---®&W, la descomposicion
primaria correspondiente, donde W; := ker((T — vil)l’). Entonces (t —v;)ki es el polinomio
caracteristico de la restriccion de T al subespacio invariante W;.

161 a cancelacién del factor comuin s(f) es vélida porque el dlgebra F[f] no posee “divisores de cero”.
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Demostracién. Por induccién sobre r; el resultado es obvio si r = 1. Sea h(z) := (1 — v~
k(f) := (t—v2)k2 .. (t—v,)kr, de modo que V=Wa&U con W =kerh(T)y U =kerk(T), por
la Proposicion 2.37. El Lema 2.39 muestra que gr(f) = r(#)s(t), donde r(z) = (t—vh y
s(t) = (t=v2)2...(t=vy)r conl; < k; para cada i; ademads, r(T') anula Wy s(T) anula U. El
Corolario 2.40 muestra que /; > 1.

Como r(t) divide h(?), es inmediato que W =ker h(T) C kerr(T") = Wy. Por otro lado, r(¢) y
k(t) son relativamente primos, asi que a(t)r(t) + b(t)k(t) = 1 para ciertos polinomios a(?), b(t);
luego, si z € Wi N U, entonces

2 =a(T)(r(T)(z)) + b(T)(K(T)(z)) = a(T)(0) + b(T)(0) = 0.

Cualquier x e Vesde laformax=y+zconye W, ze U. Si x € Wi, entonces y € Wy y
Z =Xx—y queda también en W y por tanto z = 0 y x = y. Se ha mostrado que Wy = W.

Se concluye que W & (W, @ --- @ W,) es exactamente la descomposicion de V que corre-
sponde a la factorizacioén pr(t) = h(t) k(t) por la Proposicion 2.37. La Proposicion 2.38 ahora
muestra que el polinomio caracteristico de T restringido a Wy es h(f) = (1 — v)¥1. Ademds, el
polinomio caracteristico de 7 restringido a Wo &--- @ W, es k(t) = (t - v -y, que
es lo que se requiere para poder aplicar la hipdtesis inductiva. O

» Ahora es posible ofrecer otro criterio de diagonalizabilidad.

Proposicion 2.44. Una matriz A € M,(F) es diagonalizable si y sélo si su polinomio minimo
qa(t) se descompone en factores distintos de primer grado.

Demostracién. Si A= PDP~! con D diagonal, entonces g4(f) = gp(?) es de la forma (2.18),
con factores distintos de primer grado.

Inversamente, si g4(¢) = (t—v1)(t—v3)...(t—v,) con vy,...,v, distintos, el Teorema 2.42
muestra que F" posee una descomposicion primaria de la forma

Ft=WoWr®---&W,, dondecada W :=ker(Ty—vil).
Sea By una base del subespacio Z4(vx), de modo que su unién disjunta B := B; W --- & B,
es una base de F". Si x € By, entonces Ax —vix = (T4 —viI)(x) = 0, asi que Ax = vix:
cada elemento de la base B es una autovector de A. La Proposicion 2.34 muestra que A es

diagonalizable. Concretamente, el cambio de la base estindar € a la base B diagonaliza la
matriz A:

[vi ... O
0 ... V1

PIAP=[TA1% = S O
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Ejemplo 2.45. La matriz J = [_01 (1)] no es diagonalizable sobre R, pero si es diagonalizable

sobre C. En efecto, su polinomio caracteristico es p;(t) = 1> +1, el cual es irreducible sobre R.
Como gy(1) \ py(t), también es g, (1) = 2+1, que no posee factores de primer grado sobre R.
En cambio, si se toma F = C, la factorizacion p;(t) = (¢t —i)(t + i) muestra que g;(t) =
(t—1i)(t+1i), ya que las posibilidades g;(f) = t =i quedan excluidas porque J +il # O. Luego
J es diagonalizable, con forma diagonal diag[i, —i], como ya se ha visto en el Ejemplo 2.13.

Ejemplo 2.46. Considérese la matriz triangular
A1
<o
con A € F cualquiera (y F un cuerpo cualquiera); esta matriz no es diagonalizable. En efecto,
es pa(t) = (t— )2, asi que ga(t) =t—A o bien g4(t) = (t— )% La posibilidad ga(t) =t— A4
queda excluida porque A — Al # O; por otro lado, es (A — AI)> = O por el teorema de Cayley y
Hamilton o bien por un célculo directo.

Luego este polinomio g4(7) = (r — 1) no es un producto de factores distintos de primer
grado.

2.5 Laforma de Jordan de una matriz compleja

El Ejemplo 2.45 pone de manifiesto que la diagonalizabilidad de una matriz en M, (F) de-
pende del cuerpo F. El cuerpo de niimeros complejos posee una propiedad fundamental, a
veces llamado el Teorema Fundamental del Algebra:'” cualquier polinomio de grado n en
Clt] posee n raices complejas (no necesariamente distintas), o 1o que es lo mismo, cualquier
f(t) € Cl[t] posee una factorizacién completa f(¢) = a,(t—ay)...(t—ay), con ay,...,a, € Cno
necesariamente distintos.

Para simplificar un poco la discusion, conviene suponer por ahora que F = C, de modo
que los polinomios p4(f) y ga(?) tengan factores irreducibles de primer grado solamente.

El Teorema 2.42 de la descomposicion primaria y su Corolario 2.43 muestran que cual-
quier operador lineal posee una matriz en M,(C) que es una suma directa de bloques diago-
nales:

Ay O ... O
O A, ... O
ry={. . . .| (2.23)
O O ... A,
Es cuestion de elegir bases By,..., B, para los subespacios Wy,..., W, de la descomposicion

primaria y tomar la base B de V como su unién disjunta: B = B w---w B,. Como cada

""Hay varias demostraciones de este teorema; parece que la primera demostracién rigurosa fue dada por
Argand en 1806. Una prueba corta emplea el teorema de Liouville, que dice que una funcién holomorfa acotada
definida en toda z € C es necesariamente constante. Si f(¢) € C[f] no posee raiz alguna, entonces z — f(z) es
una funcién holomorfa acotada y por tanto constante, asi que gr f(r) = 0. Obsérvese que si gr f(¢) > 1, s6lo hace
falta que f(¢) tenga una raiz a, porque se puede considerar el cociente f(f)/(t — @) para obtener otra raiz, y asi
sucesivamente.
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subespacio W; reduce T, los bloques no diagonales son rectdngulos de ceros. Cada A; es una
matriz con polinomio caracteristico (¢ — viki,

Al restar v;I;; de cada bloque, se obtiene una matriz N; := A; —v;;,. El teorema de Cayley
y Hamilton para la matriz A; muestra que

N = (A =il = 0.

Definicion 2.47. Un operador T € End(V) es nilpotente si T =0 para algun k € {1,2,3,...}.
Una matriz A € M,,(F) es una matriz nilpotente si Ak =0 para algin k € {1,2,3,...}.

Si A es un autovalor de un operador lineal nilpotente 7', con un autovector x # 0, entonces
A*x = T*(x) =0y por tanto A* = 0, luego A = 0. Es decir, 0 es el tinico autovalor de T'. Los ele-
mentos no nulos de ker7" son los autovectores correspondientes. El polinomio caracteristico
de T es pr(1) = t". Si k € N es el menor entero positivo tal que 7% = 0, el polinomio minimo

es qr(t) = i~

Proposicion 2.48. Cualquier matriz A € M, (C) es de la forma A = H+ N, donde H es dia-
gonalizable, N es nilpotente y HN = NH.

Demostracion. El polinomio caracteristico de A se descompone en factores de primer grado:

pa® ==y (t=v)2 .=k,

donde vy,...,v, € C son distintos y ki,...,k, son enteros positivos.

Después de una cambio de base A — P~'AP, segtin la descomposicién primaria del ope-
rador 74, se obtiene una suma directa de bloques (2.23). Para simplificar, supongase que la
matriz A ya tiene esta forma. Sea N la matriz de bloques

Ny O ... O
O Ny ... O

N:=| . o , con N;j:=A;-vil; i=1,....r.
O O ... N,

Entonces para k := max{ky,...,k,} es N¥ =0, o sea, N es nilpotente. Sea H la suma directa
de bloques diagonales v;/;, la cual es una matriz diagonal con autovalores v; (repetidas con
multiplicidades k;). Es obvio que A = H + N. En cada bloque, el producto HN se reduce al
producto de una matriz escalar v;I;;, con una matriz N; € My, (C), de donde sigue HN = NH.
En el caso general, se reemplazan H por P"'HP y N por P~'NP. Claramente, P~ HP es
diagonalizable con forma diagonal H. La matriz P~' NP es nilpotente, porque

(PT'NPF =P 'NPPINP...PTINP=P IN'P=PlOP=0.

También es evidente que (P~'HP)(P"'NP)= P"'HNP = P"'NHP = (P"'NP)P~'HP). O
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Falta averiguar la estructura de una matriz nilpotente. Sea N € M,(C) una matriz tal que
Nk =0, N*=! £ O para k un entero positivo (que depende de N). Entonces hay al menos un
vector no nulo x € C" tal que N¥1x #0. Paracadal=0,1,...,k, considérese el subespacio

Vii=kerTyi ={xeC": Nx =0}

Entonces Vy = {0}, V, =C" y ademds V;_| C V;paral=1,...,k, porque NElx =0 implica que
N'x = N(N'"'x) = N0 = 0. De este modo, los V; forman una cadena de subespacios:

0}=VoCViC...CV 1 CV,=C"
Sea m; := dimV;, de modo que
O=mog<m <...<my_; <myp=n.

Hay que elegir una base conveniente para C", que serd la union creciente be bases para los V;.
Se requiere un lema auxiliar, a continuacion.

Lema 2.49. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre F'y sea W un subespacio de V,
con dimW = m. Se puede elegir vectores x1,...,Xy,—m € V que son linealmente independien-
tes sobre W, es decir,

cix1+-+cp—mXn-m €W solosi ci=---=cp_m=0.

Demostracion. El espacio cociente V/W tiene dimensioén n—m. Sea {z1,...,2,-n} una base
de V/W. Cada z; es una coclase de la forma z; = x; + W para algiin x; € V.
Una relacién de la forma c1x1 + -+ - + ¢p—mXn—m € W implica que

c1z1+ -+ CpemZn—m = c1(X1 + W)+ + (X + W)
= (Cle +--- +Cn_mxn_’n)+W = W

Pero la coclase trivial W = 0+ W es el elemento nulo de V/W. Luego, la independencia lineal
de los z; en V/W conllevacy =--- = c¢;—,, = 0. O

Proposicion 2.50. Sea N € M,(C) una matriz nilpotente. Si k es el menor entero positivo tal
que N* = O, sea V; := ker Tyt paral=0,1,...,k. Entonces V posee una base B tal que

(a) B incluye una base de V), para cada l = 1,...,k;

(b) si x € B, entonces Nx € B o bien Nx = 0.

Demostracion. Denétese ry := my —my_1. Por el Lema anterior, hay vectores xi,...,x, €
C" = Vi que son linealmente independientes sobre Vj_1.
Los vectores Nxi,...,Nx,, quedan en Vj_;, porque Nk_l(ij) = kaj = () para cada j.

Resulta que estos vectores son linealmente independientes sobre Vi_». En efecto,

1

c1Nx +"'+Cr1er1 eV = N(01x1 +---+crlxr1) €Viio
= C1X1+ -+ Xp € Vi,

= cy=-=c¢,=0.
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Por lo tanto, es my_1 —myi_> > p;. Escribase rp := my_; —my_3.

Si rp > rq, en vista del Lema 2.49, se puede encontrar vectores X, 11,...,X, tales que el
conjunto {Nx1,...,Nx,,Xr +1,...,%r,} C Vik_1 sea linealmente independiente sobre Vj_. Si
ry = ry, €l conjunto {Nx1,...,Nx, } juega el mismo papel.

Ahora los vectores N2x1,...,N Zx,1 sNXp 41,...,Nx,, € Vi_3 son linealmente independien-
tes sobre V;_». De hecho,

2 2
biN“x1+---+b, N°x, + by 1 INXy 11+ +D,Nx,, € Vi3
= b1Nx +"'+br1er1 +b,1+1x,1+| +~~~+b,f2x,,2 € Via
= by=--=b,,=b,y1="-=b,=0.

Se concluye que r3 := my_p —my_p cumple r3 > rp. En el caso de que r3 > rp, hay vectores
Xry+1,-..,Xp; tales que el conjunto {Nle,...,NZxr,,Nx,,H,...,er2,xr2+1,...,xr3} C Vi
sea linealmente independiente sobre Vj_3.

Ad(a): Al repetir este proceso k veces, se obtiene la siguiente tabla de vectores en C":

x]’ L] xl‘la
lea ceey erp x}’1+1’ SRR xrza
2 2
N X1, oo N xrl, er1+1’ LR Nx}“z’ xr2+1, sy xr3’
k-1 k—1 k=2 k=2 k-3 k-3
Nxq, oo, N X, NO 2% i1, o, NOT2X0, NTT0X i s s NOT7X s o X410 e Xy

Aqui se ha escrito rj := my_ ;1 —my—j para j = 1,...,k. Los vectores en esta tabla son lineal-
mente independientes, y las dltimas [ filas pertenecen a V; para cada [. Ahora,

i +ry+-+rg = (g —mg_q) + (mg—g —myg_p) +---+(my —my) +my = n,

asi que todos estos vectores forman una base B de C". Ademas, para cada [/ las sumas
telescopicas ry +--- +r; = my = dim V; implican que las tdltimas [ filas forman una base del
subespacio V.

Ad(b): Siy esun vector de la tltima fila, entonces y € V| =kerTy, asi que Ny =0. Si z
es un vector de cualquier otra fila, entonces Nz es un miembro de la fila siguiente. O

En la tabla anterior de vectores, cada columna genera un subespacio invariante para 7'y .
De hecho, este subespacio reduce Ty porque las demds columnas generan un subespacio
suplementario, también invariante. Se puede entonces reordenar la base B, colocando las
columnas de izquierda a derecha y dentro de cada columna leyendo las columnas de abajo
hacia arriba:

k-1 k-1 k-2 k-3
B={N"x1,....Nx1,x1,N" " x2,...,Nx2,X2,...., X, N “Xp 11503 Xr), N* "Xyl X )

Las r; columnas de la tabla determinan r; subespacios que reducen Ty. Luego la matriz
[TN]% (que es semejante a N, desde luego) es una suma directa de bloques: hay ry bloques
k X k, seguido de r, —r; bloques de tamafio (k— 1) x (k— 1), etc., hasta ry_; — ry—2 bloques
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2x?2. Las ultimas ry — ry—; columnas de la tabla estdn en V| = ker T y se combinan para
proporcionar un bloque de ceros en la esquina inferior derecha de esta matriz.

Cada uno de estos bloques tiene una estructura sencilla. Basta examinar el primer bloque,
que queda determinado por las igualdades

Tn(N*Ix)) = N*/*lx,, para j=1,...,k

Al escribir y; := N¥=Jx,, de modo que yi,...,yx es la base ordenada del primer subespacio
invariante de la lista, se obtiene

Tn(y1)=0, Tn(ky2)=y1, TnQy3)=y2, ... TNk =Yi-1,

y la matriz correspondiente es el bloque

0 1 0 ... 0 0O
0 I ... 000
000 .. 000
SOy = e n (2.24)

000 ..010
000 .. 001
0 0 0 ... 00 O

es decir, una matriz triangular con ceros en la diagonal y unos en la subdiagonal superior:
app=ay3=--=ay14=1.

La matriz de Ty es la base elegida es entonces la suma directa de r1 bloques J¢(0), (r2 —r1)
bloques Ji—1(0), etc., hasta (ry—1 — rx—2) bloques J>(0), mas un bloque cuadrado de ceros de
lado (I’k - rk_l).

Definicion 2.51. Sea k € {2,3,...} y sea 1 € C. El bloque de Jordan J;(1) es la matriz
triangular en My(C) dado por

410 0 0O
0 1 0 0O
004 ..000
i) = A+ 0y = 0 0 8 (2.25)
0 0O A1
0 0O 0 21
0 0 0 0 0

Conviene denotar J{ (1) :=[A] € M(C), como caso trivial.

Lema 2.52. El polinomio minimo de un bloque de Jordan es igual que su polinomio carac-
teristico: si A = Ji (), entonces qa(t) = pa(t) = (t— DF.
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Demostracion. Si A = Ji(4), es obvio que pu(t) = det Jp(t— ) = (t — D)K. Basta entonces
comprobar que (Jix(1) — AL)! # O cuando k > 2 yl<k.

Ahora Ji() — Ay = Ji(0) es la matriz triangular nilpotente (2.24). Al renombrarla B =
Jx(0), se ve que las tnicas entradas no nulas de C = B? son

c13=bpbyz=1, cpu=bubs=1, ... cr2i=bk2k-1bk-1x=1.

Por induccion sobre /, se ve que en R = B! 1as tnicas entradas no ceros son rj I+l =142 =
-+ =ry-1x = 1. Por ejemplo, para B = J4(0) se ve que

0100 0010 0001
oo 10 > (0001 ; (0000
B=looo 1] Z=loooo F=looo ol

0000 0000 0000

En particular, Bl+0 paral/=1,2,...,k—1, pero B'=0. Luego gp(t) = i y qa(t) = (t—/l)k. m|

Teorema 2.53. Cualquier matriz A € M,,(C) es semejante a una suma directa de bloques de
Jordan de la forma Ji(v;), donde {vi,...,v,} son los autovalores distintos de A; para cada v;,
el mayor lado | de los bloques J)(v;) en esta suma directa es el exponente l; del factor (t — v
en el polinomio minimo q4(t) de la matriz A.

Demostracion. El polinomio minimo p4(¢) escinde en C[¢] y por ende es de la forma (2.21):
pa@®) = =y (1 =v2) ..t =v)",

donde vy,...,v, € C son distintos y k; +---+k, = n. Su polinomio minimo tiene la forma
(2.22):

ga@) = ¢ =v)"t=v)? ...t =v))l,
donde 1 < [; < k; en cada caso, en vista del Corolario 2.43.

Sea C" = W; &---® W, la descomposicién primaria debida a esta factorizacion de pa(t).
Elijase una base B; para cada W;, cuya unién disjunta B = B; ¥ --- W B, es una base de C".

Al cambiar la base estandar € de C" a esta base B, se obtiene que la matriz A es semejante
a una suma directa A = A; ®---®A,, como en (2.23). Ademas, cada bloque A; tiene la forma
A; =vili, + N; donde N; es una matriz cuadrada nilpotente, con Nl.li = 0 en M;,(C).

Abhora, la matriz escalar v;I;, no sufre cambio alguno al reemplazar la base B, por cual-
quier otra base de W;. Se puede entonces suponer que B; es aquélla que expresa 7y, como
suma directa de bloques de Jordan J;(0), como en (2.24). Por la construccién de esta base, se
ve que [ < [; en cada caso y que hay al menos un bloque de lado /;. Al sumarles los bloques
escalares v;1;, se obtiene que cada A; es una suma directa de bloques de Jordan J;(v;). |

Con el Teorema anterior, se dispone de una descripcion completa de la estructura de una
matriz cuadrada compleja, o bien la de un operador lineal sobre un espacio vectorial complejo
finitodimensional. De hecho, la descripcion es aplicable a matrices u operadores con otros
cuerpos F de escalares, toda vez que sus polinomios caracteristicos escinden en F[¢]. Hace
falta, sin embargo, un proceso algoritmico para hallar los polinomios minimos.'®

18Tales procesos existen, pero quedan fuera del &mbito de este curso. Véase, por ejemplo, el libro de Anatoly
I. Maltsev, Fundamentos de Algebra Lineal, Mir, Moscu, 1972.
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2.6 Ejercicios sobre operadores lineales y matrices

Ejercicio 2.1. Calcular los tres autovalores de la matriz

1 -1 O
A=|-1 2 -1}.
0 -1 1

Ejercicio 2.2. Calcular los tres autovalores distintos A1, A2, A3 de la matriz

32 2
A:=(2 2 0].
2 0 4

Resolver las ecuaciones (413 —A)x; =0, j=1,2,3, para obtener tres autovectores {x,x2,x3}
de A. Sea P :=[x| xp x3]. Verificar que la matriz P 'AP es diagonal y que sus elementos
diagonales son los autovalores de A.

Ejercicio 2.3. Calcular los autovalores de la matriz

2 -2 3
A=|1 1 1
1 3 -1

Obtener una matriz inversible P cuyas columnas son autovectores de A y verificar que las
transpuestas de las filas de P~! son autovectores de A’

Ejercicio 2.4. Un “cuadrado mégico” de lado n es una matriz n X n cuyas entradas son los
enteros 1,2,...,n* dispuestos de tal manera que la suma de las entradas de cada fila y de cada
columna es la misma. Verificar que %n(n2 + 1) es un autovalor de esta matriz.

Ejercicio 2.5. Calcular los polinomios caracteristicos y determinar los autovalores de las
matrices

1 1 1
cosf —sené cosht senht 2
= , = , C=|1 w w,
senf cos@ senht cosht )
1 v w

donde ~r< @<, te€R, y w=e>3=1(-1+iV3).

Ejercicio 2.6. Calcular el polinomio caracteristico de la matriz

000 .. 0 -ap]
100 ... 0 -a
A=l0 10 ... 0 -a
000 ... 1 —an]

y concluir que todo polinomio f(¢) es el polinomio caracteristico de alguna matriz.
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Ejercicio 2.7. (a) Si P"'AP = D es una matriz diagonal, demostrar que A = PD*P~! para
todo k € N.

(b) Calcular los dos autovalores de la matriz A = [ y obtener un par de autovectores

-5 3
-6 4
correspondientes.

(c) Usar los resultados de las partes (a) y (b) para comprobar que

-5 3]° _[-1025 513
—6 4| ~|-1026 514

la cual es valida para funciones f que pueden desarrollarse en series de potencias (con radio
de convergencia infinita, digamos), por aplicacién de las férmulas para A* a cada potencia.
Si D = diag[A4,...,4,] es diagonal, la matriz f(D) es también diagonal: de hecho, es f(D) =
diag[ f(A1),...,f(1,)]. Al tomar f(¢) :=¢' = Zkzo(l/k!)tk, se define la exponencial de una
matriz A € M,(F) como expA := Y} >o(1/ k) A, Comprobar el cdlculo siguiente:

ex -5 3 _ 2e2—e e—e?
Pl_g 4|7 |2e2=2¢ 2e—e2]|

Ejercicio 2.9. Una cadena de Markov es un proceso probabilistico con un niimero finito n
de estados caracterizado por nimeros reales no negativos a;; (que representa la probabilidad
de cambiar del estado i al estado j en un paso del proceso); se impone la condiciéon de que

;?z 1aij=1. Si A =la;;] € My(R) es la llamada matriz de transicion de la cadena de Markov,
resulta que la probabilidad de cambiar del estado i al estado j en k pasos es la entrada (i, j) de
la matriz A*. Comprobar que

1 1 1 INk+H1 11 1\k+1
2 2 0 Z+(§) 2 Z_(E)
1 1 1 k 1 1 1

1 1 1 1\k+1 1 1 1\k+1
0 2 2 z—(z) 2 z+(§)

Ejercicio 2.10. Sea A, B € M,(C) dos matrices cualesquiera. Demostrar que los polinomios
caracteristicos pap(?) y ppa(¢) coinciden.

[ Indicacién: Sidet A #0, es BA=A"'(AB)A. Sidet A =0, demostrar que det(A—ul,) #0
para casi todo p € C y concluir que para cada A fijo, la expresion

t — det(Al, — (A —tl,)B) —det(Al — B(A —tl,))

es un polinomio con mds de n raices. ||
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Ejercicio 2.11. Calcular los polinomios caracteristico y minimo de las matrices:

s oy
A=|1 4 1|, B= :
o4 1010

0101

Ejercicio 2.12. Sea S € End(M»(F)) el operador de transposicion, es decir S (A) := A" (véase
el Ejercicio 1.14). Calcular los polinomios caracteristico y minimo de S. Exhibir una base
de autovectores para el operador S .

Ejercicio 2.13. (a) Sea A € M,,(F) una matriz con n autovalores Ay,...,4,, no necesariamente
distintos. Si f(#) € F[¢] es un polinomio cualquiera, demostrar que los autovalores de la matriz

f(A) son f(A1),..., f(An).
(b) Comprobar que la traza de Ak obedece tr(A¥) = ﬂ]f +-- 4 /1’”‘, para todo k € N.

Ejercicio 2.14. Sea A € M,(F) una matriz inversible. Demostrar que el coeficiente de ¢ en el
polinomio caracteristico p4(t) es (-1 1det A tr(a™h).

Ejercicio 2.15. Decimos que una matriz B € M,,(F) es idempotente si B> = B. Comprobar
que la matriz (I, — B) es también idempotente. Demostrar que los autovalores distintos de B
son {0, 1}, exceptosi B=0 6 B=1.
(Qué puede afirmarse acerca de la forma de Jordan de una matriz idempotente B ?
Verificar que r(B) = tr B cuando B es idempotente.

Ejercicio 2.16. Una matriz A € M, (F), sobre un cuerpo F cualquiera, se llama semisimple si
su polinomio minimo es un producto de factores irreducibles distintos. Comprobar que una
matriz compleja (el caso F = C) es semisimple si y solo si es diagonalizable.

Exhibir una matriz B € M4(R) que es semisimple pero no diagonalizable.

Ejercicio 2.17. Si A € M,,(R) la matriz simétrica con entradas a;; = [i=j+ 1] + [ j=i + 1]], es
decir, tiene entradas 1 en las dos subdiagonales principales, y las demds entradas cero. Para
n =5, por ejemplo, es

01000
1 0100
A=(0 1 0 1 Of.
00101
00010

ijm

Sea B € M,,(R) la matriz con entradas b;; = sen( ) Verificar que las columnas de B son

n+
autovectores de A. (Cuales son los autovalores correspondientes? es la matriz A diagonali-

zable?
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Ejercicio 2.18. Calcular los polinomios caracteristico y minimo de la matriz

5-1 0 0 O
6 O 0
A=|10 0 0 O O0f.
0 0 1
0O 0 0 -11

Ejercicio 2.19. Calcular la forma de Jordan de la matriz triangular siguiente:

1 -2 3 4
o1 -1 =2
oo 1 4

00 0 -3

A

Para hallarla, se debe proceder asi:
(a) Identificar un autovector y para el autovalor —3.

(b) Identificar los subespacios V1, Va, V3 anulados por (A —14), (A — L)%, (A-1y)3, respec-
tivamente.

(c) Hallar un vector x € V3 '\ V5 tal que {(A - 1L)*x, (A—L)x, x, y} sea una base de F.
(d) Si P es la matriz cuyas columnas son los vectores de esta base, calcular P 1.

(e) Verificar que la matriz P~'AP es una suma directa de bloques de Jordan.

Ejercicio 2.20. Sea C(r) := C,t" + C_1t" ' +--- + Cit + Cy € M,(F[f]) una matriz n X n con
entradas polinomiales, o lo que es lo mismo, un polinomio con coeficientes C; en M, (F).
Mostrar que hay otro polinomio matricial Q(¢) tal que

C(t) = Q) (tl, — A) + C(A);
es decir, que es residuo de la “division a la derecha” de C(¢) por (¢1,, — A) es la matriz
C(A):=CA"+C,_ 1A+ + C1A + C.

Ejercicio 2.21. Sea A € M,(F) una matriz con polinomio caracteristico p4(¢) y polinomio
minimo g4(f). Sea d,—1(¢) el maximo comun divisor de los menores (n—1)xX(n—1) de A,
esto es, el maximo comun divisor de las entradas de adj(tl,, — A).

(a) Comprobar que d,,—(¢) divide p4(t). Si
pa(?)
dp-1()’
verificar que g(A) = O y como consecuencia, que g4(¢) divide g(¢). [[ Indicacién: Usar el
ejercicio anterior. ]|
(b) Si g(r) = s(t) ga(t) en F[¢], demostrar que s(¢) = 1 y concluir que ga(¢) = pa(t)/d,- 1(0).19

q(t) :=

19Este ejercicio proporciona una férmula para g4 (f), haciendo constar que existe un proceso algoritmico para
obtener el polinomio minimo. Véase la seccién IV.6 del libro: Feliks Gantmacher, The Theory of Matrices,
Chelsea, New York, 1959.
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3 Ortogonalidad y Teoria Espectral

Hasta ahora, el cuerpo subyacente a los espacios vectoriales y matrices ha sido arbitrario, y los
conceptos principales han sido la independencia lineal de vectores y la semejanza de matrices
cuadradas. (La dnica excepcion a esta universalidad del cuerpo F de escalares ocurrié cuando
fue necesario suponer que los polinomios caracteristicos escinden en F[¢] para obtener la
forma de Jordan, en cuyo caso se tom6 F = C por comodidad.) De ahora en adelante, se
adoptard un punto de vista mas estrecho, porque los conceptos de ortogonalidad y positividad
son mas ligados al uso de escalares reales o complejos.

Asi pues, en este capitulo el cuerpo de base serd R, el cuerpo de los niimeros reales, o bien
C, el de los nimeros complejos. Cuando una discusion se aplica en los dos casos, se usara la
letra F para denotar F = R 6 F = C indiferentemente.

Si @ € C, @ = s+it con s,t € R, dendtese por @ = s —it su conjugado complejo; desde
luego, es @ = a siy sélo si @ € R.

3.1 Productos escalares reales y complejos

Definicion 3.1. Sea V un espacio vectorial sobre F =R 6 C. Un producto escalar en V es una
operacion que a cada par de vectores x,y € V asocia un escalar (x,y) € F, con las siguientes
propiedades; si x,y,z € V y a € F, entonces:

(2) (x,y) = (y,x),
(b) (x,y+2)=(x,y)+(x,2),
(©) (x,ay)=a(x,y),
(d) (x,x)>0, conigualdadsélosix=0enV.
Algunos libros emplean el término producto interno como sinénimo de producto escalar.!
Ejemplo 3.2. SiF =Ry V =R", el producto punto de dos vectores (de columna) es
(X, Y)=x-yi=x1y1+ X202+ + XY

Esto es un producto escalar real.
SiF=Cy V=C" se define andlogamente

(ZWYSZT-W =W +owa + -+ Z,Wy,.

Esto es un producto escalar complejo.

'En estos apuntes, se prefiere el término “producto escalar’; pero eso es cuestion de gustos, y bien se ha
dicho que de gustibus non est disputandum. De hecho, en la literatura matemética, abundan los productos
internos y externos, como también los productos interiores y exteriores. Para no complicar las cosas antes de
tiempo, es mejor evitar esta terminologia.
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Definicion 3.3. Una aplicacion T: V — W entre dos espacios vectoriales complejas (en el
caso F = C) se llama semilineal (o bien antilineal) si

T(ax+By)=ax+fy paratodo x,y€V, a,feC.

Si V,W,Z son tres espacios vectoriales sobre un cuerpo F cualquiera, se dice que una
aplicacion T: VX W — Z es bilineal si

e x— T(x,y) quedaen L(V,Z) paracaday e W;
e y— T(x,y) quedaen L(W,Z) paracadax e V.

Es decir, T es bilineal si es lineal en cada variable por separado.
Si V, W,Z son tres espacios vectoriales complejos, se dice que una aplicacion 7: VW —
Z es sesquilineal si T es semilineal en una variable y lineal en la otra.?

Las propiedades (a), (b), (c) de la Definicion 3.1 muestran que el producto escalar, con-
siderado como aplicacion V XV — F, es bilineal en el caso real F = R pero sesquilineal en
el caso complejo F = C. (Fijese que (a) y (b) implican que (y + z,x) = (y,x) + (z,x) cuando
x,y,2€V.)

Ademas, la sesquilinealidad, segun la propiedad (c) arriba, dice que (x,y) es lineal en
la segunda variable, pero semilineal en la primera variable. Este convenio, establecido por
los trabajos de Dirac en los albores de la mecdnica cuantica, tiene diversas ventajas.> Sin
embargo, hay que advertir que la mayoria de los textos de matemadtica, en contraste con los
de fisica, adoptan el convenio opuesto, en donde el producto escalar es lineal en la primera
variable y semilineal en la segunda. Caveat lector.

Ejemplo 3.4. Si V = Cr|[a,b] es el espacio de funciones continuas f: [a,b] — R, definase

b
(fog) = f Ay

Es fécil verificar que esta es un producto escalar real.
En el espacio vectorial complejo Cc[a,b] de funciones continuas f: [a,b] — C, se puede
definir

b—
fog) = f FDe(dr.

En particular, (f,f) = fa b |f(£)|>dt > 0, con igualdad si y sélo si la funcién continua f es
idénticamente cero en el intervalo [a, b].

2El prefijo sesqui- significa “1% veces”.

3Paul Adrien Maurice Dirac (1902—1984), fisico inglés, obtuvo una ecuacién que describe el compor-
tamiento relativista del electron. En 1930, publicé su Principles of Quantum Mechanics, que sent6 el for-
malismo bésico de la fisica cudntica (e incluye sus convenios notacionales).
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Los espacios vectoriales del ejemplo anterior son infinitodimensionales. Para evitar las
matices de andlisis tales como la convergencia de integrales y series, en adelante se asumira
que todos los espacios vectoriales son de dimension finita. Sin embargo, buena parte de la
discusion que sigue es directamente extensible al caso infinitodimensional.

Ejemplo 3.5. Si V = R™" es el espacio vectorial de matrices m X n reales, definase
(A,B) :=tr(A'B).

Esta expresion es evidentemente lineal en A y en B. Para verificar su positividad, es cuestion

de notar que
n m
tr(A'A) = Y Y a? 20,
j=1i=1
con igualdad si y s6lo si todo a;; = 0, es decir, A = O.
La positividad del producto escalar, en la propiedad (d) de la Definicién 3.1, permite
introducir el concepto de longitud de un vector. En adelante, en este capitulo, V serd un

espacio vectorial finitodimensional, real o complejo segtn el contexto, dotado de un producto
escalar (-, -) fijo.

Definicion 3.6. Se define la norma (o longitud) de un vector x € V por

llx]| := V{x,x). (3.1)
Proposicion 3.7. Se verifica la desigualdad de Schwarz:
|| <IIxllllyll  para todo  x,y € V. (3.2)

con igualdad si y solo si x,y son proporcionales.

Demostracion. Es claro que (3.2) se cumple con igualdad si x = 0 o bien si y = 0 (el vector
0 es proporcional a cualquier vector x porque 0 = Ox). Supéngase entonces que x =0, y # 0.
Supongase ademads, en el caso F = C, que (x,y) € R.

Para r € R, coléquese f(¥) :=||x + ty||2. Entonces

f(O)=(x+ty,x+1ty)
=(x,x)+2t{x,y)+ t2<y,y) porque (y,x)=<(x,y)€R,

= lyIP 2 + 20,y t +|Ix]1* =: at + bt +c,

la cual es una funcidn cuadrética real de ¢, con a > 0. Como f(¢) > 0 para todo ¢ por hipétesis,
el discriminante de la ecuacién cuadritica ar”> + bt + ¢ = 0 no puede ser positivo. De hecho,
si t1, tp fueran dos raices distintas de esta ecuacion, seria f(t) < 0 para #; <t < f;. Resulta
entonces que b*—4ac <0, es decir,

4x,y)* — 4llx|Plyll* <0,
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o bien {(x, y)2 < ||x||2||y||2. Al tomar la raiz cuadrada positiva de ambos lados, se obtiene la
desigualdad deseada:

< lll[ Iyl

con igualdad so6lo si b —4ac =0, es decir, s6lo si la ecuacién cuadratica ar® + bt +c¢ =0 posee
una sola raiz real t = ty. Pero entonces f(#) = ||x + zfoyll2 =0y en consecuencia x +tpy =0
en V. Luego x = —fgy para algun 79 € R, es decir, los vectores x,y son proporcionales.

EnelcasoF=C,si(x,y)¢R, entonces (x,y) = reconr>0,0eR. Coloquese z := e_igy,
asi que (x,z) = r € R. De (3.2), ya verificado para ese caso, se obtiene [(x, z)| < ||x||||z||; pero
llzll = le~|llyll = Ilyll, asi que

|¢x, )

e, )| =[x, 2)| = |, 2)] < IIxll Izl = [l [y - O
Corolario 3.8 (Desigualdad de Cauchy). Si xi,...,Xs,V1,-..,Vn € R, entonces
(XY + o+ X yn)® S (0 + -+ X2 (0 4 +Y2). =

Proposicion 3.9. La norma de un vector tiene las siguientes propiedades; si x,y € V, a € F,
entonces:

(a) ||lax|| =|alllx|| (homogeneidad positiva),
(b) llx+yll <llx||+Ilyll (desigualdad triangular),
(c) |Ix|| =0, conigualdad solosix=0enV.

Demostracion. Ad(a): Basta notar que llax||? = (ax,ax) = (@a)|x|? y que Vaa = |a|.
Ad(b): Al usar la desigualdad de Schwarz (3.2), se obtiene

Ix+yl* = (x+y,x+y)
= (0, x)2 + (X, Y) + (3, %) + (3, y)?
< el + 21, )l + Iyl
< [l + 21l Iyl + Lyl = (llell + 1y11)>.

Ad(c): Esto es inmediato de la propiedad (d) de la Definicion 3.1. O

Lema 3.10 (Ley del paralelogramo). Si V es un espacio vectorial con un producto escalar y
si x,yy € V, entonces
e+ Y17 + Il = yII? = 2111 +2Ily1>.

Demostracion. Este es un calculo sencillo:

llx + Y17 +[1x = yI* = (X +y,x +y) +(x -y, x—y)
= 2(x,x) +2(y,y) = 2lIx|* + 2llyl1*. O
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Hay otras normas sobre R" 6 C", es decir, funciones x — ||x|| que cumplen las propiedades
(a), (b), (c) de la Proposicion 3.9. Dos ejemplos son
llxll1 o= oer]+ ool + - - + [,
[Ixlleo := max{lx1l, |x2l, ..., |xnl }. (3.3)
No es dificil chequear que estas normas no cumplen la ley del paralelogramo. De hecho, se

sabe que cualquier norma sobre R” 6 C" que cumple esa ley determina un producto escalar
tal que (x,x) = llx]|%.

Lema 3.11 (Polarizacion). Si V es un espacio vectorial con un producto escalar, la norma
(3.1) determina el producto escalar por polarizacion:

CasoF=R: (x,y) = glx+yl* - gllx—yIP.

CasoF=C: (x,y) = glx+yIF = glle = yI* + Fllix +yII> - £llix -yl

Demostracion. En ambos casos, se obtiene (x,y) al hacer una expansion directa del lado
derecho de la ecuacion. O

Definicion 3.12. La longitud ||x — y|| se llama la distancia entre dos vectores x,y € V.
Enelcaso F=R,six #0yy #0, la desigualdad de Schwarz implica que

PR ’
[l Lyl

asi que hay un unico dngulo 6 con 0 < 6 < & tal que cos8 := (x,y)/|lx|||ly|l. Se dice que 6 es
el dngulo entre los vectores no nulos x,y. Se verifica la relacion (x,y) = ||x||||y||cos 6, pero es
tautoldgica.

Definicion 3.13. Dos vectores x,y € V son ortogonales si (x,y) = 0. Se escribe x L y para
significar que x,y son ortogonales.

Se dice que los vectores no nulos x1,..., X, € V forman un conjunto ortogonal si x; L x;
parai # j.
Lema 3.14. Un conjunto ortogonal de vectores es linealmente independiente.
Demostracion. Sea {x1,...,X;;} un conjunto ortogonal de vectores. Sean cy,...,c, € F tales
que c1x| + -+ Xy, = 0. Para cada indice j=1,...,m, vale

2
0=A(x;,0) =<(xj,c1x1 +--+CnXm) =<xj,cjx;) =cjllxjll°,
y por tanto ¢; = 0. Luego {xi,...,x,,} es linealmente independiente. O

Definicion 3.15. Si M es un subespacio de V, su complemento ortogonal M+ es el subes-
pacio de V definido por

M* :={yeV:(y,x)=0paratodox € M}.
Obsérvese que M+ es un subespacio de V porque, siy,z € M+, a € Fy si x € M, entonces

Y+z,x)=U,x)+(z,x)=0+0=0,
(ay,x)=a(y,x)=a0=0.
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3.2 Bases ortonormales

Definicion 3.16. Se dice que una base {ej,...,e,} de V es una base ortonormal si se verifica
las siguientes dos propiedades:

(a) (ej,exr)=0 cuando j#k;
(b) (ex.exy=1 parak=1,...,n.
Alternativamente, estas dos condiciones pueden combinarse en una:
(ej,exy=[j=kll paratodo jk=1,...,n 3.4)

En otras palabras, {e1,...,e,} es una base ortonormal de V si es un conjunto ortogonal de n
vectores tales que ||ex|| = 1 para todo k.

Si V posee una base ortonormal {ey,...,e,}, sean x = Z?Zl xjej,y = Zzzlykek las expre-
siones de dos vectores x,y € V en términos de esta base. Entonces

n n n n
(x,y) = <Z xjej,zykek> = ZZ(xjej,ykek>
j=1 k=1 j=1 k=1
n n n
= Z Z)‘cjyk<ej,ek> = Z)_Ck)’k =Xyt Xy2 e+ Xnns
j=1 k=1 k=1

porque los términos de la doble suma con j # k se anulan. De este modo, se recupera la forma
explicita del Ejemplo 3.2 para el producto escalar al usar coordenadas respecto de una base
ortonormal.

» Una base ortonormal permite identificar el espacio vectorial dual V* con el espacio vec-
torial original V. En efecto, sea € = {ey,...,e,} una base ortonormal de V; definase un juego
de formas lineales ¥ :={f1,..., f,} C V* por

Jfi(x) :={er,x) paratodo k=1,...,n.

Six= 2?21 xje j, entonces fi(x) = xi, asi que F es la base de V* dual a la base € de V.

Definase una aplicacion semilineal J: V — V* por J(X}_, ykex) := X;_, Yxfe- Por un
analogo de la Proposicion 1.14, la aplicacion semilineal J queda determinado por sus valores
sobre una base de V, es decir, basta saber que J(ex) := fr para k = 1,2,...,n. Entonces

JO)= Y Fufio  TOE) = D Ffil®) = ) Fuxk = (3,%). (3.5)
k=1 k=1 k=1

Resulta, entonces, que J(y) es la forma lineal x — (y,x). El resultado de este calculo aclara
que J tiene una descripcion que no depende de la base ortonormal especifica € de V. De este
modo, la aplicacién J proporciona una identificacién “candnica” de V* con V, en presencia
de un producto escalar.
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Lema 3.17. Bajo la identificacion (3.5) de V* con V, el complemento ortogonal M+ de un
subespacio M C 'V coincide con el anulador M+ < V* de la Definicién 1.21.
En consecuencia, dim(M*) = dimV —dim M.

Demostracion. Es cuestion de notar que

J(y) € M* (anulador) & J(y)(x)=0 paratodoxe M
— (y,x)=0 paratodoxe M
&= y e M* (complemento ortogonal). O

» Para comprobar la existencia de una base ortonormal para un espacio vectorial con pro-
ducto escalar, hay un algoritmo que la construye a partir de una base cualquiera. Se trata de
un proceso iterativo que toma cada vector de la base original y lo proyecta sobre una recta que
es ortogonal a cada uno de los vectores anteriores. Este proceso se conoce como el algoritmo
de Gram y Schmidt.*

Proposicion 3.18. Sea V un espacio vectorial de dimension n con un producto escalar, y sea
B ={x1,...,Xx,} una base de V. Sea e| := x1/||x1||; enseguida definase, para k < n,

Y2 i=x2—{er,x2)eq, e2 :=y2/|ly2ll;

y3:=x3—{e|,x3)e| —{e2,x3) e, e3:=y3/llysll;

Yi = xi—{e1,xp)er —{ex, xiyer— - —{er_1,Xr) €1, ek := yi/llyxll- (3.6)
Entonces {ey,...,ex} es una base ortonormal del subespacio lin{xy,...,Xy), en particular,

E:={ey,...,e,} es una base ortonormal de V.

Demostracion. Por induccién sobre k. Fijese que x; # 0 (por la independencia lineal de B),
asi que ||x1|| # 0. Luego {e1} es una base ortonormal de lin{x1) = {a@x| : @ € F}. En efecto, e
es un multiplo de x tal que |le]| = 1.

Supdngase entonces que eq,...,ex—1 han sido elegidos por el procedimiento indicado, y
que forman una base ortonormal de lin{x1,...,x;_1). Para que {ey,...,ex} sea base ortonormal
de lin{xy,...,xy), basta comprobar que e; L e; para j <k y que |let|]| = 1. Si j <k, entonces

k-1 k-1
(e, yk) = <ej,xk - Z(ei,xk>ei> = (e, Xr) — Z(ei,xk> (ej.ei)

k-1

=(ej, Xk) — Z(ei,xk> =il = {ej, xx) — (e, xi) = 0.
i=1

“4Este algoritmo aparece en un libro de Laplace, Théorie Analytique des Probabilités (Paris, 1816) y una
version modificada aparece en un trabajo de Jgrgen Pedersen Gram en 1883. La version moderna del algoritmo
se debe a Erhard Schmidt, estudiante de Hilbert y autor de notables trabajos sobre las ecuaciones integrales, en:
Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, I: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach
Systemen vorgeschriebener, Mathematische Annalen 63 (1907), 433-476.
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En consecuencia, cualquier multiplo de y; es también ortogonal a e; cuando j < k. Basta
entonces comprobar que yi # 0, para que se pueda dividir y; por el nlimero positivo ||yx|| y
asi definir e; como un multiplo de y; que cumple ||ex|| = 1.

Ahora, si yy fuera 0, por (3.6) x; seria una combinacion lineal de ey, ...,e;_1, los cuales
son a su vez combinaciones lineales de x1,...,x;—1. Luego x1,...,x; serian linealmente de-
pendientes, que es falso porque {x1,...,x,} es una base de V. Se concluye que y; # 0. Luego
e estd bien definida, tiene norma 1 y es ortogonal a lin{ey,...,ex—1). O

Corolario 3.19. Una base ortonormal {e1,...,e,} para un subespacio W de V puede com-
pletarse para obtener una base ortonormal de V.

Demostracion. Los vectores ey,...,e, son linealmente independientes y generan el subes-
pacio W. Luego, por la Proposicién 1.9, es posible hallar otros vectores X,+1,...,X, € V
tales que {ey,...,€m,,Xm+1,...,X,} sea una base de V (no necesariamente ortonormal). Ahora
apliquese el algoritmo de Gram y Schmidt a esta base: los primeros m vectores no sufren
cambio alguno y el resultado es una base ortonormal {e1,...,e,} de V cuyos primeros m ele-
mentos son e, ...,e,, originales. ]

3.3 Matrices ortogonales, unitarias y positivas

La transpuesta de una aplicacion lineal 7' € L(V, W) es, segun la Definicién 1.18, la aplicacién
lineal 7" € L(W*,V*) dada por T'(g) := go T, para todo g € W*. Si V'y W son espacios vec-
toriales reales, dotados con productos escalares, las identificaciones canénicas Jy: V — V*
y Jw: W — W* son R-lineales permiten reemplazar 7°: W* — V* por una aplicacién lineal
de Wen V. Enefecto,siye Wyx eV, seveque

TP T Iw(@),x)y = T Jw(y)(x)
=Jw)(T(x)) =y, T(xX)w.

En este cdlculo se ha etiquetado las productos escalares y las identificaciones J con subindices
V'y W, para énfasis; pero es usual omitir estos subindices por comodidad.

Definicion 3.20. En la presencia de productos escalares para los espacios vectoriales V'y W
sobre R, se identifica la aplicaciéon T': W* — V* con la aplicacion J “lTty W V. Asi, se
puede redefinir la transpuesta de 7: V — W como el operador T*: W — V determinado por
la formula

(T'(y),x) 1=y, T(x)).

Para el caso V =R", W =R, es mas comodo usar la notacién del producto punto en vez
de los corchetes angulares para denotar los productos escalares. Los vectores en el espacio
vectorial “original” R" son vectores de columna, considerados como matrices nx 1. El es-
pacio vectorial dual (R")* se identifica con los vectores de fila,? es decir, los matrices 1 X n.
De ahora en adelante, se escribird x' para denotar el vector de fila que es la transpuesta del

3 Algunos textos franceses escriben R, en lugar de (R")*, para denotar el espacio dual de R”.
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vector de columna x. El producto escalar se convierte en x’y = x - y. La simetria del producto
escalar dice que
Xy=x-y=y-x=y'x.

La base estdndar de R"” es una base ortonormal, con respecto al producto punto de R". Si
A € R™" es la matriz de T € L(R",R™) con respecto a las bases estdndares, la férmula que
define la aplicacion transpuesta es entonces equivalente a la férmula matricial:

x-Aly=x'A'y =(A'y)x =y'Ax = y - Ax. 3.7

» Para espacios vectoriales complejos (es decir, cuando F = C), hay que tomar en cuenta que
las identificaciones canénicas Jy: V — V*y Jy: W — W* no son C-lineales, sino semilin-
eales. Esta circunstancia obliga a un cambio de notacion.

Definicion 3.21. Sean V y W espacios vectoriales sobre C. Si T € L(V,W), se define la
aplicacion adjunta 7" € L(W, V) por

T* := J,\ T"Jw € L(W, V). (3.8)

(Fijese que la composicion de dos aplicaciones semilineales es una aplicacion lineal.) Si
yeWyxeV,seveque

S T Tw(@), %y = T Iw()x) = Jw )T (X)) = (3, Tx)w,

al igual que en el caso real. La aplicacién adjunta 7* € L(W, V) queda determinada por la
formula

(T (y).x) = (3. T(x)),

en donde se suprimen los indices de los productos escalares.
En calculos précticos, se puede mover una aplicacion lineal de un lado a otro de un pro-
ducto escalar, reemplazandola por su aplicacion adjunta al otro lado.

(3.9)

Sean € ={ey,...,e,} y U ={uy,...,u,} unas bases ortonormales para V' y W, respecti-
vamente. Sean A = [T]qgl y B = [T"‘]{gl las matrices correspondientes. De acuerdo con la
formula (1.6), se ve que

m
T(ej) = Zaijui, asi que a;; = <ui’ T(eJ)>’
i=1

n
T*(us)= ) brser. asique by = (erT"(us)),

r=1

paratodo j=1,...,my s=1,...,n. Porlo tanto,
brs = <era T*(us)> = <T(er)aus> = <us, T(er)> = Qg

Es decir, ademads de transponer la matriz A hay que tomar el conjugado complejo de cada uno
de sus elementos.
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Definicién 3.22. Sea A = [a;;] € C"™ una matriz compleja m X n. Se denota por A= [a;}]
su matriz conjugada, obtenida de A al tomar el conjugado complejo de cada uno de sus
elementos. Obsérvese que A = A si y sélo si todas las entradas de A son reales.

Se denota por A* := [a;] € C"™" 1a matriz adjunta de A, la cual es la matriz transpuesta

de A o equivalentemente, la matriz conjugada de A’:
A= (A = AL

Fijese que las aplicaciones A — Ay A A* son semilineales. La primera conserva el orden
de multiplicacién: AB = A B, mientras la segunda revierte el orden: (AB)* = B*A* en general.

Definicion 3.23. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada sobre un cuerpo cualquiera. se dice que
A es una matriz simétrica si A’ = A.

En el caso complejo, se dice que una matriz cuadrada A € M,,(C) es una matriz hermitica
si A* = A. Una matriz simétrica real es también hermitica.

Ejemplo 3.24. Si A € R™" las matrices cuadradas A’A € M, (R) y AA’ € M,,,(R) son simétri-
cas. En efecto,
(A'A) = ATA" = A'A,  (AAY = A"A" = AA",

De igual modo, si B € C™", la matrices cuadradas B*B € M,(C) y BB* € M,,,(C) son hermiti-
cas. De hecho,
(B*B)" = B*B** = B*B, (BB*)" = B"*B* = BB".

Para las matrices hermiticas, en particular para las matrices reales simétricas, los auto-
vectores linealmente independientes que corresponden a autovalores distintos son de hecho
ortogonales.

Proposicion 3.25. Sea A € M,(R) una matriz real simétrica, o bien sea A € M,(C) una matriz
hermitica. Entonces sus autovalores son todos reales. Ademds, si x1, X2 son autovectores
de A que corresponden a autovalores distintos, entonces (x1,x2) = 0.

Si A posee n autovalores distintos {11,...,4,}, sean {x1,...,x,} unos autovectores de A
tales que Axj = Ajx; y ademds ||xj|| = 1, para j=1,...,n. Estos autovectores {Xi,...,X}
entonces forman una base ortonormal de R" ¢ C".

Demostracion. Es suficiente considerar el caso F = C, en donde la matriz A cumple A™ = A.
En términos del producto escalar estindar en C", vale (Ay,x) = (y,Ax) para todo x,yy € C".
Si x € C" es un autovector para el autovalor A de A, entonces
Allxl? = A, x) = (x,4%)
= (x,Ax) = (Ax,x)
= (Ax,x) = Ax, x) = Allxl,

asi que A = A porque x # 0. En otras palabras, vale 1 € R.

®Esta es una de varios términos mateméaticos nombrado por el francés Charles Hermite (1822-1901).
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Ahora sean Ax; = 1;x1, Axa = Apx> con A; # A». Entonces

A2(x1,X2) ={(x1,A2%2) = (x1,Ax2)
=(Ax1,x2) = (A1x1,x2) = A1{x1,x2), yaque A;€R.

Como A, # A1, se concluye que (x1,x2) =0.

Si A posee n autovalores distintos, sean x1,..., X, unos autovectores tales que Ax; = A;x;
para j = 1,...,n. Estos son vectores no nulos y ademds ortogonales entre si, por el parrafo
anterior. Al multiplicar cada x; por un escalar positiva si fuera necesario, se puede también
suponer que ||x;|| = 1, para cada j. Entonces {xi,...,x,} consta de n vectores mutuamente
ortogonales de norma 1, es decir, es una base ortonormal de C”". O

Proposicion 3.26. Cada matriz hermitica A = A* € My(C) es diagonalizable. De hecho, A
posee una base ortonormal de autovectores.

Demostracion. Para ver que A sea diagonalizable, basta comprobar que su polinomio minimo
no tiene factores repetidos. En vista de la descomposicion primaria de C" correspondiente al
operador T, basta considerar un autovalor A de A y un vector x # 0 tal que (A — AL,)fx =0
para algun k > 2 y mostrar que x es un autovector de A. (De lo contrario, podria haber un
bloque de Jordan Ji (A1) en la forma de Jordan de A.)

Si 2" ! < k <2™, entonces (A — Al,)*x = 0 implica que (A — A,)*" x = 0. Luego, se puede
asumir que k = 2" para algin m = 1,2,.... Ahora, la matriz (A — Al,) es hermitica porque
A €R, asique

0= (x,0) = (x,(A— ALY x) = (A= AL)*" %, (A= AL,)*" x) = (A - a5, x|

Se concluye que (A — /Un)zm_lx =0 en C". Al repetir este argumento m veces, se obtiene
(A—Al,)x =0, es decir, x es un autovector para el autovector A.

Asi las cosas, si vy,..., Vv, son los autovalores distintos de A, entonces la descomposicion
primaria para T4 es C" = W @ W, @ ---® W,, donde cada W; = ker(T4 — v;I) consta de todos
los autovectores para el autovalor v; (més el vector nulo). Estos subespacios son mutuamente
ortogonales: (x;,x;) =0 para x; € W;, x; € W; con i # j. Ejijase una base ortonormal en cada
subespacio W; (si es necesario, una base preexistente puede modificarse con el algoritmo de
gram y Schmidt). Su unidn es una base ortonormal de C", formado por autovectoresde A. 0O

» La ubicuidad de bases ortonormales en la teoria de las matrices simétricas reales y las
matrices hermiticas complejas justifica la introduccion de las siguientes dos clases de matri-
ces. Se generan gran cantidad de ejemplos por el algoritmo de Gram y Schmidt, como serd
evidente en los Ejercicios al final de este capitulo.

Definicion 3.27. (a) Una matriz cuadrada Q € M, (R) es una matriz ortogonal si sus colum-
nas forman una base ortonormal de R".

(b) Una matriz cuadrada U € M,(C) es una matriz unitaria si sus columnas forman una
base ortonormal de C”".
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Proposicion 3.28. (a) Una matriz cuadrada Q € M, (R) es ortogonal si y sélo si Q"'Q = I,.
(b) Una matriz cuadrada U € M, (C) es unitaria si y solo si U*U = I,,.

Demostracion. Es suficiente demostrar la parte (b), porque una matriz real es ortogonal si 'y
sélo si es unitaria.

Sean uy,...,u, las columnas de la matriz U € M, (C). Por definicién, U es unitaria si y
solo si(u;,uj) = [[i=j] parai,j=1,...,n.

La entrada (i, j) de la matriz M = U*U cumple

n
mij = Z Upittyj = Ui U ),

k=1
asi que U es unitaria siy s6lo si m;; = [[i=]] para todo i, j, siy s0lo si M = I,,. |
Corolario 3.29. (a) Una matriz cuadrada Q € M,,(R) es ortogonal si y solo si es inversible,
con Q7' = Q..
(b) Una matriz cuadrada U € M, (C) es unitaria si y solo si es inversible, con Ul =u.
Demostracion. Si Q € M,(R) es ortogonal, entonces r(Q) = n porque sus n columnas son
linealmente independientes. Por tanto, Q es inversible. La formula Q'Q = I, dice que O les

necesariamente igual a Q'; en otras palabras, vale QQ" = I,, también.
Este argumento se aplica, mutatis mutandis, al caso unitario: vale UU* = [, también. O

» Las matrices de la forma A’A (en el caso F = R) o bien A*A (en el caso F = C) son de gran
importancia en el dlgebra lineal. En primer lugar, los rangos de A, A*, A*A y AA™ coinciden,
como se demuestra a continuacion.

Es parte del teorema de rango y nulidad (Proposicién 1.23) que r(T) = r(T") para una
aplicacion lineal T cualquiera. Bajo la identificacién (3.8) de la transpuesta abstracta T' €
L(W*,V*) y la aplicacién adjunta T* € L(W, V), se obtiene r(T) = r(T*). La correspondencia
A & Ty entre matrices y operadores conlleva las igualdades

r(A) = r(A*) para A € C"™", r(B) = r(B") para B € R"™",
Lema 3.30. Si A € C"™" entonces r(A) = r(A) = r(A*) = r(A").
Demostracién. Cualquier relacién de dependencia lineal entre las columnas de A:
cirai+car+--+c,a,=0
es el conjugado complejo de otra relacién de dependencia lineal entre las columnas de A:
ciay+crar+---+cya, =0.

De ahi se ve que r(A) = r(A). L
La igualdad r(A) = r(A*) viene del teorema de rango y nulidad. Ademds, como A* = A’
en C"™" el argumento del parrafo anterior muestra que r(A*) = r(A"). O
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Proposicion 3.31. Si A € C"™", entonces r(A*A) = r(A).

Demostracion. Six € C", entonces Ax =0 — A*Ax = 0; ademas,
A*Ax =0 = (x,A"Ax)=0 = (Ax,Ax)=0 = Ax=0.

De ahi se concluye que Ax =0 en C" siy s6lo si A*Ax =0 en C". Por lo tanto, los subespacios
kerTy y kerT4+4 de C" coinciden. Luego n(A) = n(A*A).
Del teorema de rango y nulidad, se obtiene r(A*A) = n—n(A*A) = n—n(A) = r(A). |

Corolario 3.32. Si A € R™" entonces r(A'A) = r(A). =]
Corolario 3.33. Si A € C"™" entonces r(AA*) = r(A).

Demostracion. Al aplicar la Proposicion 3.31 a la matriz compleja A* en vez de A, se obtiene
r(AA™) = r(A™). Por el Lema 3.30, se concluye que r(AA*) = r(A*) = r(A). |

Lema 3.34. Una matriz hermitica A € M,,(C) es nula, A = O, si y solo si {(x,Ax) =0 para
todo x € C".

Demostracion. Fijese primero que cualquier A € M,(C) es nula si y s6lo si (y,Ax) = 0 para
todo x,y € C". En efecto, si se cumple esta condicion, se puede tomar y = Ax para que Ax =0
en C" para todo x € C", esto es, T4 = 0 en End(C"), lo cual implica que A = O.

Ahora sea A una matriz hermitica y supdngase que (x,Ax) = 0 para todo x € C". Entonces,
para todo x,y € C", vale

(¥,Ax) +{x,Ay) ={((x +y),A(x - y)) — (x,Ax) - (y,Ay) =0

y por tanto 2R(y,Ax) = (y,Ax) + (Ax,y) = (y,Ax) +{(x,Ay) = 0 porque A = A™.

Si (y,Ax) = re'? € C, entonces [(y,Ax)| = r = e7(y, Ax) = (¢%y, Ax). Del pérrafo anterior,
con ¢y en lugar de y, se concluye que |[(y,Ax)| = 0 y por ende (y,Ax) = 0 para dos vectores
x,y cualesquiera. Luego A = O. i

Lema 3.35. Una matriz cuadrada A € M, (C) es hermitica si y solo si (x,Ax) € R para todo
xeC"

Demostracion. Si A = A*, entonces para cada x € C" vale
(x,Ax) = (A"x,x) = (Ax,x) = (x,Ax),

asi que (x,Ax) es real.
Por otro lado, si {(x,Ax) € R para todo x € C", entonces

(x,(A-A"x) = (x,Ax)—(x,A"x) = (x,Ax) —(Ax,x) =0 paratodo xeC"

Por el Lema anterior, se concluye que A —A* = O en M,,(C). O
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Definicion 3.36. Una matriz cuadrada A € M,,(C) es una matriz positiva si es hermitica y si
ademads
(x,Ax) >0 paratodo xeC". (3.10)

En particular, una matriz cuadrética real A € M,(R) es positiva si y sélo si es simétrica y
cumple (3.10), es decir, si y s6lo si x’Ax > 0 para todo x € R”.

Se dice que una matriz positiva A € M,(C) es definida positiva’ si la desigualdad en
(3.10) es estricta para vectores no nulos: (x,Ax) > 0 para todo x # 0 en C".

Ejemplo 3.37. Si A = B*B para alguna matriz B € M,,(C), entonces A es una matriz positiva.
En efecto,
(x,Ax) = (x, B"Bx) = (Bx, Bx) = ||Bx||* > 0

para x € C". (Resulta que este ejemplo es universal: para cada matriz positiva A, se puede
mostrar la existencia de una matriz B tal que A = B*B. Esto se verificard mds adelante.)
Del mismo modo, cada matriz de la forma A = CC” es positiva: tobmese B := C*.

Proposicion 3.38. Una matriz cuadrada A € M,,(C) es definida positiva si y solo si es positiva
e inversible.

Demostracion. Como A es hermitica, C"* posee una base ortonormal {u1,...,u,} formado por
autovectores de A. Sean A1y,...,4, los autovalores correspondientes. La matriz A es inversible
si y solo si su forma diagonal diag[A41,...,4,] es inversible, siy s6losi 4; #0 parai=1,...,n.

Entonces, si A no es inversible, hay al menos un autovalor nulo 4; = 0. En este caso, el
autovector u; cumple (u;,Au;) = (u;,0) = 0, asi que A no es definida positiva.

Supongase que A es positiva e inversible, asi que A; # 0 para i = 1,...,n. De hecho, los
autovalores son nimeros positivos: A; = (u;, Au;) > 0. Obsérvese que si x = cjuy + -+ + cpllp,
entonces

Ax =ciiuy + -+ ey, (x,Ax) = |01|2/11 +e |cn|2/ln,

de modo que (x,Ax) =0 siy sélo si cada ¢; =0, si y sélo si x = 0. Por tanto, A es definida
positiva. O

» Cada matriz real simétrica es una matriz hermitica, de oficio. Por tanto, la Proposicion
anterior proporciona un criterio para detectar si una matriz (real, simétrica) dada, A, sea
definida positiva o no. Para que ese criterio sea eficaz, hay que determinar si A es inversible
(por ejemplo, al evaluar det A); también hay que comprobar las relaciones de positividad
(3.10). La eliminacién gaussiana simple (sin intercambios de filas) permite resolver todas
estas inquietudes simultineamente.

Proposicion 3.39. Una matriz A € M, (R) es definida positiva si y solo si es simétrica y los

. . k .. . . . . ..
pivotes sucesivos al(ck) en la eliminacion gaussiana szmple son todos positvos.

"Una consecuencia desafortunada de esta terminologia es que la matriz nula O es positiva, aunque no definida
positiva. Por razones histéricas, el término matriz no negativa ha sido reservado para otra nocién: una matriz
real (no necesariamente simétrica) es “no negativa” si todas sus entradas son niimeros reales no negativas. Hay
matrices reales simétricas que son “no negativas” pero no son positivas en el sentido de la Definicion 3.36; hay
otras que son positivas pero no son “no negativos”.
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Demostracion. La eliminacion gaussiana simple, cuando es aplicable con éxito a una matriz
cuadrada inversible, produce una factorizacién A = LDU, en donde D es una matriz diagonal,
L es triangular inferior unipotente y U es triangular superior unipotente; ésta descomposicion
es dnica. Obsérvese que A’ = U'DL' es la descomposicién correspondiente de la matriz
transpuesta A’. Por tanto, es U = L' cuando A es simétrica.

Dicha eliminacion gaussiana simple funciona cuando se puede garantizar que ningin piv-

ote agz) se anulard durante el proceso. Si A es definida positiva, entonces

a(lll) =day = (el,Ael) > 0.

Para k> 1, a](!;() es el elemento (k,k) de una matriz M;A, donde la premultiplicacion A —
M;A ejecuta las operaciones de fila, del tipo (b), que colocan ceros debajo de la diagonal
en las primeras (k—1) columnas de A. La postmultiplicacion MyA — MkAM,t( ejecutaria las
operaciones de columna correspondientes; y estas operaciones de columna no cambian el

elemento (k, k) de las matrices intermedios, porque en cada paso se efectiia ag;c) — ag]? +0.
(k)

Entonces ay

es el elemento (k, k) de la matriz simétrica MyAM!, asi que
k
al) = (ex, MAMLe) = (Mler, AMier) > 0

por ser A definida positiva. Fijese que M,iek # 0 porque (M,‘(ek,ek> = (e, Myer) = 1: al aplicar
las mismas operaciones de fila a la matriz identidad, no cambian la entrada 1 en la posicién
(k,k) de la matriz I,. Por tanto, una matriz definida positiva tiene la factorizaciéon A = LDL!
sin necesidad de hacer intercambios de filas. El factor diagonal es

(a7 O 0O ... 0]

2)
0 Ay (()3) ... 0
p=|0 0 &) ... 0
0 0 0 .. a7

Por otro lado, sea A una matriz simétrica e inversible que admite factorizacién A = LDL'
por eliminacién gaussiana simple. Sea D =: [d;;]. Si dy > 0 para k = 1,...,n, entonces
D = D'2D'2 4] definir D/ := diag[ Vdi1,... Vd,,]. Entonces

A=LDL'=LD'?D'?['=B'B, donde B:=D'L'.
Luego A es inversible y positiva; por la Proposicién 3.38, A es definida positiva. m]

Definicion 3.40. Sea A € M,,(R) una matriz definida positiva y sea A = LDL' su factorizacién
por eliminacién gaussiana; sea C := LD'21a cual es una matriz triangular inferior; entonces
A = CC' se llama la factorizacién de Cholesky de A.

La idea de esta factorizacién es la siguiente: si A = BB’ para alguna matriz B, hay diversas
posibilidades para B; por ejemplo, se puede reemplazar B por (—B). Entre estas posibilidades,
hay una, B = C, que es triangular inferior, con entradas positivas en la diagonal. Se obtiene
el factor C por una variante de la eliminacion gaussiana.
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3.4 Operadores sobre espacios hilbertianos

En esta seccidén, V denotard un espacio vectorial sobre C, de dimension finita n, dotado de
un producto escalar (:,-). definido en V. La incémoda frase “espacio vectorial complejo con
producto escalar” se puede abreviar por el término espacio hilbertiano, o bien “espacio de
Hilbert”.® Un espacio vectorial sobre R con un producto escalar recibe el nombre de espacio
euclidiano.’

En vista de la férmula (3.9), el adjunto de un operador lineal 7 € End(V) es el operador
lineal 7* € End(V) determinado por

(T*(y),x)=(y,T(x)), paratodo x,y€YV. (3.11)
Mas generalmente, si 7 € L(V, W), esta férmula define 7" € L(W, V).

Proposicion 3.41. Sean V, W son dos espacios hilbertianos y sea T € L(V,W). Entonces
kerT* es el complemento ortogonal T(V)* de la imagen de T, y kerT es el complemento
ortogonal T*(W)* de la imagen de T*.

En consecuencia, T* es uno-a-uno siy solo si T es sobreyectivo y viceversa.

Demostracion. Obsérvese que T(V)* < Wy que T*(W)*: < V.
Para un vector y € W, vale

yekerT* < T*(y)=0
> (T"(y),x) =0 paratodo x € V
— (y,T(x))=0paratodo T(x) e T(V)
= yeT(V)*.

De igual manera, para un vector x € V, vale

xekerT < T(x)=0
& (y,T(x))=0paratodoy e W
& (T*(y),x) =0 para todo T*(y) € T*(W)
& xeT"(W)". O

Definicion 3.42. Un operador lineal 7' € End(V) es autoadjunto si 7" =T.
SiA= [T]g € M, (C) es lamatriz de T con respecto a una base ortonormal € de V, entonces
A es hermitica, es decir, A* = A en M,(C).

8Los trabajos de David Hilbert sobre ecuaciones integrales, que condujeron al estudio de espacios de fun-
ciones de cuadrado integrable, cobraron nueva relevancia con la formulacién de la mecédnica cudntica en los anos
1925-30. EI término “espacio de Hilbert” fue introducido por su estudiante John von Neumann (un hingaro,
cuyo nombre original fue Neyman Janos) en 1929, para describir espacios vectoriales infinitodimensionales
(completos) con producto escalar. Hoy en dia, se usa ese término para al caso finitodimensional también.

9 Algunos autores emplean el término espacio unitario para denotar un espacio finitodimensional complejo
con producto escalar, en vez de “espacio hilbertiano”. Es preferible limitar el adjetivo “unitario” a los operadores
unitarios.
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Lema 3.43. Todo T € End(V) puede escribirse, de forma uinica, como T = T +iT> donde
T y Ty son operadores autoadjuntos.

Demostracion. Si T =Ty +iT con T1,T, autoadjuntos, entonces 7" = Ty —iT; =T —iT
por la semilinealidad de la correspondencia 7' +— 7. Por lo tanto, vale

T\ =3T*+T), Tr=4T*-T). (3.12)

Estas féormulas establecen la unicidad de la “parte real” 7'} y de la “parte imaginaria” T, del
operador T.

Por otro lado, (3.12) permite definir T1y T, por T := %(T* +T),Th = %(T* —T). Queda
claro que 77 = %(T +T5)=TyT;= —%(T —T%) = T,. Esto establece la existencia de la
descomposicion deseada. O

Lema 3.44. Si T € End(V) es autoadjunto, sus autovalores son reales.

Demostracion. Es cuestion de adaptar la demostracién de la Proposicion 3.25. Si 7" =T, si
A € Cesun autovalor de T y si x # 0 es un autovector correspondiente, entonces

A, x) = (x, Ax) = (x, T(x)) = (T(x),x) = {1x,x) = Ax,x),
asi que A = A, es decir, 1 € R. O

Obsérvese también que si 7* = T, entonces (x,T(x)) € R para cada x € V, porque
(x,T(x)) =(T(x),x) =(T"(x),x) = (x,T(x)).

Definicion 3.45. Un operador lineal 7' € End(V) en un espacio vectorial cualquiera se llama
idempotente si 72 = T. Fijese que T* = T también, para k = 3,4,....

Un operador lineal P € End(V) en un espacio hilbertiano es un proyector ortogonal, o
simplemente un proyector,'” si P es idempotente y autoadjunto, es decir, si P> = P = P*.

Sea P € End(V) un proyector ortogonal. La restriccién de P a su imagen P(V) es el
operador identidad sobre P(V), porque P(P(x)) = P(x) para todo x € V. Por otro lado, es
P(V)* = ker P* = ker P por la Proposicién 3.41, asi que la restriccién de P al complemento
ortogonal de su imagen es el operador cero.

Los proyectores abundan en End(V), porque estdn en correspondencia biunivoca con los
subespacios de V, en vista del resultado siguiente.

Proposicion 3.46. Si M es un subespacio de V, hay un tinico proyector ortogonal Py en
End(V) tal que Py (V) = M.

10Cualquier operador idempotente T € End(V) se restringe al operador identidad sobre su imagen T(V), pero
su nicleo ker T no es necesariamente ortogonal a T'(V). Si W = T'(V), la aplicacion sobreyectiva x — T'(x) de
V en W se llama la proyeccion de V sobre W a lo largo de ker T. Conviene distinguir las palabras “proyeccién”
(aplicacién sobreyectiva) y “proyector” (elemento de la *-dlgebra End(V) que cumple P> = P = P*), aunque
muchos autores las confunden. Caveat lector.
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Demostracion. Es evidente que M N M+ ={0}, porquexe MNM+ = (x,x)=0 = x=0.

Si {ey,...,e;} es una base ortonormal del subespacio M, hay vectores {e;,+1,...,€,} tales
que la unién € = {ey,...,e,} sea una base ortonormal de V, por el Corolario 3.19. Es facil
comprobar que {e,+1,...,e,} €s una base ortonormal de M*. Luego dimM + dim(M*) =

dim V. Se concluye que V = M & M+ como suma directa de espacios vectoriales complejos.
Definase Pj; € End(V) por

Py(x):={e;,x)e1+---+{e,,x)ey.

Queda claro que Py (V) = M y que P%,I = Py.
Si x,y € V, entonces

¥, Pu(x)) = <i(€j,y)ej,i<ei,x)ei> =
=1

n

M=

(ej,y){ei,x){ej,e;)

i=1 Jj=1

—

S ol

J
S Teryien ) = <i<e Ve Y e x)er) = (Pu(y).x),
i=1 j i=1

j=1 i

asi que P, = Py. Ahora es evidente que la matriz de Py, respecto de la base ortonormal &,
es la matriz de bloques

I, O .
[PM]E = [g O] = diag[1,...,1,0,...,0].

m n—m

Para la unicidad, obsérvese que cualquier proyector ortogonal P con P(V) = M cumple
P(z)=zparaze My P(y) =0 paray € M-. Como V = M & M=, cualquier x € V puede
escribirse de manera inica como

x=z+y, con zEM,yeM™ .

Luego P(x) = z. Por otro lado, vale Py;(x) = Pp(z) + Py(y) = 2+ 0 = z. Se ha mostrado que
P(x) = Py(x) paratodo x € V, asi que P = Py,. O

Lema 3.47. Dos subespacios M 'y N de V son ortogonales, es decir, {(z,x) =0parax e M y
Z€N, siy solo si PyyPy =0 en End(V).

Demostracion. Six € My z € N, entonces
(z,x) = (Pnz,Pyx) = (P}, Pnz,Xx) = (PyPNz,X).

Luego Py Py =0 implica que (z,x) =0 parax € M, z€ N, es decir,que M L N.
Por otro lado, si M L N, entonces N C M*. Siy € V, entonces Py(y) € N y por ende
Pn(y) € M+, por lo tanto Py (Py(y)) = 0. Como y es arbitrario, esto dice que PyyPy =0. O




MA-460: Algebra Lineal II 78

» En un espacio hilbertiano, la semejanza de matrices A ~ P~'AP no es la clasificacién més
natural, pues P podria ser una matriz inversible cualquiera sin tomar en cuenta el producto
escalar. Las matrices cuadradas en M,(C) se clasifican mejor por semejanza unitaria, €s
decir, por la relacién A ~ U"'AU donde U es una matriz unitaria. La siguiente Proposicién
muestra que cualquier matriz en M,(C) es unitariamente semejante a una matriz triangular,
es decir, es trigonalizable por una semejanza unitaria.

Proposicion 3.48. Si T € End(V), entonces hay una cadena de subespacios
{0} <R <---<R,_1<R,=V

tal que dimRy =k y T(Ry) C Ry parak =1,...,n.
En consecuencia, hay una base ortonormal en V respecto del cual T posee una matriz
triangular.

Demostracion. Por induccién sobre n = dim V; el resultado es evidente si dimV = 1. Supdn-
gase que la Proposicion sea vélida para espacios de dimensién (n—1).

Sea p € C un autovalor!! de 7% y y € V un autovector con T*(y) = uy. El subespacio
unidimensional lin{y) = {ay : @ € C} es invariante bajo T*. Definase R, := lin{y)*. Si
X € R,_1, entonces

(T(x),y) =(x,T"(y)) = uix,y) = 0,

asi que T'(x) € R,—1. Ademas, es dimR;,—1 = n—dim(lin{y)) =n—1.

Sea S € End(R;-1) la restriccion de T a este subespacio: es S(x) := T(x) € R,_1 para
x € R,_1. Al reemplazar V por R,_1 y T por §, la hipbtesis inductiva muestra que hay una
cadena de subespacios {0} <Ry <--- <R,y condimRy =ky S(R;) CRyparak=1,...,n—1.
Como S (x) = T(x) para cada x € Ry, el resultado queda demostrado para dimV = n.

Elijase una base ortonormal U = {uy,...,u,} de V como sigue. Témese u;| € R; tal que
[luq]l = 1; tdmese u; € R> ﬂRlL tal que ||u;|| = 1, etc. Después de elegir {uy,...,u;} C Ry, tdmese
Uil € Riy1 ﬂR,f tal que |lug+1l| = 1. La existencia del vector uy; estd garantizado por el
Corolario 3.19 (complecion de una base ortonormal parcial). Como dim Ry = k para cada k,
es claro que {u1,...,ux} es una base ortonormal para Ry, con k = 1,...,n. La invariancia
T(Ry) C Ry significa que T (uy) = Zle ajru; para k = 1,...,n. En otras palabras, la matriz de
T respecto de esta base es triangular:

(a1 a2 aiz ... ay, |
0 axpyp axs ... ap
(The={: & & i o
0 0 0 ceo Ap—1n
0 0 0 .. ap |

Corolario 3.49. Sea A € M,(C). Entonces hay una matriz unitaria U tal que la matriz
U*AU = U™'AU sea triangular.

TEsta Proposicién no tiene un analogo en el caso real F = R, porque no siempre puede garantizarse la exis-
tencia de autovalores para operadores en un espacio euclidiano. Podria suceder que el polinomio caracteristico
de T' no tenga factores irreducibles de primer grado.
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Demostracion. Sea € ={ey,...,e,} 1a base estdndar de C"*, de modo que A = [TA]E. Ademas,
seal ={uy,...,u,}labase ortonormal de C" construida en la demostracién de la Proposicién
anterior para el operador T4 € End(C"). La matriz de cambio de base dada por (1.9) es

U= =[uus ... u,l, (3.13)
la cual es unitaria porque sus columnas forman una base ortonormal de C". Ahora
U*AU = U™ AU = 11§ [Talg [Tl = [Taly

es una matriz triangular. O

3.5 El teorema espectral y sus consecuencias

Cualquier operador lineal sobre un espacio hilbertiano tiene una matriz triangular respecto de
alguna base ortonormal; en consecuencia, cualquier matriz A € M, (C) es trigonalizable por
cambio de base ortonormal. Es importante obtener un criterio para que una matriz cuadrada
sea mas bien diagonalizable. Se busca una condicién sobre una matriz A que garantice que
U*AU = D sea una matriz diagonal para alguna matriz unitaria U.

El caso mds importante es el de las matrices hermiticas, que corresponden a operadores
autoadjuntos. Se sabe, por la Proposicion 3.26, que una matriz hermitica tiene una base
ortonormal de autovectores U = {uy,...,u,}. La matriz U de (3.13) cuyas columnas son estos
autovectores cumple AU = UD, donde D = diag[Ay,...,4,] es la matriz diagonal que recoge
los autovalores de A. Por lo tanto, en este caso la diagonalizacién U*AU = D es factible.

Resulta muy ttil reformular esta diagonalizacion en términos de una coleccion de proyec-
tores ortogonales. De hecho, es oportuno expresar el resultado en términos de la estructura
abstracta de operadores autoadjuntos, mediante el teorema espectral, que se demuestra a
continuacion.

Teorema 3.50 (Teorema Espectral). Sea V un espacio hilbertiano, y sea T = T* € End(V) un
operador autoadjunto. Entonces se puede escribir

T=ﬂ1P1+---+err, (3.14)

donde los u; € R son los autovalores distintos de T, los P; son proyectores ortogonales no
nulos tales que
PinZO Si 1 # J; Pi+---+P, =1

Demostracion. SeaU ={uy,...,u,} una base ortonormal de V respecto de la cual T tenga una
matriz triangular A = [T]ﬁ, en vista de la Proposicion 3.48: es a;; = 0 para i > j. La matriz de
T es A" = [T*]ﬁ. La condicién T* =T, conlleva A* = A, asi que a;; = 0 para i < j también:
la matriz A es diagonal. Sus elementos diagonales ax cumplen Gy = ag, es decir, son reales.

Estos elementos diagonales son autovalores de la matriz A y también del operador 7'. Sean
M1, ...,y los elementos distintos de la lista (ay1,. .., au,). Dendtese por M := ker(T — ;1) el
subespacio generado por los uy tales que ai = pj. Sea P; el proyector ortogonal tal que
P;(V) = M, dado por la Proposicion 3.46.
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Sii# jen{l,...,r}, los subespacios M; y M; son ortogonales, ya que son generados por
dos partes disjuntas de la base ortonormal U. El Lema 3.47 dice que P;P; = 0.

En consecuencia, la suma P +---+ P, es también un proyector ortogonal: de hecho, esta
suma es autoadjunto, y vale

(Py+e++ Py = (PH 4o+ PO+ ) (PiPj+PiP) =Py +-+P,.

i<j

Cada uy pertenece a un solo subespacio M, asi que (Py +---+ P)(uy) = Pj(uy) = uy. Por lo
tanto, vale P +---+ P, = I en End(V).
Paracadak=1,...,n, vale

r r
(1 P+ +u-Pr)(ug) = Z,uij(uk) = Z,Uj[[uk € Mj]]uk
j=1 J=1
’
— Mj [['uj = akk]] U = arilUy = T(llk),
j=1

porque u; = ay para un solo indice j. Luego T' = u1 Py + -+, Py. O

Obsérvese que en la demostracion anterior, no se aprovechd la Proposicion 3.26, que
construyd una base ortonormal de autovectores para una matriz hermitica a partir de una
forma normal de Jordan. El procedimiento actual es mds directo y sencillo: dada una matriz
A con A = A*, se trigonaliza A por cambio de base ortonormal (Corolario 3.49) y se observe
que la matriz resultante es de hecho diagonal, por ser simultineamente triangular y hermitica.
Conviene declarar esa consecuencia como corolario del teorema espectral.

Corolario 3.51. Una matriz hermitica A = A* € M,(C) es diagonalizable, mediante conju-
gacion A = U*AU por una matriz unitaria U. =|

Definiciéon 3.52. El conjunto de autovalores distintos {u,...,u,} de un operador lineal T €
End(V) [respectivamente, de una matriz cuadrada A € M, (C)] se llama el espectro de T
[0 bien de A].12

La descomposicion T' = uy Py +--- +u, P, de T [respectivamente, la suma directa de ma-
trices U'AU = u1 1, ®---®u, 1y, ] dados por el Teorema 3.50 y el Corolario 3.51 se llaman
descomposiciones espectrales.

12La palabra espectro (literalmente, un fantasma) fue introducido por Isaac Newton en 1674 para denotar la
banda de colores en que la luz blanca se divide en el arco iris, o bajo la separacién por un prisma de vidrio.
En un famoso experimento, Newton logrd esa separacion al proyectar la banda de colores como una aparicion
fantasmagdrica en la pared de su cuarto oscuro. Resulta que el espectro dptico solar no es continuo, sino que
es una superposicion de lineas delgadas correspondientes a distintas frecuencias (es decir, colores) de la luz. A
partir de los trabajos de Max Born'y Werner Heisenberg en 1925-26, la energia de los fotones de un determinado
color, que es proporcional a su frecuencia, viene dado por un autovalor de cierto operador lineal autoadjunto
sobre un espacio de Hilbert. De ahi viene la costumbre de llamar “espectro” al conjunto de autovalores (o de
autovalores generalizados, en el caso infinitodimensional) de un operador lineal cualquiera.
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» En general, la bisqueda de una base ortonormal de autovectores para una determinada
matriz hermitica brinda poca informacién, porque la base depende de esa matriz. Dadas dos
matrices hermiticas distintas, la base ortonormal que diagonaliza la primera no diagonaliza
la segunda. Seria bueno tener un criterio para poder elegir una sola base ortonormal respecto
del cual las dos matrices tengan forma diagonal. Resulta que esto es posible si y sélo si las
dos matrices conmutan.

Proposicion 3.53. Dos matrices hermiticas A,B € M,(C) son simultdineamente diagonali-
zables, es decir, hay una matriz unitaria U tal que tanto U*AU como U*BU son matrices
diagonales, si y solo si AB = BA.

Demostracion. Dos matrices diagonales C = diag|«y,...,k,] y D =diag[A;,...,4,] conmutan,
porque CD = diag[kjAy,...,k,d,] = DC. Ahora, si U es una matriz unitaria tal que U*AU y
U*BU son diagonales, entonces

U*ABU = (U*AUYU*BU) = (U*BU)U*AU) = U*BAU,

asi que AB=U(U*ABU)U* = U(U*BAU)U* = BA.

Por otro lado, si A = B*, B= B* y ademds AB = BA,sea Ty = u; Py +---+u,P, la descom-
posicion espectral de Ty. Sea M; = Pj(C") =ker(To —u;I), de maneraque C" = M ®---® M,
es la descomposicion primaria de C" para el operador T4. Si x € M, entonces

ABx = BAx = B(ux) = u;Bx,

lo cual dice que el vector Bx pertenece al subespacio M;; por tanto, es Tg(M;) € M;. De
hecho, el subespacio M; reduce Tg, porque Mjl =P i M; es también un subespacio in-
variante para Tg. Si {@t1,...,#,} es una base ortonormal de autovectores de A formado por
concatenar bases ortonormales de los subespacios My, ..., M, y si U= = [, @y ... G, esla
matriz unitaria correspondiente, entonces U *AU es dlagonal y ademads UBU=B,&---&B,
es una suma directa de bloques. Cada bloque B; es una matriz hermitica en M,,;(C), donde
mj= dimM j-

Por un cambio de base ortonormal en cada subespacio M| por separado, se puede dia-
gonalizar cada B;. Luego, hay una matriz unitaria de la forma V =V, &---@V, tal que
V*(U*BU)V sea diagonal. Sea U := uv y nétese que U es unitaria por ser el producto de
dos matrices unitarias. Cada V; conmuta con el bloque escalar yl,,; de la matriz diagonal
U*AU, asi que U*AU = V(U*AU)V = U*AU. Luego U*BU y U*AU ambas son matrices
diagonales. m|

Corolario 3.54. Dos operadores autoadjuntos sobre un espacio hilbertiano S,T € End(V)
poseen matrices diagonales respecto de una misma base ortonormal siy solosiST =TS. 0O

» El teorema espectral sigue vélido para una clase de operadores lineales mas amplia que los
operadores autoadjuntos. Considérese un operador T € End(V) que posee una base ortonor-
mal de autovectores con autovalores distintos u,...,u, € C que no son necesariamente reales.
Entonces se puede escribir:

T=u P+ +uP T*:ﬂ1P1+---+ﬂrPr.
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Si algin ¢ ¢ R, entonces T no es autoadjunto, pero se cumple la relacion
T*T = PP+ +Iu PP, =TT

Definicién 3.55. Un operador lineal sobre un espacio hilbertiano 7 € End(V) es un operador
normal siy s6losi T*T =TT".
Una matriz cuadrada compleja A € M,(C) es una matriz normal si y solo si A*A = AA™.
En particular, los operadores unitarios o autoadjuntos [respectivamente, las matrices uni-
tarias o hermiticas] son normales.

Proposicion 3.56 (Teorema Espectral I). Sea V un espacio hilbertiano, y sea T € End(V) un
operador normal. Entonces se puede escribir T = uj Py +---+u, P, como en (3.14), donde los
uj € C son los autovalores distintos de T, los P son proyectores ortogonales no nulos tales
que PiP;=0parai# j, yademds Py +---+P, =1

Hay dos maneras alternativas de comprobar este resultado.

Demostracion 1. Por el Lema 3.43, vale T = T| +iT, donde T y T> son operadores auto-
adjuntos. Queda claro que 7" = T1 —iT,. Luego T es normal si y sélo si sus partes real
e imaginaria conmutan, es decir, 717> = T>T}.

Por el Corolario 3.54, T es normal si y s6lo si hay una base ortonormal U para V, para
la cual las matrices [Tl]ﬁ y [Tz]ﬁ tienen diagonales; luego la matriz [T]ﬁ = [Tl]ﬁ +i [Tz]ﬁ
es también diagonal. Sean ui,...,u, los autovalores distintos de Ty sea P; € End(V) el
proyector ortogonal cuyo imagen es M := ker(T —u;I). Las propiedades enunciadas de los
proyectores P; se verifican al igual que en la demostracion del Teorema 3.50. m|

Demostracion 2. Obsérvese que la hipétesis T = T* fue utilizado en la demostracion del Teo-
rema 3.50 tnicamente para mostrar que la matriz triangular de T es necesariamente diagonal.

La Proposicion 3.48 construye, para cualquier 7 € End(V), una base ortonormal U de V
tal que A := [T]ﬁ sea una matriz triangular superior: es a;; = 0 parai > j. Entonces A* = [T*]ﬁ
es una matriz triangular inferior. Las entradas diagonales de las matrices A*A y AA* son

(A" A = Zﬁikaik = Z lairl?, (AA )i = Zakj?lkj = Z a1 (3.15)

i<k i<k =k =k
Si T es normal, entonces A*A = AA™. En particular, el caso k = 1 de (3.15) da
lanl? = lan P +lanl +laislP +... +lail,
por ende ajp = a3 =---=ay, =0. El caso k =2 es entonces
0+lanal® = lanl* +lazsl* + ... +lazal’,

luego arz = axq = --- = ap, = 0. Al repetir este argumento para k = 3,...,n, se comprueba
que ai; = 0 toda vez que j > k; se concluye que la matriz A es diagonal. El resto de la
demostracion del Teorema 3.50 es aplicable sin otro cambio. O
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» Para cualquier matriz normal A € M, (C), sea T4 = u1 Py +--- + u,P, la descomposicién
espectral del operador T4 : x = Ax. Si € es la base estdndar de C", sea E; := [P j]g la matriz
del proyector ortogonal P, para j = 1,...,r. Estas matrices cumplen E? =E;= E;k en M,(C).
La féormula
E?zEj:E;‘., paraj=1,...,r,
A=wE ++wkE, con (EE;j=0 sii# j, (3.16)
Ei+---+E. =1,
es la descomposicion espectral de la matriz normal A.

El teorema espectral proporciona informacion valiosa acerca de las matrices positivas en
M,,(C) —y también, por restriccion, en M, (R).

Proposicion 3.57. Una matriz A € M,(C) es positiva si y sélo si A es hermitica y todas sus
autovalores son niimeros no negativos. La matriz A es definida positiva si y solo si A es
hermitica y todas sus autovalores son niimeros positivos.

Demostracion. Si A es una matriz positiva, entonces A es hermitica por definicién. Sea
A = E1 +---+u,E, sudescomposicion espectral, con uy,...,u, € R.
SixeC"ysijell,...,r}, entonces

(x,Ejx) = (x,Ejx) = (x,E}Ejx) = (Ejx, Ejx) = |E x|
yeén consecuencia

(X Axy= > (%, Epxy = > i |lExll. (3.17)
j=1 j=1

Abhora, si p; > 0 para cada j, esta relacion (3.17) muestra que A es una matriz positiva. Por
otro lado, six; € M; = P;j(C") = {x € C": E;x = x}, entonces (x;,Ax;) = i; ||xj||2. Luego, la
positividad de A implica que u; > 0 para cada ;.

Si x # 0 en C", larelaciéon x = Eyx +---+ E,x implica que E;x # 0 para al menos un
valor de j. De (3.17) se ve que (x,Ax) > 0 para todo x # 0 si y s6lo si u; > 0 para cada
j=1,...,r. O

Proposicion 3.58. Para una matriz A € M, (C), son equivalentes las siguientes condiciones:
(a) A es una matriz positiva: A = A* y (x,Ax) > 0 para todo x € C".
(b) A es normal y sus autovalores son niimeros no negativos,
(c) A =B*B para alguna matriz B € M,(C),
(d) A:_C2 para alguna matriz hermitica C € M,(C);
Ademds, si A es positiva, hay una vinica matriz positiva R € M,(C) tal que A = R>.

Esta matriz R se llama la raiz cuadrada positiva de A y se denota A'/? := R.
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Demostracion. La equivalencia (a) <= (b) es la Proposicién anterior. Las implicaciones
(d) = (¢) = (a) son evidentes.

Ad(b) = (d): Sea A = 1 E1 +--- + u,E, la descomposicion espectral de A con cada
uj >0,y definase

R:= Nu1Ei+ N2 Ex+ -+ Vi Ep.

La matriz R cumple la condicién (b) y por tanto es una matriz positiva (en particular, R es
hermitica). Ademas,

r r
R2= B3+ ) B (EE; +EjE) = ) jEj = A.
j=1 !

i#] =

Para ver la unicidad de R, sea S otra matriz positiva con S2=A.SiS =vFi+--+vFses
la descomposicién espectral de S, entonces

V%Fl +-"+V?Fs =S =A=wE + - +ukE,
asi que s = r es el nimero de autovalores distintos de A; los conjuntos {v%, ... ,v%} VAT T
coinciden porque ellos son los autovalores de A. Después de una permutacion de este con-
junto, se puede suponer que v? =pjparaj=1,...,r,asique v; = /i para cada j. Finalmente,
los autovectores de S y de A corresponden:

{xeC":Fix=x}=ker(Ts —v;I) =ker(Ty —p;l) ={x € C" : Ejx = x},
asi que F'j = E; para cada j. Por lo tanto, es § = R. O

Definicién 3.59. Un operador lineal T € End(V) sobre un espacio hilbertiano es un operador
positivo si T es autoadjunto y si (x,7(x)) >0 paratodox € V.
Un operador positivo 7' es un definido positivo si (x,7'(x)) > 0 paratodo x # 0 en V.

Por la Proposicion anterior, aplicada a la matriz de 7' en cualquier base ortonormal de V,
un operador 7 es [definido] positivos si y s6lo si T = T* y todos sus autovalores son no
negativos [resp., positivos]; siy sélo si T = S*S para algtin operador S € End(V); si y sdlo si
T = Q? para algiin operador autojunto Q € End(V); si y s6lo si T = R? para algtin operador
positivo R € End(V).

Esta raiz cuadrada positiva R =: T'/? es tinica, y vale R = Vi1 P+ -+ A, Pposi la
descomposicion espectral de T es T = uy Py + -+ + - Py.

Proposicion 3.60. Una matriz U € M,(C) es unitaria si y sélo si U es normal y cada autovalor
Ade U cumple |A| = 1.

Demostracion. Si U es unitaria, entonces U*U = I, = UU™, asi que U es una matriz normal.
Por lo tanto, U posee una descomposicion espectral U = a1 E| +---+a,E, con ay,...,a, € C.
La matriz adjuntaes U* = @1 E1 +- -+ a,E,. Luego

|a’1|2E1+--'+|G’r|2Er: U'U=1,=E;+---+E,.
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Puesto que E;E; = O para i # j, se obtiene lo;|2E; = E; al premultiplicar ambos lados de la
igualdad anterior por la matriz E;. Si x es un autovector de U para el autovalor «;, entonces
Eix = x y por ende lai*x = |;*E;x = E;x = x con x # 0. Luego |aj| =1 parai=1,...,r.

Por otro lado, si U es una matriz normal con autovalores complejos de valor absoluto 1,
entonces U es de la forma U = @ Ey +---+a,E, con cada |a;| = 1. Por tanto, vale

U'U=UU"=|a\PE1++|aPE, =E 1+ +E, =1,
lo cual muestra que U es unitaria. O

Definicién 3.61. Un operador lineal U € End(V) es una isometria parcial si UU*U = U.

Cada operador unitario es una isometria parcial, pero una isometria parcial con ker U # {0}
no es unitaria.'> Como U = UU*U implica U* = (UU*U)* = U*UU*, se ve que el operador
adjunto U™ es también unitario.

Obsérvese que los operadores UU™ y U*U son proyectores ortogonales. Es facil compro-
bar que UU™ es el proyector cuya imagen es U(V), mientras que U*U es el proyector cuya
imagen es U*(V) = (ker U)*.

Notacion. Si T € End(V) es un operador lineal cualquiera, el operador 7*T es positivo.

Escribase
IT|:= (T*T)'/?
para denotar la raiz cuadrada positiva de T*T. El operador positivo |T'| se llama el médulo
del operador T. Fijese que |T| = T siy s6lo si T es un operador positivo.'
Resulta que cualquier operador lineal es el producto de una isometria parcial y un opera-

dor positivo (su modulo).

Teorema 3.62 (Descomposicion Polar). Sea V un espacio hilbertiano y sea T € End(V).
Entonces hay una uinica isometria parcial U € End(V) tal que kerU =kerT y T = U|T)|.
El operador T es inversible si 'y solo si U es unitaria y |T| es definido positivo.

Demostracion. Paratodo x € V, vale
(T1(x), ITI(x)) = (%, ITIA(x)) = (x, T*T(x)) = (T (x), T(x)). (3.18)

Por lo tanto, la correspondencia |T'|(x) + T'(x) define una aplicacién lineal biyectiva de |T'|(V)
en T(V).

La ecuacion (3.18) también muestra que ker || =ker 7. De la Proposicién 3.41, se obtiene
IT|(V)* =ker(|T|*) = ker|T|, asi que |T|(V)* =kerT.

13Sobre un espacio de Hilbert infinitodimensional, un operador U se llama una isometria si U*U = I. Esto es
equivalente a la condicion de que ||U(x)|| = ||x|| para cada vector x, porque U@ = (Ux, U(x)) = {(x,U*U(x)).
En particular, una isometria es un operador inyectivo. En el contexto infinitodimensional, hay isometrias que
no son sobreyectivos, luego no son inversibles; pero en espacios hilbertianos finitodimensionales, cualquier
isometria es unitaria.

1%En el caso unidimensional V = C, cualquier elemento de End(C) es de la forma w +> zw para algiin z € C.
El médulo se obtiene al reemplazar z por su valor absoluto |z] = VZz.
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Definase U € End(V) por

Uiy e {T(xx siy = ITIo) (.19)
0, siyekerT.
Como V = |T|(V)®|T|(V)* = |T|(V)®kerT, el operador U queda bien definido por esta
formula. Es inmediato de esta definicion que U|T|=T.
Como T'(x) =0 siy sélo si |T|(x) =0, se ve que U(y) =0siy solosiyekerT. Por lo
tanto, es ker U = ker|T| = kerT.
Six,yeV,hay ze V,wekerT tales que x =|T|(z) +w. Entonces

(x,UTU(TI(y)) = UITI(z) + Uw), UITI(y)) = (UIT(2), UITI(y))
=(T(@),Ty) =T TY) = (TI(2),ITI(y)
=AITI(2) +w,|T|()) = <x.[T|(¥)).

Luego U*U(|T|(y)) = |T|(y) para todo y € V. Por tanto, |T|(V) es un subespacio invariante
para el operador U*U y que la restricciéon de U* U a este subespacio es la identidad. Ademas,

UU*U(x) =UUU(TI(z)+w) = U(ITI(z) + U"U(w)) = U(T|(2)) = U(IT|(z) +w) = U(x).

Se concluye que UU*U = U, es decir, U es una isometria parcial.

Si T = W|T| para cualquier isometria parcial con ker W = ker T, entonces W(|T'|(x)) = T(x)
parax € Vy W(y)=0parayeckerT, asique W=U.

Finalmente, T es inversible siy sélo si 7*T es inversible y ker T = {0}, si y s6lo si T*T es
definido positivo y ker U = {0}, si y sélo si |T| es definido positivo y la isometria parcial U es
unitaria. O

Corolario 3.63. Si T € End(V), hay una tnica isometria parcial W € End(V) que cumple
WWV)y=T\V)y T =|T*|W.

Demostracion. SiT* = U1|T"| es la descomposicion polar de 7%, tomese W := U}. Entonces
T =(T*)" =|T*|"U; = |T*|W porque el operador positivo |T*| es autoadjunto. Ademads, vale
W)= (kerU;)* = (kerT*)* =T (V).

La unicidad de la factorizacion T = |T*|W es consecuencia de la unicidad de la descom-
posicion polar T* = W*|T™|. O

Es inmediato de la férmula (3.19) que U(V) = T(V) cuando T = U|T| es una descom-
posicion polar.

Proposicion 3.64. Un operador lineal T € End(V) es normal si y solo si |T*| =|T| si y solo si
los factores de su descomposicion polar conmutan: T = U|T| = |T|U.

Se deja la demostracion como un ejercicio. B

» El teorema espectral no proporciona informacion directa acerca de las matrices ortogo-
nales en M,(R), porque en el caso real no se puede asegurar la existencia de autovalores y
autovectores a priori. Sin embargo, la diagonalizabilidad de las matrices unitarias con auto-
valores de valor absoluto 1 (véase la Proposicion 3.60) posee una contraparte real, si en lugar
de una matriz diagonal se acepta una suma directa de bloques 2 X 2.
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Proposicion 3.65. Dada una matriz ortogonal Q € M,(R), hay una coleccion de dngulos

01,...,0; € (0,7) y niimeros r,s € N tales que 2t + r + s = n, amén de una matriz ortogonal P
tal que
P 'OP=P'QP =Ry ®---®Ry ®(~-1,)® I, (3.20)
donde cada Ry; es una rotacion de la forma
cosf senf
Rq:= [— sené cose]' 3.21)

Demostracion. La matriz ortogonal Q cumple Q'Q = QQ' = I, en M,(R). Al consider Q
como elemento de M,,(C) con entradas reales, O es también unitaria en M,(C). Por la
Proposicion 3.56 y 3.60, hay una base ortonormal U de C" para la cual [TQ]% €s una ma-
triz diagonal con autovalores A; € C que cumplen |1;| = 1. Si la descomposicion espectral de
TgesTg=pu1P1+...+u P, entonces cada A; pertenece a {uy,..., 1}

Los polinomios caracteristicos de Q y de Q' coinciden, asi que los autovalores de Q* = Q'
son también uq,...,u;. Un autovalor real es necesariamente +1. Los otros autovalores son
nimeros complejos de valor absoluto 1, que forman pares conjugados (A, Ax) = (e'%,e~%)
con 0 <@ <.

Si z € C" es un autovector de Q para un autovalor +1, sea z =: x +iy con x,y € R". Si
y=0,es z=x € R"; si x =0, entonces (—i)z =y es un autovector real para Q; y si x # 0,
y # 0, entonces lin(x, y) es un subespacio de autovectores de Q de dimension 2 (sobre R). En
todo caso, los subespacios ker(Tp +1) CR" y ker(Tp —I) CR" poseen bases ortonormales de
autovectores reales para los autovalores respectivos ¥1. Sean r :=n(Tg +1), s :=n(Tg—1I)
sus respectivas dimensiones.

Ahora sea z € C" un autovector para el autovalor complejo ¢ con 0 < 6 < 7, con longitud
Izl = V2. Escribase z =: x + iy con x,y € R" y nétese que Z = x — iy es un autovector para el
autovalor e~? porque Qz = €%z conlleva 0z = e=?z. Ahora

¢(2,2) = (2,02) =(0'7.2) = (07 '2.2) = (“Z,2) = ¢ (2, 2),
asi que (z,z) = 0 porque e # ¢ Por tanto, vale
0=(Z,2) =(x—iy,x +iy) ={x,x)—(y,y) + 2i{x,y)

y ademads (x,x)+(y,y) = (z,2) = 2. Se concluye que ||x|| =||y|| =1y (x,y) = 0. En resumen,
{x,y} es una base ortonormal por el subespacio bidimensional real generado por z 'y z. Al
tomar partes reales e imaginarios de ecuacién Qz = 'z, se obtiene

Ox = (cosf)x —(senf)y,
Qy = (senf)x + (cosh)y.

Luego lin{x,y) es un subespacio invariante para Q, en donde la restriccion de Ty posee la
matriz Rg de (3.21).

Por una permutacién de la base U de C”", los autovalores no reales de Q pueden ordenarse
como (e, e, ... e ™) donde 2t = n—r—s. Al repetir el proceso anterior para cada
pareja (e'%,e~%), se construye una nueva base ortonormal V de R” para la cual la matriz de
T es el lado derecho de (3.20). La matriz de cambio de bases P := [/ ]% es ortogonal. O
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3.6 Ejercicios sobre ortogonalidad y teoria espectral

Ejercicio 3.1. Encontrar el complemento ortogonal M+ c R? del subespacio M = lin{x1,x,)

de R? generado por
1 1
X1 = ll}, X2 = lZ}
2 3

[ Indicacién: Sea A € R¥3 la matriz cuyas filas son x|y x5; resolver la ecuacion Ax = 0. ]

Ejercicio 3.2. Encontrar una base ortonormal para el subespacio W = lin{(x,x>,x3,x4) de
R7, donde

1 2 0 2
0 -1 1 1
X1 = 0 , X 1= 0 , X3 = 0 , X4 = 1.
0 -1 -1 -1
1 1 0 -1

1 2 4
._2 . — 1 ._2
x:= 4 y=1_4 z:=151.

4 1 1

Encontrar un vector w € W tal que (w,x) = (w,y) =0.

Ejercicio 3.4. En el espacio vectorial R[#] de polinomios reales, considérese el producto
escalar

1
(F(1),5(0) = f g

El algoritmo de Gram y Schmidt, aplicado a la base {1,t, 2.8, .} de R[¢], produce una fa-
milia ortonormal de polinomios {po(?), p1(?), p2(?),...}, donde cada pi(f) es un polinomio de
grado k. Verificar que

1 V3 V5o, V7 o,
=—, = = 32-1), = (54 -3).
po(t) N pi(t) \/it pa(1) 2\/5( 1) p3(0) 2\/5( " =31)

Calcular el polinomio pa4(#). Explicar por qué estos “polinomios de Legendre” son alternada-
mente funciones pares e impares de ¢.

Ejercicio 3.5. Usualmente, se define el polinomio de Legendre de grado n por la formula
de Rodrigues:

P, =

", ,
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Con el mismo producto escalar del Ejercicio anterior, verificar que

2
(Pn(D), Pp(1)) =0 si m#n; (Pu(1), Pu(t)) = TPEE

[[ Indicacién: Integracién por partes. ]|
Comprobar que lin{Pq(t), Pi(t),...,P,(t)) = lin(1,¢,...,¢") para n € N, por induccién so-
bre n. Concluir que los p,(#) del Ejercicio anterior cumplen p,(f) = V(2n+1)/2 P, (¢).

Ejercicio 3.6. En el espacio vectorial R[¢], considérese otro producto escalar

(f(®),80)) := 1080 dx.

-1 V1-x2

El polinomio de Chebyshev 7),(7) es aquél polinomio de grado n que verifica la identidad
T, (cos@) = cos(no).

Demostrar que estos polinomios son ortogonales con respecto al producto escalar (-, -)).

Ejercicio 3.7. Encontrar una tercera columna de modo que la siguiente matriz A sea una
matriz ortogonal:

B
V3ioV2
1

1 __L
i TV

Ejercicio 3.8. Decidir (con razonamiento) si la siguiente matriz es ortogonal o no:

11 11
2 2 2 2
11 _1 _1
2 2 2 2

A= 1 _1 _1 1/
2 2 2 2
1 _1 1 _1
L2 2 2 2-

Ejercicio 3.9. Demostrar que la siguiente matriz es una matriz ortogonal:

senfsen¢ senfcos¢  cosfcos¢p —cosfseng
_|senficos¢p —senfseng cosfsend  cosfcose
cosfsen¢ cosfcos¢p —senfcos¢ senfseng

cosfcos¢ —cosfseng —senfsengd —sendcosq¢

Ejercicio 3.10. (a) Si x,y € R” son vectores de columna no nulos, demostrar que xy’ es una
matriz en M,(R) cuyo rango es 1.

(b) Sea x € R” con ||x|| = 1. La matriz de Householder determinado por x es
H,:=1,-2xx".

Demostrar que Hy es simétrica y ortogonal, y que H,% =1,. [ Indicacién: Es x'x = ||x|*. ]
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Ejercicio 3.11. (a) Si U y V son matrices unitarias en M, (C), demostrar que el producto UV
es también unitaria.

(b) Si U € My(C) es una matriz unitaria, demostrar que U es inversible y que U 1 es
también unitaria.'?

(c) Demostrar que A € M,,(C) es unitaria si y s6lo si ||Ax|| = ||x|| para todo x € C".

Ejercicio 3.12. (a) Calcular los autovalores de la matriz

5 -6 2
A:=|-6 4 -4|.
2 -4 0

Encontrar una matriz ortogonal P cuyas columnas sean autovectores de A, de modo que
P'AP = P~'AP sea diagonal.
(b) Calcular A3, usando esta forma diagonal D = P'AP.

a
b
factorizar A = LDL!, con L triangular inferior unipotente y D diagonal inversible, si y s6lo si
a#0yc#b?/a.

(b) Concluir que A es definida positiva si y s6lo sia > 0, ¢ >0y ac—b* > 0.

Ejercicio 3.13. (a) Sea A := [ [Z] una matriz simétrica en M>(R). Demostrar que es posible

(c) Obtener la factorizacién A = LDL' para A := [14 ) Llé] Usar esta factorizacion para
comprobar que x'Ax = (2x; +6x2)* + (3x2)? si x = [g] e R2.

Ejercicio 3.14. SiJ ={ji, jo,..., jr} C{1,2,...,n}, el menor my; := det A;; se llama un menor
principal de la matriz A € M, (F). Si Ji ={1,2,...,k}, los menores principales Dy := my, j,
para k = 1,...,n, se llaman los menores principales delanteras de la matriz cuadrada A:

ailr diz 43
, Diy=lay1 axyp ax|, ..., D,=detA.

asp aszz ass

ain a2

Dy=ay, Dy=
’ ax axn

(a) Si A € M,(R) es definida positiva, demostrar que todos sus menores principales de-
lanteras son nimeros positivos.

(b) Inversamente, si A € M,(R) es tal que Dy > 0 para k = 1,2,...,n, demostrar que A es
definida positiva. [ Indicacion: Eliminacion gaussiana simple. |

Ejercicio 3.15. Determinar si cada una de las matrices

I 11 I 11 9 -6 2
A=|1 1 1}, B:=|1 2 2f, C:=|-6 8 -4
I 11 1 23 2 -4 4

es (a) positiva; (b) definida positiva.

15Las partes (a) y (b) dicen que la totalidad de matrices unitarias 7 X n es un grupo, llamado U (n).
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Ejercicio 3.16. Considérese la siguiente matriz A € Mg(R):

(b 0 -1 0 0 0 0 I]
0 b 0 -1 0 0 -1 0
-1 0 ¢ 00 -1 0 0
0 -1 0 ¢ 1 0 0 0
A=lo 0 0 1 b o 1 o (3.22)
0 0 -1 00 b 0 1
0 -1 0 01 0 ¢ O
1 0 0 0 0 I 0 c

Demostrar que esta matriz es definida positiva siy s6lo si b >0, ¢ > 0y bc > 4. [[ Esta matriz
apareci6 en un problema de la mecénica cuédntica.'® ]

Ejercicio 3.17. Dadas m vectores x1,...,Xx,;, € R", su determinante de Gram es

X1°X1 X1:X2 ... X1°Xp

X2:X1 X2:X2 ... X2-'Xpi
detA = . .

xm'xl xm'x2 e xm'xm

el cual es el determinante de la matriz A = [q;;] tal que a;; = x; - x;. Demostrar que detA =0
st y sOlo si {xq,...,x;} es linealmente dependiente, y que det A > 0 cuando {x,...,x,,} es
linealmente independiente.

[ Indicacién: Encontrar una matriz B tal que A = B'B. ]|

Ejercicio 3.18. Sea ¢ := e2™I" una raiz n-ésima de 1 y sea F' € M,,(C) la matriz con entrada

1 1 1 1
1 ¢ ;2. ol
e L2 s peen|
‘/ﬁ N . . c. .
1 évn—l é/Z(n—l) o {(n—l)z

La matriz F se llama la transformacion de Fourier finita (TFF) de orden n.
(a) Escribir F explicitamente en los casos n = 2,3,4.

(b) Demostrar que F*F = I, y concluir que la matriz F es unitaria.

(c) Calcula la matriz F2 y mostrar que F* = I,. Concluir que los tnicos autovalores
posibles!” para F son 1= 1,—1,i,—i.

16Referencia: Ileana Castillo Arias, Productos cudnticos en espacios de funciones analiticas, tesis de licen-
ciatura, UCR, 1988.

17La multiplicidad de cada uno de estos autovalores, para n cualquiera, es “aproximadamente %n”. La deter-
minacién exacta de las multiplicidades es un problema de la teoria de nimeros. Por ejemplo, si n =4m+ 1 con
m €N, se sabe que 4 =1 ocurre (m+ 1) veces, y que A = —1,i,—i ocurren m veces cada uno.
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Ejercicio 3.19. (a) Sea V un espacio hilbertiano. Si § € End(V) es un operador autoadjunto
tal que (x,S (x)) = 0 para todo x € V, demostrar que S = 0.

(b) Si ademéds T € End(V) es un operador lineal cualquiera, demostrar que 7 = 7" si y
solo si (x,T(x)) € R paratodo x € V. [ Indicacion: Considerar S :=i(T*—T). ]|

Ejercicio 3.20. (a) Sea S € End(V) un operador autoadjunto. Demostrar que hay dos opera-
dores positivos S ;,S_- € End(V) talesque S +S_-=5_5S,=0yS =5,-S5_.

(b) Concluir que cualquier operador lineal 7 € End(V) es una combinacion lineal de la
forma T =T —-T,+iT3—iT4 donde T,T3,T3,T4 son operadores positivos.

Ejercicio 3.21. (a) Si T € End(V) es un operador normal, demostrar que hay un polinomio
f(® eClt]talque f(T)=T".
[ Indicacion: Buscar un polinomio que cumple f(u;) = ji; para cada autovalor y; de T'. |
(b) Si S € End(V) es otro operador lineal (no necesariamente normal) tal que ST =TS,
demostrar que S*T =TS ™.

(¢) Si§,T € End(V) son operadores normales, concluir que el producto S T es también un
operador normal.

Ejercicio 3.22. (a) Si T € End(V) es un operador positivo, demostrar que hay un polinomio
g() e R[7] tal que g(T) = T'/2.
[ Indicacion: Buscar un polinomio que cumple g(u;) = /u; para cada autovalor jde T'. ]|
(b) Si§ € End(V) es otro operador positivo tal que S 7 = T'S, demostrar que los operadores
S +7T y ST son también positivos.

(c) Si P,Q € End(V) son operadores positivos que no conmutan, demostrar que P+ Q es
positivo pero que PQ no es necesariamente positivo.

[[ Indicacion: Dar un contragjemplo de dos matrices positivas cuyo producto no es una
matriz positiva. ||

Ejercicio 3.23. Sea A € M,(C) y sean Ay,...,4, los autovalores de A, repetidos seglin su
multiplicidad. Demostrar la desigualdad:

tr(A"A) 2 |+ + P,
con igualdad si y s6lo si A es una matriz normal.

Ejercicio 3.24. (a) Demostrar que un operador lineal U € End(V) es unitario si y s6lo si
[|U(x)|| = ||x|| para todo x € V.

(b) Demostrar que un operador lineal 7' € End(V) es normal si y s6lo si ||T(x)|| = |7 (x)|]
paratodox € V.

-1 -2

Ejercicio 3.25. Obtener la descomposicion polar U|A| de 1a matriz A = [ o

] € M, (C).
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4 Formas Bilineales

Las aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales no son los tinicos objetos que pueden
representarse por matrices. En este capitulo se examinard otra clase de funciones, las formas
bilineales (o sesquilineales) sobre un espacio vectorial, que son una generalizacién del con-
cepto de producto escalar. A cada forma bilineal se le asocia una matriz que la representa con
respecto a una base particular.

Se distinguen tres clases importantes de estas formas: (a) las formas bilineales simétricas,
(b) las formas bilineales alternadas o antisimétricas, y (c) las formas sesquilineales hermiticas
(en el caso complejo). A cada forma se le asocia una matriz cuadrada, respectivamente
simétrica, antisimétrica, o hermitica. Se busca una clasificacion de estas formas hasta iso-
morfismo, o lo que es equivalente, la identificacion de ciertos tipos de matrices que permiten
distinguir entre formas inequivalentes.

4.1 Formas bilineales y sus matrices

Definicion 4.1. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F cualquiera.
Se dice que una aplicaciéon f: VxV — F es una forma bilineal si las aplicaciones parciales
x+— f(x,y)yy— f(x,y) son formas lineales sobre F; en otras palabras,

fx+z,y)=fx,y)+ f(z,y),
fe,y+w) = f(x,y)+ f(x,w),
flex,y) = f(x,cy) = c f(x,y),

para todo x,y,z,w € V, c € F. En consecuencia,
n n n n
f(ZCixi,Zdjxj)= chidjf(xi,xj)- 4.1)
i=1 j=1 i=1 j=1

Ejemplo 4.2. El producto punto de vectores f(x,y) := x'y = x1y; + -+ + X,y €s una forma
bilineal sobre F". o
Mais generalmente, si A € M, (F) es una matriz cuadrada cualquiera, la receta

f(x,y) :=x'Ay
define una forma bilineal sobre F".

Definicion 4.3. Es evidente de (4.1) que f queda determinada por los valores f(x;,x;) en una
base B = {x1,...,x,} del espacio vectorial V. Dendtese estos coeficientes de f por

ajj = f(x;,x;), paratodo i,j=1,...,n. 4.2)

Entonces f(Zicixi,Zjdjxj) = X jciaijdj. Los escalares a;; son entradas de una matriz

cuadrada [ f]% = A € M,(F): esta es la matriz de la forma bilineal f con respecto a la
base B.
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Para cada vector fijo y € V, la aplicacién x — f(x,y) es una forma lineal sobre V, es decir,
un elemento fy del espacio dual V*. Por (4.1),siy = Z;le djx j entonces fy(x) = Z?zl djfx ;(X)
para todo x € V, y por ende F: y — f, es una aplicacion lineal en L(V, V™). Obsérvese que
aij = fx;(x;) por (4.2).

Si B* :={f1,..., fn} es la base (1.5) de V* que es dual a la base B = {xy,...,x,} de V,
entonces la matriz (1.6) de F, con respecto a estas bases de V 'y V*, se obtiene de

n

F(xj) = fx; = iij(xi)fi = Zaijfi-
i=1

i=1

Luego [ f ]% =A=[F ]%*. En otras palabras, la matriz de la forma bilineal f con respecto a la
base B coincide con la matriz de la aplicacion lineal F € L(V, V*), con respecto a ‘B y su base
dual.

De esta manera, se ve que las formas bilineales sobre V conforman un espacio vectorial,
isomorfo al espacio vectorial L(V,V*). Su dimensién es (dim V)(dim V*) = (dim V2 =n?=
dim(M,(F)).

Proposicion 4.4. Sea f: VXV — F es una forma bilineal y sean B = {x1,...,x,} y B’ =
{x’l,...,x;} dos bases de V. Sea P la matriz de cambio de base (1.9), dado por x'; =:
Z;f:lpjsxj. Entonces las matrices respectivas A = [f]% y B= [f]%: de la forma bilineal f
cumplen

B=PAP.

Demostracion. La matriz A viene de (4.2) y las entradas de B obedecen b, := f(x/.,x’). En
vista de (4.1), vale

brs = f(zn: Pirxiaznlpjsxj) = Zn: Zn:pirf(xi,xj)pjs = Zn: Zn:piraijpjs,
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1
y se reconoce el lado derecho como la entrada (r, s) de la matriz P'AP. O

Definicion 4.5. Dos matrices cuadradas A,B € M,(F) son matrices congruentes, escrito
A = B, si hay una matriz inversible P € M,,(F) tal que B = P'AP.

La igualdad (P~ 1 = (PH~! implica que la congruencia de matrices es una relaciéon de
equivalencia.! En efecto, esta relacién es reflexiva, porque A = I' Al,;; es antisimétrica, porque
B = P'AP implica A = (P~')'BP~!; y es transitiva, porque B = P'/AP y C = Q'BQ implican
C = (PQ)'A(PQ). La Proposicion 4.4 dice que dos matrices que representan la misma forma
bilineal respecto de dos bases distintas son congruentes, mediante la matriz P de cambio de
base.

Obsérvese que dos matrices congruentes tienen el mismo rango: se sabe que el rango es
invariante bajo cambios A — QAP con Q, P inversibles; al tomar Q = P!, se ve que r(A) = r(B)
cuando A = B. En consecuencia, el rango de la matriz de una forma bilineal no depende de la
base B de V: se puede hablar del rango de la forma bilineal f.

'Una minoria de autores escriben A~ para denotar la matriz A =@hHt, por un abuso de las leyes de
exponentes. Fijese que (AB)™" = A™'B™' si A, B son inversibles. A~ se llama la matriz contragrediente de A.
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Definicion 4.6. Una forma bilineal f: VXV — F es no degenerada si f(x,y) = 0 para todo
x € Vimplicay =0.

Lema 4.7. Para una forma bilineal f: VXV — F, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) f es una forma bilineal no degenerada;

(b) fy=0en V*implica quey =0enV;

(c) la aplicacion lineal asociada F € L(V,V*) es inyectiva;
(d) la aplicacion lineal asociada F € L(V,V*) es sobreyectiva;

(e) si B es una base de 'V, la matriz A = [ f]% es inversible.

Demostracion. Las equivalencias (a) <= (b) <= (c) son consecuencias directas de las
definiciones de fy y F. Para (c) < (d), fijese que F es inyectiva siy sélo si es sobreyectiva,
porque dimV = dim V*. La equivalencia (d) < (e) se debe a que [ f [F ]B O

La sobreyectividad F(V) = V*, es decir, { fy : y € V} = V*, dice que una forma bilineal f
es no degenerada si y sélo si cualquier elemento de V* es dada por x — f(x,y) para algin
yeV.

4.2 Formas bilineales simétricas

Definicion 4.8. Una forma bilineal d: VXV — F es simétrica si d(x,y) = d(y,x) para todo
x,yeV.

Una forma bilineal s: VXV — F es alternada o bien antisimétrica si s(x,y) = —s(y,x)
paratodo x,y e V.

Es evidente de (4.2) que una forma bilineal d es simétrica si y s6lo si su matriz A = [d]%
cumple A’ = A; y que una forma bilineal s es alternada si y s6lo si su matriz B = [s ]% cumple
B' =-B.

Lema 4.9. Cada forma bilineal f: VXV — F es la suma, de manera uinica, de una forma
bilineal simétrica y una forma bilineal alternada.

Demostracion. Escribase

d(x,y) = 5(fe. )+ f3.%) vy s(xy) = 3(f(x.y) - f(y.x).

Es evidente que d es simétrica y s es alternada —aunque cualquiera de las dos podria ser
idénticamente nula— y que f(x,y) = d(x,y) + s(x,y).

Para la unicidad de d y s, es suficiente observar que si f = d’ + s’ es otra suma similar,
entonces d —d’ = s’ — s; esta es una igualdad entre una forma simétrica y otra alternada, lo
cual solo es posible? si ambas formas son nulas: d—d’ = s’ —s = 0; luego,d’ =dy s’ =s. O

2Hay una excepcion a esta afirmacion, si en el cuerpo de escalares F vale —1 = +1, o equivalentemente, si
1+1=0. EI ejemplo més conocido es el cuerpo de dos elementos F, = {G,T} que es la base de la aritmética
binaria. En tales casos, la distincion entre simétrica y antisimétrica carece de sentido. Para evitar esta excepcion,
en este capitulo se asume implicitamente que 1 +1 #0Oen F.
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Definicion 4.10. Sea d: V xV — F una forma bilineal simétrica. A cada subespacio M <V
le corresponde un subespacio ortogonal con respecto a d:

M*={xeV:d(x,y)=0paratodoye M}
={yeV:d(x,y) =0 paratodo x € M}. 4.3)

Es claro que N < M <V implica M+ < N* y que {0} = V.

El subespacio V+ ={y € V :dy =0} = ker D es el niicleo de la forma bilineal d. (Aqui D
es la aplicacion en L(V, V*) asociada con la forma d.) Fijese que d es no degenerada si y s6lo
si V+=1{0}.

Proposicion 4.11. Si d es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre V, y si M es un
subespacio de V tal que M N M+ = {0}, entonces Md M+ =V.

Demostracion. Al considerar los valores d(x,y) con x € M solamente, y € V cualquiera, se ve
que x — d(x,y) es un elemento d;, de M* y que y — dj, es una aplicacion lineal Dy € L(V, M™).
De (4.3) se ve que M+ ={y eV :d;, =0} =kerDy.

Por otro lado, si {g1,...,gmn} €s una base de M* y {x1,...,x,,} es la base dual de M, se
puede completar ésta a una base B = {x1,...,x,} de V y obtener la base dual B* ={fi,..., f,}
de V*. Para j=1,...,mlaregla fj(x;) = [ j=k]| implica que fj(x) = g;(x) para todo x € M.

Del Lema 4.7 se obtiene f; = dy, para algin y; € V'y por ende g; = d)’,j =Dpy(yj). Se
concluye que la imagen de Dy, es todo M*. Del teorema de rango y nulidad se concluye que

dimV =n(Dy) + r(Dy) = dim M+ + dimM* = dim M+ + dim M.
La condicién x € M N M~ = {0} ahora implica dim V = dim(M@&M™), asi que M&M*-=V. O
Definicion 4.12. Sea d: VXV — F una forma bilineal simétrica. La forma cuadratica
asociada con d es la funcion ¢: V — F dada por g(x) := d(x,x).

Ejemplo 4.13. Una forma cuadratica sobre F" es dado por g(x) = )} a;jx;x;j, donde A €

n

ij=1
M, (F) es una matriz de coeficientes. Al reemplazar a;; por %(a,- j+aj;) si fuera necesario,
se puede suponer que A" = A. Entonces ¢g(x) = d(x,x), donde d(x,y) = ZZ j=1@ijXiyj €s una

forma bilineal simétrica.

Ejemplo 4.14. Una superficie cuadrica en F>, centrada en el origen, tiene una ecuacién de

la forma g(x,y,z) = 1, donde
a h gl|x
h b fllyl.
g f cllz

Proposicion 4.15. Una forma bilineal simétrica d es determinada por su forma cuadrdtica
asociada, por polarizacion:

[x ¥ 2]
q(x,y,2) = ax® + 2hxy+by2 +2gx7+ 2fyz+cz2 =

d(x,y) = 3(g(x +y) — q(x) —g(»)). (4.4)

Demostracion. Por calculo directo, vale

gx+y)—qx)—q(y)=dx+y,x+y)—d(x,x)—d(y,y)
=d(x,y)+d(y,x) =2d(x,y). O
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» La clasificacién de las formas cuadréticas, o lo que es o mismo, la clasificaciéon de las
formas bilineales simétricas, procede por convertir una matriz A en cierta matriz diagonal
congruente con A. En contraste con la diagonalizacion por semejanza de una matriz real
simétrica (mediante el teorema espectral), que requiere averiguar los autovalores de la matriz,
la diagonalizacion por congruencia es mds sencilla.

Proposicion 4.16. Sea d: V XV — F una forma bilineal simétrica, de rango k. Entonces hay

una base B = {x1,...,Xk, 21,-..,Zn—k} para la cual la matriz de d es diagonal:
by O ... O
0 b ... 0
[dz=|0 0 .. b ,
0 ... 0
0 ... O]

Demostracion. Si A =0y k=0 por ser d =0, tdmese una base {z1,...,2,} cualquiera. Si
d # 0, entonces por (4.4) hay un vector x| € V con g(x1) # 0; coldoquese by := g(x).

Supdngase, para argumentar por induccion, que ya se haya elegido r vectores linealmente
independientes x1,...,x, € V tales que d(x;,x;) = b;[[i=j] con b; # 0, parai, j=1,...,r. En-
tonces la restriccion de d al subespacio M, :=lin{xy,...,x,) posee una matriz inversible y por
ende esta restriccién es no degenerada. En consecuencia, vale M, N M;- = {0}.

Si d fuera no degenerada (es decir, si k = n), la Proposicion 4.11 permitiria concluir que
V = M, ® M;-. Resulta que esta relacion es vélida aun para k < n. Para x € V, coléquese

r

d(x,x;)
yi=x— Z Txi.
i=1 !

Entonces
-
d(x,x;)
d(y,x;) = d(x,xj)—Z b ’

i=1

billi=jll =d(x,x;)—d(x,x;)=0 para j=1,...,r,
asi que y € M;-. Por tanto,

b ld(x,x;)xi+y € M, & M.

r
X =

i=1

Como x es arbitrario, se concluye que V = M, & M;-.
La matriz de d con respecto a esta descomposicion de V es evidentemente de la forma

L , donde B, = diag[b,...,b,]y Cy—, € M,,_(F).
O Cyr
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Si Cy—r # 0y por ende r < k, la restriccién de d al subespacio M;- no es nula y existe
Xr+1 € M- tal que byiq := q(x,41) #0. Ahora {x1,...,x,+1} es la base de un subespacio M, |
de V y larestriccion de d a M, tiene matriz diagonal B, := diag[by,...,b,+1] con entradas
diagonales no ceros.

Este proceso se repite hasta llegar al By, en cuyo caso C,—; = O porque cada matriz de d
tiene rango k. Al elegir una base cualquiera {z1,...,2,_x} para M-, se obtiene la base deseada
{(X1,.... X, 215+, Zn—k} de V. O

Corolario 4.17. Una forma cuadrdtica sobre V de rango k puede escribirse como

q(x) = b1 fi(x)* +by Hr(x) -+ b fix), (4.5)
con formas lineales f,..., fr € V* linealmente independientes y coeficientes by,...,by € F.

Demostracion. Por la demostracion de la Proposicion 4.16, es g(x) = b f% +...+ bkflf, con
respecto a una base apropiada B de V. Sea B* = {f,..., f,} la base dual de V, asi que
& = fj(x) para todo x € V. De ahi resulta que g(x) = Zl;‘:l b fj(x)z. O

Corolario 4.18. Cualquier polinomio cuadrdtico homogéneo en F[ty,...,t,] puede expre-
sarse como una combinacion lineal de cuadrados de polinomios de primer grado sin términos
constantes.

Demostracion. Un polinomio cuadritico homogéneo es una expresion del tipo

n

q(tl,...,tn)::Zaijtitj concada aq;;€F.
ij=1

Las sustituciones ¢; — x; logran la evaluacién de g en un vector x = (xy,...,x,) € F" cual-
quiera. De este modo se obtiene una forma cuadrética g sobre F".

La férmula (4.5) expresa g en términos de un juego de formas lineales fi,..., fr € (F")*.
Cada f; es explicitamente fi(x) =: Z;le CijXj.

Definanse unos polinomios de primer grado en n variables, sin términos constantes,
también denotados f;, por fi(t1,...,t,) := ZI}:l cijtj. Entonces
2 2
(](tl,---,tn) = blfl(tla"'atn) +'“+bkfk(t1a'--atn) . O
Fijese que estos polinomios de primer grado pueden elegirse de modo que el polinomio
fi depende solamente de las variables #,...,#,. Esto es consecuencia de la demostracion
algoritmica de la Proposicion 4.16: la forma lineal f,,; del Corolario 4.17 es el primer el-

emento de la base dual de la base {x,1,...} del subespacio M;-, asi que no depende de las
coordenadas xi,...,x, del subespacio M,.

Ejemplo 4.19. Considérese la siguiente forma cuadratica sobre Q:

q(x) = x% —4x1x)+2x1x3 —2x1 X4 + 3x§ —6x2x3 + 8xpx4 + 2x3x4 + 2xﬁ.
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La forma bilineal asociada es

d(x,y) = x1y1 = 2x1y2 + X1y3 = X14 — 2X2y1 + 3x2y2 = 3x2y3 + 4x2y4
+X3y1 — 3x3y2 + X34 — Xay1 +4X4y2 + Xa4y3 +2x4Y4.

Con e; = (1,0,0,0), es b1 = g(e1) = 1. Definase fi(x) := b;ld(x,el) =x1—2x2+x3—x4. Se
ve que
g(x)—b1 fi(x)* = —x% — xg + xﬁ —2xpx3 +4xpx4 +4x3x4 =: ¢’ (%),

Esta es una nueva forma cuadratica ¢’ que no incluye la coordenada x;. Hasta ahora se ha
identificado M| =lin{e), M ll =lin{es, e3,e4).
Con e; = (0,1,0,0), es by = ¢’(e2) = —1. Definase f>(x) := bgld’(x,eg) = Xp + X3 — 2x4.
Ahora -
q(x) = b1 fi(x)* = b2 fo(x)* = 5x = ¢ (x),

con M = lin{ey,e»), Mf' = lin{es,e4). Ahora se toma x3 :=e4 = (0,0,0,1), b3 = q"(e4) =5,
para obtener, finalmente:

qg(x)=(x1 —2x3+x3— x4)2 —(xp+x3— 2)(4)2 + 5xﬁ.

La identificacion de unas formas lineales fi,..., fy que satisfacen la férmula (4.5) puede
hacerse en forma algoritmica, mediante un proceso conocido como la reduccion de La-
grange, detallado a continuacion.

Proposicion 4.20. La forma cuadrdtica sobre F" dada por g(x) = x'Ax = Z:’ j=1@ijXixj con
una matriz simétrica A = A" € M,,(F) puede expresarse en el formato de (4.5) mediante el
siguiente algoritmo.

(a) Siay # 0 para alguin k, reordenar las variables para que a1 # 0. Entonces

n

q(x) = %(Z aljxj)2 +q1(x),

j=1
donde q(x) depende solamente de (x3,...,Xxp).
(b) Sitodo ay, =0, reordenar las variables para que a1, # 0. Entonces
1 (v 21 (v 2
q(x) = E(;(a” + azj)xj) - %(;(au - azj)xj) +qa(x),
donde g;(x) depende solamente de (xs, ..., xy).

(c) Repitase los pasos (a) y (b) con la nueva forma cuadrdtica q 0 g, hasta llegar a una
Jforma cuadrdtica residual nula.
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Demostracion. Un calculo directo verifica que ¢g(x) no depende de x; y que ga(x) no de-
pende de x| ni de x,. La féormula (4.5) es evidente, ya que el paso (a) construye by y fi(x), o
bien en su defecto el paso (b) construye b1,b2 y f1(x), f2(x); los demas términos se obtienen
al repetir el proceso hasta agotar las variables x;.

La independencia lineal de las formas lineales f1,..., fi se deja como ejercicio. O

La forma diagonal de la Proposicion 4.16 no es unica, porque hay cierta flexibilidad en
la eleccion de los coeficientes b;. Si, por ejemplo, b; = ¢ ja§ con a; # 0, se puede sustituir

bjcjyxja;'x), yaque

d(a; ' xi,a; ' xj) = a;’' a7 b [i=j1 = ¢; [i= /1.

Por tanto, la matriz de d en la nueva base es diag[cy,...,c,0,...,0]. Es posible (y deseable),
entonces, ‘“normalizar” los coeficientes diagonales no ceros al dividirlos por cuadrados con-
venientes.

Si F = C, cualquier nimero complejo no cero posee una raiz cuadrada compleja.> Sin
embargo, cuando F = R, solamente los numeros positivos (el cero se excluye) poseen una
raiz cuadrada real. Estas consideraciones bastan para demostrar el siguiente teorema de
Sylvester.*

Teorema 4.21 (Ley de Inercia de Sylvester). Sea V un espacio vectorial sobre F=R o Cy
sea d: VXV — F una forma bilineal simétrica de rango k.

(a) SiF =C, entonces hay una base B de V para la cual la matriz de d es
[d]3 = diag[1,...,1,0,...,0] = [t® Oy,
con k entradas diagonales iguales a 1.

(b) SiF =R, entonces hay una base B de V para la cual la matriz de d es
[d13 = diag[1,...,1,-1,...,=1,0,...,0] = [, ®~I,® O_p—,
con p entradas diagonales iguales a 1y q entradas diagonales iguales a (—1), donde
p+q==k.

Demostracion. Sea {x1,...,Xk,21,...,2,—k} una base de V para la cual la matriz de d es
diag[by,...,bx,0,...,0], donde cada b; # 0.
Ad(a): SiF=C, sea a; una de las dos raices cuadradas de bj, para j = 1,...,k. Definase

yj= a]‘.lxj; la matriz de d para la base B :={y1,..., Yk, Z15--->Zn-k} €S Iz ® Oy .

3De hecho, tiene dos raices cuadradas, pues (—cy)2 =a?.

4 James Joseph Sylvester se considera, junto con su compatriota Arthur Cayley, como los padres fundadores
del dlgebra abstracta, hasta el punto de inventar buena parte de su terminologia: el “discriminante” de un
polinomio, la “funcién tociente” de Euler, y la “ley de inercia” para formas cuadréticas, fueron vocablos intro-
ducidos por Sylvester.
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Ad(b): SiF =R, sea p el nimero de los b; que son positivos y sea g el nimero de los b;
que son negativos. Es p +¢g = k. Por una permutacion de los vectores x;, si fuera necesario,
puede suponerse que b; >0 para j=1,...,pyque b;<Opara j=p+1,... k.

Ahora coléquese a; := /|bj| para j=1,...,k y definase y; := aj_.lxj; entonces la matriz
de d respecto de la base B :={y1,..., ¥k 21,..., 20—k} €S [, ® =1, ® Oy_p_g. i

Definicion 4.22. Sea A = A’ € M,(R) una matriz simétrica real. Si p es el niimero de autovalo-
res positivos de A (repetidas segtin su multiplicidad) y si g = r(A) — p el nimero de autovalores
negativos de A, la diferencia’ s(A) := p — g es la signatura de la matriz A.

Proposicion 4.23. Dos matrices simétricas reales A, B € M,(R) son congruentes si y solo si
tienen el mismo rango y la misma signatura.

Demostracion. S1 A = B, ya se sabe que A y B tienen el mismo rango. Dendétese k := r(A) =
r(B) en ese caso.

Por el Teorema 4.21, hay enteros p,p’,q,q" € N con p+q = p’ +¢’ =k tales que A =
I, ®-1;® 0, mientras B = I,y ® -1, ® O,_. Basta verificar, entonces, en el caso k = n, que
las matrices diagonales 1, ® -1, e I,y ® —1, son congruentes si'y s6lo si p = p’.

Supongamos que k = n y considérese la forma bilineal simétrica sobre R” dada por

d(X,y) 1= X1Y1+ o+ XpYp = Xp+1Vp+l =+ = Xp+gVptq- (4.6)

Entonces la matriz de d en la base estandar & = {ey,...,e,} de R" es [d]g =1,®-1,;. Sea

U:={uy,...,u,} otra base de R" tal que [d]ﬁ = I,y ®—I,. Explicitamente, con x = }1_, x;.uj,
y= Z7=1 y;.u j» supongase que vale
— v/ ’ 7 ’ ’ ’ ’
d(x.y) = xy) + - TX Y =Xl T T X g Vg
Considérese los subespacios M :=lin{ey,...,e,) y N’ :=lin{up 41,...,u,y+q). Es claro que

d(y,y)>0siye M, y+0, mientras d(z,z)<0sizeN’, z#0.

Por lo tanto, es M NN’ = {0} y luego M+ N' = M@ N’. Al contar dimensiones, se ve que
p+q¢ =dim(MeN')<n=p+gq,asique g <q.

Del mismo modo, los subespacios M’ :=lin{u,...,u,) y N :=lin{epi1,...,€p44) tienen
interseccion nula, lo cual implica que p’ + g =dim(M’®N) <n=p+q y por ende p’ < p.
Pero p’+¢' =n=p+q,dedonde p’ = py ¢ = g necesariamente. O

Corolario 4.24. La signatura de una matriz de una forma bilineal simétrica real es indepen-
diente de la base elegida. =|

Definicion 4.25. Sid: VxV — R es una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial,
la signatura de d es la signatura s := p — g € Z de cualquiera de sus matrices [d]%. También
se dice que s es la signatura de la forma cuadratica real asociada con d.

3 Algunos autores llaman signatura al par ordenado (p, q); a la diferencia p — ¢ la llaman el indice de la forma
bilineal simétrica d(x,y) = x'Ay.
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Definicion 4.26. Una forma bilineal simétrica real d es positiva si d(x,x) > 0 paratodox € V.
Una forma cuadrética real g es positiva si g(x) > 0] para todo x € V.

Si estas desigualdades son estrictas para todo x # 0, se dice que d [respectivamente, g] es
definida positiva.

Es evidente que d es positiva si y s6lo si su rango y signatura coinciden (porque g =0siy
sOlo si s = k). Ademas, d es definida positiva si es positiva y no degenerada (el caso s = k = n).

Fijese que un producto escalar real no es més que una forma bilineal simétrica real que
es definida positiva. La teoria de espacios vectoriales euclidianos admite una generalizacion
que consiste en reemplazar el producto escalar por usar formas bilineal simétrica indefinida.
Por ejemplo, se podria reemplazar el producto punto en R” por la forma (4.6).

Con respecto de estas formas indefinidas (es decir, cuando p > 0y g > 0, o bien cuando
—n < s < n), es posible definir bases ortonormales, matrices “pseudo-ortogonales”, etcétera,
en analogia con el caso euclidiano. Un caso de particular interés es p = 3, g = 1, la forma
bilineal “lorentziana’:

d(x,y) = —Xpyo +X1y1 + X2y2 +X3y3, para X,y € R4

subyace la teorfa “especial” de la relatividad einsteiniana.®

4.3 Formas hermiticas

Las formas bilineales simétricas complejas tienen menos estructura que las formas reales
andlogas, ya que su clasificacion depende solamente de su rango y no de su signatura. Esto
se debe a que la simetria de una forma bilineal compleja no es muy apropiada, porque ignora
la conjugacién compleja de las escalares en C. Para incorporar la conjugacion compleja, es
oportuno sustituir la nocién de forma bilineal por la de forma sesquilineal; dichas formas se
clasificardan, como luego se verd, por su rango y signatura.

Definicion 4.27. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre el cuerpo C. Una apli-
cacién h: VXV — C es una forma sesquilineal si la aplicacion parcial w — h(z,w) es una
forma lineal sobre V' y la aplicacion parcial z +— h(z,w) es semilineal; en otras palabras,

hWz+7Z',w)=h(z,w)+h(z',w), h(z,aw) = ah(z,w),
h(z,w+w") = h(z,w)+h(z,w"), h(az,w) = ah(z,w),

para todo z,z',w,w' €V, a € C.
Una forma sesquilineal / es hermitica si 4(z,w) = h(w,z) para z,w € V.

Con respecto a una base B = {z1,...,z,} de V, la férmula a;; := h(z;,z;) determina la ma-
triz A = [h]% de una forma sesquilineal. Es evidente que una forma sesquilineal es hermitica
si y s6lo si su matriz cumple A* = A.

®El principio de la relatividad fue formulado por Galileo Galilei, en: Dialogo sopra i due massimi sistemi del
mondo, Firenze, 1632. Las ecuaciones de Maxwell para movimiento en campos electromagnéticos incumplen
este principio, pero Einstein logrd recuperar la relatividad al precio de postular que la velocidad de la luz es
constante.
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Si B ={z’1,...,2'4} es otra base de V, y si P es la matriz de cambio de base (1.9),
entonces las matrices respectivas A = (M2, B= [h]B: de la forma sesquilineal & para estas
bases cumplen

B=P'AP.

Para demostrar esta férmula, s6lo hay que modificar la demostracién de la Proposicion 4.4,
lo cual se deja como ejercicio.

La relacion de equivalencia A 2 P*AP, con P inversible, a veces se llama “congruencia
hermitica”. Dos matrices hermiticamente congruentes tienen el mismo rango: este es el caso
de A — QAP con Q = P*. El rango de la matriz [h]% de una forma sesquilineal no depende
de la base B elegida, y se llama el rango de la forma sesquilineal h.

Si h: VxV — C es una forma hermitica y si M es un subespacio de V, su subespacio
ortogonal con respecto a h es

M* ={z€V:h(z,w)=0paratodow € M}

{weV:h(z,w)=0paratodo z € M}.

Ejemplo 4.28. Si V es un espacio hilbertiano (complejo), su producto escalar h(z,w) := (z,w)
es una forma sesquilineal y hermitica, que ademas es definida positiva, es decir, es h(z,z) >0
para z #0en V. Por tanto, una forma hermitica es una generalizacion de la nocién de producto
escalar, donde se omite el requisito de positividad.

Ejemplo 4.29. Si p,q € N con p+¢q = k < n, la forma sesquilineal siguiente sobre C" es
hermitica:
Mz, W) i= 21wy + -+ ZpWp = ZpaiWpal =+ = ZprgWpig-

Su matriz (respecto de la base estdndar &) es
[h]5 = diag(1,...,1,~1,...,=1,0,...,0] = [, ® 1, ® Op_p_y.

El ejemplo anterior es tipico: el siguiente teorema es una version de la ley de inercia
de Sylvester para formas hermiticas. Dichas formas se clasifican por su rango p+¢ y su
signatura s := p—gq.

Proposicion 4.30. Sea V un espacio vectorial sobre C con dimV =n. Sea h: VXV — C una

forma hermitica, de rango k. Entonces hay una base B de V tal que [h]% =1,®-1,00,

donde p+ q = k. Ademds, si hay otra base B’ de V tal que [h]%: =1y ®—1y ® Oy, entonces
p'=ryq=q

Demostracion. Las demostraciones de las Proposiciones 4.16 y 4.23 y del Teorema 4.21(b)
se adaptan directamente al caso hermitico: se deja los detalles como un ejercicio.

(Fijese que los b; obtenidos de la Proposicion 4.16 son reales, porque /(z, z) € R para todo
z € V;y que ademés h(a~'z,a7'z) = |a|>h(z, z) para todo @ € C.) O
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4.4 Formas bilineales alternadas

Las formas bilineales alternadas tienen una estructura més sencilla que las formas bilineales
simétricas, pero no son menos importantes. En esta seccion F denota un cuerpo cualquiera
(en el cual 1 +1 # 0). El ejemplo primordial de una forma bilineal alternada es la aplicacién
s0: F> x F? — F dada por

s50(X,y) 1= X1y2 — X2)1.

Su matriz con respecto a la base estandar {e;,e»} de F? es la siguiente matriz antisimétrica:

0 1
Jor = [_1 0]'

En adelante se vera que cualquier matriz antisimétrica es congruente con una suma directa de
varias copias de esta J».

Una forma bilineal alternada no degenerada s: VxV — F se llama forma simpléctica
sobre V.

Definicion 4.31. Si s: VXV — F es una forma bilineal alternada, y si M es un subespacio
de V, su complemento simpléctico con respecto a s se define por analogia con (4.3):

M*={xeV:s(x,y)=0paratodoye M}
={yeV:s(x,y)=0paratodo x € M}.

Los complementos simplécticos presentan un fuerte contraste con los complementos or-
togonales determinados por formas simétricas o hermiticas. Respecto de s, cualquier vector
x € V cumple s(x,x) = 0 por antisimetria. En consecuencia, si N :=lin{x) ={cx:c€F}esel
subespacio unidimensional generado por x, entonces N C N*.

Un subespacio M < V tal que M C M~ se llama un subespacio isotrépico de V.

Proposicion 4.32. Sea s: VXV — F una forma bilineal alternada, de rango k. Entonces k es
un nimero entero par; al escribir k =: 2m, hay una base B = {X1,Y1,....Xm,YmsZ1s---»Zn-2m)}
para la cual la matriz de s es de la forma

J O 0
o ) 0]
[s]g:[hm © ] con  Joy = ) =L al. (4.7)
0 On_zm N N S . —_—
veces
0O 0 .. ) "

Demostracion. Obsérvese primero que la matriz de s es del tipo indicado si y sélo si
s(xj,y)=—s(yjx;) =1

y ademds s(z,w) = 0 para cualquier otro par de vectores basicos z,w € B. Si s =0, se
puede usar una base arbitaria B = {zy,...,2,} de V, porque [s]% = 0. En cambio, si s no
es idénticamente nula, hay dos vectores xl,y’1 €V con s(xl,y’l) =:c¢1 # 0. Ahora xl,y’1 son
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linealmente independientes porque s(x1,y}) seria cero por antisimetria si x1, y} fueran pro-
porcionales. Coléquese y; := c;ly’l, de modo que s(x1,y1) =1y s(y1,x1)=—1.

Supdngase, para argumentar por induccion, que ya se haya elegido 2r vectores lineal-
mente independientes {x,y1,...,X,,Yy,} en V con

sy ) =—s(yjxi) = [Li=jll,  sxix)) =s(i,y) =0,
parai,j=1,...,r. Entonces la restriccion de s al subespacio My, := lin{x,y1,...,X,,y) €S
no degenerada, y ademds My, N Mer ={0}.
Si s es no degenerada (este el caso k =n), entonces V = Mzr@M;'r por la Proposicion 4.11.
(Fijese que la demostracion de esta Proposicion sigue valida sin cambio alguno para formas

bilineales alternadas en vez de simétricas). Resulta que esta relacion es valida aun para k < n.

Para x € V, coléquese
r r

7:=X— Z s(x,yi)x;+ Z s(x,x;)y;.
i=1 i=1
Entonces, para j=1,...,r, vale
5(z,x5) = s(x,x;)+ s(x,x;)s(y;,x;) =0,
s(z,y7) = s(x,y;) — s(x,y;)s(x;,y;) =0,
asi que z € M5 . Por tanto,

r r

xX= Z:‘ s(x,y)x;i— Z:‘ s(X,Xx;)yi+2z € Moy & My,
i= i=

Como x es arbitrario, se concluye que V = M, eBMZLr.
La matriz de s con respecto a esta descomposicion de V es evidentemente de la forma

Jor
[ 0 Cn—zr]’ donde C,,_», € M, _»,(F).
Si C,—2, = O, entonces 2r = k y se puede elegir una base {z1,...,2,-2,} para Mer cuya
union con la base {x1,...,X,,¥1,...,¥,} de M», es la base B deseada.

Si Cy—2, # 0y por ende 2r < k, la restriccion de s al subespacio Mer no es nula y existen
dos vectores no proporcionales x,41,y,+1 € Mer tales que s(X;+1,¥r+1) = —SVr+1,Xr41) = 1.
Ahora {x1,y1,...,X5Yr, Xr+1,¥r+1} €S la base de un subespacio My, < V y la restriccion de s
a este subespacio tiene la matriz Jo,».

Este proceso se repite hasta llegar a Ja,,, donde 2m +2 > k. Si fuera k = 2m + 1, seria
imposible elegir dos vectores no proporcionales en M;n en los cuales s no se anula. Luego
es k=2my Cy_o, = O. Al elegir una base cualquiera {z1,...,2,-2,} para Mlm, se obtiene la
base deseada de V. O

A veces conviene permutar los vectores de la base B obtenida en la Proposicion anterior
para cambiarla a B’ ={xy,.... X, Y1,---»Ym»>Z1,---»Zn—2m}, Para la cual la matriz de s tiene el

formato:
o I 0]

[s15, =|-1, O O
O O 0n—2m
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Corolario 4.33. El rango de una matriz antisimétrica A = —A' € M,(F) es par. Dos matrices
antisimétricas reales A, B € M, (F) son congruentes siy solo si tienen el mismo rango.

Demostracion. Definase la forma bilineal s sobre F* por sa(x,y) := x’Ay. Si A = —-A’, en-
tonces s es una forma alternada. La Proposicion anterior dice que hay una matriz de cambio
de base P = [I]? tal que P'AP = J,,® Op,_o, para algin m € N con 2m < n. El rango de A es
r(A) = r(P'AP) = 2m.

Si A=-A", B=—-B"y r(A) = r(B) = 2m, entonces la Proposicién anterior, aplicada a las
formas alternadas s4 y sp, muestra que A = J,,® Oy, = B. O

Corolario 4.34. Una forma simpléctica sobre V existe solo si dimV es par: n =2m. =|

Sea A € M,,(F) una matriz antisimétrica inversible. Entonces ss(x,y) := x’Ay es una forma
simpléctica sobre F", y n = 2m es necesariamente par. La Proposicion 4.32 dice que A = Jy,:
hay una matriz inversible R tal que A = R'J,,R. Obsérvese que det J, = (det J5)" = 1. En
consecuencia, vale

det A = (det R)*.

En particular, si F =R, esto implica que det A > 0.

Es legitimo escribir det R = + Vdet A, porque det R es una raiz cuadrada del determinante
de A. Lo que es menos evidente, pero cierto, es que det R es un polinomio con coeficientes
enteros en las entradas de A. (Esto significa, por ejemplo, que si las entradas de A son
numeros enteros, entonces det R es entero.) Ademas, esta “raiz cuadrada del determinante”
resulta de la evaluacion en las entradas de A de un polinomio “universal”, muy andlogo al
polinomio (1.15) que define el determinante de A por la férmula de Leibniz.

Es necesario, para entender su definicién, hacer un inciso de la teoria de polinomios.
Para i,j=1,...,n con i < j, tomese una “incognita” t;;, y sea t := (f12,113,...,Iy-1,0). Sea
Q(¢) el cuerpo de cocientes de polinomios en estas incognitas, con coeficientes racionales.
(Al multiplicar el numerador y denominador de un tal cociente por un nimero entero apro-
piado, se puede suponer que ese numerador y denominador tienen coeficientes enteros, es
decir, pertenecen al anillo de polinomios Z[#].) Ahora considérese la matriz antisimétrica T
definido por

[ 0 t12 13 ... tln—
=112 0 sy ... Iy

T:=|"t3 —t3 0 ... BaleMQ@)).
|~ftn —f2n —B3n ... 0 |

En el cuerpo Q(?), vale 1+ 1 # 0, asi que las proposiciones ya vistas sobre formas bilineales
alternadas siguen validas para F = Q(f). Se concluye que det T = (det R)? para cierta matriz
R con entradas en Q(#).

De la formula (1.15) se sabe que det R es un polinomio en las entradas de R, asi que
det R = g(t)/r(t) donde g,r son polinomios en Z[¢] sin factor comtin. También por (1.15),
resulta que det 7 =: s(¢) es otro polinomio en las incgnitas ¢. La relacién det T = (det R)?
implica

s(Or(t)? = q(t)*. (4.8)
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Los polinomios con coeficientes enteros (en varias variables) admiten factorizacion unica:
al expresar los dos lados de (4.8) como producto de polinomios irreducibles, se ve que cada
factor irreducible de r(¢) es también un factor de g(¢). Como g(¢) y r(¢) no tienen factor
comun, se concluye que r(¢) = +1. Por lo tanto, det T = q(t)2 es un cuadrado perfecto en Z|[t].

Definicion 4.35. Sea A = —A’ una matriz antisimétrica en M,,(F) donde n = 2m es par. La
evaluacion de polinomios #;; = a;; lleva Q(#) en F y lleva la matriz T en A. El polinomio en
las entradas a;; que es la imagen de det R es el pfaffiano de A:

PfA :=q(aiz,a13,...,an-1).
Para resolver la ambigiiedad de signo en g(¢), se requiere adicionalmente que Pf(J,) = +1.
La evaluacion de polinomios preserva productos; en consecuencia, vale
det A = (PfA)%. (4.9)
0 an

—a;p 0
El signo queda determinado por la condicion PfJ, = +1. Luego, vale PfA = ay».

Ejemplo 4.36. Enel cason=2,es A = [ ], asi que det A = a%z asi que PfA = xay,.

Ejemplo 4.37. En el caso n =4, el pfaffiano es

0 app  ajiz a4

—-a 0 a a
A= 12 23 24

—  PfA =aypa34—ai3ax4 +ajsas.
—a;3 —a 0 axy

—ais —axy —az 0

Si A = —A" es una matriz antisimétrica en M, (F) donde n = 2m + 1 es impar, entonces la
Proposicion 4.32 muestra que A = J5, @ O2,,—2,+1 para algin r < m, y en particular que A no
es inversible, pues det A = (. En este caso conviene definir Pf A := 0 también.

Ejemplo 4.38. La férmula general para el pfaffiano de una matriz antisimétrica A € M»,,(F)
es la siguiente:

PfA :=

] Z(— D7 ag(1)o2) oGy (4) - - - Aor@m—1)o-(2m)- (4.10)
[oa
Aqui o recorre las (2m)! permutaciones de (1,2,...,2m); debido a la antisimetria de A, la

sumatoria tiene muchos productos repetidos, y el factor 1/(2" m!) sirve para eliminar redun-
dancias en esta sumatoria. La comprobacion de esta formula aparecera en los Ejercicios.

Proposicion 4.39. Si A = —A’ es una matriz antisimétrica en M,(F) y si S € M,(F) es una
matriz cualquiera, entonces

Pf(S’'AS) = (det S) (PfA). (4.11)
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Demostracion. Sin es impar, los dos lados de la ecuacién valen 0. Supdngase, entonces, que
n es par.

Obsérvese que (S'AS ) =S'A'S = —-S'AS, asi que la matriz S'AS es también antisimétrica
y posee un pfaffiano. Ahora det(S’AS) = (det S)? det A por las propiedades conocidas de
determinantes. De (4.9) se obtiene enseguida:

Pf(S’AS) = +(det S) (Pf A).

Los dos lados de esta igualdad resultan de la evaluacién de una identidad polinomial, con
T en lugar de A y una matriz andloga (cuyas entradas son nuevas incognitas s;;) en lugar
de S. Esto significa que el signo al lado derecho es el mismo, cualesquiera que sean Ay S.
Al tomar § = I,,, y al recordar que det I, = 1, se ve que este signo es positivo, y la férmula
deseada queda comprobada. O

» Hay un contexto importante en donde coexisten una forma bilineal simétrica y una forma
bilineal alternada que juegan papeles complementarias. Ese es el caso de un un espacio vec-
torial complejo W de dimensién m sobre C, dotado de un producto escalar (-,-). Se puede
considerar W como un espacio vectorial real de dimension 2m sobre R, al tomar la multipli-
cacion escalar x — cx sélo para c € R, “olvidando” o despreciando las aplicaciones x — +ix
parai= V-1. Las partes real e imaginaria del producto escalar,

d(x,y) :=R{x,y), s(x,y) = I(x,y),

definen dos formas R-bilineales, d y s, sobre W. Es evidente que d es simétrica y que s es
alternada. La positividad del producto escalar implica que d y s son formas no degeneradas,
y que d sea definida positiva, es decir, su rango y signatura son maximos: r(d) = s(d) = 2m.

Considérese el problema inverso, el de transformar un espacio vectorial real V de di-
mension par n = 2m, con un producto escalar real d: VXV — R, en un espacio vectorial
complejo de dimensién m, con un producto escalar complejo (:,-). Lo que hace falta es una
manera de prescribir la multiplicacion escalar de +i sobre V.

Definicion 4.40. Sea (V,d) un espacio euclidiano (esto es, un espacio vectorial real V con una
forma bilineal simétrica d que es definida positiva) de dimension par n = 2m. Una estructura
compleja ortogonal sobre (V,d) es un operador J € Endr(V) tal que

(a) J2=—I enEndr(V), y ademas
(b) d(Jx,Jy)=d(x,y) paratodo x,y e V.

Por el teorema de inercia de Sylvester, hay una base € = {ey,...,e,} de V tal que

n n
dx,y)=x1y1+---+x,y,, cuando x= inei, y= Zyjej.
i=1 j=1
En otras palabras, la base € es una base ortonormal para el espacio euclidiano (V,d). Al
identificar el vector x € V con (x1,...,x,) € R", se obtiene d(x,y) = x'y.
Con un leve abuso de notacion, se puede usar la misma letra J para denotar la matriz
[J ]g € M, (R). Esta matriz J cumple dos propiedades:
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(a) J2=-I, en M,(R), y ademads

(b) J' T =1,.
La propiedad (b) es consecuencia de la relacién
x'J'Jy=Jx)'Jy=d(Jx,Jy)=d(x,y) =x'y paratodo x,yeR".

En otras palabras, J es una matriz ortogonal. Ademas, las propiedades (a) y (b) implican que
J=—J=J"

Ejemplo 4.41. Si V = R se puede tomar J := Jy,, como en (4.7), la suma directa de m

copias de la matriz J, = [ 1]. Es claro que J%m =—L® - --&-1 =—-ID,.

-1 0
Lema 4.42. Sea (V,d) un espacio euclidiano de dimension 2m sobre R y sea J € Endgr (V)
una estructura compleja ortogonal. Entonces s(x,y) :=d(Jx,y) define una forma bilineal
simpléctica sobre V tal que s(Jx,Jy) = s(x,y).

Demostracion. Es evidente que s es una forma bilineal sobre V. Si x,y € V, entonces
s(y,x) =d(Jy,x) =d(J%y,Jx) = —d(y,Jx) = —d(Jx,y) = —s(x,y), (4.12)

por las propiedades (a) y (b) de la Definicion 4.40 y la simetria de d. Por tanto, s es alternada.
Si s(x,y) = 0 para todo y € V, entonces d(Jx,y) = 0 para todo y; de ahi, es d(Jx,Jx) = 0.
Luego Jx = 0 porque d es definida positiva, y en consecuencia x = 0 ya que J es inversible
(con J~! = —J). Esto comprueba que s es no degenerada.
También, es s(Jx, Jy) = d(J*x,Jy) = s(x,y), a partir de la ecuacién (4.12) conx & y. O

Proposicion 4.43. Sea (V,d) un espacio euclidiano de dimension 2m sobre R y sea J €
Endg (V) una estructura compleja ortogonal. Definase una multiplicacion escalar compleja
sobre V por

(a+ib)x :==ax+bJ(x), paratodo a,beR. (4.13a)

Dendtese por V el espacio vectorial complejo formado por el conjunto V con su propia op-
eracion de suma y esta nueva multiplicacion escalar. Entonces Vj es un espacio hilbertiano
de dimension m sobre C, con el producto escalar

x,yy; :=dx,y)+is(x,y) =d(x,y)+id(Jx,y). (4.13b)

Demostracion. Es facil comprobar que la operacion (4.13a) hace de V un espacio vectorial
complejo: s6lo hay que observar que para a,b,p,q € R, x € V, vale

(a+ib)(p+ig)x = (a+ib)(px+qJ(x)) =apx+(aq+bp)J(x)+ quz(x)
=(ap—bq)x +(aq+bp)J(x) = ((ap — bq) +i(aqg +bp)) x.
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Por el Lema anterior, s(x,y) := d(Jx,y) es una forma bilineal alternada, asi que d +is es
una forma hermitica sobre V. Como s(x,x) = 0 para todo x, se ve que {(x,x), =d(x,x) >0
para todo x € V, con igualdad sélo si x = 0. Luego V; es un espacio hilbertiano.

Fijese que

s(x,y)=d(Jx,y) esequivalentea d(x,y)=s(x,Jy),

porque s(x,Jy) =d(Jx,Jy) =d(x,y).
Sea {uy,...,u,} una familia ortonormal en el espacio hilbertiano V; y considérese el con-
junto de vectores B, = {u,J(uy),...,u,,J(u,)} en V. Sii # j, entonces

d(ui,uj)+ id(]u,-,uj) = (ui,uj> =0.

Ademas, d(Ju;,u;) = s(u;,u;) =0 para i = 1,...,r. Entonces B, es una base ortonormal de
un subespacio M, de (V,d), de dimensién real 2r. Si r < m, hay un vector u,,; € V tal
que d(uy41,ur41) =1y d(uys1,u;) =d(ur41,Ju;) =0parai=1,...,r, por compleciéon de una

base ortonormal en (V,d). También, es d(Ju,+1,Juri1) = dWpi1,ure1) = 1y d(Jupiy,u;) =
d(Ju,+1,Ju;) =0, asi que {uy,...,u,1} es una familia ortonormal en V;. Al llegar a r = m,

se ha construido una base ortonormal U = {u,...,u,,} del espacio hilbertiano V; y al mismo
tiempo una base ortonormal B, = {u,J(uy),...,uy,J(u,)} del espacio euclidiano (V,d). En
particular, es dimc Vjy = m. O

Definicion 4.44. Sea (V,d) un espacio euclidiano con dimg V = n. La complexificacion de V
es el espacio vectorial complejo
Ve=Va&iV.={x+iy:x,yeV},

con multiplicacion escalar (a +ib)(x +iy) := (ax —by) +i(bx + ay) paraa,b € R, x,y € V. Si
Z=x+1iy € V¢, escribase 7 := x —iy. La forma R-bilineal d sobre V se puede ampliar a una
forma C-bilineal sobre Vi al poner d(x +iy,x’ +iy’) :=d(x,x")+id(x,y" ) +id(y,x")—d(y,y’).
Es posible dotar Vi de un producto escalar complejo al definir

{z,w) :=2d(z,w) para z,we V. (4.14)
Fijese que V¢ tiene dimensién n sobre C.

Lema 4.45. Sea (V,d) un espacio euclidiano con una estructura compleja ortogonal J. En-
tonces W :={x—iJ(x):x €V} es un subespacio complejo de V¢, isomorfo a Vj como espacio
hilbertiano.
Demostracion. Definase Py := %([ —1iJ) € Endc(Ve). Entonces Pj(Ve) = Py(V) = W, mien-
tras P% = Py y ademds P, = %(1+ iJh = %(l— iJ) = Pj. Luego Py es el proyector ortogonal
sobre V¢ con imagen W. Si x,y € V, entonces
(P(x), Py = 3d(x +iJ(x),y —iJ ()
= 2d(x,3) + 55(x,y) = £5(y,.%) + 7d(J (%), (¥))
=d(x,y)+is(x,y) =(x,y),.

Como dim¢c W = %dimR W= %dimRV = dim¢ Vy, se ve que Pj: V; — W es una biyeccion
lineal que entrelaza los productos escalares complejosde V; y W. O
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4.5 Ejercicios sobre formas bilineales

Ejercicio 4.1. Sean f, g dos formas bilineales sobre V, con f no degenerada. Demostrar que
hay un tnico operador lineal 7 € End(V) tal que

gx,y)=f(x,T(y)) paratodo x,yeV.

Mostrar que T es biyectivo si y solo si g también es no degenerada.
[ Indicacién: Fijar una base B de V y expresar la matriz de 7' en términos de las matrices de

fyegl

Ejercicio 4.2. El discriminante de una forma bilineal simétrica d, con respecto a una base
B ={x1,...,x,} de V, es el determinante D := det[d(x;,x;)]. Verificar que la forma d es
no degenerada si y s6lo si D # 0.

Ejercicio 4.3. Sea d una forma bilineal simétrica sobre V. Para cada subespacio M <V,
dendtese por M~ el subespacio ortogonal a M con respecto a d. Si N es otro subespacio de V,
demostrar que (M + N)* = M+ NN*.

Demostrar también que (M N N)* = M+ + Nt si d es no degenerada.

Ejercicio 4.4. Las formas bilineales simétricas aparecen en la teoria geométrica de polos y
polares. Cada forma cuadritica no degenerada g sobre R? define una cdnica (centrada en el
origen), la cual es la curva cuya ecuacién es ¢(x) = 1, o bien d(x,x) = 1. Si y € R? es un
determinado punto, la recta polar de y con respecto a esta conica’ es la recta con ecuacién
d(x,y)=1.

Por ejemplo, si la conica es la hipérbola x% —4x1x3+ Zx% =1, larecta polar del punto (2,3)
es larecta —4xy +2xy = 1.

Verificar que un punto y € R? queda sobre la curva g(x) = 1 si y s6lo si y queda sobre su
propia recta polar. Concluir que esa recta polar es tangencial a la conica en ese punto.

Ejercicio 4.5. Verificar que las formas lineales fi,..., fx, construidas en la Proposicién 4.20
por el proceso de reduccion de Lagrange, son linealmente independientes.

Ejercicio 4.6. Aplicar la reduccion de Lagrange para expresar las formas cuadraticas siguien-
tes como una combinacién de cuadrados de formas lineales:

(@) q(x1,x2) = 4x1x2,

(b) g(x1,x2,x3) = —2x% +6x1x +10x1x3 + x% —2x72X3 +4x§,

(©) g(x1,x2,x3) = X1X2 + X1X3 + X2X3,

(d) g(x1,x2,x3,%x4) = x% +2x1x2 —2X1X3+2x1 x4 + 4x§ +4xox3+2x2%x4 + 4x§ —2X3X4 — xi,

(e) g(x1,x2,x3,x4) = 4x% —4x1xp —4x1x3 +4x1x4 + x% +4xyx3 —4dxox4 + x% + xi.

"Para mds informacién sobre polos y polares, véase, por ejemplo, el Tema VI de: Joseph C. Virilly, Elemen-
tos de Geometria Plana, Editorial de la UCR, San José, 1988.
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Ejercicio 4.7. ;Cudles son el rango y la signatura de cada una de las formas cuadraticas del
Ejercicio anterior?

Ejercicio 4.8. Determinar el rango y la signatura de las siguientes formas cuadraticas so-
bre R™:

(a) q(x) = x1X2+ X3X4+ X5X6 + *** + X2—1X2m, S1 1 = 2m1;

n
(b) qup(x)=a) x;+b ) xxj conabek.
k=1 i<j
(Hay varios casos, segun los valores de a y b).

Ejercicio 4.9. Determinar el rango y la signatura de la forma cuadratica sobre R" cuya
definicion es g(x) := X j(xi —x j)z_

Ejercicio 4.10. Gantmacher da la siguiente receta® para determinar la signatura de la forma
cuadritica g(x) = x’Ax de rango k sobre R". Sean Dy,...,D, los menores principales de-
lanteras de la matriz A. [Esto es, D, :=my, j, es el determinante de la submatriz de A formado
al borrar las dltimas (n —r) filas y columnas. Se sabe que D, = 0 para r > k.]

Supoéngase que D, # 0 para r = 1,...,k o bien que la lista (D1,...,Dy) tenga ceros no
consecutivos. Sea ¢ el niimero de cambios de signo en la lista (1,Dy,...,Dy), después de
suprimir los ceros no consecutivos si los hubiese. Entonces la signatura de la forma cuadratica
es s:=k—2q.

Usar esta prescripcion para calcular la signatura de las formas cuadraticas del Ejerci-
cio 4.6, sin aplicar la reduccion de Lagrange.

Ejercicio 4.11. Sean uy,...,u, los autovalores distintos de la matriz simétrica A € M,(R),
en orden decreciente: uj > up > -+ > u,. Demostrar que la forma cuadrética g(x) := x’Ax
obedece

A x'x <x'Ax < A x'x,

y que tiene los valores maximo y minimo de g(x) sobre la esfera x’x = 1 son Ay y A,, respec-
tivamente.
[[ Indicacién: Recordar que A puede ser diagonalizada por una matriz ortogonal. ||

Ejercicio 4.12. Encontrar una matriz ortogonal Q € M3(R) tal que 07 'AQ sea diagonal,
donde

2 11

A:=[1 2 1

1 1 2

Luego, hallar los valores maximo y minimo de la funcién g(x, y,z) := x>+ xy + xz+y> + yz + 2
sobre la esfera x* + y> +z% = 1.

8Referencia: Feliks Gantmacher, The Theory of Matrices, tomo 1, Chelsea, New York, 1959; pp. 303-304.
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Ejercicio 4.13. Demostrar que la forma cuadratica
q(x1,x2,X3) := x% +4x1x + 3x§ +2x7x3 + 6x§
no es definida positiva. Dar un ejemplo de un vector x € R3 tal que ¢(x) < 0.

Ejercicio 4.14. Sea V un espacio vectorial de dimensién par 2m sobre F y sea s una forma
simpléctica sobre V.

(a) Si N es un subespacio de V, y si N* denota su complemento simpléctico con respecto
a s, demostrar que (N*+)* = N.

(b) Demostrar que hay un subespacio M < V de dimensién m que es isotrépico’
de s. Concluir que M+ = M y que M es un subespacio isotrépico maximal.

[[ Indicacién: Usar la base construida en la Proposicion 4.32. ]|

respecto

Ejercicio 4.15. Para la siguiente matriz antisimétrica A € My(F),

0 2 -1 3

-2 0 4 =2
A= 1 4 0 1)

-3 2 -1 0

demostrar que A = J4 y encontrar una matriz inversible P € M4(F) tal que P'AP = J,.

Ejercicio 4.16. (a) Sea B+ C € M,(F) una matriz inversible, donde B’ = By C' = —C son sus
partes simétrica y antisimétrica. Sea P := (B + C)"Y(B—-C). Verificar las relaciones

P'(B+C)P=B+C, P/(B-C)P=B-C.

(b) Si A € M,,(R) es una matriz antisimétrica, comprobar que 1y (—1) no son autovalores
de A; concluir que las matrices I,, — A y I,, + A son inversibles.

(c) Demostrar que la transformada de Cayley de A, dada por Q := (I, +A) NI, - A), es
una matriz ortogonal.

Ejercicio 4.17. (a) Si f(¢), g(¢t) € F[t] son dos polinomios y si B € M,(F) es una matriz tal que
f(B) sea inversible en M, (F), demostrar que f (B)~! g(B)=g(B) f(B)_l.

(b) Si Q € M,(R) es una matriz ortogonal tal que 1 y (—1) no sean autovalores de Q,
demostrar que su transformada de Cayley A := (I, + 0)~ (I, — Q) es una matriz antisimétrica.

Ejercicio 4.18. Se dice que R € M»,,(R) es una matriz simpléctica si s(Rx,Ry) = s(x,y) para
todo x,y € R2™_ donde

$(x,¥) := X' Jomy = X1y2 = X2V1 + X3Y4 = X4Y3 + + X2m-1Y2m — X2mY2m-1
es la forma simpléctica estandar sobre R*”. Fijese que la matriz R es simpléctica si y s6lo si
R'JoR = Jop,.
(a) Mostrar que R es inversible, que R~! también es simpléctica, y que el producto de dos
matrices simplécticas es otra matriz simpléctica.
(b) Verificar que una matriz simpléctica R cumple det R = +1.

9Recordar que N es isotrdpico si s(x,x) = 0 para x € N, o equivalentemente, si N C N*.
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Ejercicio 4.19. Considérese el espacio vectorial R*" con su producto escalar real estindar
d(x,y) = x'y y su forma simpléctica estandar s(x,y) = x'J,,,y. Sean A, B € M>,,(R) tales que
Adoy = JomA'y BJoy, = —Joy, B. Verificar las siguientes reglas de transposicion para s:

s(x,A'y) = s(Ax,y), s(x,B'y) = s(y, Bx).
Ejercicio 4.20. Si A € M,,,(R), demostrar que

O Af_ m(m—1/2
Pf[_At O] =(-1) det A.
[ Indicacién: Factorizar la matriz al lado izquierdo como un producto R'JR para ciertas ma-

trices apropiadas R, J € M5,,(R). ]|

Ejercicio 4.21. Si A es una matriz antisimétrica con PfA # 0, mostrar que A es inversible y
que A~! es antisimétrica, con Pf(A~1) = 1/ Pf(=A).

Ejercicio 4.22. Hay una férmula inductiva que define el pfaffiano de una matriz antisimétrica
A por expansion en filas y columnas. Denétese por A;j;; la submatriz (n—2) X (n—2) de A
obtenida al borrar las filas i, j y también las columnas i, j de A; escribase p;; := Pf(4;;;;). La
regla de expansion es:

n
PfA =appia—aipiz+---+(=D"aipin = Z(—l)]aljpu*
=2

Mis generalmente, PfA = Zyzl(—l)iJ’j_laijP,-j para cualquieri € {1,2,...,n}.
(a) Usar esta formula para hallar la expresion explicita del pfaffiano de una matriz anti-
simétrica 6 X 6, en términos de sus entradas a;; con i < j.

(b) Verificar, por induccién sobre m, que esta férmula conduce a la expresion gene-
ral (4.10) para el pfaffiano de una matriz antisimétrica 2m X 2m.

» En los ejercicios que siguen, V es un espacio vectorial real de dimension par n = 2m, d es
un producto escalar real, J es una estructura compleja ortogonal, s es la forma simpléctica
sobre V definido por s(x,y) := d(Jx,y), Vc denota la complexificaciéon de V. Cada operador
R-lineal T € Endgr(V) se puede ampliar a un operador C-lineal, T € Endc(Vc), mediante la
redefinicion T'(x +iy) := T(x)+iT(y) parax,y € V.

Ejercicio 4.23. Si R € Endr(V) es un operador ortogonal, es decir, d(R(x),R(y)) = d(x,y)
para todo x,y € V, demostrar que R es inversible y ortogonal, y que RJR™! es otra estructura
compleja ortogonal sobre V.
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Ejercicio 4.24. Para V = R* con el producto escalar usual, sean e, 8 dos dngulos cualesquiera;
demostrar que las siguientes dos matrices determinan estructuras complejas ortogonales: '

0 —cosa  —sinacosf —sinasinf]
J o.—| cosa 0 —sinasing  sinacosf
@8~ |sinacosB  sinasinf 0 —cosa |’
| sinasin8 —sinacosf cosa 0
0 —cosa  —sinacosf —sinasing]
yo—| cosa 0 sinasin —sinacosf
@B~ [sinacosf —sinasinf 0 cosae |
| sinasin  sinacosf —cosa 0

Ejercicio 4.25. Sea V; el propio espacio vectorial V dotado del producto escalar complejo
(:,-); =d+is. Un operador R-lineal Q € Endr(V) define un operador C-lineal sobre V; si
y s6lo si QJ = JQ; en cambio, Q define un operador C-semilineal sobre Vj si 'y solo si
QoJ=-J0.

(a) Sean R := %(Q -JOJ), S = %(Q+ JQJ). Fijese que Q = R+ S. Verificar que R es
C-lineal y que S es C-semilineal como operadores sobre V.

(b) Si Q es un operador ortogonal sobre V, mostrar que R’ y S’ son las partes C-lineal y
C-semilineal de Q~!'. Ademids, verificar las relaciones

RR'-SS"=R'R+S'S =1, RS'=-SR', R'S=-S'R.
[ Indicacién: Estudiar la relacién Q' = 0 '0=1.]]

Ejercicio 4.26. Si W < V¢ es un subespacio, escribase W := {x —iy: x,y € V; x +iy € W}.
Una polarizacién de V¢ es un subespacio complejo W < Vi que es d-isotrépico,!! tal que
WNnW={0)y WoW = Vc.
(a) Mostrar que Wy := P;(V) ={x—iJx :x € V} es una polarizacién de V¢, con W;=W._j.
(b) Demostrar que W; y W_; son los subespacios de autovectores para el operador ampli-
ado J € Endc(V) con los respectivos autovalores i y —i.

(c) Si Q € Endr(V) es ortogonal y si W es una polarizacion de Vi, demostrar que Q(W) :=
{O(x)+iQ(y) : x+iy € W} es otra polarizacion de V. Comprobar que Q(W;) = Pojo-1(V).

(d) Si W es una polarizacion de V¢ y si x,y1,y2 € V son vectores tales que x +iy; € W'y
x +iy> € W, mostrar que y; = y,. Concluir que hay un operador Jy € Endg (V) determinado
por Jw(x) := —y cuando x +iy € W.

(e) Dada una polarizacion W de V¢, verificar que Jyw es una estructura compleja ortogonal
sobre V.

10Estas son fodas las estructuras complejas ortogonales sobre R*. Geométricamente, forman dos copias
disjuntas de la esfera bidimensional S2, en las cuales (@,B) son coordenadas esféricas.

!1Se puede ampliar d a una forma bilineal simétrica sobre V¢ mediante la férmula evidente d(x +iy,x’ +iy’) :=
d(x,x")+id(x,y")+id(y,x’) —d(y,y’). Un subespacio W es isotrépico para d si d(z,w) = 0 para todo z,w € W.
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S Algebras Exteriores y de Clifford

Hay varias maneras de enriquecer la teoria de espacios vectoriales al introducir una operacién
de producto de vectores, compatible con la operacién de suma; pero en general el producto de
dos vectores no es un vector. Dicho de otra forma, es posible extender un espacio vectorial V
al incluirlo dentro de un algebra mas grande. En este capitulo se examinard algunas de estas
posibilidades. El dlgebra exterior A*V extiende V mediante un producto anticonmutativo. En
presencia de una forma cuadrética g sobre V, el dlgebra de Clifford C{(V,q) extiende V de
otra manera, que depende esencialmente de la signatura de q.

5.1 Formas multilineales alternadas

Definicién 5.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Sea V¥ := VxVx-.-xV el
producto cartesiano de k copias de V, para k = 1,2,3,.... Una forma k-lineal sobre V es una
aplicacién g: V¥ — F tal que cada aplicacién parcial x i 8(X1,.., X, X) €8 lineal,! para
j=1,... k.

Una forma multilineal sobre V es una forma k-lineal, para algun k. Este concepto incluye
las formas lineales (k = 1) y las formas bilineales (k = 2).

Definicién 5.2. Si f: VK - Fy g: V" — F son dos formas multilineales, su producto tenso-
rial es la forma (k + r)-lineal f® g dada por

(fFROX1, . s Xkrr) = f(X1,0 0, X0) 8Kkt 15+ s Xier)-

En particular, el producto tensorial de dos formas lineales es una forma bilineal:

(feg)x.y) = f(x)g(y). (5.1

Si f: VK5 F, g: V' > Fyh: V¥ - F son tres formas multilineales, es claro que las
formas (k+r+ s)-lineales (f®g)®h y f®(g®h) coinciden, y se puede denotar esta forma
por f ® g®h simplemente.

En vista del isomorfismo V =~ V** para un espacio vectorial finitodimensional V, que
identifica V con el espacio dual de V*, se puede convertir la férmula (5.1) en una definicién
del producto tensorial de dos vectores, mediante la Definicion siguiente.

Definicion 5.3. Sean V y W dos espacios vectoriales finitodimensionales sobre F. Sea
B(V,W) la totalidad de aplicaciones bilineales h: VX W — F. Si x € V, y € W, entonces
x®y:h h(x,y) es lineal, asi que pertenece al espacio dual B(V, W)*. El subespacio gene-
rado por estos elementos es el producto tensorial de V' y W, denotado V® W. Cualquier
elemento de V® W es una suma finita Z;zl X;®y; de estos “tensores simples”, que cumplen
las siguientes propiedades de combinacion:

(X1+x2)Qy =x10y+x,®Y, X,x1,x2 €V,
Xy +y2)=x®y;+x®ys, paratodo <y,y;,y2€W,
c(x®y)=cx®y=x®cy, ceF.
'M4s generalmente, se puede definir una aplicacion k-lineal 7: Vi XV, X--- X Vi — W, en donde V1,..., Vi

y W son diversos espacios vectoriales sobre F.




MA-460: Algebra Lineal II 117

La expresion Z;zl X;®y; para un elemento de V® W no es tinica, pero se puede suponer
que los x1,...,x, son linealmente independientes en V y que los yi,...,y, son linealmente
independientes en W. En consecuencia, se ve que dim(V ® W) = (dim V) (dim W) y por tanto
los espacios vectoriales V@ W'y B(V, W)* coinciden.

Se identifica F® V' y VQF con V, al identificar | ®x & x®1 & x parax e V. Si V,W,U
son tres espacios vectoriales sobre F, la evaluacion s +— h(x,y,z) de una forma trilineal &
en tres vectores es el elemento (x®y)®z =x®(y®2) =: xy®z del producto tensorial
VeaW)eU =Ve(WeU)=VeWeU. De este modo, se puede escribir el producto tensorial
Vi®Vo®---®V, de varios espacios vectoriales sin emplear paréntesis.

Notacion. El grupo S de permutaciones de k objetos actia sobre las formas k-lineales por
reordenacién de sus argumentos. Si o € S es una permutacién y si f: VK — F es una forma
k-lineal, escribase

(- )X Xk) = (X gm1(1) o5 X1 1))-

En los argumentos se usa la permutacién inversa o~ para que valga la identidad 7- (o f) =
(o) - f para todo 1,0 € S¢. Es claro que Id-f = f, es decir, la permutacién trivial Id actda
trivialmente.?

Definicion 5.4. Una forma k-lineal f: VK — F es simétrica si
SXoys s X)) = f(x1,...,%¢) paratodo xi,...,x €V, 0 €Sy,

o equivalentemente, si - f = f para todo o € Sg.
Una forma k-lineal g: V¥ — F es alternada si

8X(1)-- s X)) = (=1)7g(x1,...,x¢) paratodo xi,...,xx€V, o €Sy, (5.2)
o equivalentemente, si o-g = (—1)? g para todo o € Sg.

Definicién 5.5. Si/: VK — Fes una forma k-lineal cualquiera, se obtiene una forma simétrica
por simetrizacién:>

1
(Sh)(x1,...,x;) == o Z h(Xa(1ys s X0 (k))-

T oeSy

Al poner 7 =o', esto es Sh:= (1/k!) Y, - h. Es facil verificar que Sh es k-lineal y simétrica,
y que una forma k-lineal f es simétrica siy s6losi Sf = f.

En general, una accién de un grupo G sobre un conjunto X es una funcién GxX — X : (g,x) = g- x que
cumple las dos reglas (a) 1-x=x; (b) g-(h-x) =(gh)-x para g,h € G, x € X. La asignacién (o, f) — o - f es una
accion del grupo S, en este sentido.

3El coeficiente 1/k! en estas férmulas es convencional. Sin embargo, es importante notar que algunos autores
lo omiten, en cuyo caso los coeficientes factoriales en las férmulas que siguen no son iguales que los nuestros.
Véase, por ejemplo: Jean Dieudonné, Eléments d’Analyse, tomo 3, inciso A.12.
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También se puede fabricar una forma alternada por antisimetrizacion:
(AR, Xe) o= Z (=D7 h(Xa(1)s -+ X5 (k) (5.3)
oS

o bien Ah := (1/k!) Y, .(=1)"t - h. Es fécil verificar que Ah es k-lineal y alternada, y que una
forma k-lineal g es alternada siy s6lo si Ag = g.

Ejemplo 5.6. Considérese el determinante de una matriz A € M,,(F) en funcién de sus colum-
nas ai,...,a, € F'. La férmula de Leibniz (1.15), hace evidente que det A depende lineal-
mente de cada columna, y que es una n-forma alternada sobre F".

Al omitir el signo (—1)7 en la férmula de Leibniz, se obtiene el permanente de A,

perA = Z ayj,azj, - .. Anj,-

ges,
Esta funcién es una n-forma simétrica sobre el espacio de columnas F”.

Definicién 5.7. Si f: VK > Fy g: V" — F son dos formas multilineales alternadas, su pro-
ducto exterior es la forma (k + r)-lineal alternada definido por

_ (kt
frg:= WA(JC

En particular, el producto exterior de dos formas lineales f,g € V* es la forma bilineal f A g =
2A(f®g)=f®g—gQf,es decir,

(fAg)x,y) = f(x)g(y) - f(¥)g(x). (5.4)
Notese la anticonmutatividad: g\ f = —f Ag para f,ge V*.

Proposicion 5.8. El producto exterior de formas multilineales alternadas es asociativa: si
f: EF S F, g: E" > F, h: E* - F son alternadas, entonces

(fAQAR=fA(gAD).

Demostracion. La asociatividad del producto tensorial permite calcular:

_(k+r+5s)! _(k+r+ 9! (k+1)!
Frenh= s A Ageh = e Al egeh)
_(k+r+y)! 1

Z(—l)“(—l)TU-(T-(f®g)®h)

k'rls! (k+r+s)!(k+r)!

m2< DT (o) (fegeh)

D, ¥p-(fegeh.

k'r‘ s!
PES ktr+s
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En la pentltima igualdad, se identifica 7 € S, con la permutacién correspondiente en S g+
que deja fijos los dltimos s objetos. Coldquese p := o7 y fijese que para cada 7 € Si,,, la
suma sobre o € S y4,+5 da la misma contribucién al lado derecho; luego la sumatoria sobre p
aparece repetida (k + r)! veces, cancelado asi el factor (k + r)! en el denominador.

De igual manera, se calcula que

1
fAGAR = 5 D (S p-(fogoh). 0

PES kar+s

Ejemplo 5.9. Si fi,..., fi € V*, entonces f] ®---® fi es una forma k-lineal sobre V. Como el
producto exterior es asociativo, también se escribe fi A--- A f sin paréntesis. Por induccion
sobre k, se verifica la féormula

AN Afi=klA(i®---®f) para fi,...,fre V" (5.5)

De ahi se ve que fo(1) A+ A fowy = (=1)7 fi A--- A fi para o € . Si se toman los f; de entre
una base {fi,...,f,} de V*, donde n = dimV, el nimero de productos f; A --- A fx que son
linealmente independientes es entonces el nimero de maneras de elegir k vectores de la base,
sin repeticion pero olvidando su orden; es decir, es el coeficiente binomial (’r‘)

Lema 5.10. El producto exterior de formas alternadas es superconmutativa:* si f: E¥ — F,
g: E" — F son formas alternadas, entonces

gAf=(=D"fAg. (5.6)

Demostracion. Sea o la permutacion de baraje que intercambia {1,...,k} con {k+1,...,k+r};
es decir, o7(i) :=i+ksii <k, o(i):=i—ksii>k. Ahora o es el producto de kr transposiciones,
porque se necesitan r transposiciones para llevar cada uno de los k elementos iniciales a su
posicion final, luego (—1)7 = (=)

Sif=finAfe,g=8 N---Agrcon fi,g; € V", larelacion (5.6) es una consecuencia
directa de la anticonmutatividad f; A g; = —g; A f; de formas lineales. El caso general sigue
por linealidad, porque tales productos exteriores de formas lineales generan los espacios vec-
toriales de k-formas y r-formas alternadas, respectivamente. O

Proposicion 5.11. Si fi,...,fre V' yxq,...,xx €V, se verifica

(fi N A fi)(xr,...,xg) = det[ fi(x )], (5.7)

donde el lado derecho es el determinante de la matriz cuya entrada (i, j) es fi(x ;).

“Esta terminologia inelegante se debe a Berezin. Una superdlgebra es un dlgebra A = A, ® A_ en donde
cada elemento a es la suma de una “parte par” a, € A, y una “parte impar” a_ € A_, con la estipulaciéon de
que los elementos pares conmutan entre si y conmutan con los elementos impares, mientras los elementos
impares anticonmutan entre si. La terminologia mds correcta, “dlgebra Z,-graduada”, es inmanejable. La moda
del prefijo super- fue establecida en: Feliks Aleksandrovich Berezin, The Method of Second Quantization,
Academic Press, New York, 1966.
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Demostracion. De la férmula (5.5) se obtiene

(i A Afxr, .., x0) = KTA(f1 @ ® fi)(xt, ..., Xk)
= Z(_l)a(fo-(l)@)'"®f0'(k))(xl,---,xk)

= 3 D7 frny ) - forio (50
= det[fi(x))].

La ultima igualdad no es mas que la formula de Leibniz para el determinante. m|

Definicién 5.12. Denétese por AKV* el espacio vectorial de formas k-lineales alternadas
g: VK

Si {x1,...,Xx} es una base de V, la forma g € NS depende solamente de los valores
g(x;,,...,x;.), donde los argumentos son k elementos de la base dada. Por la antisimetria de g,
es suficiente tomar elementos distintos, con sus indices en orden creciente:

1<ij<ip<---<ig<n.

Hay (Z) maneras de elegir una parte I = {i,...,ix} C{1,...,n} con |I| = k. Luego la dimensioén
de AFV* es (Z)
Ademds, si {fi,..., fu} es la base dual de V*, los elementos f7 := f;, A--- A f;, son lineal-

mente independientes en vista de (5.7). Por lo tanto, forman una base de Akv*.

De nuevo, se puede aprovechar la dualidad entre V' y V* para definir el espacio vectorial
AXV como la totalidad de formas k-lineales alternadas (V*)¥ — F. Si {x1,...,x,} es una base
de V, los productos exteriores x; := x;, A--- A x;, forman una base de ARV,

Los elementos de AV se llaman k-vectores. En particular, los elementos x Ay € A2V se
Ilaman bivectores.

Proposicion 5.13. Para cada forma k-lineal alternante g: EX — F, hay una iinica aplicacion
lineal g: AKV — F tal que

SyiN--AY)=8W01,....Yk) paratodo yi,...,yr€V.

Demostracion. La forma g queda determinada por los coeficientes c; := g(x;,,...,X;,), donde
IC{l,...,n}con|l|=ky{xy,...,x,} es una base de V. Entonces g(x;) := c¢; necesariamente.
Pero una forma lineal sobre AKV queda determinada por sus valores en una base, asi que esta
asignacion de valores define la forma lineal § deseada. O

De este modo, se identifica el espacio vectorial AKV* de formas k-lineales alternantes con
el espacio dual (AkVy*. Bajo esta identificacion, la férmula (5.7) dice simplemente que la
base { f : |I| = k} de A¥V* es la base dual alabase {x; : |I| = k} de A*V.
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5.2 El algebra exterior de un espacio vectorial

Definicion 5.14. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre F. El dlgebra exterior
sobre V es el espacio vectorial

n
A’V::@AkV:PEBVEBAZVGB---éBA”V, (5.8)
k=0

que es la suma directa de las potencias exteriores A¥V del espacio vectorial V, dotado con el
producto exterior de multivectores. Un escalar ¢ € F se considera como elemento del espacio
vectorial unidimensional A°V, con ¢ A z:= ¢z paraceF, ze A®V.

Si B = {x1,...,x,} es una base de V y si x;,,...,x; € B, entonces x;, A---Ax;, =0 en
AKV cuando k > n. En efecto, si k > n, entonces algin indice j € {1,...,n} ocurre dos veces?
enlalista iy,...,i; como x; A x;j = 0 por antisimetria, el producto exterior de estos k vectores
basicos se anula. Por linealidad en cada entrada, un producto arbitrario yj A --- A yx se anula
cuando yi,...,yr € V con k > n. Por lo tanto, es AV = {0} para k > n. En la suma directa
(5.8), aparecen todas las potencias exteriores no triviales de V.

Lema 5.15. La dimension de A*V es 24V

Demostracion. Basta observar que, si dimV = n, entonces

n n
dimA'V::ZdimAkV:Z(Z)=(1+l)":2”. m]
k=0 k=0

Definicion 5.16. Un algebra graduada sobre F es un espacio vectorial A sobre FF, que posee
un producto asociativo ® y una graduacién A =: 5 ez Ak tal que

X€Ar, yeA, = x0Oy € Axyr, paratodo k,reZ.

Si algiin sumando es trivial (es decir, si Ax = {0} para algin k), se omite ese indice en la suma
directa.b

Fijese que si x € ARV, ye ANV, entonces x Ay € ATV En efecto, las Definiciones 5.7
y 5.2 muestran que x Ay = (kzr )x ®y es una forma (k + r)-lineal alternada sobre V*. Por
lo tanto, el dlgebra exterior A*V es un élgebra graduada con un nimero finito de niveles no

triviales.

SEsta es una instancia del Schubfachsprinzip de Dirichlet, o bien el “principio de las palomas y los palo-
mares”: si k+ 1 palomas se distribuyen entre k palomares, debe haber al menos un palomar que albergue al
menos dos palomas.

®En la mayoria de los ejemplos conocidos, es Ay = {0} para k < 0. Se dice que el dlgebra es “N-graduado”
en estos casos.
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Definicion 5.17. Si V es un espacio vectorial sobre FF, sea V2.2 VQV,V® :=VeVeV;en
general, dendtese por Ve el producto tensorial de k copias de V, para k = 2,3,...; ademads,
sea V® 1=V y V& :=F. Por la Definicién 5.2 (dualizada al cambiar V* por V), se ve
que x®y € V®* ) toda vez que x € V&, y e V®. (SiceF =V y x e V& se toma
c®x =cx e Ve,

El 4lgebra graduada T(V) := @ZO:O V& cuyo producto es ®, se llama el algebra tensorial
generado por el espacio vectorial V. Obsérvese que esta dlgebra es infinitodimensional si
V #{0}.

Ejemplo 5.18. Otra dlgebra infinitodimensional es el algebra simétrica S°V := @ZOZOS ky.
Se define S¥V* como el espacio vectorial de formas k-lineales simétricas f: V¥ — F; por
dualidad, S¥V es el espacio vectorial de formas k-lineales simétricas sobre V*. Si f: Vk S,
g: V" — F son formas simétricas, definase

(k+1r)!
k!'r!
la cual es una forma (k + r)-lineal simétrica. Si 4: V¥ — F es una forma s-lineal simétrica,
entonces (fVg)Vh= fV(gVh); para comprobarlo, en la demostracién de la Proposicion 5.8

se omite los signos de todas las permutaciones alli presentes. Se concluye que S*V es un
algebra graduada. Tiene dimension infinita si V # {0}, debido al Lema siguiente.

fvg:= S(f®g),

Lema 5.19. SidimV =n y si k € N, entonces dimS*V = dimS*v* = (”*’,j‘l).

Demostracion. Si B = {x1,...,x,} es una base de V y si B* :={fi,..., f,} es la base dual
de V*, entonces cada elemento de S¥V* es una combinacién lineal de las formas k-lineales
simétricas

JiVfiaV--Vfj, con 1<j<jp<--<jr<n (5.9

Fijese que en este caso, al contrario de lo que sucede con el productos exteriores, se admiten
indices iguales en los productos simétricos de las formas lineales basicas, porque ningun f; V
fj se anula. Este producto simétrico es conmutativo, en contraste con la superconmutatividad
del Lema 5.10. Por tanto, se puede abreviar £V := fV fV---V f (r veces). Con este convenio,
y con fY0:=1 €F, se puede reorganizar los productos simétricos (5.9) de formas lineales
bésicas asi:

[V Vv T con ittt =k

En otras palabras, dimS*V* es la cantidad total de particiones del niimero natural k € N
en n sumandos. Para contarlas, es cuestion de “colocar k bolas indistinguibles en n urnas”,’

separadas por (n— 1) paredes:

[oee|0e||0cce|o|cce||[ecccce|oe]

Alternativamente, se puede contar el nimero de maneras de desplegar una filade k+(n—1)
objetos y marcar k objetos de entre ellos como “bolas”; los objetos no marcados serdn las

"Una buena cantidad de célculos combinatoriales se reducen a problemas de colocar varios objetos (bolas)
en ciertos receptdculos (urnas). Este conteo es un ejemplo clasico de un célculo de esa naturaleza.
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paredes. Esto es, se debe elegir k objetos de entre una lista de n + k — 1 objetos dados; hay

(’”i_l) maneras de hacer esa eleccion.

Para obtener dimS*V = (””,z_l), se intercambian los papeles de V y de V*, que tienen la
misma dimension 7. O

Definicion 5.20. Si A es un algebra sobre F, un ideal de A es un subespacio J tal que a € A,
Jj € J implican aj € J y ja € J. El espacio vectorial cociente A/J :={a+J:a€ A} es un
dlgebra también, porque la relacidn (a; + ji)(az + j2) = ayaz + (a1 j2 + j1az + j1j2) muestra
que (a1 +J)ax+J)=aja+JenA/J.

Ejemplo 5.21. Sea Jg el ideal del dlgebra J(V) generado por todos los elementos de la
forma x®y —yQ®ux, para x,y € V. El dlgebra cociente TJ(V)/Jg es isomorfo a S*V, porque
la simetrizacién S: V& — SXV tiene como niicleo el subespacio V& N Js. Es claro que
VNnJs ={0}, es decir, Js no contiene elementos de nivel k = 1, asi que S: Vel 5 SV es
simplemente la identidad /: V — V.

Ejemplo 5.22. Sea Ju el ideal del dlgebra J(V) generado por todos los elementos de la
forma x®y +y®ux, para x,y € V. El dlgebra cociente T(V)/Ja es isomorfo a A*V, porque

la simetrizacion A: V® — A%V tiene como nicleo el subespacio V® N J,. Es claro que
VN Ja = {0}, es decir, J; no contiene elementos de nivel k = 1, asi que S: V& — AV es
simplemente la identidad /: V — V.

» Si V es un espacio vectorial de dimension n, entonces el espacio vectorial A"V tiene di-
mension (Z) =1.SiB={xy,...,x,} esunabase de V, una base de A"V tiene un solo elemento®

VOlg := X1 AX2 A--- AXy.

SiB = {x’l, ...,Xptesotrabasede VysiP = [112, es la matriz de cambio de base, entonces
X = 2’}:] pjsX;j por (1.9), luego

n
4 /7 ’
X /\xz/\.../\xn = Z PjiaPjp2--Pj.n Xj /\xj2 /\.../\xjn
jlvn-,jn:l
= > D7 P 1Pr@ 2+ Poma X1 AX2 A+ AXy
eSS,

=(det PHYx  Axa A Ax,=(det P)X] AX2 A+~ A X

En la primera sumatoria, los términos x;, Axj, A--- Ax;, con un indice repetido son ceros,
por antisimetria: la suma se reduce a los multiindices o = (j,..., j,) que son permutaciones
enS,, encuyo caso xj; A---Axj, =(=1)7xy A--- Ax, también por antisimetria. Por tanto, es

voly, = (det P)voly, = det[]3, vol,.

8La notacion vol,, indica que este elemento representa el volumen de un paralelepipedo cuyas aristas son
los vectores de la base B.
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Definicion 5.23. Dada una base B de V, cada elemento de A*V es de la forma

n
=3 e
k=0 |I|=k

en donde xg := 1 €Fy xy,__, = volg. El componente escalar de ¢ es cg y el componente en
A"V es ¢y, 5. La asignacién ¢ - ¢y, es una forma lineal sobre A*V, llamada la integral
de Berezin® con respecto a la base B:
A
f C =Cl,.n-
B

Ejemplo 5.24. Sea V un espacio vectorial de dimension 4, con base B = {x,x2,X3,X4}, y sea
b € A2V un bivector. Entonces b es de la forma

b=bipx1 AX2+b13 X1 AX3+b14aX1 ANX4+br3 X2 ANX3+bog X2 ANXyg+b34x3 N X4.

Para i < j, sea bj; := —b;j, de manera que b;;jx; Ax; = bj;x; A x;; ademas, sea b;; := 0 para
i=1,2,3,4. Entonces B = [b;;] es una matriz antisimétrica 4 x 4. El “cuadrado” b A b es un
4-vector en A*V y por ende es proporcional a volg. En efecto, se calcula que

b Ab=2(b12b3s — b13bog +b14b23) X1 AX2 Ax3 A x4 =2(PfB)voly.

Sea V un espacio vectorial de dimensién par 2m, con una base B = {x1,...,x,}, un bivector
b € A%V puede escribirse en la forma

1 n
b= Zbijxi/\xj = 5 Z b,-jxi/\xj
i<y ij=1

donde la matriz de coeficientes B := [b;;] es antisimétrica. Fijese que en la segunda sumatoria
entran fodos los pares de indices i, j y se requiere el factor % para compensar la duplicacion de

términos b;jx; Ax; = bj;x j A x; (los términos diagonales en la segunda sumatoria son nulos).
La exponencial de b es una suma finita:

1 1
exp(b)::ZEbAk:ZEbAbA---Ab, (5.10)
k=0 " k=0 " k veces

porque b* = 0 en AV si k > m. En efecto, cualquier funcién f(r) definido por una serie de
potencias con coeficientes racionales —aplicable al caso actual de un cuerpo F cualquiera—
conduce, por la sustitucién ¢ — b, a un elemento f(b) € A*V definido por una suma finita de
elementos en la subdlgebra par A*V := P A%V.

9Esta terminologia curiosa se debe a una marcada analogia, enfatizada por Berezin, entre esta forma lineal y
una cierta integral (con peso e 2) sobre polinomios. De hecho, hay un isomorfismo evidente entre el dlgebra
conmutativa S*V* y el dlgebra de polinomios F[zq,...,#,] en n variables. El punto de vista de Berezin es que
A®V debe considerarse como un “dlgebra de polinomios en n variables que anticonmutan”. Véase, por ejemplo:
Victor Guillemin y Shlomo Sternberg, Supersymmetry and Equivariant de Rham Theory, Springer, Berlin, 1999,
capitulo 7.
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Proposicién 5.25. Si V tiene dimension par y si b € A*V es un bivector con matriz anti-
simétrica B con respecto a una base B de V, entonces vale'®

A
f exp(b) = PfB.
B

Demostracion. Sea dimV = 2m. Entonces

f exp(b) = f Z ETAE fB b

porque la forma lineal fé\ se anula sobre los subespacios A%V para k < m. Ahora, vale

1 Am
= (EZbijx,-/\xj)
LJ

1

- 2_m Z bil’jl"'bimsjm xil /\x./l /\.“/\xim/\xjm
i13jl, 7im7jm
Z -D7 bff(l)cr(z) b0'(2m—1),0'(2m) XIAX2 A ANXopy.
O-ESZm

Al aplicar la integral de Berezin a (1/m!)b"", 1a férmula (4.10) muestra que

A
1
L exp(b) = ] Z(—l)(r bo(yo2) - -+ be@m-1)o2m) = Pf B. O
Coo

Notacion. Si T: V — W es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales sobre F, se

escribe AT: A*V — A*W para denotar la aplicacion lineal (y multiplicativa) determinada

por!!

AT(x N~ Axp)=Tx)N---AT(xp).
Fijese que AT lleva el subespacio A*V en AFW.

Corolario 5.26. Si V es un espacio vectorial con base B ={x1,...,x,}ysib= Z,-<j bijxinx;
es un bivector en AN*V, el desarrollo de exp(b) en la base {x;: I C{1,...,n}} de A®*V es

exp(b) = Z (Pt Byp) x1, (5.11)
|| par

con el convenio de que Pf Byy := 1.

10Esta férmula es también valida si dim V' es impar, de manera trivial, porque ambos lados de la igualdad son
nulos.

1Si §: W — Z es otra aplicacion lineal, es evidente que A(ST) = (AS)(AT). La notacién indica que las
correspondencias V- A*V y T +— AT forman un funtor de la categoria de espacios vectoriales con aplicaciones
lineales, en la categoria de algebras graduadas con homomorfismos de dlgebras.
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Demostracion. Obsérvese que la matriz B del bivector b es antisimétrica y que cada sub-
matriz principal Bj; es también antisimétrica. Ademads, Pf B;; = 0 cuando |I| es impar: la
sumatoria al lado derecho de (5.11) extiende sobre toda parte I C {1,...,n} pero se ha omitido
los términos nulos.

Para un determinado conjunto / de indices, con |/| par, sea W el subespacio de V generado
por los vectores bésicos {x; : i € I}. Definase la proyeccion lineal P: V — W por P(x;) := x;
siie€l, P(x;):=0si j¢l. Fijese que AP(x;) =x;siJ C1yque AP(x;) =0 para otros J.

Ahora, es AP(b) € A2W y ademas

AP(expb) = Z %(AP(b))Ak = exp(AP(Db)).
0<2k<n

La matriz de AP(b) es la submatriz B;; de B. La Proposicion 5.25 entonces muestra que
fP/EB)exp(AP(b)) = Pf B;;. Esta integral de Berezin selecciona el coeficiente del elemento

basico vol, ) = x7 en A*W, lo cual coincide con el coeficiente de x; en el desarrollo de
exp(b) en A*V, debido a que AP(x;) = x;. O

5.3 Algebras de Clifford

Definicion 5.27. Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo F cualquiera, para cada vector
y € V se define un operador £(y) € End(A®*V), llamado multiplicacion exterior por el vector y,
mediante la formula

eY) X1 A AXE) i=yAXI A~ AX paratodo xp,...,x; € V.

Fijese que 8(y)2(x1 AN AXE) =YyAYAX] A= Axg =0, luego 8(y)2 = 0en End(A*V). Nétese
también que £(y) es un operador de grado +1 sobre el dlgebra graduada A®*V, porque lleva el
subespacio AV en A¥*1V.

» En adelante se considera el caso F = R. Sobre el espacio vectorial real V se elige una forma
bilineal simétrica d, no degenerada. Entonces el rango de d es n, pero se admite cualquier
signatura s(d) € {-n,—n+2,...,n—2,n}. Por el Teorema 4.21(b), se sabe que existe una base
€ :=ley,....,ep,€pi1,....ep14} donde p+g=ny p—q=s(d), tal que

0, sii#],
d(ej,ej))=q+1. sii=je({l,...,p},
-1. sii=je{p+1,...,p+q}.

Se dice que & es una base ortonormal'? para (V,d).

120bsérvese que d es un producto escalar si y s6lo si d es definida positiva, si y sélo si s(d) = n; en cuyo caso
€ es una base ortonormal para el espacio euclidiano (V,d).
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Definicion 5.28. Si (V,d) es un espacio vectorial real con una forma bilineal simétrica no de-
generada, para cada vector y € V se define un operador «(y) € End(A®*V), llamado contraccion
con el vector y, mediante la férmula

k
A Ax) = D (DI, x )% A AT A A
=1

para todo x,...,x; € V, donde el circunflejo en X; significa que el término x; se omite del
producto exterior x1 A --- A x;. Obsérvese que «(y) es un operador de grado —1 sobre el
dlgebra graduada A®V, porque lleva el subespacio AXV en A¥~1V. Sobre los escalares en
AV, el operador «¢(y) se anula: se define ¢«(y)(1) := 0 por convencion.

Lema 5.29. Siy € V, entonces 1(y)*> = 0 en End(A*V).

Demostracién. Es obvio que «(y)*(1) = 0y «(y)*(x) = «(y)(d(y, x)) = 0 para todo x € V. Para
k=2,...,n, se calcula que

(X1 Ao Axg) = Z(—Di—l(—1)J—1d(y,x,-)d(y,xj)x1 Ao AXIA - AXjA - AXg

i<j
+Z(—1)"—2(—1)f'—1d(y,x,-)d(y,xj)xl Ao AXGA - AXTA - A Xy
i>j
= D (D24 (), x) (X)) X1 A ATIA AT A A
i<j

Se pasa de la segunda a la tercera sumatoria al intercambiar los indices i <> j. Luego se
obtiene «(y)*(x1 A--- Axy) = 0 por cancelacién de signos. O

Lema 5.30. Siy,z €V, entonces e(y)u(z) +1(2)e(y) =d(y,z)I en End(A®V).

Demostracion. La evaluacion del operador e(y)u(z) +¢(z)e(y) en el escalar 1 e R = AV da

e(u2)(1) +u2)e(y)(1) = e(¥)(0) + U2)(¥) = d(y,z) € A°V.
Para k=1,2,...,n, escribase y =: xo, de modo que

k
((x0)U2) +UDEE) (X1 A+ Axi) = D (=17 d(x),2) Xo Ax1 A AT A+ A
j=1

k
+Z(—1)jd(xj,z) XoAX] /\---/\_y?j/\.../\xk
j=0
=d(x0,2) X1 A=+ A Xy,

porque los términos de las dos sumatorias se anulan por cancelaciéon de signos, con la ex-
cepcion del primer término de la segunda sumatoria. O
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Considérese, para y € V, el operador en End(A*V) dado por
c(y) =e(y)+uy).

Los Lemas 5.29 y 5.30 muestran que

c(y)? = e(¥)* + )+ (e(y) +1(y)*> =d(y,y)I en End(A°V).

La correspondencia y — c(y) : V — End(A*V) es lineal. Luego, si y,z € V, entonces

c(y)e(z) +c(2)ey) = ey +2)* — c(y)* - c(z)?
=(dy+z,y+z2)—d(y,y)—d(z,2))1
=2d(y,z)1. (5.12a)

Si c(y) = 0 en End(A®V), entonces d(y,z) = 0 en R para todo z € V, luego y = 0 porque d es
no degenerada. Por lo tanto, la correspondencia y — c(y) es lineal e inyectiva.

Definiciéon 5.31. Si (V,d) es un espacio vectorial real con una forma bilineal simétrica no
degenerada, el algebra de Clifford C{(V,d) es la subédlgebra de End(A®V) generado por los
operadores c(y) := &(y) +u(y), paratodo y € V.

Conviene usar una notacion simplificada, escribiendo y por c(y) paray € V y un producto
de Clifford yz € C{(V,d) en vez de la composicion de operadores c(y)c(z). Se identifica el
escalar 1 € R con el operador escalar A1. La relacién (5.12) se traduce en

yz+2zy=2d(y,z), paratodo y,zeV. (5.12b)

Proposicion 5.32. Las dlgebras Cl(V,d) y A*V son isomorfos como espacios vectoriales
reales, pero no como dlgebras sobre R.

Demostracion. Si € = {ey,...,e,} es una base ortonormal para (V,d), sus elementos anticon-
mutan en C{(V,d), yaque e;ej+eje; = 0 parai # j, en vista de (5.12b). Por lo tanto, el dlgebra
C{(V,d) es generada por los productos ordenados

{eiei,...e; 1 1<ij<ih<--<i<n}

Estos elementos estdn etiquetadas por las partes I = {iy,...,ix} € {1,...,n}. (El caso I =10
corresponde al escalar 1 € R; fijese que e? ==+1lenC{(V,d)parai=1,...,n.) En consecuencia,
es dimCé(V,d) < 2" = dimA®V.

Definase una aplicacion lineal o: C£(V,d) — A®V por

o(a):=a(l).

Es decir, se evalia el operador a € End(A*V) en el elemento escalar 1 € A*V, de modo que
a(1) es un elemento de A®*V. Por ejemplo, si y € V, se obtiene

oc)=I)=1, o@=cy)l)=yeA'V,
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ysiy,zeV, entonces!?

o(yz)=c(y)c(z)(1)=yAz+d(y,z) € A Ve AV

Entonces o(¢; e, ...€;) =e; Ne;, A---Ne; paratodo I C{l,...,n}. Luego la aplicacion o es
sobreyectiva. Si }};aye;, ...e;, =0en C{(V,d) para algunos coeficientes a; € R, al aplicar o se
obtiene la relacion )} ase;; A---Ae; =0en A*V y se concluye que cada a; = 0. Por lo tanto,
los elementos e;, ...e; son linealmente independientes en C{(V,d), luego dimC{(V,d) = 2"y
la aplicacién lineal o es biyectiva.

Por otro lado, si y € V con d(y,y) # 0, entonces y> = d(y,y) # 0 en C&(V,d) pero o(y)\? =
yAy=0en A%V y por ende o(y?) # o(y)"?. Esto comprueba que o no es un homomorfismo
de algebras. m|

Teorema 5.33 (Chevalley). Si A es un dlgebra sobre R, con elemento identidad 14, y si
f: V= A esuna aplicacion R-lineal tal que

f(x)> =d(x,x)14 paratodo x€V, (5.13)

entonces hay un tinico homomorfismo de dlgebras f: CO(V,d) — A que extiende f, es decir,
tal que f (x) = f(x) cuando x € V.

Demostracién. La unicidad de la aplicacién lineal y multiplicativa f es consecuencia de la
formula
fleiei,...e;)=f(e;,)f(e,)...fle;) = f(e;,)f(e)...[f(e;), (5.14)

toda vez que € = {ey,...,e,} es una base ortonormal para (V,d) e I ={iy,...,ix} C{1,...,n}.

Esta férmula también sirve para definir f por linealidad, porque prescribe los valores de
f en una base del espacio vectorial C£(V,d). Fijese que si el.2 = +1, entonces f(1) = + f(el?) =
if(ei)2 = +d(e;,e;) 14 = 14 por (5.13), lo cual cubre el caso I = 0.

Sin embargo, para asegurar que f esté bien definida, hay que verificar que la relacién
(5.12b) en C{(V,d) conlleva la relacion correspondiente f(yz +2zy) =2d(y,z)14 en A. En
efecto, esta condicion de buena definicion estd garantizada por (5.13), ya que

foz+zy) = f((r+2°*-y*-2%)
= (fy+2)* = (fO)* - (f(2))?

=dy+z,y+2)1a—d(y,y)1a—d(z,2) 14
=2d(y,z)1a

porque d es bilineal y antisimétrica. O

I3E] elemento o-(a) € A*V se llama el simbolo de a € C£(V,d). A la inversa, el elemento Q(c) € C&(V,d)
cuyo simbolo es ¢ € A®V se llama la cuantizacién de c. Para las razones detras de esta terminologia, véase el
Capitulo 3 de: Nicole Berline, Ezra Getzler y Michele Vergne, Heat Kernels and Dirac Operators, Springer,
Berlin, 1992.
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Corolario 5.34. Sea V un espacio vectorial real con una forma bilineal simétrica no de-
generada d con rango p + q, signatura p —q. Un dlgebra real A es isomorfo a C{(V,d) siy
solo si dimgp A = 2dimV y hay elementos generadores14 ai,...,ap,by,...,by € A tales que para
i,jel{l,...,p}distintos, r,s € {1,...,q} distintos, valen

al=1s,  bi=-la,  a@aj=-aja,  bbs=-bibs,  aib,=-ba. (5.15)

Demostracion. Con n=p+q =dimV, sea € = {ey,...,e,} una base ortonormal para (V,d)

tal que d(e;,e;) = +1 parai=1,...,py d(eys,.epr,) = —1 para r = 1,...,q. Definase una

aplicacion lineal f: V — A por f(e;):=a;sii=1,...,py f(eps,) :=bysir=1,...,q.
Six=2A1e1+---+ A,e, €V, las relaciones (5.15) muestran que

p q 2
fx? = (Zﬂiai+21p+rbr) =W+ -2 - =B ) s =d(x,X) 14,
i=1 r=1

El Teorema 5.33 garantiza que f se extiende, mediante la férmula (5.14), en un homomor-
fismo f: C{l(V,d) — A, el cual es sobreyectivo porque los a;,b, son generadores de A. La
igualdad de dimensiones dimg A = dimg C£(V,d) garantiza que f también es inyectivo. O

El Teorema 5.33 conduce facilmente a una propiedad estructural importante de C{(V,d).

Definicion 5.35. Si C{(V,d) es un dlgebra de Clifford real, sea C¢*(V,d) la subdlgebra gene-
rada por productos de dos vectores yz, para todo y,z € V. Si8: V — C{(V,d) es la aplicaciéon
definido por 6(x) := —x, es evidente que 6 cumple (5.13) y por tanto extiende un automor-
fismo 6 de C£(V,d). Es evidente que 6% = I en End(C£(V,d)), asi que los autovalores de & son
+1y —1. También es claro que la subalgebra par C¢*(V,d) consiste de autovectores para el

autovalor +1. Si C£™(V,d) denota el subespacio impar de autovectores para el autovalor —1,
entonces
Cl(V,d) = Ct*(V,dye Ct™(V,d)

como espacios vectoriales. Se ve que R c C£*(V,d) y que V c C¢~(V,d).

» El Corolario 5.34 permite una descripcion explicita de las dlgebras de Clifford reales de
baja dimension.

Notacion. Escribase C(p, := CE(RP™,d), ;) donde d, , denota la forma bilineal simétrica
sobre RP*4 dada por

dpg(x,y) = X1y1+ -+ XpYp = Xpt1Yp+1 =+~ Xp+qYp+q-

Para la base ortonormal estandar de RP*? se escribe € = {e,...,ep,&1,...,8,}. Con esta no-
tacion, es el.2 =+lenCl(V,d)parai=1,...,pye:=-1enCl(V,d)parar=1,...,q.

Como caso trivial, se designa Clyp := R, de dimension 20=1,

14Unos elementos c;, ..., ¢k son generadores de un élgebra A si todos los productos finitos ¢;, ...c;, generan
A como espacio vectorial.
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Ejemplo 5.36. Es claro que C{1 o ~R®R como espacio vectorial; la primera copia de R
denota los escalares, la segunda copia son los multiplos de e;. Si a,b,c,d € R, entonces
(a+bey)(c+dey) = (ac+bd)+ (ad+ bc)e;. Se puede considerar R@ R como subalgebra de
M>(R), al identificar

1(_)lO (_)01 +b(_)ab
0 17 701 ol  ATPUT L 4

Ejemplo 5.37. Por otro lado, es C{,; =~ C. En efecto, la regla de multiplicacién
(a+ber)(c+dey) = (ac—bd)+(ad +bc)ey, para a,b,c,d €R,

revela el isomorfismo, con g1 <> i € C. (Recuérdese que dimr C = 2.) Ademas, es posible
considerar C como subdlgebra de M;>(R), al identificar

1(_)lO (_)01 +b<_>ab
o 1I° 7|1 off 4TPELT I, 4l

Definicién 5.38. Las matrices de Pauli' son las siguientes tres matrices en M (C):

o= [(1) (1)], oy = [(z) ?)l], o3 = [(1) _01] (5.16)

Obsérvese que a’% = 0'% = o% = I, y que estas matrices anticonmutan; en efecto,

o110y =103 =—0720], o301 =10y =—0103, 0003 =10 = —0307).

Ejemplo 5.39. Resulta que Clp =~ M>(R). En primer lugar, es Cl2o = lin(1,e1,e2,e1€2).
Obsérvese que
(8162)2 =e1epe1ep = —eje1exey = —(+1)(+1) =-1.

Por tanto, como 03 y 01 anticonmutan, se puede identificar

I 0 0 1 0 1
e © 03 = o -1’ e2<—>0'1:1 ol’ 8162<—>J2: ~1 ol

Junto con 1 & I, estas matrices generan M>(R) como espacio vectorial real; es evidente que
el producto de elementos de C¢; corresponde con el producto de las matrices 2 X 2.

Ejemplo 5.40. También sucede que C{; 1 =~ M>(R), con otra identificaciéon. Ahora Clr =
lin{1,e;,&1,e1&1), con (e|s1)2 =—e1e1&181 = —(+1)(—1) = +1. Como o1 y J> anticonmutan,

se identifica

0 1 0 1 -1 0
eLoTi=1; of sroh=_1 4l e o -03=| o |

5Estos matrices fueron usadas por el fisico austriaco Wolfgang Pauli en 1927 para modelar el fenémeno de
espin de un electrén. Su principio de exclusion, que afirma que dos particulas subatomicas de espin % no pueden
coexistir en un mismo estado material, es la base de la explicacién moderna de la estructura de los atomos.
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Definicion 5.41. Los cuaterniones son elementos del dlgebra real H :=lin(l,4, j,k), con

dimp H = 4, cuyos generadores i, j, k obedecen las relaciones de Hamilton:1©
2= =k=ijk=-1.
En consecuencia, estos generadores anticonmutan: ij =k = —ji, ki = j=—ik, jk=i=—kj.

Ejemplo 5.42. Resulta que Cfy» ~H. En efecto, es cuestion de identificar &1 < i, & < J,
£1& < k. Noétese que (8162)* = —€181628) = —(-D(-1)=-1.

Ejemplo 5.43. Se obtiene C{3 ~ M>(C) al identificar los generadores e1,e>,e3 con las ma-
trices de Pauli 01,072,073 respectivamente. Obsérvese que dimg M>(C) = 2dimc M>(C) = 8.
Una base para M>(C) sobre R es {l»,01,02,03,i03,i01,i072,il>}.

Ejemplo 5.44. Sucede que C{3 9 ~ M;(H), las matrices 2 X 2 con entradas en H. Si se reem-
plaza la segunda matriz de Pauli por

se obtiene un elemento de M, (H) con T% = I, que anticonmuta con 01, 03 y 03. En efecto:

O_T_O —-if|0 —j| |-k O - o
2270 oflj oo -k T
Noétese también que dimg M>(H) = 4dimg H = 16. El Corolario 5.34 muestra el isomorfismo
requerido, al identificar ey, e>,e3,e4 con 01,072,073, T, respectivamente.

Lema 5.45. Hay isomorfismos Clp.1 411 = Ma(CE, ), para todo p,q € N.

Demostracion. Por el Corolario 5.34, basta identificar la base {ey,...,ep.1,€1,...,6441} de
RP*4+2 con elementos de M(C¢ p,g) con cuadrados respectivos +1 que anticonmutan entre si.

Fijese que dimClp11 441 = 2P+4+2 = 4.2P%4 = dim M, (C¢ »,q)- Las identificaciones requeridas
son
ei— | 0 ara i=1 — | & 0 ara r=1
l 0 _ej p 1= ,"'ap9 8}” 0 —-&, s p - 9"'9Q9
y también
01 0 1
ep+l — 1 0 ’ 8q+1 — _1 0 . O

YWilliam Rowan Hamilton introdujo un cdlculo de vectores en R? en donde cada vector de la base estindar
{i, j,k} de R3 se combina con los escalares en R para formar una copia de los niimeros complejos, al demandar
que i? = j> = k* = —1. La dificultad esencial fue descubrir la manera de multiplicar vectores no paralelos; esto lo
resolvié en 1847 mediante la receta i jk = —1. Esta solucién se le ocurrié mientras viajaba por taxi en el puente
Brougham sobre el rio Tolka en Dublin; detuvo los caballos y salt6 del taxi para cavar con un cuchillo en la
madera del puente la férmula i jk = —1. Desafortunadamente, la inscripcién no sobrevivié el paso del tiempo.
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Este resultado de “periodicidad-(1, 1)” muestra que es suficiente clasificar las dlgebras de
Clifford C¢) 0 y Cly 4 para p,q € N. De hecho, hay otro resultado importante, la periodicidad
mddulo 8, que afirma que'’

C€p+8,q = Cfp,q+8 = M16(C£p,q)-

De este modo, basta clasificar Cf,o y Cly, para p,q = 0,1,...,7. Por ejemplo, vale
Clg o = Clog ~ M16(Cloo) = M16(R). La lista de estos casos, completando los ejemplos
anteriores, es!'®

Ct,o parap=0,1,...,7:
R, ReR, M®R), MxC), MyH), MyH)eMH), MsMH), Ms(C);
Ctyy parag=0,1,...,7:
R, C, H, HeH, MyH), M4u(C), MgR), MsR)odMs(R).
De hecho, estas listas ejemplifican un teorema de Wedderburn, que dice que cualquier dlgebra

real asociativa semisimple!® es una suma directa de dlgebras de matrices sobre una de las tres
algebras R, C, H.

5.4 Ejercicios sobre algebras exteriores y de Clifford

Ejercicio 5.1. (a) Demostrar que cualquier elemento de A>V* es de la forma
g=hiANhy+h3ANhg+---+hy—1 Nhyy,

donde hy,...,hy, son elementos linealmente independientes de V*.

[ Indicacioén: Si {f,...,f,} es una base de V*, entonces g = %szzl a;jfi A fj par una matriz

antisimétrica A = [a;;] € M, (F). Expresar A = R'(J2,® O,,—2,)R y tomar hy, := Z’}:l rijifi- 1l

(b) Verificar que la “potencia exterior” g"\" := g Ag A--- A g (r veces) en A% (V*) cumple

g/\r =(Dhi Ay AN+ Ay,

17En el caso complejo (se puede desarrollar la teorfa de las dlgebras de Clifford sobre C en vez de R) hay un
resultado mas sencillo: si C¢,, es el dlgebra de Clifford complejo generado por el espacio hilbertiano C", entonces
Clp2 =~ M>(C¢t,). Esto fue descubierto por Raoul Bott en 1958, como consecuencia de su clasificacion de los
grupos de homotopia de los grupos unitarios. La esencia algebraica de esta construccion fue extraida, junto
con la periodicidad médulo 8 para el caso real, en: Michael Atiyah, Raoul Bott y Arnold Shapiro, “Clifford
modules”, Topology 3 (1964), 3-38.

18 Aqui no se demuestran los casos superiores, ni el teorema de periodicidad médulo 8. Para estos y otros
detalles sobre las dlgebras de Clifford, se remite al Capitulo 5 del libro: José M. Gracia-Bondia, Joseph C.
Virilly y Héctor Figueroa, Elements of Noncommutative Geometry, Birkhduser, Boston, 2001.

19Un dlgebra se llama semisimple si no posee ideales nilpotentes. Para el teorema de Wedderburn, véase el
ultimo capitulo de: Isadore Herstein, Topics in Algebra, Blaisdell, New York, 1964.
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Ejercicio 5.2. Sea V un espacio vectorial de dimensién n = 2m y sea g € A>V* una forma
bilineal alternada no degenerada. Con la notacion del Ejercicio 5.1, demostrar que

hl/\hz/\“'/\hzm=(detR)f1/\f2/\*~/\f2m.

A partir de la definicion Pf A := det R, usar el resultado del Ejercicio anterior para verificar la
formula (4.10) para PfA.

Ejercicio 5.3. Sea V un espacio vectorial sobre R con una base ordenada B = {x1,...,X,}.
Se dice que otra base B’ = {x7,...,x,,} tiene la misma orientacion’® que B si det [/ ]%, > 0.
(a) Verificar que B y B’ tienen la misma orientacién si y sdlo si vol,, = cvol; en A"V,
con ¢ > 0.
(b) Sib= %ZZFl bijxiNxj= %Z:’,szl b, .x. Ax', € A’V, mostrar que Pf By Pf B’ tienen
el mismo signo si y s6lo si B y B’ tienen la misma orientacion.

Ejercicio 5.4. Dada una forma bilineal simétrica no degenerada d sobre un espacio vectorial
real V,sea Q: A*V — C{(V,d) el inverso de la aplicacién lineal biyectiva o-: Cl(V,d) — A*V
dada por o(a) := a(1).

(a) Six,y,z €V, verificar que

OxAyAz)=xyz—-d(y,2)x+d(x,2)y—d(x,y)z.

(b) Si B ={xy,...,x,} es una base ortonormal de (V,d), comprobar que

1
O(voly) = — > (=1 Xo(1Xe2) - Xt

‘oeS,

Ejercicio 5.5. Si C{(V,d) es un dlgebra de Clifford real, es
Cl(V,d) = CL*(V,d) @ Ct(V,d),

donde la subalgebra par C£*(V,d) y el subespacio impar C¢~(V,d) son generados por pro-
ductos de un numero par [respectivamente, por un nimero impar] de vectores en V.

(a) Mostrar que dimC¢*(V,d) = % dim Cé(V,d).

[[ Indicacién: Si x € V es un vector no nulo, mostrar que a — xa es una biyeccion lineal
entre CC*(V,d) y C~(V,d). ]|

(b) Se sabe que hay isomorfismos de dlgebras reales tales que

Clip=ReR, Clro = Ma(R), Cl30 = M>(C), Cly o = Mr(H),
donde H = {co +c1i+caj+c3k:ci € R} es el dlgebra de cuaterniones. Verificar que

Cfto ~ R, Cf;,o o~ C, Cf;o ~ H’ C[I’O ~HoH.

[[ Indicacién: Si «,f € C, se identifica @ + 5 € H con la matriz [_C’YB ’g] e M(C). ]

20Una orientacién sobre V es una de las dos clases de equivalencia de bases ordenadas determinadas por el
signo de det [1]%,.
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