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Resumen. En este trabajo presentamos los resultados de un estudio realizado durante el 1° semestre
del afio lectivo 2017, en el contexto de una experiencia de ensefianza apoyada con TIC, especificamente
con Geogebra, dirigida al aprendizaje de la probabilidad en décimo afio de escolaridad en el contexto
costarricense. Se presenta, en particular, una de las cinco tareas de la secuencia de aprendizaje que
conforma la experiencia de ensefianza, con el objetivo de comprender cémo los alumnos aprenden
conceptos bdsicos asociados a experimentos aleatorios (aleatoriedad, casos favorables, casos totales y
evento aleatorio) al realizar tareas exploratorias apoyadas con Geogebra, y cudl es el papel de este
software como recurso didéctico para el aprendizaje de estos conceptos. La metodologia utilizada fue
de tipo cualitativa e interpretativa, siendo empleados, como instrumentos de recoleccién de datos, la
observacion participante y la recoleccion documental de las resoluciones de los alumnos. Los resultados
evidencian que la mayor parte de los alumnos tienen nocién de la aleatoriedad, asociando el concepto
con experiencias de su dia a dia. Sin embargo, presentan dificultades para utilizar dicho concepto en
la toma de decisiones que involucran probabilidades. Por su lado, los conceptos de casos favorables,
casos totales y eventos aleatorios son desconocidos por la mayor parte de los alumnos. En cuanto
a las contribuciones de la tecnologia, el trabajo con Geogebra permitié que algunos alumnos fueran
capaces de inferir correctamente relaciones asociadas a los conceptos de casos favorables, casos totales
y eventos, a medida que simulan varias veces la experiencia del lanzamiento de dos dados. Ademas,
las simulaciones para pequerfias repeticiones de la experiencia permitieron evidenciar que gran parte
de los alumnos tienen creencias equivocadas sobre la aleatoriedad, producto de un uso inadecuado de
la probabilidad cldsica. De esta forma, los resultados obtenidos permiten hacer una evaluacién positiva
del uso de tareas exploratorias con recurso a Geogebra para la ensefianza y aprendizaje de conceptos
de Probabilidad en secundaria. Durante la ponencia del trabajo se busca presentar estos resultados y
mostrar la simulacién de Geogebra utilizada en la tarea.
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Abstract. In this paper we present the results of a study conducted during the 1st semester of the
school year of 2017 in the context of a teaching experiment supported by ICTs, particularly Geogebra,
aimed at the learning of Probability in the 10th grade of the Costa Rican context.

We present, in particular, one of the five tasks of the learning sequence that supports the teaching
experiment, aiming to understand how 10th grade students of Costa Rica learn the basic concepts
associated with random experiments (randomness, favorable cases, total cases and random event) when
working on exploratory tasks supported by Geogebra, and what is the role of this software as a didactic
resource for learning these concepts. The methodology used was qualitative and interpretative and
data collection included: participant observation and the students? answers to the tasks. The results
show that the majority of students have a notion of randomness, associating the concept with their
real life experiences. However, they have difficulties in using this concept to make decisions involving
probabilities. The concepts of favorable cases, total cases and events are unknown to most students.
Regarding the contributions of technology, working with Geogebra allowed some students to be able
to correctly infer relations associated with the concepts of favorable cases, total cases and events as
they simulate the experience of throwing two dice several times. In addition, when they do a small
number of simulations for an experience, it was possible to observe that a large part of the students
have wrong beliefs about randomness, due to an inadequate use of classical probability. In this way, the
results obtained allow us to make a positive evaluation of the use of exploratory tasks with Geogebra
for the teaching and learning of Probability concepts in secondary school.

During the presentation of the work, we seek to present these results and show the simulation of
Geogebra used in the task.

KeyWords: Randomness, favorable and total cases, exploratory task, Geogebra, simulation.

1 .1 Introduccion

La Probabilidad, como area de conocimiento de la Matematica, ha venido tomando mayor importancia
a nivel educativo escolar y universitario en los tltimos afios (Inzunza, 2014), adquiriendo su ensefianza
un papel mds experimental a nivel de primaria y de secundaria (Batanero, 2006). Este hecho se refleja
en la preocupacion de varios paises por considerar los conocimientos bésicos probabilisticos en sus
programas de Matematica, incluyendo el Programa de Matemaética de Costa Rica, donde se incluye la
Probabilidad desde los primeros afios de la educacion escolar (MEP, 2012). Esta importancia atribuida
a la ensefianza y aprendizaje de la Probabilidad se debe al hecho de ser una herramienta matematica
base para el aprendizaje de otras disciplinas y proveer al alumno de herramientas para lidiar con situa-
ciones cotidianas donde reina el azar (Batanero, 2006). En este sentido, capacidades como interpretar,
comprender y analizar datos probabilisticos se vuelven elementos fundamentales para que el alumno
presente una mejor participacion en la sociedad (Inzunza, 2014).

A nivel de secundaria, los contenidos probabilisticos ensefiados en la clase de Matematica se han con-
vertido en fuente necesaria no sélo para hacer lecturas basicas de probabilidades en periédicos y otras
fuentes de informacién, sino también para ayudar a entender mejor algunos conceptos estadisticos que
estdn muy ligados con conceptos basicos de probabilidad (Mendenhall, Beaver y Beaver, 2010). Asf,
conceptos probabilisticos como experiencia aleatoria, casos favorables, casos totales y eventos aleato-
rios estan asociados a los conceptos estadisticos de muestra aleatoria. Estos conceptos forman una base
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para introducir al alumno al célculo de probabilidades, no obstante, su asociacién con diferentes sig-
nificados, incluyendo los términos cotidianos, y el formalismo con el que son tratados en la clase de
Matematica generan dificultades en el aprendizaje del alumno (Inzunza, 2014). En este sentido, dificul-
tades como comprender y aplicar conceptos probabilisticos se tornan comunes en el aprendizaje, como
consecuencia, elementos psicoldgicos como el miedo o disgusto para aprender Probabilidad llegan a
ser mds fuertes que la voluntad propia en algunos alumnos (Batanero, 2005).

Los programas de Matematica se han preocupado por integrar la Probabilidad en sus curriculos y en
proponer précticas de ensefianza y aprendizaje distintas a las tradicionales, que permitan superar esas
dificultades (Santos y Moita, 2009). Las Tecnologias de la Informacién y Comunicacién [TIC] surgen
como una forma de cambiar el papel pasivo que comtnmente asume el alumno en las clases tradi-
cionales, otorgandole un papel de constructor de su conocimiento (Santos y Moita, 2009), a través del
cual pueda minimizar la presencia de dificultades. La utilizacién de software matemético, como por
ejemplo Geogebra, permite la exploracién de conceptos probabilisticos a partir de simulacién (Inzunza,
2014), proceso que se ha mostrado bastante favorable en el aprendizaje de la Probabilidad.

En este camino exploratorio que asume el alumno, la tarea propuesta adquiere un papel importante,
siendo necesario que su formulacién logre acoplar el concepto matemaético con el componente tec-
nolégico, ayudando al alumno en su aprendizaje. Asi, las tareas exploratorias, entendidas como tar-
eas abiertas donde el alumno es invitado y desafiado a explorar el concepto matemdtico de forma
auténoma y, por tanto, con menor intervencién del profesor, abren camino para que a partir de los
conocimientos previos se pueda construir nuevo conocimiento matematico (Ponte, 2005). Estas tar-
eas también permiten que procesos esenciales para el aprendizaje, enfatizados por el programa de
Matematica costarricense (MEP, 2012), como la argumentacion, la conexién de ideas entre conceptos, la
comunicacién y la utilizacién de representaciones del concepto matematico, sean puestos en préctica.
En particular, en referencia a la Probabilidad, el programa establece entre sus propositos el optar por
metodologias que lleven al alumno a identificar, recoger e interpretar informacién necesaria para la
resolucion de tareas estocdasticas, utilizando recursos como la simulaciéon de situaciones del contexto
cotidiano que conduzcan a una mejor comprension del concepto.

Este estudio busca contribuir en el campo de la educacion probabilistica, en lo que se refiere al apren-
dizaje con nuevos enfoques de ensefianza, en particular con las tecnologias, que estimulen la partici-
pacion efectiva de los alumnos en el aula. Asi, en esta ponencia se presentan resultados de un estudio
desarrollado en el contexto de una experiencia de ensefianza dirigido al aprendizaje de la Probabili-
dad en 10° afio del contexto costarricense, utilizando tareas exploratorias apoyadas con Geogebra. En
particular, se presentan los resultados relativos a una de las cinco tareas de la secuencia de aprendizaje
que conforma la experiencia de ensefianza.

El objetivo del estudio es comprender cémo los alumnos costarricenses de 10° afio aprenden concep-
tos bdsicos asociados a experimentos aleatorios, especificamente, los conceptos de aleatoriedad, casos
favorables, casos totales y evento aleatorio, al realizar tareas exploratorias apoyadas con Geogebra, y
cudl es el papel de este software como recurso didactico para el aprendizaje de tales conceptos. Para
responder a este objetivo se plantean dos cuestiones de investigacion:

1. ;Cuadles son los aprendizajes evidenciados por los alumnos en sus resoluciones referidas a estos
conceptos después de finalizada la primera tarea de la experiencia de ensefianza?

2. ¢Qué dificultades revelan los alumnos en el trabajo con estos conceptos?
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3. ¢Cuadl es el papel de Geogebra en el aprendizaje, durante el desarrollo de la primera tarea de la
experiencia de ensefianza?

4. ;Qué dificultades revelan los alumnos en la utilizacién del Geogebra para el trabajo de los con-
ceptos?

1.2 Marco teérico

Aprendizaje de los conceptos de aleatoriedad y conceptos asociados al espacio muestral en la clase
de matemdtica.

El término aleatoriedad no resulta ser desconocido para el alumno, pues en el momento en el que inicia
su estudio escolar ya ha vivenciado algunas situaciones de aleatoriedad que, de alguna u otra forma, le
permiten comprender cudndo estd en presencia de ellas (Ortiz, Batanero y Serrano 2001). Sin embargo,
en este contacto alumno-cotidianidad, con experiencias aleatorias, el término aleatoriedad no siempre
tiene el mismo sentido que se le intenta transmitir formalmente al estudiante en la clase de matematica,
evidenciando de esta forma un cardcter complejo asociado al concepto que tiende a traer dificultades
para el alumno (Ortiz, Batanero y Serrano 2001). En cierta forma esta complejidad esta asociada a su
relacién directa con el concepto de probabilidad. Segtin Martins (2011), la aleatoriedad viene a ser un
medio para estudiar la probabilidad como una propiedad asociada a los fenémenos aleatorios y, por
tanto, asociada a patrones que se rigen bajo la ley de los grandes nimeros. En este sentido, Ortiz et
al. (2001) hacen un estudio sobre los términos asociados a la probabilidad y la aleatoriedad, utilizados
comutnmente en los libros de texto de bachillerato en Espafia, encontrando que existe una diversidad
tales como: acaso, incertidumbre, ganar, probable, urna, dado, entre otros.

En referencia a los conceptos asociados al espacio muestral, la teoria de conjuntos ha servido como el
medio para trabajar el lenguaje formal del calculo de probabilidades, asociando términos probabilisti-
cos como espacio muestral, evento y evento imposible a los términos conjunto universal, subconjunto
del espacio muestral y conjunto vacio, respectivamente (Pitman, 1993). Groth, Butler y Nelson (2016)
trabajan actividades ltdicas para la ensefianza de tipos de eventos, enfatizando que, la utilizacién de
estos términos probabilisticos muchas veces no va de la mano con las definiciones que ha aprendido
el alumno en su dia a dia, generando dificultades en el aprendizaje de los términos evento imposible,
evento seguro y evento menos probable, producto de la interpretacién que hace el alumno con su co-
tidianidad.

Por su parte, el programa de Matematica costarricense enfatiza que el alumno de ciclo diversificado
(10°, 11° y 12°) debe llegar con destrezas basicas asociadas a la Probabilidad, entre ellas el manejo de
situaciones aleatorias, siendo relevante promover en la clase la reflexién y formalizacién de los con-
ceptos bésicos asociados al cdlculo de probabilidades, entre estos, los conceptos asociados al espacio
muestral. Para tales fines el programa sugiere la utilizacién de herramientas como la modelacién y
simulacién que, ademads de permitir el trabajo colectivo, permitan al estudiante ver la probabilidad
contextualizada, motivando su aprendizaje (MEP, 2012).

Otros autores, por ejemplo, Batanero (2006), también enfatizan en que los avances tecnolégicos deben
ser un medio para abordar el aprendizaje de la Probabilidad por caminos didécticos que, sin necesi-
dad de un gran nivel de formalismo de los conceptos, ayuden a superar las dificultades atribuidas su
aprendizaje. Asi, las TIC se convierten en un camino para dejar de centrar el aprendizaje del alumno
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solamente en el contenido, buscando fortalecer su pensamiento matematico a través de la resolucién de
tareas en contextos reales que, ademds de permitir el aprendizaje del concepto, fomenten capacidades
matematicas (MEP 2012).

Simulacion a través de computador en el estudio de conceptos probabilisticos

Por simulacién se puede entender el proceso artificial utilizado para imitar o substituir el compor-
tamiento de un fenémeno aleatorio, utilizando, de modo general, ntimeros aleatorios (Martins 2011).
Esta imitacion de la realidad permite un aprendizaje diferente al habituado por el alumno, pro-
moviendo la exploracién de teorfas, el dinamismo del grupo y el trabajo con tareas que, mediante
métodos analiticos de resolucidn, tienden a ser complejas para el alumno (Redecker 2013).

Para Erickson (2006), la simulacién mediante la utilizacién del computador cobra importancia en el
estudio del aprendizaje de la Probabilidad, facilitando la comprensién del concepto y el anélisis de los
célculos. Este autor, enfatiza que la simulacién con computador permite al alumno mejorar la inferen-
cia de conceptos probabilisticos a través de la exploracién de diferentes representaciones asociadas al
concepto matematico, y con utilizacion de poco tiempo.

Algunas limitaciones deben ser consideradas al trabajar simulacién con el computador, entre ellas, las
simulaciones de ntimeros aleatorios que generan los computadores son pseudo-aleatorios, lo que im-
plica que los comportamientos generados por el computador no sean ajustados perfectamente a los
modelos tedricos, pudiendo llevar al alumno a sesgos a la hora de identificar el valor frecuencial de
probabilidad, el cual puede no coincidir con el valor teérico segiin la lectura hecha por el alumno
(Inzunza 2017). Ademads, Coutinho (2011) menciona que existe la posibilidad de que el alumno no esté
familiarizado con el software matematico, existiendo cierta resistencia de este a utilizar la tecnologia
para resolver una tarea, cuando el calculo a mano es posible y viable para el alumno.

Finalmente, Erickson (2006) enfatiza que es necesario hacer simulacién tanto con tecnologfa como sin
ella, de forma que haya un equilibrio que permita aprovechar las capacidades de aprendizaje del
alumno. Para este autor, el trabajo sin tecnologia debe procurar que no se pierda el formalismo dado
por axiomas que sustentan la definicién del concepto y otros elementos matemdticos necesarios para
definirlo. Por su lado, el trabajo con tecnologia debe procurar que la simulacién sirva para profundizar
en las representaciones y propiedades ligadas al concepto, ahorrando calculos grandes que demoran
mucho tiempo y cuyo proceso analitico de resolucién ya se conoce.

La utilizacién de Geogebra en el aprendizaje de conceptos probabilisticos

Uno de los recursos con los que es habitual trabajar en las clases de Matematica, donde es utilizada
tecnologia, es Geogebra. Algunas caracteristicas como la facilidad de uso, ser de descarga gratuita,
disponer de herramientas que permiten la representacién dindmica del concepto matemaético y su rel-
evancia para trabajar la Probabilidad en comparacién con otros softwares dindmicos, lo convierten en
un software con potencialidad didactico (Inzunza 2014).

Autores como Inzunza (2014) enfatizan que Geogebra ayuda a visualizar diferentes comportamientos
de los conceptos envueltos, utilizando para eso la construccién de pardmetros que permiten simular y
manipular el objeto matemaético, lo que a su vez permite la exploracién de propiedades de conceptos
bésicos de Probabilidad, y que el alumno participe en la construccién de su propio conocimiento. En
su estudio, este autor utiliza la hoja de Excel y la hoja gréfica que dispone Geogebra para mostrar
la simulacién del lanzamiento de un dado después de repetir su lanzamiento una "gran" cantidad
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de veces, obteniendo por observacién que el valor de probabilidad frecuencial para cualquier evento
simple (obtener una cara con un nimero especifico entre 1 y 6) tiende a aproximarse al valor tedrico
1/6. En esta misma linea, Batanero (2005) en su estudio sobre los diferentes significados asociados a
la probabilidad, afirma que "con el desarrollo progresivo de los ordenadores ha aumentado el interés
por la introduccién experimental de la probabilidad" (p.260), lo que a su vez envuelve el trabajo de
los conceptos de aleatoriedad, casos favorables, casos totales y evento de una experiencia aleatoria.
No obstante, para esta autora la utilizacién de software matematico no debe reemplazar el estudio
formal de los conceptos probabilisticos, afirmando que ambos abordajes deben usarse, complementén-
dose mutuamente. Finalmente, Mercado (2013) da algunos ejemplos de cémo utilizar Geogebra para
el estudio de conceptos probabilisticos mediante simulacién, destacando que a través de la simulacién
pueden abordarse facilmente situaciones aleatorias complejas, cuyo aprendizaje a mano resulta muy
dificil para el estudiante.

1.3 Metodologia

El presente estudio se centra en la primera tarea de una secuencia de aprendizaje conformada por cinco
tareas exploratorias apoyadas con Geogebra que sirven de base a una experiencia de ensefianza desar-
rollada en los meses de marzo y abril de 2017, con un grupo de alumnos (14 hombres y 14 mujeres) de
la ensefianza regular de 10° afio de un colegio cientifico del Valle central, ubicado en los alrededores
de la capital de Costa Rica.

Esta tarea buscé alcanzar dos objetivos de aprendizaje: 1) identificar caracteristicas asociadas a la aleato-
riedad; e 2) identificar casos favorables, casos totales y eventos aleatorios. Ambos objetivos fueron tra-
bajados utilizando Geogebra para hacer simulacién de la experiencia aleatoria del lanzamiento de dos
dados. En la primera parte de la tarea los alumnos son invitados a simular el lanzamiento de dos da-
dos con un total de 10 y 20 repeticiones de la experiencia respectivamente, mientras que en la segunda
parte simulan 900 y 1000 veces dicha experiencia. En cada simulacién los alumnos tenian que ir reg-
istrando los datos observados de la simulacién en la parte final de la tarea (Hoja de registro de datos)
e ir respondiendo preguntas que orientaban la exploraciéon de los conceptos abordados. Los alumnos
trabajaron en parejas en la resolucion de la tarea, cada par disponiendo de una computadora con acceso
a Geogebra y el archivo ejecutable de simulacién "lanzamiento de dos dados". Este archivo disponia
de dos botones, etiquetados con los pardmetros "'n" y "e", conforme muestra la Figura 1. El pardmetro
'n", variando entre 1 y 1000, indicaba la cantidad de veces que se deseaba repetir la experiencia del
lanzamiento, mientras que el pardmetro "e", variando entre 1 y el valor de "n", permitia observar los
resultados obtenidos en las caras de los dados para cada lanzamiento simulado. Finalmente, el grafico
de barras muestra las frecuencias absolutas y relativas para la suma de los ndmeros obtenidos en las

n__n

caras de los dados después de simular el lanzamiento de los dados "n" veces.

La resolucién de la tarea permitié a los alumnos explorar con Geogebra la experiencia del lanzamiento
de dos dados, introduciéndolos a los conceptos formales de casos favorables, casos totales y evento
aleatorio, y al mismo tiempo identificar sus nociones sobre la aleatoriedad y conceptos anteriores de
casos favorables, casos totales y evento aleatorio. La tarea fue disefiada para ser trabajada por los alum-
nos en 2 lecciones de 40 minutos, desarrollando una discusioén colectiva de los conceptos abordados, y
la respetiva formalizacién de estos, realizada al inicio de la siguiente clase. Antes de comenzar el abor-
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daje de la tarea, fue aplicada una prueba diagnoéstica, identificando que gran parte de estos alumnos
tenian una nocién de aleatoriedad asociada a términos coloquiales y un conocimiento de la Probabili-
dad orientado al significado clésico de la regla de Laplace.

n=10 °
s
Recalcular experiencia
s
B
a=10
'
‘ ’ ‘ ‘ |b:D5
] = 1 T | coalema e
e 7 f 3 3 3 S 7 3 R RN TR
o ® O
®
L 2 o o e=1

Figura 1.1: Imagen del archivo ejecutable de Geogebra para trabajo de la tarea

En miras a responder las cuestiones del estudio se recurrié a una metodologia cualitativa asociada a
un paradigma interpretativo, donde el investigador (primer autor de este trabajo) procura describir y
interpretar los significados que los alumnos, como parte de un contexto educativo, atribuyen a los con-
ceptos de aleatoriedad, casos favorables, casos totales y evento aleatorio (Latorre, Del Rincén y Arnal
1998). Durante la aplicacion de la tarea el investigador asumié un papel de observador participante,
atendiendo dudas en cuanto a la redaccién de los enunciados, y tomando algunos apuntes de las dis-
cusiones que surgieron por parte de los alumnos durante el trabajo de la tarea.

Como instrumentos de recoleccién de datos fueron utilizados: 1) la revision documental de las res-
oluciones de la tarea desarrollada por los alumnos, y de grabaciones de imdgenes solicitadas a los
alumnos en el enunciado de la tarea, correspondientes a extractos de momentos de simulacién con
Geogebra; y 2) la observacién participante para identificar el ritmo de trabajo de los alumnos, acceder
a cierta informacién especifica sobre sus aprendizajes, y aclarar ciertos aspectos de redaccién de los
enunciados de la tarea. El andlisis de los datos se desarroll6 siguiendo una metodologia descriptiva
e interpretativa, tanto para el andlisis de los aprendizajes de los conceptos trabajados y dificultades
evidenciadas por los alumnos como para el andlisis del papel de Geogebra (Walker, 1980). En la sigu-
iente seccién se describe lo que el alumno hizo y se presenta una interpretaciéon de los aprendizajes y
dificultades evidenciadas a través de ejemplos de las soluciones dadas por diferentes alumnos, todos
con nombre de anonimato para efectos de salvaguardar su integridad, intentando abarcar la diversidad
de soluciones observadas.

1 .4 Resultados

Aprendizajes del concepto de aleatoriedad y conceptos bdasicos asociados al espacio muestral

En lo que concierne a aprendizajes del concepto de aleatoriedad, las resoluciones de los alumnos rev-
elan que todos tienen nocién de la aleatoriedad, algunos asocidndola como una propiedad del azar
y, por tanto, a la variabilidad de los datos, como se interpreta en la respuesta de Antonio y Marcos
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(Figura 1.2) cuando se les cuestiona en la cuarta pregunta (denotado en la figura por P4) sobre la can-
tidad de veces que crefan necesario realizar la experiencia de lanzar los dados para obtener todas las
sumas posibles.

Es im L_t--}'fubl"-u. Saberlo Ja que &5 :)\,»L._,js_,r\uj

Figura 1.2: Resolucién de Antonio y Marcos. P4

Otros asocian la aleatoriedad directamente al concepto de probabilidad, como en el caso de Laura y Jo-
han en la dltima pregunta de la tarea, al cuestiondrseles si los resultados obtenidos en las simulaciones
realizadas para distintos valores de "n" habian sido diferentes y el porqué de esto. De la respuesta de
Laura y Johan, en la Figura 1.3, se interpreta que consideran la aleatoriedad como una caracteristica
que no permite saber cudntas veces es necesario realizar la experiencia para obtener todos los resul-
tados, al igual que Antonio y Marcos, quienes manifiestan esto en términos de probabilidades para
referir que entre mayor cantidad de lanzamientos es mas probable, pero no seguro, obtener un valor
especifico de suma para los dados.
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Figura 1.3: Resolucion de Laura y Johan. P8

Entre las dificultades presentadas por los alumnos, la mayor parte reveld la presencia de patrones
no siempre correctos cuando se repite un nimero "pequefio” de veces un experimento aleatorio. Por
ejemplo, Santiago y Simén, como también Vanuza y Charol, después de simular la experiencia del
lanzamiento de dados para "n" igual diez y "n" igual veinte, respectivamente, al cuestionarseles en la
primera pregunta si ¢los valores obtenidos en la experiencia eran los que esperaba?, responden segiin
se muestra en las Figuras 1.4, 1.5.
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Figura 1.4: Resolucién de Santiago y Simén. P1
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Figura 1.5: Resolucién de Vanuza y Charol. P2

La argumentacion de Santiago y Simén es considerada incorrecta ya que, debido al caracter aleatorio
de la experiencia, no deben necesariamente salir las sumas de ocho y nueve con mayor frecuencia. En el
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caso de Vanuza y Charol se interpreta que obtuvieron resultados variables y no con mayor frecuencia
para las sumas de ocho y nueve, no obstante, su argumentacién permite inferir que, aunque tienen
una nocién de la aleatoriedad, tienden a creer que deberfa ser mds probable que las sumas se com-
portasen segun el valor teérico de probabilidad. De esta forma, se evidencia que estos alumnos tienen
una concepcion vaga de la aleatoriedad y, por tanto, de la Ley de los grandes ntiimeros para el cdlculo
de probabilidades, tendiendo a utilizar la Regla de Laplace para tomar decisiones donde interviene la
probabilidad.

En referencia a los conceptos de casos favorables, casos totales y eventos, las soluciones que presentan
los alumnos revelaron que mds de la mitad del grupo dejan sin responder la pregunta introductoria
donde se desafiaba al alumno al reconocimiento de estos conceptos, pudiendo ser causa el no haber
trabajado en afios anteriores con conceptos asociados al espacio muestral o no haber trabajado con
eventos compuestos. El resto de los alumnos aluden a los conceptos asociados al espacio muestral en
sus soluciones, cuando al ser cuestionados sobre los posibles resultados a obtener en las sumas de las
pintas de las caras de los dados después de ser lanzados y la cantidad de veces necesarias de repetir
el experimento para obtener todas las sumas posibles, muestran evidencia de identificar casos totales,
casos favorables y eventos asociados a la experiencia aleatoria del lanzamiento, como es el caso de
Dédiva y Ana en las Figuras 1.6 y 1.7, y Leonardo y Alfonso en la Figura 1.8.
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Figura 1.6: Resolucién de Dadiva y Ana. PL
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Figura 1.7: Resolucion de Déddiva y Ana.P2
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Figura 1.8: Resoluciéon de Leonardo y Alfonso. P4.

De la primer resolucién de Dadiva y Ana ( Figura 1.6) se observa que ellas reconocen que en total hay
36 diferentes combinaciones (casos totales), y al usar la expresién "se pueden obtener ntimeros del 2 al
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12" estdn manifestando que saben identificar eventos aleatorios, mientras que de la segunda resolucién
(Figura 1.7), donde se les solicita escribir el resultado que obtuvieron mds veces después de simular
20 lanzamientos, se observa que Dddiva y Ana también identifican casos favorables, escribiendo en la
tabla las distintas formas de obtener el evento "obtener una suma de ocho". Similarmente, Leonardo
y Alfonso (Figura 1.8), ademds de saber que la aleatoriedad estd presente, también saben identificar
los eventos de la experiencia aleatoria, pero aludiendo a ellos implicitamente con la expresiéon "min
11" para referirse a obtener una suma diferente en cada repeticiéon de la experiencia, y "méax " en el
caso de obtener sumas repetidas en lanzamientos anteriores, pero atin no todas las once sumas posibles.

Utilizacién de Geogebra como recurso de apoyo en el aprendizaje de los conceptos trabajados

La utilizacién de Geogebra les permitié a todos los alumnos observar que a medida que aumenta
la cantidad de lanzamientos se obtienen mds eventos o resultados para la suma de las pintas de las
caras de los dados y también mas casos favorables para los distintos eventos. De la Figura 1.9 se
interpreta que Kevin y Pedro manifiestan "si" para decir que los resultados obtenidos son diferentes,
evidencidndose que identifican mds posibilidades para la suma de las pintas de las caras de los dados
y, por tanto, més eventos y casos totales en las tltimas simulaciones (900 y 1000 lanzamientos), en

comparacién con las primeras simulaciones (10 y 20 lanzamientos).
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Figura 1.9: Resolucao de Kevin y Pedro. P8.

Por su lado, la tabla de la Figura 1.10, donde se les solicitaba a los alumnos registrar el resultado de
suma con mayor frecuencia obtenido para "n" igual a veinte, y las respectivas formas en que se obtuvo
ese resultado, permiten inferir que a pesar de ser el evento "obtener una suma de siete" el evento con
mayor probabilidad tedrica, la simulacién con "n" igual a 20 llevé a Laura y Johan a obtener que el
evento con mayor frecuencia es "obtener una suma de ocho", pudiendo recurrir a variar los valores del
deslizador "e" para observar los casos favorables para ese evento con un valor pequefio de "n", en este
caso obteniendo tres casos favorables. De esta forma, se evidencia que Laura y Johan logran identificar

casos favorables para eventos aleatorios especificos.

»

Resultado =

Dadol Dado 2

Figura 1.10: Resolucién de Laura y Johan. P2c.

Por otro lado, la utilizacién de simulacién no fue suficiente para superar dificultades asociadas a la
aleatoriedad, pues algunos alumnos, después de simular con diferentes valores de repeticién la expe-
riencia del lanzamiento de dados(n = 10,n =20,1n =900 y n = 1000), no fueron capaces de identificar
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que no existe un nuimero fijo de lanzamientos necesarios para obtener todas las sumas posibles para
las pintas de las caras de los dados. Esto se observa, por ejemplo, en las soluciones de Kevin y Pedro,
en las Figuras 1.11 y 1.12, al responder a la cuarta pregunta de la tarea.

36 veces, para dor cameo a tods las combinaciones
posSibles entre los dados.

Figura 1.11: Resolucién de Kevin y Pedro. P4.

n=10

L Recalcular experiencia

Figura 1.12: Simulacién de Kevin y Pedro para n=10.

Los alumnos aluden a "36 veces" para indicar que se necesitan 36 repeticiones de la experiencia para
obtener todos los resultados, ntimero que corresponde a la cantidad de casos totales de la experiencia
aleatoria. Asi, se interpreta que Kevin y Pedro consideran que va a salir una combinacién de nimeros
diferentes en cada repeticion de la experiencia, cuando en la realidad no tiene que ser necesariamente
de esa forma debido al caracter aleatorio de la experiencia. Los alumnos no logran observar de su
simulacién para n = 10 (Figura 1.12) que algunas de las combinaciones posibles para la suma de once
se han repetido, pues su frecuencia es tres, cuando dicha suma sélo tiene dos posibles casos favorables
de suceder, obtener 6 y luego 5, u obtener 5 y luego 6 en el primer y segundo dado, respectivamente.

1 . 5 Conclusiones

Los resultados del anélisis de la tarea exploratoria trabajada por los alumnos involucrando Geogebra,
permiten referir que ellos son capaces de desarrollar conocimiento frente a los conceptos de aleato-
riedad, casos favorables, casos totales, y el concepto de evento aleatorio. No obstante, algunos alum-
nos presentan dificultades, posiblemente como producto de las experiencias vividas en su dia a dia
con los términos probabilisticos trabajados (Groth, Butler y Nelson 2016; Ortiz et al. 2001) o del de-
sconocimiento total de los términos.

Los aprendizajes observados en esta tarea permiten concluir que los alumnos tienen nocién del con-
cepto de aleatoriedad, pero no todos lo tienen consolidado, existiendo la presencia de patrones incor-
rectos que asocian a la aleatoriedad. Entretanto, el concepto de evento aleatorio, casos favorables, y
casos totales son identificados apropiadamente por pocos alumnos, pareciendo ser desconocidos para
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el resto de ellos, o al menos existe dificultad para identificarlos en el trabajo con experiencias aleatorias
trabajadas con eventos compuestos.

La utilizacién de Geogebra contribuy6 a la exploracién de los conceptos, incluyendo observacién de
relaciones entre casos totales y casos favorables en la repeticién de una experiencia. No obstante, no
fue suficiente utilizar simulacién con Geogebra para que la mayor parte de los alumnos interiorizase
totalmente el concepto de aleatoriedad, resultado de una falta de observacion en las simulaciones por
parte del alumno o una mejor guia en la redaccién de la tarea a la hora de explorarla con Geogebra.

Lo anterior implica, por un lado, considerar reforzar conceptos probabilisticos en afios anteriores (MEP,
2012), incluyendo el trabajo con experiencias aleatorias compuestas, y, por otro lado, trabajar mas con
recursos tecnolégicos en la clase de matematica, acostumbrando al alumno a su uso, para profun-
dizar mds en el concepto y menos en el calculo. Para esto es necesario mantener un equilibrio entre
simulaciones de experiencias aleatorias hechas con tecnologia y simulaciones con modelos concre-
tos (Batanero, 2005), permitiendo al alumno ver las ventajas de la tecnologia en el aprendizaje de la
Matematica, en particular, en el aprendizaje de conceptos de Probabilidad.
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