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Resumen

Presentamos una definición de función casi periódica en RN , la cual generaliza
la definición usal en R. A partir de esa definición demostramos algunas propiedades
topológicas para esta clase de funciones. Al final del art́ıculo, demostramos algunas
propiedades algebraicas usando el teorema de estructura que se incluye en el apéndice.

Palabras clave: Funciones casi periódicas, funciones ∗-periódicas, teorema de estructura,
transformada de Fourier, transformada de Radon.

Abstract

We give a definition of Almost Periodic Functions on RN . Following that definition
we show some topological properties for this functions. At the end of this paper we
proof some algebraic properties by using the structure theorem. We give the proof of
this result (structure theorem) in the appendix.

Keywords: Almost periodic functions, ∗-periodic functions, structure theorem, Fourier
transform, Radon transform.
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1. Introducción

En esta serie de art́ıculos, vamos a presentar una definición de función casi periódi-
ca y propiedades importantes asosiadas a este concepto, estas propiedades generalizan
algunas de las correspondientes al caso de las funciones casi periódicas de una variable
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([Ca],[Co],[Cor],[Fis]). En el art́ıculo anterior [Ca] discutimos las propiedades más impor-
tantes referentes al caso de una variable.

La presentación de los tópicos referentes la caso de funciones casi periódicas N -dimen-
sionales no ha sido hallada por los autores en las fuentes bibliográficas consultadas.

En le trabajo [Ca] mencionamos la función:

f(t) = cos t + cos
√

2t, t ∈ R (1)

la cual no es periódica pero es cuasiperiódica, ella aparece como solución de una ecuación
diferencial.

La función (1) se puede generalizar al caso de N variables de la forma siguiente:
sea x = (x1, . . . , xN )t un vector N -dimensional y consideremos la aplicación f : RN → R
definida por:

f(x) =
N∏

i=1

cosxi +
N∏

i=1

cos
√

2xi (2)

La aplicación dada por (2) es una generalización de (1). Se ve que esta aplicación no
es ∗-periódica [CA1].

Definición 1 Sea f : RN → R una aplicación continua; decimos que f es casi periódica
(c.p.) si para todo ε > 0 existe U = (u1, . . . , uN )t, U ∈ RN , ui > 0, i = 1, N . (Escribiremos
en adelante U > 0) tal que para todo X = (x1, . . . , xN )t ∈ RN existe T ∈

∏N
i=1[xi, xi +ui]

tal que:
|f(y + T ) − f(y)| < ε,∀y ∈ RN (3)

En el caso de N = 1 la denominación casi periódica es equivalente a cuasiperiódica.

Observación 1. La definición anterior se puede extender a aplicaciones de RN en un
espacio normado V sustituyendo en (3) el valor absoluto por la norma respectiva. El
caso de funciones de R con valores en un espacio normado (para algunos desarrollos se
requiere que sea un espacio de Banach) está ampliamente tratado en la literatura, p.ej. en
[Cor],[Be],[Bl],[Bo2].

El caso de funciones de CN en V puede tratarse poniendo:

U =




u1
...

uN


 + i




v1
...

vN


 ; ui > 0, vi > 0, i = 1, N

X =




x1
...

xN


 + i




z1
...

zN


 ; T ∈

N∏

i=1

[xi, xi + ui]

T ′ ∈
N∏

i=1

[zi, zi + vi]
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∥∥f(z + T + iT ′) − f(z)
∥∥ < ε,∀z ∈ CN

.

Observación 2. Se prueba sin dificultad que la aplicación definida por (2) es casi
periódica.

2. Algunas propiedades

Para explotar las propiedades de las funciones c.p. N -dimensionales necesitamos el
resultado siguiente.

Teorema 2.1 Sea f : R → RN continua entonces f es c.p. si y solo si sus funciones
componentes son casi periódicas.

Demostración: Utilizaremos la norma supremun en RN que denotaremos con ‖·‖∞ .
Como f es c.p. dado ε > 0 existe u > 0 tal que ∀y ∈ R existe T ∈ [y, y + u] tal que:

‖f(z + T ) − f(z)‖∞ =
∥∥(f1(z + T ) − f1(z), . . . , fN (z + T ) − fN (z))t

∥∥
∞ < ε,∀z ∈ R

con lo que |fi(z + T ) − fi(z)| < ε, ∀z ∈ R; por lo tanto fi es c.p.
Para lo anterior hemos denotado con f , a f := (f1, . . . , fN )t

Observación: Sean fi : R → R, i = 1, N funciones c.p., uno de los resultados más
significativos en el caso de una variable es el siguiente:
Dado ε > 0 existe l > 0 tal que para todo a ∈ R existe T ∈ [a, a + l] tal que:

|fi(z + T ) − fi(z)| < ε, ∀z ∈ R, i = 1, N

La prueba del resultado anterior puede hallarse en [Cor],[Mu],[Ca].

Aplicando la observación anterior se deduce fácilmente la otra parte del teorema.
Uno de los más importantes resultados en el desarrollo de la teoŕıa de las funciones

casi periódicas es el Teorema de Estructura, aqúı lo enunciaremos en varias variables, una
demostración detallada se encuentra en el apéndice.

El caso de una variable ha sido bien estudiado en la literatura.

Teorema de estructura Sea f1, . . . , fp una familia finita de funciones c.p. con
fi : RN → R, i = 1, P , entonces para todo ε > 0 existe a = (a1, . . . , aN )t > 0 tal que
para todo y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que

|fi(x + T ) − fi(x)| < ε, ∀x ∈ R.

Es decir todo conjunto finito de funciones casi periódicas es uniformemente casi periódico.
Este teorema será probado en el apéndice.

Teorema 2.2 Sea f : RN → R c.p. entonces f es acotada.
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Demostración: Sea ε = 1 existe a ∈ RN , a = (a1, . . . , aN )t > 0, tal que ∀y ∈ RN ,
y = (y1, . . . , yN )t existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que

|f(x + T ) − f(x)| < 1, ∀x ∈ RN . (4)

Sea M = sup{|f(x)|, x ∈
∏N

i=1[0, ai]}. Sea z ∈ RN arbitrario pero fijo, z = (z1, . . . , zN )t .

Sea y = −z entonces existe T0 ∈
∏N

i=1[−zi, zi + ai], que satisface (4). Sea s = z + T0,
entonces se tiene que s ∈

∏N
i=1[0, ai], de donde

|f(z)| ≤ |f(z) − f(z + T0)| + |f(z + T0)| ≤ 1 + M.

Teorema 2.3 Sea f : RN → R una función c.p. entonces f es uniformemente continua.

Demostración: Sea ε > 0, existe a = (a1, . . . , aN )t > 0, a ∈ RN tal que para todo
y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que |f(x + T ) − f(x)| < ε/3,

∀x ∈ RN .
Consideremos el compacto K =

∏N
i=1[−1, 1 + ai], entonces se tiene que la función f

restringida a K es uniformemente continua de donde para ese ε > 0 existe δ > 0 tal que
para cualquier x, x′ ∈ K con ‖x − x′‖∞ < δ se tiene que |f(x) − f(x′)| < ε/3.
Sean y′, y′′ ∈ RN con ‖y′−y′′‖∞ < δ, entonces se tiene que existe T1 ∈

∏N
i=1[−y′i,−y′i +ai]

tal que: |f(z + T1)− f(z)| < ε, ∀z ∈ RN ; hemos utilizado la notación: y′ = (y′1, . . . , y
′
N )t.

Como y′ + T1 ∈ K entonces y′′ + T1 ∈ K se tiene que:
∣∣f(y′ + T1) − f(y′′ + T1)

∣∣ < ε/3.

De lo anterior se sigue que:

|f(y′)−f(y′′)| ≤ |f(y′)−f(y′+T1)|+ |f(y′+T1)−f(y′′+T1)|+ |f(y′′+T1)−f(y′′)| < ε.

Teorema 2.4 Sea f : RN → R una función c.p.; sea s ∈ RN arbitrario entonces la
aplicación fs : RN → R definida por: fs(x) = f(x + s), ∀x ∈ RN es c.p.

Demostración: Se tiene que fs es continua por ser composición de funciones continuas.
Sea ε > 0 entonces existe a = (a1, . . . , aN )t > 0, tal que para todo y ∈ RN ,
y = (y1, . . . , yN )t existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que |f(x + T ) − f(x)| < ε, ∀x ∈ RN ; se

tiene de aqúı que |fs(x + T ) − fs(x)| < ε, ∀x ∈ RN .

Teorema 2.5 Sea (fn)n∈N una sucesión de funciones c.p. de RN en R tal que (fn)n∈N
converge uniformemente a una función g, entonces g es c.p.

Demostración: Claramente g es continua.
Sea ahora ε > 0 entonces existe n0 ∈ N tal que |g(x) − fn0(x)| < ε/3,∀x ∈ RN .
Como fn0 es c.p. existe a = (a1, . . . , aN )t > 0 tal que para todo y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN

existe T ∈
∏N

i=1[yi, yi +ai] tal que |fn0(x+T )−fn0(x)| < ε/3, ∀x ∈ RN . Se tiene entonces
que:

|g(x + T ) − g(x)| ≤ |g(x + T ) − fn0(x + T )| + |fn0(x + T ) − fn0(x)| + |fn0(x) − g(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,∀x ∈ RN .
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Teorema 2.6 Sea f : RN → R continua y ∗-periódica entonces f es c.p.

Demostración: Sea ε > 0, (T1, . . . , TN ) un ∗-periódico de f , i.e. (n1T1, . . . , nNTN )t es
un periodo de f para todo (n1, . . . , nN )t ∈ ZN .
Sea y ∈ RN arbitrario pero fijo, entonces existe τ ∈

∏N
i=1[yi, yi + T ] donde

T = (T1, . . . , TN )t, con τ = (n1T1, . . . , nNTN )t, n1, n2, . . . , nN ∈ Z.
Se tiene entonces que |f(x + τ) − f(x)| = 0 < ε para todo x ∈ RN .

Observación: el ĺımite uniforme de funciones ∗-periódicas es casi periódico.

3. Un análogo al teorema de Liusternik

El célebre teorema de Liusternik para el caso de funciones de R en R fue establecido
en 1936 (ver [Be],[Bo],[Mu]).

Sea CP el conjunto de funciones casi periódicas de RN → R. Sea X ⊂ CP , decimos
que X es uniformemente casi periódico si para todo ε > 0 existe a = (a1, . . . , aN )t > 0
tal que para todo y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que:

|f(x + T ) − f(x)| < ε,∀f ∈ X,∀x ∈ RN

Sea B(RN ) el conjunto de funciones de RN → R acotadas con la norma supremun:

‖f‖∞ = sup{f(x) : x ∈ RN}, f ∈ B(RN ).

Sabemos que X ⊂ (B(RN ), ‖ ‖∞) es relativamente compacto si y solo si X es equicontinuo
y uniformemente acotado.

En el caso de las funciones casi periódicas obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Sea X ⊂ CP entonces X es relativamente compacto en (B(RN ), ‖ ‖∞) si
y solo si X es equicontinuo, uniformemente acotado y uniformemente periódico.

Demostración: (⇒ ) Supóngase que X es relativamente compacto en (B(RN ), ‖ ‖∞),
entonces existe M > 0 tal que ‖f‖∞ < M, ∀f ∈ X, es decir X es uniformemente acotado.
Sea ε > 0 y x0 = (x0

1, . . . , x
0
N )t ∈ RN , entonces existe Z ⊂ X, Z finito tal que

X ⊂ Z + B(0, ε/3) esto por ser X totalmente acotado.
Sea g ∈ Z, entonces g es continua en x0. Como Z es finito, existe δ > 0 tal que para todo
y ∈ RN , ‖y − x0‖ < δ entonces |g(y) − g(x0)| < ε/3, ∀g ∈ Z.
Sea f ∈ X entonces existe g ∈ Z tal que f ∈ g + B (0, ε/3).
Sea ahora y ∈ RN arbitrario tal que ‖y − x0‖∞ < δ, entonces:
|f(y) − f(x)| ≤ |f(y) − g(y)| + |g(y) − g(x0)| + |g(x0) − f(x0)| < ε

3 + ε
3 + ε

3 = ε de donde
X es equicontinuo.
Por el teorema de estructura (véase apéndice), si ε > 0 existe a = (a1, . . . , aN )t > 0 tal que
para todo y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN , existe T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que

|g(x + T ) − g(x)| < ε∀x ∈ RN , ∀g ∈ Z (Z finito).
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Se obtiene entonces que si f ∈ X entonces existe g ∈ Z tal que f ∈ {g} + B(0, ε/3)
entonces:

|f(x+T )−f(x)| ≤ |f(x+T )−g(x+T )|+ |g(x+T )−g(x)|+ |g(x)−f(x)| < ε, ∀x ∈ RN .

De donde f es uniformemente casi periódico.
(⇐) Basta probar que X es totalmente acotado.
Sea ε > 0 arbitrario pero fijo existe a = (a1, . . . , aN )t > 0 tal que para todo
n = (n1, . . . , nN )t ∈ ZN existe Tn ∈

∏N
i=1[niai, (ni + 1)ai] tal que:

|f(x + Tn) − f(x)| < ε/2,∀x ∈ X,∀f ∈ X.

Se tiene que Tn ∈
∏N

i=1[niai, (ni + 1)ai] ⊂ RN , n ∈ ZN .
Además esas cajas constituyen un cubrimiento numerable de RN . Sea Y = {yf : f ∈ X}
donde yf : RN → R se define por:

yf (x) =

{
f(x) si x ∈

∏N
i=1[−ai, ai]

f(x − Tn) si x ∈
∏N

i=1[niai, (ni + 1)ai]

donde n = (n1, . . . , nN )t ∈ ZN .
Sea Ya = {f/

∏N
i=1[−ai, ai] : f ∈ X}. Se tiene que Ya ⊂ (C(

∏N
i=1[−ai, ai]), ‖ ‖∞).

Además, Ya es equiacotado y equicontinuo en ese espacio; por el teorema de Arzelà-Ascoli
Ya es relativamente compacto de donde se sigue que es totalmente acotado, entonces existe
Z finito Z ⊂ Ya tal que:

Ya ⊂ Z + B(0, ε/2).

Extendiendo las funciones g ∈ Z a las correspondientes funciones en Y se obtiene que
X ⊂ Z + B(0, ε), lo cual demuestra el teorema.

4. Algunas aplicaciones del teorema de estructura

En forma análoga al caso de una variable ([Cor],[Be],[Mu]) vamos a investigar la es-
tructura del espacio (CP, ‖ ‖∞). En CP definimos las operaciones usuales de la suma,
producto de funciones y producto por un escalar.

Para f, g : RN → R, λ ∈ R escribimos:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), ∀x ∈ RN

(f · g)(x) = f(x)g(x), ∀x ∈ RN

(λf)(x) = λf(x), ∀x ∈ RN .

Proposition 4.1 El conjunto CP con las operaciones definidas anteriormente y con la
norma ‖ ‖∞ constituye una álgebra de Banach.

Demostración: La demostración utiliza el teorema de estructura para dos funciones
f y g , es decir dado ε > 0 existe a ∈ RN a > 0 tal que para todo y ∈ RN existe
T ∈

∏N
i=1[yi, yi + ai] tal que:

|f(x + T ) − f(x)| < ε, |g(x + T ) − g(x)| < ε ∀x ∈ RN .
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El resto de la prueba para la suma, el producto y la multiplicación por un escalar no ofrece
dificultad alguna y es completamente análoga a la presentada en ([Ca]).

Por el Teorema 2.5 de la sección 2 se tiene que el ĺımite de funciones c.p. es c.p. de
donde (CP, ‖ ‖∞) es una álgebra de Banach.

Como aplicación de los resultados anteriores presentaremos el resultado siguiente:

Proposition 4.2 Sean f1, . . . , fp : R → R funciones casi periódicas y b1, . . . , bp ∈ R.
Consideremos las aplicaciones definidas por:

f




x1
...

xp


 =

p∑

i=1

bifi(xi)

g




x1
...

xp


 =

p∏

i=1

bifi(xi)

entonces f y g son funciones c.p.

Demostración: Realizaremos la prueba de que f es c.p. Para g la prueba no ofrece
dificultad alguna.
Sea L = |b1| + · · · + |bp|, si L = 0 el resultado es trivial. Supóngase ahora que L > 0. Sea
ε > 0 entonces existe a′ ∈ R tal que para todo y ∈ R existe T ∈ [y, y + a′] tal que:

|fi(x + T ) − fi(x)| <
ε

2pL
,∀x ∈ R, j = 1, p

Sea y ∈ Rp, y = (y1, . . . , yp)t, a′ = (a1, . . . , ap)t ∈ Rp, T = (Ty1, . . . , T yp)t.
Se tiene que

T ∈
p∏

i=1

[yi, yi + ai]

y que

|f(x + T ) − f(x)| = |
p∑

i=1

bifi(xi + Tyi) −
p∑

i=1

bifi(xi)| < ε,∀x ∈ Rp.

Se deduce que la función definida por (2) es c.p.

Observación: Una función f : RN → RM es c.p. si y solo si todas sus componentes
lo son. El resultado se generaliza sin dificultad a funciones de Cn en Cm.
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Apéndice: Teorema de estructura para funciones casi periódi-

cas

Sea x ∈ RN tal que xi denota la componente i-ésima de x. Escribimos x > 0 si xi > 0,
i = 1, . . . , N.
Si x ∈ RN , x > 0, ponemos [y, y + x] := [y1, y1 + x1]× . . . × [yN , yN + xN ]. Sean x, y ∈ RN

escribimos |x − y| = (|x1 − y1|, . . . , |xN − yN |)t.
Cb(RN , R) denota el conjunto de funciones acotadas de RN en R con la norma (‖ ‖)∞.

f(x + m) denota la función x 7→ f(x + m).

Teorema 4.1 (Teorema de estructura para funciones casi periódicas) Sean f, g :
RN → R dos funciones casi periódicas, entonces ∀ε > 0 existe a = (a1, . . . , aN )t > 0 tal que
∀y ∈ RN , existe T ∈ [y, y+a] tal que |f(x+T )−f(x)| < ε y |g(x+T )−g(x)| < ε, ∀x ∈ RN .
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Demostración: Sea ε > 0, entonces existen a1, a2 ∈ RN , ai > 0, i = 1, 2 tales que
∀y ∈ RN existen T1(y), T2(y) ∈ RN tales que Ti(y) ∈ [ai, ai + y], i = 1, 2 con

|f(x + T1(y)) − f(x)| < ε,∀x ∈ RN , (A,1)

|g(x + T2(y)) − g(x)| < ε,∀x ∈ RN . (A,2)

Sea a0 = (sup(a1
1, a

2
1), . . . , sup(a1

N , a2
N ))t = (a0

1, . . . , a
0
N )t. Del hecho que f, g son funciones

uniformemente continuas se sigue que existe δ ∈ RN , δ > 0, δ < a0 tal que para todo
x, x′ ∈ RN con |x − x′| < δ with |f(x) − f(x′)| < ε

4 , |g(x) − g(x′)| < ε
4 .

Sea y ∈ RN arbitrario pero fijo, a y se le asocia la familia de números reales que satisfacen
(A.1) y (A.2) [condición casi periódica]. Asociemos a toda función casi periódica las familias
J1(y), J2(y):

J1(y) = p1δ, J2(y) = p2δ,

con pi ∈ RN , i = 1, 2 tales que

|Ti(y) − piδ| = inf{|Ti(y) − qiδ|}

y
yj ≤ qj < yj + a0

j , j = 1, . . . , N ; i = 1, 2., qj ∈ Z, j = 1, . . . , N.

Denotemos p1δ = σ1(y); p2δ = σ2δ.
Es claro que σi(y)j ∈ [yj , yj + a0

j ], j = 1, . . . , N ; i = 1, 2 y |Ti(y) − σi(y)| < δ, i = 1, 2.
Se sigue de la continuidad uniforme que |f(y+σ1(y))−f(y)| < ε y |g(y+σ2(y))−g(y)| < ε.
Es más, existe p ∈ N con

|σ1(y) − σ2(y)| < pδ < a0

Definamos la relación de equivalencia ∼ sobre el conjunto de los σ(y), que denotamos por
C, de la siguiente forma:

(σ1(y), σ2(y)) ∼ (σ1(y′), σ2(y′))

si
|σ1(y) − σ2(y)| = |σ1(y′) − σ2(y′)|.

Es claro que ∼ es una relación de equivalencia sobre C. Es más, el conjunto cociente
∨
C= C/ ∼ es finito. Luego, podemos escribir

∨
C= {C1, . . . , CN0}.

Sea (σ1(yk), σ2(yk)) una clase de representación de Ck.
Sea l1 ∈ RN tal que l1(p) = supk=1,...,N0

{σi(yk), i = 1, 2}(p), p = 1, . . . , N.

Sea l0 = a0 + 2l1, es obvio que l0 > 0 y para todo y′ ∈ RN existe T ∈ [y′, y′ + l0] tal que
|f(x + T ) − f(x)| < ε, y |g(x + T ) − g(x)| < ε, ∀x ∈ RN .
En efecto, escribamos y = y′ + l0; y′ ∈ RN arbitrario pero fijo.
Sea (σ1(y′), σ2(y′)) una representación de Ck, entonces:

(σ1(y′), σ2(y′)) ∼ (σ1(yk), σ2(yk)).
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Sea η = sign[σ1(yk) − σ2(yk)] sign(σ1(y′) − σ2(y′)) ∈ RN (sign se aplica componente a
componente), entonces:

σi(y) − η · σi(yk) = σj(y) − η · σj(yk), i = 1, 2.j = 1, 2. (A,3).

Es claro que σi(y) ∈ [y, y + ai] ⊂ [y′ + l0, y
′ + l0 + l1], i = 1, 2.

Sea T ∈ [y′ + l0, y
′ + l0 + l1] cualquier número que satisface (A.3), entonces:

|f(x + T ) − f(x)| < 4ε, |g(x + T ) − g(x)| < 4ε,∀x ∈ RN

y queda probado el teorema.


