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Resumen

Si 𝑀 (𝑛) es el espacio de matrices 𝑛 × 𝑛 complejas, hay varias estructuras de orden en
End(𝑀 (𝑛)), el espacio de sus endomorfismos. Hay nociones de positividad, positividad fuerte
y positividad completa, que son en general inequivalentes. Se indica cómo caracterizar estas
estructuras mediante ciertos conos convexos en 𝑀 (𝑛2); la estructura de orden es bastante
compleja y aun en el caso 𝑛 = 3 deja problemas abiertos.

Resumen

If 𝑀 (𝑛) is the space of 𝑛 × 𝑛 complex matrices, there are several order structures on its
space of endomorphisms End(𝑀 (𝑛)). We encounter notions of positivity, strong positivity and
complete positivity, which are in general inequivalent. We show how to characterize these order
structures using certain convex cones in 𝑀 (𝑛2); the order structure is quite complex and even
in the case 𝑛 = 3 there remain open problems.

Introducción
Desde el inicio del estudio de los espacios de Hilbert, se ha investigado también el álgebra

B(H) de operadores sobre un espacio H de Hilbert y varias de sus subálgebras, con el propósito
de modelar varios fenómenos de la mecánica cuántica; en el modelo – ver, por ejemplo, [5] – estas
álgebras de operadores están generadas por una colección de “observables” de la teoría. En un
enfoque de la mecánica cuántica (el cuadro de Heisenberg) el estado de un sistema se considera
fijo mientras sus observables cambian con el tiempo; entonces la evolución en el tiempo es una
colección de transformaciones que llevan B(H) (o una de sus subálgebras) en sí mismo. En años
recientes se ha iniciado el estudio del álgebra de Banach B(B(H)), ver [7], para poner en evidencia
su estructura como álgebra de Banach y obtener herramientas para el estudio de transformaciones
de observables.

Un aspecto importante de B(H) es su estructura de orden; o mejor dicho, sus estructuras de
orden, ya que hay varias opciones posibles. Un elemento de B(B(H)) se llama positivo si preserva
el cono positivo de B(H); pero todas las aplicaciones “dinámicas” que han resultado útiles poseen
una propiedad más fuerte llamada positividad completa. También hay una opción intermedia,
llamada positividad fuerte, que ha resultado ser de interés. Es importante obtener criterios que
permiten decidir cuando es que un elemento dado de B(B(H)) cumple una de estas propiedades
de positividad.
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En esta nota se considera el caso finitodimensional de este problema, es decir, se toma H = ℂ𝑛

para 𝑛 finito. A cada operador en B(B(ℂ𝑛)) se le puede asociar una matriz 𝑛2 × 𝑛2; en este contexto
el teorema de Stinespring [6] dice que los operadores completamente positivos corresponden a las
matrices positivas. Se caracterizará los operadores positivos en términos de su cono dual.

1. Definiciones y notación
En este trabajo ℂ denota al cuerpo de los números complejos, ℂ𝑛 el espacio vectorial de

dimensión 𝑛 sobre ℂ, considerado como espacio de Hilbert con el producto escalar usual. 𝑀 (𝑛)
denotará el álgebra de matrices complejas 𝑛 × 𝑛, y End(𝑀 (𝑛)) denotará el álgebra de aplicaciones
lineales de 𝑀 (𝑛) en 𝑀 (𝑛). Se empleará las letras 𝐴, 𝐵, 𝐸, 𝐹, 𝐺 para matrices en 𝑀 (𝑛); 1 para la
matriz identidad en 𝑀 (𝑛); 𝐶 y 𝐷 para matrices en 𝑀 (𝑛2); e 𝟙 para la matriz identidad en 𝑀 (𝑛2).
𝑇 denotará una aplicación en End(𝑀 (𝑛)).

Se puede fijar una base ortonormal en ℂ𝑛, cuyos elementos son {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛}. El espacio dual
ℂ−𝑛 deℂ𝑛 tiene una base {𝑒−1, 𝑒−2, . . . , 𝑒−𝑛} donde

𝑒− 𝑗 (𝑒𝑖) := 𝛿
𝑗

𝑖
=

{
1 si 𝑖 = 𝑗 ,

0 si 𝑖 ≠ 𝑗 .

En 𝑀 (𝑛) usaremos las matrices 𝐸
𝑗

𝑖
que tienen una entrada 1 en el lugar (𝑖, 𝑗) y 0 en los demás

lugares; obsérvese que 𝐸
𝑗

𝑖
𝐸 𝑙
𝑘
= 𝛿

𝑗

𝑘
𝐸 𝑙
𝑖
. Se sabe que el producto tensorial ℂ𝑛 ⊗ ℂ−𝑛 es isomorfo a

𝑀 (𝑛) como espacio vectorial bajo la identificación 𝑒𝑖 ⊗ 𝑒− 𝑗 ↦→ 𝐸
𝑗

𝑖
.

Denotamos por 𝑀 (𝑛)◦ el álgebra de matrices 𝑀 (𝑛) con el producto opuesto (𝐴, 𝐵) ↦→ 𝐵𝐴. Si
en 𝑀 (𝑛2) se denota por 𝐸 𝑘 𝑗

𝑙𝑖
la matriz con entrada 1 en el lugar (𝑛𝑖 + 𝑗 , 𝑛𝑘 + 𝑙), se puede definir un

isomorfismo de álgebras

𝑔 : 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (𝑛) ≃−→𝑀 (𝑛2) por 𝑔(𝐸 𝑘
𝑖 ⊗ 𝐸

𝑗

𝑙
) := 𝐸

𝑘 𝑗

𝑙𝑖
.

Escríbase tr para denotar la traza en 𝑀 (𝑛); en 𝑀 (𝑛2) se escribe la traza con Tr. El álgebra 𝑀 (𝑛)
posee una involución antilineal dada por (𝐸 𝑗

𝑖
)∗ := 𝐸 𝑖

𝑗
.

Para evitar muchos símbolos de sumatoria, se usará el convenio de sumatoria usual: cuando una
letra se repite como índice superior e índice inferior, se sobreentiende una suma sobre todos sus
valores posibles. Luego hay expansiones

𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 𝐸
𝑗

𝑖
para 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛), 𝐶 = 𝑐𝑖𝑙𝑗 𝑘 𝐸

𝑘 𝑗

𝑙𝑖
para 𝐶 ∈ 𝑀 (𝑛2).

Finalmente, se usará { 𝐹𝑟 : 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛2 } para denotar una base ortonormal de 𝑀 (𝑛), es
decir, una colección de matrices tales que tr(𝐹∗

𝑠 𝐹𝑟) = 𝛿𝑠𝑟 . También se escribe 𝐹𝑠 ≡ 𝐹∗
𝑠 . En particular,

se puede tomar 𝐹𝑟 := 𝐸
𝑗

𝑖
para 𝑟 = 𝑛𝑖 + 𝑗 ; se usará esta elección de los 𝐹𝑟 para hacer los cálculos

que siguen.

Definición 1. Se dice que una matriz 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛) es positiva si para todo 𝑥 ∈ ℂ𝑛, vale ⟨𝑥, 𝐴𝑥⟩ ⩾ 0.
𝐴 es positiva si y solo si 𝐴 = 𝐵∗𝐵 para algún 𝐵 ∈ 𝑀 (𝑛), si y solo si 𝐴 es autoadjunta y todos sus
autovalores son no negativos. Las matrices positivas forman un cono convexo 𝑲 en 𝑀 (𝑛) (es decir,
si 𝐴 ∈ 𝑲, 𝑡 ⩾ 0, entonces 𝑡𝐴 ∈ 𝑲; y si 𝐴 ∈ 𝑲 y 𝐵 ∈ 𝑲, entonces 𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑲).
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Definición 2. Se dice que una aplicación lineal 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es positiva si 𝑇 preserva el cono
positivo de 𝑀 (𝑛), es decir, 𝑇 (𝑲) ⊆ 𝑲.

Es evidente que tales 𝑇 forman un cono convexo en End(𝑀 (𝑛)).

Definición 3. Se dice que una aplicación lineal 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es 𝒌-positiva para 𝑘 = 1, 2, . . . si
𝑇 ⊗ 𝟙 es positiva en End(𝑀 (𝑛) ×𝑀 (𝑘)) = End(𝑀 (𝑛𝑘)); es fácil ver que una aplicación 𝑘-positiva
es también (𝑘 − 1)-positiva. Si 𝑇 es 𝑘-positiva para todo 𝑘 ∈ ℕ, se dice que 𝑇 es completamente
positiva. Se sabe (véase [8] por ejemplo) que 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es completamente positiva si y solo
si 𝑇 es 𝑛-positiva.

2. Aplicaciones completamente positivas
Proposición 1. Cada aplicación lineal 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es dada por

𝑇 (𝐴) = 𝑐𝑟𝑠 𝐹
𝑠𝐴𝐹𝑟 (1)

para alguna matriz 𝐶 en 𝑀 (𝑛2), y la correspondencia 𝑇 ↦→ 𝐶 es una biyección lineal entre
End(𝑀 (𝑛)) y 𝑀 (𝑛2).

Demostración. El lado derecho de (1) es lineal en 𝐴 y en 𝐶, y luego define una transformación
lineal 𝐶 ↦→ 𝑇 de 𝑀 (𝑛2) en End(𝑀 (𝑛)).

Ahora si {𝐺𝑟 : 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛2 } es otra base ortonormal de 𝑀 (𝑛), entonces 𝐹𝑟 = 𝑢𝑠𝑟 𝐺𝑠 donde
𝑈 es una matriz unitaria en 𝑀 (𝑛2) y de ahí

𝑇 (𝐴) := 𝑐𝑟𝑠 𝐹
𝑠𝐴𝐹𝑟 = �̄�𝑠𝑞𝑐

𝑟
𝑠𝑢

𝑝
𝑟 𝐺

𝑞𝐴𝐺 𝑝 = (𝑈∗𝐶𝑈)𝑝𝑞𝐺𝑞𝐴𝐺 𝑝 ,

así que el núcleo de la transformación 𝐶 ↦→ 𝑇 tiene una dimensión que no depende de la base
ortonormal; por eso podemos suponer que 𝐹𝑟 = 𝐸

𝑗

𝑖
si 𝑟 = 𝑛𝑖 + 𝑗 .

Por lo tanto

𝑇 = 0 =⇒ tr
[
𝑇 (𝐸 𝑗

𝑖
) 𝐸 𝑙

𝑘

]
= 0 =⇒ tr

[
𝑐
𝑝𝑣
𝑞𝑢 𝐸

𝑢
𝑣𝐸

𝑗

𝑖
𝐸
𝑞
𝑝𝐸

𝑙
𝑘

]
= 0

=⇒ 𝑐
𝑗 𝑙

𝑘𝑖
= 0 para todo 𝑖, 𝑗 , 𝑘, 𝑙,

así que 𝑇 = 0 =⇒ 𝐶 = 0. En consecuencia, 𝐶 ↦→ 𝑇 es lineal e inyectiva y también sobreyectiva
pues dim 𝑀 (𝑛2) = 𝑛4 = dim End(𝑀 (𝑛)). □

Proposición 2. Una aplicación lineal 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es completamente positiva si y solo si la
matriz correspondiente 𝐶 es positiva en 𝑀 (𝑛2).

Demostración. Para 𝑋 ∈ 𝑀 (𝑛), sea Ad(𝑋) 𝐴 := 𝑋∗𝐴𝑋 . Como 𝑋∗(𝐵∗𝐵)𝑋 = (𝐵𝑋)∗𝐵𝑋 , es claro
que la aplicación Ad(𝑋) es positiva; además, como Ad(𝑋) ⊗ 𝟙 = Ad(𝑋 ⊗ 1) sobre 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (𝑘),
se ve que Ad(𝑋) es completamente positiva.

De hecho, Kraus [4] ha mostrado que cada aplicación completamente positiva en End(𝑀 (𝑛))
es de la forma

∑
𝑘 Ad(𝑋𝑘 ) donde la suma es finita. Escríbase 𝑋𝑘 =: 𝑥𝑟

𝑘
𝐹𝑟 , 𝑋∗

𝑘
=: 𝑥−𝑘𝑠 𝐹𝑠, poniendo

𝑥−𝑘𝑠 := (𝑥𝑠
𝑘
)−.

Tenemos entonces

𝑇 (𝐴) =
∑︁
𝑘

𝑋∗
𝑘 𝐴𝑋𝑘 = 𝑥−𝑘𝑠 𝑥𝑟𝑘 𝐹

𝑠𝐴𝐹𝑟 ; aquí 𝑐𝑟𝑠 = 𝑥−𝑘𝑠 𝑥𝑟𝑘 .
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Si 𝑎𝑟 ∈ ℂ para 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛2, se obtiene

�̄�𝑠𝑐𝑟𝑠𝑎𝑟 = �̄�𝑠𝑥−𝑘𝑠 𝑥𝑟𝑘𝑎𝑟 =
∑︁
𝑘

|𝑥𝑟𝑘𝑎𝑟 |
2 ⩾ 0,

así que 𝐶 es positiva en 𝑀 (𝑛2).
Por otro lado, si 𝐶 es positiva en 𝑀 (𝑛2), hay una matriz unitaria 𝑈 en 𝑀 (𝑛2) tal que 𝑈∗𝐶𝑈 es

diagonal. Si 𝑡1, 𝑡2, . . . son los autovalores (no negativos) de 𝐶 y si 𝐹𝑟 = 𝑢𝑠𝑟 𝐺𝑠, obtenemos de (1)
que 𝑇 (𝐴) = 𝑡𝑟 𝐺

𝑟𝐴𝐺𝑟 o bien 𝑇 =
∑

𝑟 𝑡𝑟 Ad(𝐺𝑟); luego 𝑇 es completamente positiva. □

Observación 1. Una caracterización de aplicaciones completamente positivas sobre 𝑀 (𝑛) ha sido
obtenido por Kossakowski en [3]. Posteriormente Gorini et al. [2] usaron esta caracterización para
investigar la evolución de sistemas de espines.

Ejemplos. Con 𝐹𝑟 = 𝐸
𝑗

𝑖
, se tiene 𝑇 (𝐴) = 𝑐𝑖𝑙

𝑗 𝑘
𝐸 𝑘
𝑙
(𝑎𝑝

𝑞 𝐸
𝑞
𝑝)𝐸 𝑗

𝑖
= 𝑐𝑖𝑙

𝑗 𝑘
𝑎𝑘
𝑖
𝐸

𝑗

𝑙
.

(a) 𝐶 = 𝟙. Entonces 𝑇 (𝐴) = 𝛿𝑖
𝑘
𝛿𝑙
𝑗
𝑎𝑘
𝑖
𝐸

𝑗

𝑙
= 𝑎𝑖

𝑖
𝐸

𝑗

𝑗
= tr(𝐴) 1.

(b) Si 𝑐𝑖𝑙
𝑗 𝑘

= 1 cuando 𝑖 = 𝑗 = 𝑘 = 𝑙, 0 en otros casos, se tiene𝑇 (𝐴) = 𝑎𝑖
𝑖
𝐸 𝑖
𝑖
esta𝑇 es la proyección

de 𝑀 (𝑛) sobre subálgebra diagonal generado por los 𝐸 𝑗

𝑖
con 𝑖 = 𝑗 .

(c) 𝑐𝑖𝑙
𝑗 𝑘

= 𝑛−1𝛿𝑖
𝑗
𝛿𝑙
𝑘
. Es fácil calcular que el polinomio característico de 𝐶 es 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛

2−1(𝑥 − 1),
así que𝐶 es un proyector de rango 1, y por ende es positivo. Se tiene𝑇 (𝐴) = 𝑛−1𝑎𝑘

𝑖
𝐸 𝑖
𝑘
= 𝑛−1𝐴.

(d) 𝑐𝑖𝑙
𝑗 𝑘

= 𝛿𝑖
𝑗
𝛿𝑙
𝑘

corresponde a 𝑇 = 𝟙.

(e) Si se pone 𝑐𝑖𝑙
𝑗 𝑘

= 𝛿𝑖
𝑙
𝛿
𝑗

𝑘
, esta 𝐶 no es positiva ya que es la suma directa de 1 (la identidad 𝑛× 𝑛)

y de 1
2𝑛(𝑛−1) bloques de

(
0 1
1 0

)
. En este caso, 𝑇 (𝐴) = ∑

𝑖,𝑘 𝑎
𝑘
𝑖
𝐸 𝑘
𝑖
= 𝐴𝑡 , la matriz transpuesta

de 𝐴. Por lo tanto (como es sabido), la transposición 𝐴 ↦→ 𝐴𝑡 es una aplicación positiva pero
no completamente positiva, para cualquier 𝑛 ⩾ 2.

Observación 2. Se dice que 𝑇 es estelar si 𝑇 (𝐴∗) = 𝑇 (𝐴)∗ para todo 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛). Es fácil comprobar
que cada aplicación positiva es estelar. Si se escribe 𝑐−𝑠𝑟 := (𝑐𝑟𝑠)−, se obtiene de (1) que

𝑐𝑟𝑠 𝐹
𝑠𝐴∗𝐹𝑟 = (𝑐𝑟𝑠 𝐹𝑠𝐴𝐹𝑟)∗ = 𝑐−𝑠𝑟 𝐹𝑟𝐴∗𝐹𝑠 = 𝑐−𝑟𝑠 𝐹𝑠𝐴∗𝐹𝑟

así que 𝑐−𝑟𝑠 = 𝑐𝑟𝑠, es decir 𝐶∗ = 𝐶, si y solo si 𝑇 es estelar. En lo sucesivo, se supondrá que 𝑇 es
estelar y luego cada 𝐶 será autoadjunta.

3. Aplicaciones positivas
Denotamos por 𝑪𝑷 el cono positivo de 𝑀 (𝑛2) (pues corresponde al cono de las aplicaciones

completamente positivas); denotamos por 𝑷 el cono en 𝑀 (𝑛2) que corresponde, según la ecua-
ción (1), al cono de las aplicaciones positivas en 𝑀 (𝑛2). El ejemplo (e) muestra que 𝑷 ≠ 𝑪𝑷.
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Definición 4. Se identifica el espacio dual de 𝑀 (𝑘) con 𝑀 (𝑘), donde 𝐵 ∈ 𝑀 (𝑘) corresponde al
funcional lineal 𝐴 ↦→ tr(𝐵∗𝐴). Si 𝑳 es un cono convexo en la parte autoadjunta de 𝑀 (𝑘), se define
su cono dual 𝑳∗ por

𝑳∗ := { 𝐵 ∈ 𝑀 (𝑘) : 𝐵 = 𝐵∗, tr(𝐵𝐴) > 0 para toda 𝐴 ∈ 𝑳 }.

Es claro que 𝑳∗ es también un cono convexo en la parte autoadjunta de 𝑀 (𝑘).

Observación 3. Sea 𝑲 el cono positivo en 𝑀 (𝑘) (Definición 1). Entonces 𝑲 es autodual, porque

𝐵∗𝐵 ∈ 𝑲 =⇒ tr(𝐵∗𝐵𝐴∗𝐴) = tr(𝐵𝐴∗𝐴𝐵∗) = tr((𝐴𝐵∗)∗𝐴𝐵∗) ⩾ 0

para todo 𝐴∗𝐴 ∈ 𝑲; por otro lado, si 𝐺 es autoadjunta con tr(𝐺𝐴∗𝐴) ⩾ 0 para todo 𝐴, se puede
tomar 𝐴 como un proyector sobre el espacio unidimensional generado por un autovector de 𝐺.
El autovalor correspondiente será tr(𝐴𝐺𝐴∗) = tr(𝐺𝐴∗𝐴) ⩾ 0, así que 𝐺 ∈ 𝑲. En particular, con
𝑘 = 𝑛2, se ve que 𝑪𝑷 es autodual.

Proposición 3. El cono dual 𝑷∗ de 𝑀 (𝑛2) es isomorfo al producto tensorial de dos copias del cono
positivo de 𝑀 (𝑛).

Demostración. La matriz 𝐶 está en 𝑷 si y solo si la aplicación lineal 𝑇 dada por (1) es positiva, si
y solo si

∑𝑛
𝑟=1⟨𝒛𝑟 , 𝑇 (𝐴∗𝐴)𝒛𝑟⟩ ⩾ 0 para todo 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛) y todo 𝒛1, 𝒛2, . . . , 𝒛𝑛 ∈ ℂ𝑛, si y solo si

𝑧𝑟𝑙 �̄�
𝑘
𝑚𝑐

𝑖𝑙
𝑗 𝑘𝑎

𝑚
𝑖 𝑧

𝑗
𝑟 ⩾ 0 para todo 𝑎

𝑝
𝑞 , 𝑧

𝑠
𝑟 ∈ ℂ. (2)

Al colocar 𝑑𝑘 𝑗
𝑙𝑖

:= �̄�𝑘𝑚𝑎
𝑚
𝑖
𝑧
𝑗
𝑟 𝑧

𝑟
𝑙
, la relación (2) se reduce a Tr(𝐷𝐶) ⩾ 0.

Usando el isomorfismo 𝑔 : 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (𝑛)◦ → 𝑀 (𝑛2) ya definido, se ve que 𝐷 = 𝑔(𝐴∗𝐴 ⊗ 𝑍𝑍∗)
donde 𝐴 = 𝑎𝑖

𝑘
𝐸 𝑘
𝑖
, 𝑍 = 𝑧𝑙

𝑗
𝐸

𝑗

𝑙
. Luego si se escribe 𝑲 ⊗ 𝑲 para denotar el cono en 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (𝑛)◦

formado por sumas finitas de matrices de la forma 𝐵1 ⊗ 𝐵2 donde 𝐵1 y 𝐵2 pertenecen al cono
positivo 𝑲 de 𝑀 (𝑛), se puede interpretar (2) como

𝑇𝑟 (𝐶𝐷) ⩾ 𝑂 para todo 𝐷 ∈ 𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲).

En otras palabras, 𝑷 = 𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲)∗ . □

Definición 5. Sea 𝑈 una matriz unitaria en 𝑀 (𝑘), denotamos por 𝛼𝑈 el automorfismo asociado
de 𝑀 (𝑘), es decir 𝛼𝑈 (𝐴) := 𝑈𝐴𝑈∗. Se sabe que cada automorfismo de 𝑀 (𝑘) es de esta forma y
que 𝑈 es única si además se requiere det𝑈 = 1; en otras palabras, hay un isomorfismo de grupos
𝛼 : SU(𝑘) → Aut(𝑀 (𝑘)).

Se define una acción 𝛽 de SU(𝑛) × SU(𝑛) sobre 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (𝑛)◦ por 𝛽𝑈×𝑉 (𝐴 ⊗ 𝐵) := 𝑈𝐴𝑉∗

para 𝑈,𝑉 ∈ SU(𝑛).

Definición 6. Si 𝑳 es un cono convexo en 𝑀 (𝑘) tal que tr(𝐶) > 0 para todo 𝐶 ∈ 𝑳 salvo 𝐶 = 0, se
denota por 𝑳1 el conjunto convexo de los 𝐶 ∈ 𝑳 tales que tr(𝐶) = 1; se denota por 𝑳1e el conjunto
de los puntos extremos de 𝑳1. (Si 𝑳1 es compacto, el teorema de Krein y Milman garantiza que 𝑳1e
no es vacío).

Como Tr(𝐶) = 𝑐
𝑖 𝑗

𝑗𝑖
y Tr(𝑔(𝐴∗𝐴 ⊗ 𝑍𝑍∗)) = �̄�𝑖𝑚𝑎

𝑚
𝑖
𝑧
𝑗
𝑟 𝑧

𝑟
𝑗
, los conos 𝑪𝑷 y 𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲) en 𝑀 (𝑛2) son

ejemplos de tales 𝑳.
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Proposición 4. 𝑪𝑷1e y 𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲)1e son órbitas bajo acciones, de SU(𝑛2) y de SU(𝑛) × SU(𝑛)
respectivamente, sobre 𝑀 (𝑛2).

Demostración. Sea 𝑲 el cono positivo de 𝑀 (𝑘). Si 𝐴 ∈ 𝑲, es posible diagonalizar 𝐴, es decir que
𝐴 = 𝑎𝑖 𝑃

𝑖 donde cada 𝑎𝑖 ⩾ 0 y los 𝑃𝑖 son proyectores de rango 1 que conmutan entre sí. Entonces
tr(𝐴) = ∑

𝑖 𝑎𝑖.
Luego 𝑲1e se compone de proyectores de rango 1: como 𝑲1e es también compacto, contiene al

menos un proyector 𝑃 de rango 1.
Por cambio de base ortonormal enℂ𝑘 , hay un𝑈 ∈ SU(𝑘) con 𝛼𝑈 (𝑃) = 𝐸1

1 . Luego todos los pro-
yectores de rango 1 forman la órbita de 𝐸1

1 bajo la acción de SU(𝑘). Como tr(𝛼𝑈 (𝐴)) = tr(𝑈𝐴𝑈∗) =
tr(𝑈𝑈∗𝐴) = tr(𝐴), esta acción preserva 𝑲1 y 𝑲1e; en consecuencia, todos los proyectores de rango 1
son extremales en 𝑲1 y la órbita de 𝐸1

1 es todo 𝑲1e.
Tomando 𝑘 = 𝑛2, 𝑪𝑷1e es la órbita de 𝐸11

11 bajo el grupo SU(𝑛2).
Tomando 𝑘 = 𝑛, como 𝐸11

11 = 𝑔(𝐸1
1 ⊗ 𝐸1

1), se ve que 𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲)1e es la órbita de 𝐸11
11 bajo la

acción inducida 𝑔(𝛽) de SU(𝑛) × SU(𝑛) sobre 𝑀 (𝑛2). □

Observación 4. Como dim(SU(𝑛) × SU(𝑛)) = (𝑛2 − 1)2 < 𝑛4 − 1 = dim SU(𝑛), la inclusión
𝑔(𝑲 ⊗ 𝑲)1e ⊂ 𝑪𝑷1e es estricta.
Observación 5. Por un argumento similar, 𝑪𝑷 y 𝑷∗ son las órbitas, bajo SU(𝑛2) y SU(𝑛) × SU(𝑛)
respectivamente, del conjunto de matrices diagonales 𝑐𝑖 𝑗

𝑗𝑖
𝐸
𝑖 𝑗

𝑗𝑖
con entradas diagonales no negativas.

Luego 𝐷 ∈ 𝑷∗ si y solo si 𝐷 es diagonalizable por una rotación unitaria de la forma 𝑔(𝛽𝑈×𝑉 ) con
𝑈,𝑉 ∈ SU(𝑛).

A veces es útil considerar un concepto de positividad que es intermedia entre los dos que hemos
considerado para aplicaciones que preservan la identidad 1.

Definición 7. Una aplicación lineal 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) se llama fuertemente positiva si 𝑇 (1) = 1 y
además 𝑇 (𝐴∗𝐴) − 𝑇 (𝐴)∗𝑇 (𝐴) es positiva para toda 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛).

Proposición 5. Las aplicaciones fuertemente positivas forman un conjunto convexo en End(𝑀 (𝑛)).

Demostración. Sean 𝑇1 y 𝑇2 fuertemente positivas, sea 𝑟 ∈ ℝ con 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 1 y sea 𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛).
Tómese 𝑇 := (1 − 𝑟)𝑇1 + 𝑟𝑇2.

Entonces 𝑇 (1) = (1 − 𝑟)1 + 𝑟1 = 1. Además,

𝑇 (𝐴∗𝐴) − 𝑇 (𝐴)∗𝑇 (𝐴) = (1 − 𝑟)𝑇1(𝐴∗𝐴) − (1 − 𝑟)2𝑇1(𝐴)∗𝑇1(𝐴) + 𝑟𝑇2(𝐴∗𝐴) − 𝑟2𝑇2(𝐴)∗𝑇2(𝐴)
− 𝑟 (1 − 𝑟)

(
𝑇1(𝐴)∗𝑇2(𝐴) + 𝑇2(𝐴)∗𝑇1(𝐴)

)
= (1 − 𝑟)

(
𝑇1(𝐴∗𝐴) − 𝑇1(𝐴)∗𝑇1(𝐴)

)
+ 𝑟

(
𝑇2(𝐴∗𝐴) − 𝑇2(𝐴)∗𝑇2(𝐴)

)
+ 𝑟 (1 − 𝑟)

(
𝑇1(𝐴) − 𝑇2(𝐴)

)∗ (
𝑇1(𝐴) − 𝑇2(𝐴)

)
es positiva para toda 𝐴. Luego la convexidad es clara. □

Proposición 6. Si 𝑇 ∈ End(𝑀 (𝑛)) es 2-positiva y si 𝑇 (1) = 1, entonces 𝑇 es fuertemente positiva.

Demostración. (Tomado de [1].) Identificando 𝑀 (𝑛) ⊗ 𝑀 (2) con 𝑀 (2𝑛), considérese(
𝐴∗ 0
1 0

) (
𝐴 1
0 0

)
=

(
𝐴∗𝐴 𝐴∗

𝐴 1

)
𝑇⊗𝟙−−−→

(
𝑇 (𝐴∗𝐴) 𝑇 (𝐴∗)
𝑇 (𝐴) 𝑇 (1)

)
=

(
𝑇 (𝐴∗𝐴) 𝑇 (𝐴)∗
𝑇 (𝐴) 1

)
=: 𝑅
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en 𝑀 (2𝑛). Si 𝑇 es 2-positiva, 𝑇 ⊗ 𝟙 es positiva y luego la matriz 𝑅 es positiva, es decir ⟨𝒚, 𝑅𝒚⟩ ⩾ 0
para todo 𝒚 ∈ ℂ2𝑛.

Al tomar 𝒚 =

[
𝒙

−𝑇 (𝐴)𝒙

]
con 𝒙 ∈ ℂ𝑛, se recibe

⟨𝒚, 𝑅𝒚⟩ = ⟨𝒙, 𝑇 (𝐴∗𝐴)𝒙⟩ − ⟨𝒙, 𝑇 (𝐴)∗𝑇 (𝐴)𝒙⟩ − ⟨𝑇 (𝐴)𝒙, 𝑇 (𝐴)𝒙⟩ + ⟨𝑇 (𝐴)𝒙, 𝑇 (𝐴)𝒙⟩
= ⟨𝒙, (𝑇 (𝐴∗𝐴) − 𝑇 (𝐴)∗𝑇 (𝐴))𝒙⟩ ⩾ 0 para todo 𝒙 ∈ ℂ𝑛. □

Proposición 7. No toda aplicación fuertemente positiva es completamente positiva, si 𝑛 ⩾ 2.

Demostración. Basta tomar 𝑛 = 2 y construir ejemplos de aplicaciones fuertemente positivas que
no son 2-positivas.

Defínase 𝐶 por 𝑐11
11 = 𝑐22

22 = 𝑠, 𝑐12
21 = 𝑐21

12 = (1 − 𝑠), 𝑐22
11 = 𝑐11

22 = 𝑡, y las demás entradas 0.
Supóngase que 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ con 𝑡2 ⩽ 𝑠 < 𝑡 < 1. Entonces la matriz 𝐶 ∈ 𝑀 (4) es autoadjunta con

det𝐶 = (1 − 𝑠)2(𝑠2 − 𝑡2) < 0, así que 𝐶 ∉ 𝑪𝑷.
De (1) se ve que

𝑇 (𝑎𝑖𝑗 𝐸
𝑗

𝑖
) = 𝑎1

1(𝑠𝐸
1
1 + (1 − 𝑠)𝐸2

2) + 𝑎2
2((1 − 𝑠)𝐸1

1 + 𝑠𝐸2
2) + 𝑎1

2 𝑡𝐸
2
1 + 𝑎2

1 𝑡𝐸
1
2 .

Con 𝐴 = 𝐸2
1 , se obtiene

𝑇 (𝐸2
2) − 𝑇 (𝐸1

2)𝑇 (𝐸
2
1) = (1 − 𝑠)𝐸1

1 + (𝑠 − 𝑡2)𝐸2
2 y 𝑇 (1) = 1;

luego 𝑇 es fuertemente positiva solo si 𝑡2 ⩽ 𝑠 ⩽ 1. Por otra parte, para cualquier 𝐴 ∈ 𝑀 (2),
𝑇 (𝐴∗𝐴) − 𝑇 (𝐴)∗𝑇 (𝐴) es autoadjunto y un cálculo tedioso muestra que su traza y su determinante
son positivos cuando 𝑡2 ⩽ 𝑠 ⩽ 1, así que 𝑇 es fuertemente positiva. □

Observación 6. Por las últimas dos proposiciones, la noción de positividad fuerte es intermedia
entre las nociones de positividad y de positividad completa (es fácil ver que la aplicación transpuesta
𝐴 ↦→ 𝐴𝑡 no es fuertemente positiva, ya que (𝐴∗𝐴)𝑡 − (𝐴𝑡)∗𝐴𝑡 = 𝐴𝑡𝐴 − 𝐴𝐴𝑡 no es positiva a no ser
que 𝐴 sea normal).

Además, se sabe (véase [8] por ejemplo) que una aplicación 𝑘-positiva no es necesariamente
(𝑘+1)-positiva si 𝑘 < 𝑛; luego hay toda una jerarquía de conos convexos en 𝑀 (𝑛2) que corresponden
a estas nociones de positividad.

Algunos problemas que quedan abiertos son:

(a) caracterizar las aplicaciones fuertemente positivas para 𝑛 > 3;

(b) investigar la jerarquía de conos de aplicaciones 𝑘-positivas para 𝑘 < 𝑛;

(c) obtener criterios computacionales sobre los elementos 𝑐𝑖𝑙
𝑗 𝑘

que permite decidir si 𝐶 ∈ 𝑷;

(d) extender los resultados a álgebras matriciales de dimensión infinita.
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