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Introduccion

La teoria de representaciones es un término que comprende algunos temas del dlgebra 'y
del andlisis matematico cuya caracteristica comun es la descripcion de simetria en espa-
cios vectoriales. Un juego de matrices cuadradas n X n, por ejemplo, actia directamente
como transformaciones lineales sobre un espacio vectorial de dimension n y no necesita
ser representada de otra forma. Sin embargo, diversas otras estructuras algebraicas — en
principio mds abstractas — como grupos finitos o dlgebras de Lie, por ejemplo, pueden
actuar indirectamente sobre espacios vectoriales. En ese segundo caso, se trata de aso-
ciarle a cada elemento abstracto una matriz (o una aplicacion lineal), conservando las
leyes de suma o composicion, sobre un espacio vectorial apropiado. La tarea de la teoria
de representaciones es deducir propiedades esenciales de la estructura original a partir
de las matrices que la representan.

Tradicionalmente, las representaciones de grupos se estudian como un apartado de
la teoria de grupos; las representaciones de dlgebras asociativas forman un subtema de
la teoria de anillos; las representaciones de los grupos de Lie conforman un aspecto de la
geometria diferencial; etcétera. En los dltimos afos, ha emergido un enfoque “holistico”
que subsume todas estas estructuras bajo un esquema general, el cual es el objeto de este
curso.

Si una determinada estructura algebraica admite una topologia, es natural pedir
que las correspondencias con juegos de aplicaciones lineales sea continua: asi, por
ejemplo, para representar un grupo compacto se usa un homomorfismo continuo entre
el grupo y un juego de aplicaciones lineales sobre un espacio vectorial (real o complejo)
de dimension finita. Para representar un dlgebra normada, se puede usar operadores
lineales acotados sobre un espacio de Hilbert infinitodimensional. Aun en estos casos,
es importante conocer a fondo las propiedades algebraicas de sus representaciones antes

*La sigla MA—729 es ficticia. Para efectos administrativos, la designacién oficial de este curso es
“MA—710: Tépicos de Algebra Superior”.
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de abordar los aspectos topoldgicos. Por lo tanto, en este curso introductorio el enfoque
es mayormente algebraico, sin recurso a las herramientas del andlisis funcional.

El origen de esta teoria es el estudio de los caracteres de grupos finitos, emprendido
por Georg Frobenius y sus seguidores, a partir de 1896. Se debe comenzar, entonces,
por estudiar las representaciones de un grupo finito G sobre un espacio [F-vectorial V.
(Aqui el cuerpo de escalares [F puede ser cualquiera, aunque muchas veces conviene que
[ sea algebraicamente cerrada: entre los cuerpos de caracteristica cero, el cuerpo C de
los nimeros complejos tiene un papel privilegiado.) Ahora bien, cada representacion
de G da lugar a una representacion del dlgebra de grupo F[G] sobre el mismo espacio
vectorial V.

Una segunda fuente histdrica de estas ideas son las llamadas dlgebras de Lie (no
asociativas), introducidas por Sophus Lie en la década de las 1870s para modelar simetrias
infinit€simas de ecuaciones diferenciales. Cada dlgebra de Lie g puede ser encajada en
un dlgebra asociativa U(g); y nuevamente las representaciones de las dos estructuras
estdn ligadas.

El punto de partida, entonces, es el contexto de las acciones de dlgebras asociativas
sobre espacios vectoriales. Las otras estructuras aparecen luego como casos particulares.

Temario

Algebras asociativas Estructuras algebraicas: grupos y dlgebras sobre un cuerpo F.
Representaciones de dlgebras irreducibles e indescomponibles, el lema de Schur.
Ejemplos: el dlgebra F[G] de un grupo finito, el dlgebra de caminos de un carcaj,
las dlgebras tensorial, simétrica y exterior de un espacio vectorial. Algebras de
Lie y sus dlgebras envolventes, el teorema de Poincaré, Birkhoff y Witt. Repre-
sentaciones irreducibles del dlgebra de Lie sl(2, C).

Representaciones de algebras Representaciones semisimples, el teorema de densi-
dad. La estructura de élgebras finitodimensionales. Representaciones indescom-
ponibles, el teorema de Krull y Schmidt. El cardcter de una representacion.

Representaciones de grupos finitos Semisimplicidad y el teorema de Maschke. Car-
acteres de un grupo, funciones de clase. Las relaciones de ortogonalidad de Schur.
Ejemplos de representaciones, tablas de caracteres. Representaciones inducidas,
la reciprocidad de Frobenius.
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Representaciones del grupo S,, Acciones tensoriales de dlgebras, el teorema de Schur
y Weyl. Representaciones de S, los diagramas de Young. Polinomios simétricos,
los polinomios de Schur. La férmula de caracteres de Frobenius.

Algebras de Lie semisimples Elementos de Casimir, el teorema de reducibilidad com-
pleta de Weyl. Algebra de Lie complejas semisimples y sus sublgebras de Cartan.
Raices de un dlgebra de Lie semisimple. Sistemas de raices, ejemplos (A;, By, Cy,
Dy, E¢, E7, Eg, F4 y G3). El grupo de Weyl de un sistema de raices.
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1 Algebras asociativas

1.1 Estructuras algebraicas

Un dlgebra asociativa sobre un cuerpo [ es un anillo y la vez un espacio [F-vectorial, cuyas
operaciones algebraicas (suma, producto y multiplicacién escalar) son compatibles. Dos
ejemplos destacados son F[X], el dlgebra de polinomios con coeficientes en [; y M, (F),
el dlgebra de matrices n X n (para algin n fijo) con entradas en [.

A continuacién, se ofrece un resumen de las definiciones formales de estas y otras
estructuras algebraicas, mds que nada para establecer las notaciones usadas en adelante.

Definicién 1.1. Un grupo es un conjunto G con un producto G X G — G: (g, h) — gh,
el cual es asociativo: (gh)k = g(hk) para g, h, k € G; que posee un elemento neutro
1 € Gtalque 1g = gl = g para g € G; y en el cual todo elemento g posee un inverso
g leGtalquegg ' =g lg=1.

El grupo G es abeliano si su operacion binaria es conmutativa: gh = hg para todo
g, h € G. En grupos abelianos se acostumbra emplear notacién aditiva: g +h =h+ g
en G; el elemento neutro para la suma se denota por 0. 0

Definicion 1.2. Un anillo es un conjunto R con dos operaciones binarias asociativas, una
suma y un producto, tales que (R, +) sea un grupo abeliano; (R, -) posee un elemento
neutro (la identidad 1) para el producto; y se cumplen las leyes distributivas: a(b + c) =
ab+ acy (a+ b)c =ac+ bc paratodo a, b, c € R.

El anillo es conmutativo si ab = ba paratodo a, b € R. o

Definicion 1.3. Un cuerpo es un anillo conmutativo [ en el cual todo elemento no cero
posee un inverso: t#~! = t~!t = 1 para todo ¢ # 0. En otras palabras, F es un anillo y
F* =F\ {0} es un grupo multiplicativo.! O

Definicion 1.4. Un espacio vectorial sobre un cuerpo F (brevemente: un “espacio [F-
vectorial”) es un grupo abeliano V dotado de una multiplicacion escalar F XV — V :
(t, x) — tx distributiva: t(x +y) =tx+tyy(s+t)x =sx+txparas,t € Fyx,yeV;
que ademads satisface s(rx) = (st)xy 1 x = x.

Si V 'y W son dos espacios [F-vectoriales, una funciéon R: V — W es una aplicacion
F-lineal (o simplemente lineal) si R(sx +ty) = s R(x) + ¢t R(y) para todo s,z € Fy
x,y € V. Enel caso de que V = W, dicese que R es un operador [-lineal sobre V. ¢

'El término cuerpo viene del aleman Kérper, un término introducido por Richard Dedekind en 1871;
se llama corps en francés, corp en rumano, etc., pero en inglés se usa la palabra field. En espafiol, no debe
usarse la traduccion secundaria campo, que denota campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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Definicién 1.5. Un dlgebra asociativa sobre un cuerpo F (brevemente: un “F-dlgebra™)
es un anillo A que es a la vez un espacio [F-vectorial, en la cual t(ab) = (ta)b parat € F
y a,b € A. (Es decir, la multiplicacion escalar es distributiva sobre el producto del
anillo A.)? o

Definicién 1.6. Si V y W son dos espacios [F-vectoriales, la totalidad de aplicaciones
F-lineales de V en W se denota por Homg(V, W). [ Otro nombre para una aplicacién
F-lineal es F-homomorfismo. ]| Este es evidentemente un espacio [F-lineal, al escribir
(SRy +tRy)(x) := s Ri(x) + t Ro(x) para x € V.

En el caso V = W, se escribe Endg V := Homg(V, V); un operador F-lineal sobre V
también se llama un F-endomorfismo lineal de V. Este espacio vectorial es de hecho una
[F-dlgebra, cuyo producto es la composicion de operadores, esto es, RS : x — R(S(x)).
Dicho producto es evidentemente asociativo pero rara vez conmutativo.? o

Cada espacio [F-vectorial V posee una base: un conjunto B de vectores linealmente
independiente que genera V, es decir, V = {t{x|+- - -+t,X, : X1,...,X, € B }. Todas las
bases de V poseen la misma cardinalidad, la cual es la dimension del espacio vectorial,
dimV = dimg V := #(B). Si B es finita, se puede escribir B = {x1,..., x,}.

Si V' y W son espacios [F-vectoriales finitodimensionales, y si {yj,..., y,} €s una
base de W, entonces Homg(V, W) también es finitodimensional, con

dim Homg(V, W) = (dim V)(dim W).

En efecto, cualquier aplicacion F-lineal 7: V — W queda determinada por sus valores
es una base de V, mediante la férmula

m

T(x;) = Zaijy,- para j=1,...,n.
i=1

Estos coeficientes a;; son las entradas de la matriz de T con respecto a este par de bases,
A = [a;j] € Myyxn(F). Las mn aplicaciones R;; dadas por

Vi SijZk,

R =00 G isx

2Cada anillo posee una identidad multiplicativa 1 y por lo tanto cada [F-dlgebra es también “unital”.
A veces conviene considerar una [F-dlgebra no unital, que posee toda la estructura de un [F-dlgebra salvo
la existencia de una identidad. Si asi fuera, se puede unitizar A al formar la F-dlgebra A* := F @ A (suma
directa de espacios [F-vectoriales) con el producto (s, x) (¢, y) := (st,tx + sy + xy), cuyo elemento neutro
multiplicativo es (1,0) € F & A: este es una “identidad externa” para A.

3Seria mas consistente escribir Endg(V); pero las paréntesis son superfluas cuando el espacio vec-
torial V se denota por una sola letra. Hay que recordar las palabras de sabiduria atribuidas a William
de Ockham: Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem.
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forman una base de Homg(V, W). Es evidente que T = )" | Z?:l a;j Rij y que los R;;
son [F-linealmente independientes.

Si E;j € Myxn(F) es la matriz de R;; con respecto a las mismas bases de V 'y W,
se ve facilmente que la entrada (i, j) de E;; es 1 y las demds entradas son ceros. Estas
matrices E;; se llaman unidades matriciales en M,,.,(F) y obviamente constituyen una
base [F-vectorial de esta dlgebra; en efecto, vale A = 37", Z;’z | aij Ejj.

Enelcasode que V = F"y W = [, es natural emplear la base estandar {ey,...,e,}
de " —donde ¢; es el vector columna con 1 enlafila j, 0 en las demds filas —y también la
base estdndar {e, ..., e,,} de . Con ese convenio se identifican R;; € Homg(F", ")
con la unidad matricial E;; y se identifica T’ con su matriz A. En resumen, el isomorfismo
F-lineal Homg(F", F") ~ M,,x,(F) dado por T +— A permite identificar estos espacios
[F-vectoriales.

Un caso particular de gran importancia es W = [F: cuando el codominio es unidi-
mensional, se declara que el espacio dual de V es

V* := Homg(V, F),

el espacio F-vectorial de formas F-lineales sobre V. Al tomar {1} como base de F y al

colocar f; = Ry, se obtiene una base { f1, ..., f,} de V*, la llamada base dual a la base
{x1,...,x,} de V, determinado por la férmula
fico === S0 (1)
(xp):=[j=k] = 1.1
’ 0 sij#k.

Notacion. En la férmula anterior se ha introducido el convenio notacional propuesto por
Iverson, y recomendado por Knuth para uso general.# Si B(x) es una relacion légica que
depende de un parametro x, la expresion [ B(x)] denota la siguiente funcién booleana:

1 si B(x) es CIERTO;

0 si B(x) es FaLSO.

[B)] = {

Por ejemplo, la funcion indicatriz y 4 de un conjunto A se define como y 4(x) := [[x € A].
La delta de Kronecker, cominmente escrito 6, coincide con la expresion booleana
en (1.1),estoes, djx = [j = k]

4Iverson fue el inventor de APL, en: Kenneth E. Iverson, A Programming Language, Wiley, New
York, 1962. Su notacién booleana estd usado sistematicamente en el libro: Ronald L. Graham, Donald E.
Knuth and Oren Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.
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1.2 Acciones y representaciones

Definicion 1.7. Dadas dos estructuras algebraicas X, Y de la misma especie, un homo-
morfismo de X en Y es una funcién ¢: X — Y que conserva las operaciones alge-
braicas de esa espacie. Asi, un homomorfismo de grupos es una funcién multiplicativa,
w(gh) = ¢(g) ¢(h); un homomorfismo de anillos es aditiva y multiplicativa a la vez; un
homomorfismo de espacios [F-vectoriales es simplemente una aplicacion F-lineal.

En particular, un homomorfismo de F-algebras 7: A — C esunaaplicacién F-lineal
multiplicativa:

n(sa +tb) = sn(a)+tn(b), n(ab)=n(a)n(b) para s,teF; abeA. O

Definicién 1.8. Una representacion de una [F-dlgebra A sobre un espacio [F-vectorial V
es un homomorfismo de F-dlgebras 7: A — Endg V.

La dimension n = dim V se llama el grado de la representacion 7.

En el caso de que V = [, se usa el isomorfismo de F-dlgebras Endp(F") ~ M,,(F)
para considerar cualquier homomorfismo o: A — M,(F) como una representacién
matricial de la F-4lgebra A. 0

Una representacion de un dlgebra asociativa, entonces, asocia elementos del dlgebra
con endomorfismos lineales de un determinado espacio vectorial (o bien con matrices de
cierto tamafio), de modo compatible con sus operaciones algebraicas. En otras palabras,
los elementos del dlgebra se representan por simetrias de un espacio vectorial.

En las teorias de grupos o anillos, los conceptos de accidn de grupo sobre un conjunto,
o de accion de un anillo sobre un médulo, juegan un papel andlogo. Conviene recordar
estas nociones.

Definicién 1.9. Una accidn (a izquierda) de un grupo G sobre un conjunto X es una
funciéon ®@: G X X — X tal que:

q)(g, q)(h’ X)) = (D(gh’ X), (1)(1, X) =X,

para todo g,h € Gy x € X. A veces se escribe g - x = ®(g, x), de tal manera que las
propiedades definitorias de la accién son

g (h-x)=(gh)-x, I-x=x. (1.2)

Si Sx denota el grupo de todas las permutaciones de X,> también se escribe @, (x) :=
g-x = O(g, x),de modo que pg o, = g parag, h € G;y ¢1 = 1x. Lacorrespondencia
g P g es entonces un homomorfismo de grupos ¢: G — Sy. o

5Una permutacion del conjunto X es una biyeccion o: X — X. Es evidente que tales biyecciones
forman un grupo, bajo la composicién de funciones.
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Definicién 1.10. Una accidn (a izquierda) de un anillo R sobre un grupo abeliano M es
una funciéon ¥: R x M — M tal que:

Y(a,x +y) =Y(a,x)+Y(a,y), Y(a, ¥(b, x)) = ¥Y(ab, x),
Y(a + b, x) = Y(a, x) + V(b x), Y(1, x) = x,

para todo a,b € R; x,y € M. Es comiin escribir ax = ¥(q, x), asi que

a(x +y) = ax + ay, a(bx) = (ab)x,

(a +b)x = ax + bx, lx=x.

En la presencia de una accién de R de este tipo, el grupo abeliano M se llama un
R-médulo (a izquierda). Si End M denota la totalidad de endomorfismos (de grupo
abeliano) de M, estd claro que End M es un anillo — cuyo producto es la composicion de
endomorfismos — y al escribir ,(x) := ax = ¥(q, x), la correspondencia a — ¢, es un
homomorfismo de anillos : R — End M. ¢

Al regresar ahora a la categoria de [F-dlgebras, se puede definir, de manera exacta-
mente andloga, una accién (a izquierda) de un F-algebra A sobre un espacio F-vectorial
V como una aplicacion F-bilineal T1: AXV — V talque I1(a+b, x) = I1(a, x)+11(b, x) y
I1(1, x) = x paraa, b € Ay x € V. Con las notaciones alternativas 7,(x) = ax = I[1(a, x),
se recupera una representacion 7: A — Endp V.

En vista de estas tratamientos paralelos, el espacio vectorial V en donde opera la
representacion w de A también puede llamarse un A-médulo (a izquierda).

[ Es posible unificar un poco los diversos conceptos de esta seccion con el lenguaje
de las categorias. Recuérdese que una categoria C comprende tres cosas:

¢ una clase de objetos: A, B, .. .;
¢ para cada par de objetos A, B de C, un conjunto de morfismos, Homg(A, B);

o una ley de composicion (f, g) — gf : Homg(A, B) x Homg(B, D) — Homg(A, D)
que satisface asociatividad y la existencia de identidades locales 1 4 € Homg(A, A),
como sigue:

h(gf) = (hg)f para he€Homc(D,E); y fla=f=I1gf.

Cabe mencionar las categorias Gr de los grupos, An de los anillos, F-Vect de los es-
pacios [F-vectoriales, y F-Alg de las [F-dlgebras; cuyos morfismos son, respectivamente,
homomorfismos de grupos, homomorfismos de anillos, aplicaciones [F-lineales, y homo-
morfismos de F-algebras. |
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» En la categoria de grupos, cada grupo tiene varios subgrupos; en la de espacios
[F-vectoriales, cada uno tiene varios subespacios vectoriales; etcétera. ;Cudl seria el
“subobjeto” apropiado para una representacion de un dlgebra?

Definicién 1.11. Dada una representacion 7: A — EndpV de una [F-dlgebra A, una
subrepresentacion de 7 es un homomorfismo de F-dlgebras p: A — Endg U, donde U
es un subespacio F-vectorial de V que es invariante bajo n(A), esto es, n(a)(U) C U
paratodo a € A;y p(a) := n(a)|y paratodo a € A.

En otras palabras, U es un A-submédulo de V'; y la accion de p sobre U entonces es
la restriccion a U de la accion de  sobre V.

Si c: A — Endp W es otra representacion de A, se puede formar V & W, la suma
directa de los espacios [F-vectoriales V 'y W. Definase 1 @ o: A — Endp(V & W) por

n(a) O

7®o(a):=n(a)®o(a)= ( 0 o)

) € Endp(V & W)
paratodo a € A. Esta 7 & o es la suma directa de las representaciones 7y o.

Al identificar V y W con subespacios [F-vectoriales de V & W, como de costumbre,
se ve que 7 y o son subrepresentaciones de 7 @ o . o

Definicién 1.12. Cualquier representacion 7: A — Endg V tiene dos subrepresenta-
ciones triviales: 7 mismo, el la representacién nula 0: A — Endg{0}, que correspon-
den a los dos A-submédulos triviales Wy {0} del espacio F-vectorial W.

Dicese que la representacion & es indescomponible si 7 no puede ser escrito como
suma directa de dos subrepresentaciones no nulas.

Dicese que la representacion r es irreducible si 7 no posee subrepresentaciones no
triviales, es decir, si W no posee subespacios no triviales e invariantes bajo w(A).

Una representacion irreducible es indescomponible; pero no al contrario. O

Ejemplo 1.13. Sea A el dlgebra de matrices triangulares

a= (““ “12) e My(F).
0 ax

La aplicacién idéntica 14(a) = a define la autorrepresentacion 1,4: A — Endg F>. Esta
representacion no es irreducible, por cuanto posee un solo subespacio invariante unidi-
mensional U = F @ {0} < F?. Pero si es indescomponible: cualquier otro subespacio
unidimensional W tal que U @ W = F2 como suma directa F-vectorial,b es de la forma

®Ffjese bien que aqui no se trata de una suma directa “ortogonal”, porque no hay un producto escalar
a la vista; este W es un subespacio suplementario a U, no necesariamente un complemento ortogonal.
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W = [F(s, t) para algtin vector (s, 1) € F*> con ¢ # 0; pero entonces

1 1)\ /(s s+t
= g W,
asi que W no es invariante bajo la accién de A; en consecuencia, 2 no es la suma directa
de dos A-submddulos unidimensionales. O

Una de las tareas principales de la teoria de representaciones es la descripcion
de las subrepresentaciones irreducibles [respectivamente, indescomponibles], de una
representacion dada. Ademds, hace falta saber cémo descomponer una representacion
dada en indescomponibles.

» Las representaciones de una [F-dlgebra dada A sobre espacios [F-vectoriales son los
objetos de una categoria, cuyos morfismos se definen a continuacion.

Definicién 1.14. Sean 7: A — Endg(V)y o: A — Endg(W) dos representaciones de
una [F-dlgebra A. Una aplicacion F-lineal 7: V — W entrelaza r y o si

T(n(a)x) = o(a)(Tx) paratodo a€ A, xe€V, (1.3)

o mas brevemente, si 7 o n(a) = o-(a) o T en Homg(V, W) para todo a € A. La totalidad
de estas aplicaciones entrelazantes se denota por Homy(V, W). Este es obviamente un
subespacio F-vectorial de Homg(V, W).

Las representaciones 7 y o se llaman equivalentes si hay un isomorfismo lineal T
que entrelaza m y o; en cuyo caso, T-! entrelaza o y .

Enel caso V = Wy o = r, es decir, cuando T entrelaza  consigo mismo, se dice
que 7' conmuta con 7:

Ton(a)=n(a)oT paratodo ae€ A, (1.4)
y se escribe T' € End4 (V). Fijese que End4(V) es una F-subélgebra de Endg(V). O

La aplicacion entrelazante T también puede llamarse un (homo)morfismo de repre-
sentaciones. Bajo la composicion usual de aplicaciones lineales, estas son los morfismos
de la categoria A-Mod. (Un A-mdédulo V siempre es el espacio vectorial de una repre-
sentacion, porque la accion a izquierda de A sobre V' es necesariamente [F-lineal.)

Un resultado bdsico, aunque muy sencillo, de la teoria de representaciones, es el
siguiente Lema de Schur.”

7Este lema aparecié por primera vez en el articulo: Issai Schur, “Neue Begriindung der Theorie der
Gruppencharaktere”, Sitzungsberichte der Koniglich Preuflischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
(1905), 406-432.
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Proposicion 1.15 (Lema de Schur). Sea T € Homx(V, W)\ {0} una aplicacion F-lineal
no nula que entrelaza dos representaciones n: A — Endg(V)y o: A — Endg(W).

(a) Sim esirreducible, entonces T es inyectiva.
(b) Si o es irreducible, entonces T es sobreyectiva.
(c) Sinyo sonirreducibles, entonces T es un isomorfismo.

En particular, si T € Endy(V) \ {0} conmuta con una representacion irreducible de A,
entonces T es un isomorfismo.

Demostracion. Noétese que ker T es un A-submoédulode V' 'y que im 7 es un A-submoédulo
de W. La condicién T # 0 dice que kerT # V,imT # {0}.

Ad(a): Sin esirreducible, V no posee A-submddulos no triviales. Se concluye que
kerT = {0} y por ende T es inyectiva.

Ad (b): Sio esirreducible, W no posee A-submddulos no triviales, asiqueim7 = W
y por ende T es sobreyectiva.

Ad(c): Inmediato de (a) y (b). O

1.3 Ejemplos de algebras asociativas

En adelante, F denotard un cuerpo cualquiera. Los ejemplos mds comunes son Q (los
numeros racionales), R (los nimeros reales) y C (los nimeros complejos).

También es ttil considerar una extension finita Q(«) de Q, donde @ € C es un nimero
algebraico — es decir, @ es una raiz de algtin polinomio p(x) € Q[x]; si p(a) = 0 con p
de minimo grado m, cada elemento de Q(«) tiene la forma g(a) con g de grado < m;
entonces {1, @, a? ...,a" '} es una base de Q(a) como espacio Q-vectorial. Dicese
que el grado de la extension Q(a) | Q es [Q(a) : Q] := dimg Q(a@) = m.

Un cuerpo F es algebraicamente cerrado cuando cualquier polinomio en F[x] tiene
todas sus raices en F; o sea, cuando todo polinomio irreducible en F[x] es de primer
grado. El cuerpo Q de fodos los niimeros algebraicos es algebraicamente cerrado, desde
luego; se sabe que Q < C ya que 7 ¢ Q, por ejemplo. El llamado teorema fundamental
del algebra afirma que C es algebraicamente cerrado. Si [F no es algebraicamente cerrado,
es posible extenderlo al adjuntar raices de sus polinomios irreducibles; con la ayuda del
lema de Zorn, es posible comprobar que hay una extensién algebraica minima F | F que
es algebraicamente cerrada; y que dos extensiones con estas propiedades son isomorfas.?

8Para la existencia y unicidad de la clausura algebraica, véase la seccién V.2 del libro: Serge Lang,
Algebra (3 edicion), Addison-Wesley, Reading, MA, 1993.
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Este cuerpo [, bien definido hasta un isomorfismo que preserva el subcuerpo [, se llama
la clausura algebraica de F. En particular, se ve que R ~ C.

El subgrupo aditivo de ([, +) generado por 1 puede ser finito o infinito. Si es infinito,
este subgrupo es isomorfo a Z y F posee un subcuerpo minimo, isomorfo a Q; en tal
caso, dicese que [ tiene caracteristica cero (se escribe charF = 0). Si ese grupo es
finito, el periodo aditivo p del elemento 1 es un nimero primo, y F posee un subcuerpo
minimo isomorfo aF, = Z/pZ; dicese que [ tiene caracteristica p (escrito char F = p).
En particular, si F es un cuerpo finito con g elementos, su caracteristica es algin primo p;
sim = [F : F,], entonces g = p™ por un simple conteo de sus elementos. (Vale la pena
remarcar que la clausura algebraica Fp es un cuerpo infinito, de caracteristica p.)

La condicién de ser | algebraicamente cerrada es importante porque garantiza que
una matriz en C € M, (F) posee (al menos) un autovalor (y luego, por iteracion, posee
n autovalores en [F, no necesariamente distintas). En efecto, una autovalor A de C es
una raiz del polinomio caracteristico pc(x) := det(C — x 1,); como [ es algebraicamente
cerrado, existe 4 € F con pc(4) = 0. Esta observacién permite refinar el Lema de Schur
para cuerpos algebraicamente cerrados.

Corolario 1.16 (al Lema de Schur). Sea n: A — Endg(V) una representacion finito-
dimensional irreducible de un dlgebra A sobre un cuerpo algebraicamente cerrado F.
Si T € Enda(V) conmuta con la representacion n, entonces T = A 1y para algiin A € F.
(En consecuencia, Enda(V) ~ [F.)

Demostracion. El operador F-lineal 7' sobre V tiene un polinomio caracteristico pr(x) :=
det(T — x 1y) porque V es finitodimensional. Luego, 7' posee un autovalor A € F. El
operador (T — A 1y) conmuta® con 7 y ker(7T — A 1y) # {0}. La Proposicién 1.15y la
irreducibilidad de 7 entonces implican que 7 — 4 1y = 0. O

Corolario 1.17. Si A es un F-dlgebra conmutativa y F es algebraicamente cerrada,
cualquier representacion finitodimensional irreducible de A tiene rango 1.

Demostracion. Si n: A — Endg(V) es finitodimensional e irreducible, cada operador
n(a) conmuta con n(b), para a,b € A. Luego n(a) = p(a)ly donde p: A — F es un
homomorfismo. Si x € V con x # 0, entonces Fx := { Ax : 4 € F } es un subespacio
A-invariante de V. Entonces V = Fx por irreducibilidad; es decir, dimV = 1. O

En el caso general (F no necesariamente algebraicamente cerrado) de una repre-
sentacion irreducible de A sobre V, el lema de Schur (Proposicion 1.15) dice que End4(V)
es una [F-dlgebra de division. En el caso F = R, hay tres dlgebras de division reales

9Es obvio que el operador identidad 1y pertenece a End4 (V).
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finitodimensionales: R mismo; C como extension del cuerpo R, de grado 2; y H, el
R-algebra de los cuaterniones, con dimg H = 4. (Un teorema notable, de Wedderburn,
asegura que no hay otras.) En cambio, de la demostracion anterior se ve que la tnica
algebra de division compleja finitodimensional es la propia C.

» De ahora en adelante, se trabajard con un cuerpo fijo . Cuando sea necesaria, se
indicard si [ es algebraicamente cerrado o no. A continuacion, se ofrece un catdlogo de
[F-4lgebras importantes.

Ejemplo 1.18. Las siguientes [F-dlgebras son conmutativas:
(a) El algebra unidimensional, A = F mismo.
(b) El dlgebra de polinomios en una incégnita, A = F[x].

(c) El cociente de F[x] por el ideal principal (x™) es un dlgebra conmutativa de
dimension finita m: al poner % := x + (x") € A, se ve que {1, %,..., %" '} es una
base F-vectorial de A. Esta dlgebra tiene elementos nilpotentes, pues x”* = 0.

(d) El dlgebra de polinomios en varias incégnitas, A = F[xy,..., x,]. Aqui se asume
que las incognitas conmutan, x;x; = xxx; para j,k = 1,...,n, asi que cualquier
elemento de A es una suma finita

a= ZaMxM = Za;wc'ln'xzm2 R
M

M

donde cada M = (my, my, ..., m,) € N" es un multiindice.

(e) EI algebra trivial A = {0}. Este es el anillo nulo'® y a la vez es el espacio
[F-vectorial de dimension cero. O

[ Las algebras del Ejemplo 1.18 son finitamente generadas. En problemas de andlisis
se encuentran dlgebras conmutativas que no son finitamente generadas. SiF = R o C
y si X es un espacio topoldgico compacto, se puede considerar el dlgebra de funciones
continuas A = C(X, R) [respectivamente, A = C(X, C)] con suma y producto puntual
de funciones. En tales casos, se recomienda usar la norma || f|le := sup,cx [f(x)|, la
cual, amén de la desigualdad triangular || f + glle < ||fllo + ||g]lcc pPOSee la propiedad
submultiplicativa:

1/ &lleo < 111l l1g]leo -

'°Cualquier anillo R debe tener una identidad multiplicativa 1; pero no se excluye la posibilidad 1 = 0.
En efecto, vale 1 = 0siy solosi R = {0}.
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(Esto implica la continuidad del producto m: A X A — A). Dicese que A es un dlgebra
normada si la norma es submultiplicativa. El espacio vectorial C(X, R) [resp., C(X, C)]
es ademds completo en estanorma:!! se trata de un dlgebra de Banach (real o complejo). |

Ejemplo 1.19. Si V es un espacio F-vectorial, el algebra de endomorfismos lineales
A = Endf V no es conmutativa si dimV > 1.

En el caso finitodimensional V = [F”, se identifica esta dlgebra con el algebra de
matrices A = M,(F) — véase la Definicién 1.8 — la cual no es conmutativasin > 1. ¢

El 4lgebra A = Endp V tiene una representacion obvia: la autorrepresentacion
14: A — Endf V sobre el A-mdédulo V. De igual modo, el dlgebra de matrices tiene una
autorrepresentacion sobre [F”. Esta autorrepresentacion es irreducible, porque los tinicos
subespacios de " invariantes bajo M,,(F) son {0} y F".

Ejemplo 1.20. Si G es un grupo finito, el algebra del grupo F[G] es la totalidad de
combinaciones lineales a = Y ,ccagg con g € Gy ag € F, con la suma a + b :=
2geclag +bg) g. (Enbreve: los elementos de G forman una base F-vectorial para F[G].)
El producto en F[G] aprovecha la multiplicacién del grupo:

ab = (Z a h)(g(:; be k) = 3" anbi ik = Z(Z ahbk)g, (1.5)

heG heG keG 8€G hk=g

con lo cual (ab), := X k=g anbi. Fijese que el elemento neutro 1 € G es también la
identidad del dlgebra F[G]. El dlgebra F[G] es conmutativo si y solo si G es abeliano. ¢

La estructura de F[G] es generalmente intrincada si G no es abeliano. De hecho, una
aplicaciéon importante de la teoria de representaciones es la de determinar la estructura
del grupo G mediante un estudio de sus representaciones irreducibles.

Definicion 1.21. Si V es un espacio [F-vectorial, denétese por GLg(V) el grupo de
automorfismos [F-lineales (es decir, endomorfismos [F-lineales invertibles) de V, bajo
composicion. Este es el grupo general lineal de V; se puede omitir el subindice F si el
cuerpo de base es fijo.
Una representacion del grupo finito G es un homomorfismo 7: G — GLg(V).
Este 7 se extiende por F-linealidad a una aplicacion F-lineal 7: F[G] — Endg V por:

#(a) := Z agm(g) si a= Z ag g.

geG geG

'1El dlgebra compleja C(X; C) posee otras propiedades importantes. La conjugacién compleja de fun-
ciones, f*(x) := m, hace de C(X, C) un dlgebra (de Banach) involutiva. La involucién f — f* ademds
obedece la propiedad notable || f* |l = ||f]|%, por lo que C(X; C) se llama una C*-algebra. La teorfa de
representaciones de C*-dlgebras es un subcampo destacado de la teoria general de representaciones.
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Es evidente de la definicion del producto (1.5) que #(ab) = A(a)7(b), asi que 7 es
efectivamente un homomorfismo de F-adlgebras.

El espacio vectorial V es un F[G]-modulo. Para enfatizar la accién de los elementos
del grupo, también se dice que V es un G-médulo. Dicho de otra manera: V es un
G-mddulo si el grupo G actiia sobre V mediante aplicaciones [F-lineales. O

Definicién 1.22. Un algebra de Lie sobre [ es un espacio F-vectorial g dotado de una
operacion [F-bilineal g X g — g denotado por (x,y) — [x,y], llamado corchete, que
cumple, para todo x, y, z € g:

i) [xy]=-[y x] (antisimetria),
(i) [lxy] z]l+ [y, 2] x] +[[z.x], y] =0 (identidad de Jacobi). (1.6)

El dlgebra de Lie es abeliano si el corchete es idénticamente cero. Nétese que las
propiedades anteriores son incompatibles con asociatividad si g no es abeliano, porque
[[x y], 2] = [x, [y, 2]l = [[x, y], 2] + [y, 2], x] = [, [z, x]] no se anula en general. 0

Ejemplo 1.23. Cualquier F-dlgebra asociativa A da lugar a un dlgebra del Lie, al definir
el corchete de dos elementos de A como su conmutador:

[a, b] := ab — ba.

Este es evidentemente antisimétrica; y la identidad de Jacobi del corchete es una conse-
cuencia inmediata de la asociatividad del producto (a, b) — ab.

En particular, Endr V' es un dlgebra de Lie, con este el corchete. Para distinguir esta
estructura de la del dlgebra asociativa, este espacio [F-vectorial se rebautiza glp(V) —
o bien gl(V) cuando F es fijo —y se le llama el algebra de Lie general lineal sobre V.

En el caso V = ", se escribe gl(n, F) = gl(F") para denotar las matrices M,(F) con
la operacién de conmutador.

Las matrices de traza cero forma un subespacio vectorial preservado por el conmu-
tador, asi que
sl(in,F) :={aeglnF):tra=0} (1.7)

es una subdlgebra de Lie de gl(n, F), el algebra de Lie especial lineal sobre [”. o

Definicion 1.24. Un homomorfismo de dlgebras de Lie ¢: g — b es una aplicacién

F-lineal tal que ¢([x, y]) = [¢(x), ¢(y)] para x, y € g.
Una representacion de algebras de Lie sobre un espacio F-vectorial V es un homo-

morfismo ¢: g — glg(V). O
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Definicién 1.25. Sea g un dlgebra de Lie finitodimensional sobre [F, con una base vectorial

{e1, e, ...,e,}. El corchete se expresa mediante un juego de constantes de estructura
{cl.’f/ 2., j,k=1,...,n} porlas formulas!?
n
lei,ej] = ch.kjek. (1.8a)
k=1

Las propiedades (1.6) del corchete implican ciertas restricciones sobre estas constantes: '3

k _ _ k k
Cji = =Cijs ch]clm + cllc + iy jl =0.
Se puede definir una [F-dlgebra asociativa, que incluye g como subespacio vectorial al
tomar {ey, ey, . . ., €, } como generadores del dlgebra, sujeto alas ( ) relaciones siguientes:

eiej —eje; = Zc ey para i,j=1,...,n. (1.8b)

El dlgebra asociativa asi definida se denota por U(g): esta es el algebra universal
envolvente de g. ¢

La definicion anterior es provisional, porque parece depender de la base de g elegida.
Resulta, sin embargo, que el uso de otra base determina un dlgebra asociativaisomorfaala
original. Ademas, se puede comprobar que la aplicacion F-lineal g — U(g) determinada
por e; — e; es inyectiva — su imagen no estd afectada por las relaciones (1.8b).

Lema 1.26. La F-dlgebra U(g) tiene la siguiente propiedad universal: si ¢: g — A es
un homomorfismo de dlgebras de Lie, donde A es un F-dlgebra asociativa con corchete
[a, b] := ab — ba, se puede extender ¢ a un homomorfismo de F-dlgebras ¢: U(g) — A.

Demostracion. Para la identidad 1 de U(g), la cual no pertenece al subespacio g, se
define ¢(1) :=1 € A. Six,y € g, se define p(xy) := ¢(x)¢(y) € A. Por linealidad, se
obtiene
e(xy — yx) = @lxy) — @(yx) = [@(x), o(y)] = ¢([x, y]) € A,

y en particular p(e;e; —eje;) = p([ei, ej]) = 2, cl.kjga(ek). Esto implica que la extension
@ esta bien definida sobre el subespacio de U(g) generado por productos de dos elementos
de g. Luego se extiende ¢ a un homomorfismo bien definido sobre todo U(g) por un
argumento inductivo. O

12Se suele omitir el simbolo de la sumatoria en las féormulas (1.8), con el uso del convenio de Einstein.
BInversamente, una coleccion de constantes cf.‘]. que satisfacen estas restricciones determina un corchete
sobre . ‘
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En consecuencia, cualquier representacion de un algebra de Lie g se extiende a una
representacion del dlgebra asociativa U(g).

Definicion 1.27. Un carcaj es un grafo orientado; esto es, un conjunto N de vértices o
nodos, junto con un conjunto F de aristas o flechas entre los nodos; cada flecha tiene un
nodo inicial y un nodo terminal. Puede haber varias flechas (en ambos sentidos) entre
un determinado par de nodos; y puede haber lazos, que son flechas con el mismo nodo
inicial y terminal.

Si f e Fysim,ne N,lanotaciéon f: m — n indica que la flecha f tiene el nodo
inicial m y el nodo terminal n. Para una flecha f dada, se escribe m; y ny para sus
respectivos nodos inicial y terminal. 0

/

o——e (o o—e .4).0

8

Figura 1.1: Tres carcajes simples

Definicién 1.28. Una representacion de un carcaj Q = (N, F) asigna a cada nodo
n € N un espacio F-vectorial V,; y también asigna a cada flecha f: m — n una
aplicacion F-lineal T7: V,,, — V. o

Definiciéon 1.29. Sea Q = (N, F) un carcaj finito (esto es, los conjuntos N y F son
finitos). Se define FQ, el F-algebra del carcaj, al tomar como base [F-vectorial todos los
caminos ¢ = f,--- f2f1 de flechas consecutivas (el nodo terminal de cada f; es el nodo
inicial de f;;), incluyendo los caminos triviales p, para cada n € N. El producto en
FQO es la concatenacion de caminos; si el nodo terminal del camino ¢; no coincide con
el nodo inicial de c5, se define cacq := 0.

Alternativamente, se puede definir FQ como la [F-dlgebra generada por elementos
{pp:neN}w{ays: f €F }conlas siguientes relaciones:

PmPn = DPn [[m = n]]; afpm = ar [[m = mf]]; Pnaf =ag [[n = nf]]- (19)
Simg # ny, entonces agay = dgpm,pn;ay = 0. Notese que 3,c, pn = 1 en FQ. Y

Cada representacion del dlgebra FQ define una representacion del carcaj finito Q
y viceversa. En efecto, si o: FQ — EndgV es un homomorfismo de dlgebras, sea
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Vi = o(p,)(V) paracadan € N; y para f: m — nen F, definase Ty: V,, — V,, por
Ty := o(ay)ly,. Las relaciones pup, = 0sim # ny ), p, = 1 implican que V es
la suma directa de los subespacios vectoriales V,,. Ademids, las relaciones p,ay = 0 si

n # ny muestran que la imagen de o(ay) es un subespacio de V,,,..

Inversamente, dada una representacion del carcaj finito Q, sobre el espacio F-vectorial
V=66 1en Va se puede identificar endomorfismos n(p,), m(ay) que cumplen las rela-
ciones (1.9), obteniendo asi una representacion de FQ sobre V.

» Los ejemplos de esta seccion exhiben una gama de algebras asociativas obtenidas
de otras estructuras subyacentes (grupos, dlgebras de Lie, carcajes). Cada una de estas
estructuras tiene su propio concepto de representacion o accion lineal; y en cada caso, hay
una representacion o accion lineal del dlgebra asociada. Se trata, entonces, de clasificar
las representaciones bdsicas en cada categoria y sus combinaciones en representaciones
mads generales. El punto de partida es el caso de las dlgebras asociativas.

1.4 Productos tensoriales

Una herramienta esencial de la teoria de representaciones es el concepto de producto
tensorial. En primera instancia, conviene recordar la definicién del producto tensorial
de espacios vectoriales.

Notacion. A partir de ahora, el convenio de Einstein estard en vigor: en una expre-
sién con indices inferiores y superiores, se sobreentiende una sumatoria sobre indices
repetidas (que ocurren una vez abajo y una vez arriba), salvo indicacion expresa de lo
contrario. Por ejemplo, la férmula (1.8a) se escribe asi:

[eiej] = cfiex,

con una sumacion implicita sobre el indice repetido k.

Sean U y V dos espacios F-vectoriales. Dendtese por B(U, V) la totalidad de apli-
caciones bilineales h: U XV — F. Six € U, y € V, la evaluacion h — h(x,y) es
lineal; este elemento del espacio [F-vectorial dual B(U, V)* sera denotado por x ® y. Si
x =xu iy = yK v expresan estos vectores como combinaciones lineales de bases
{uj} de Uy {vi} de V, entonces h(x, y) = x/ yk h(ej, fi) por la bilinealidad de A. Esto
muestra que

x®y=xy e ® fi)
asi que los elementos e; ® f constituyen a su vez una base F-vectorial de B(U, V)*.

La expresion x ® y se llama un tensor simple. No todo elemento de B(U, V)* tiene

esta forma; en general, un elemento de B(U, V)* es una suma finita de éstos.
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Definicién 1.30. Si U y V son dos espacios vectoriales sobre [, su producto tensorial es
el espacio F-vectorial U ® V = B(U, V)*. Sus elementos son sumas finitas de tensores
simples x @ y,con x € U, y € V, los cuales cumplen las siguientes identidades:

(X1+x)®y=x18y+ 128,
X@(yi+y2)=x®y1+x8 )y,
(x®y)=tx®y=x®ty paratodo t¢€F.

Si U y V son finitodimensionales, entonces dim(U ®¢ V) = (dim U) (dim V). o

Si V es un espacio [F-vectorial, estd claro que dim(F ® V) = dimV = dim(V ® F),
porque hay isomorfismos lineales F® V ~V ~ V@ F,dadaspor | ® x & x & x® 1
para x € V. Nada se pierde al identificar estos tres espacios vectoriales mediante estas
correspondencias.

Si U, V y W son tres espacios [F-vectoriales, la evaluacion k +— k(x, y, z) de una
forma trilineal k en tres vectores se puede denotar por

x®y®z:=x®y)®z=x®(y® 2).

De esta manera el espacio F-vectorial dual del espacio T(U, V, W) de las aplicaciones
trilineales k: U X V X W — [ se puede denotar por

UQFrVRrW=(U®Rr V)W ~U Qg (V& W). (1.10)

Mis generalmente, el producto tensorial de tres o mds espacios [F-vectoriales puede
escribirse sin emplear paréntesis, en vista de estos isomorfismos.

El producto tensorial de espacios [F-vectoriales tiene la siguiente propiedad universal:
existe una aplicacion [F-bilineal candénica 6: U x V — U ®f V tal que a cada aplicacién
[F-bilineal g: U xV — W le corresponde una tnica aplicacion F-lineal §: U @V — W
que satisface g o 6§ = g:

UxV

UV
En efecto, se define 6(x,y) := x ® y para x € U, y € V. Es evidente de la definicién

de (x ® y) que 0 es bilineal. Dado una aplicacion bilineal g: U X V. — W se define
g(x®y) := g(x, y) necesariamente; su extension por linealidad a todo U ®¢ V (las sumas
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finitas de tensores simples) es la aplicacion lineal buscada. (La unicidad de ¢ muestra
facilmente que cualquier otro espacio vectorial con la misma propiedad universal es
isomorfoa U ®F V.)

En vista de los isomorfismos (1.10), se puede definir el producto tensorial de tres o
mads espacios [F-vectoriales con una propiedad universal andloga. Para aliviar la notacion,
se escribird U ® V en vez de U ®F V cuando no hay ambigiiedad sobre el cuerpo F. Es
Gtil abreviar V¥" =V ® --- ® V (n veces).

Definicion 1.31. Si S: Uy — U, yT: Vi — V, son aplicaciones F-lineales, su producto
tensorial es la aplicacion F-lineal S®T: U; ® Vi — U, ® V, dada sobre tensores simples
por

SRT(x®y):=S8x)T(y). (1.11)

Es de notar que S ® T estd bien definida, porque basta evaluarla en elementos de una
base, S ® T(u; ® vi) := S(u;) ® T(vy), y observar que la extension lineal de esta receta
da la férmula (1.11) sobre tensores simples. O

Definicién 1.32. Si V es un espacio F-vectorial, el algebra tensorial J(V) es la suma
directa de los espacios [F-vectoriales V®" sobre todo n € N:

T(V) ::@VmE[F@V@(V@)V)@(V@V@V)@---
n=0

con el producto dado por (la extension lineal de) la concatenacion de tensores simples:
U@ Qu) RV ® - ®V)i=UI® QU @V ® -+ ® v, € VEKT),
Este es evidentemente una [F-dlgebra asociativa, de dimension infinita (si V # {0}). ¢

Lema 1.33. La [F-dlgebra tensorial T(V) tiene la siguiente propiedad universal: cual-
quier aplicacion [F-lineal f: V — A con valores en una [F-dlgebra asociativa se extiende
de manera tinica en un homomorfismo de F-dlgebras f: T(V) — A.

Demostracion. La definicién de f sobre T0(V) @ T'(V) es automatica: f(1):=1€ Ay
f(x) := f(x)parax € V. Como (x, y) = f(x)f(y) € Aes bilineal sobre V xV, se define
f sobre T2(V) por f(x ® y) := f(x)f(y), necesariamente. M4s generalmente, se debe
definir f sobre 7"(V) por f(x; ® --- ® x,) := f(x1)--- f(x,), ya que el lado derecho es
n-lineal en (xy, ..., x,). Es evidente que la aplicacién F-lineal f: T(V) — A construida
de esta manera es multiplicativa; es decir, es un homomorfismo de F-adlgebras. ]
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El dlgebra tensorial T(V) es un ejemplo de una F-algebra graduada, esto es, una
F-dlgebra que puede expresarse como suma directa A = P 1eny A" de [F-subespacios
A" tales que A™A" C A™" para m,n € N — es decir, la graduacién es compatible
con el producto.'# En el caso de marras, T"(V) = V®" es el subespacio de elementos

homogéneos de grado n.

» Un ideal de una F-édlgebra A es un subespacio F-vectorial J/ C A que es a su vez un
ideal del anillo A. Entonces el cociente A/J := {a + J : a € A} es otra F-dlgebra. Si
J es un ideal graduado: J = EBZO:O J" con J" := J N A", entonces el cociente es una
[F-algebra graduada, con (A/J)" := A"/J".

Hay varias dlgebras importantes que pueden definirse como cocientes de un dlgebra
tensorial.

Definicién 1.34. Si V es un espacio F-vectorial, el dlgebra simétrica S(V) generado
por V es el cociente de T(V) por el ideal / generado por los elementos

X@y—-y®xeVeV.

Fijese que I es un ideal graduado, con 19 = {0}, I?"*! = {0} para m € N pues todos
los generadores de I son homogéneos de grado 2. Entonces S(V) = @;OZO S"V es una
F-dlgebra graduada, con SV =Fy S'V = V.

Siuy Vuy V---Vu, €8V denotalacoclase de u1 Quo ® - - -Qu,, € V¥ ysio € S,
es una permutacion, entonces Ug()V - VUgyp) =Ur V- Vu, porque o es un producto

de transposiciones. De ahi se ve que el producto V en el dlgebra S(V) es conmutativa.
El subespacio §"V de S(V) se llama la n-ésima potencia simétrica del espacio
vectorial V. O

Definicién 1.35. Si V esun espacio F-vectorial, el dlgebra exterior A(V') generado por V
es el cociente de T(V) por el ideal generado por los elementos (x ®y—+y ®x)eVeV.
Entonces A(V) = @:’20 A"V es una F-dlgebra graduada, con A’V = Fy AlV = V.
Siuy Aug A -+ Au, € A"V denotalacoclase de u1 Qur ® - - ®uy, € V® ysio € S,
es una permutacion, entonces (1) A+ * AUy = (=1)7ug A+ - - Au, donde (~1)7 denota
el signo de la permutacién o-. En particular, dos elementos de V = A'V anticonmutan:

XAy =-yAX.
El subespacio A"V de A(V) se llama la n-ésima potencia exterior del espacio
vectorial V. Si d := dim V es finita, la anticonmutatividad de los elementos de una base

'4Si B y C son subespacios de una F-dlgebra A, la notacién BC denota el subespacio F-vectorial
generado por los elementos bc, con b € B, ¢ € C. Cadaelemento de BC es una suma finita byc; +- - - +b,c,
de tales productos.
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de V muestra que dim(A"V) = (%). En particular, resulta que A"V = {0} sin > d y que
A?V es unidimensional. En este caso, el dlgebra A(V) también es finitodimensional, con
dim A(V) = 2¢. o

Definicién 1.36. Si g es un dlgebra de Lie sobre [, sea J el ideal de J(g) generado por
los elementos de la forma

X®y—-y®x—[x,y], para x,y€g.

Si {ey, e, ...,e,} es una base F-vectorial de g, la bilinealidad del corchete implica que
el ideal J es generado por el conjunto finito de elementos ¢; ® ¢; — ¢; ® ¢; — cl.kjek en
vista de las relaciones (1.8a). Sin: J(g) — J(g)/J es la aplicacion cociente (la cual es

un homomorfismo de F-dlgebras), se cumplen relaciones andlogas a (1.8b):

n(en(e;) —nlejn(e) = cinler) para ij=1,...,n. (1.12)

Dendtese la F-dlgebra cociente (provisionalmente) por U'(g) := J(g)/J. La construccién
de W(g) no depende de la eleccion de una base de g. Resulta que U’(g) es isomorfa al
algebra U(g) de la Definicion 1.25, en vista de las relaciones (1.12) y de la inyectividad
de la restriccién de 7 a T'(g) = g. O

De todos modos, es facil verificar que U'(g) tiene la misma propiedad universal que
U(g) — véase el Lema 1.26: si ¢: g — A es un homomorfismo de dlgebras de Lie, con
valores en una [F-dlgebra asociativa A, se puede extender ¢ a un (inico) homomorfismo de
[F-algebras ¢: U'(g) — A. En efecto, sea ¢: T(g) — A el homomorfismo de [F-dlgebras
que extiende ¢ al dlgebra tensorial, segtin el Lema 1.33. Esté claro que

Px®y—y®x—[x,y]) = @(x)p(y) — e(y)p(x) — ¢([x, y]) =0,

asi que J C ker ¢. Entonces el homomorfismo ¢ pasa al cociente como otro homomor-
fismo ¢: T(g)/J — A. La unicidad de ¢ es consecuencia de la unicidad de .

El ideal J no es un ideal graduado, asi que U(g) no es una [F-dlgebra graduada —
exceptuando el caso de un dlgebra de Lie abeliana, donde U(g) coincide con S(g). En
general, U(g) solo es un ejemplo de una [F-algebra filtrada. Esta es una [F-algebra
que puede expresarse como una union creciente de subespacios, A = TUZO:O A,, con
Ay € Apr1 Yy AnAy € Apin. [Si A es un dlgebra graduada, también es un dlgebra
filtrada; se puede tomar A, := @Z:o Ak, 1

Sea U,(g) el subespacio de U(g) generado por los monomios e;,¢;, - - - ¢;, con k < n.
Este subespacio no depende de la base de g, es obvio que U,(g) € U,+1(g) y que
U (g)U,(g) € WUipsn(g). Esto define una filtracion de la F-dlgebra U(g).
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» La inyectividad de la aplicacién cociente n sobre T'(g) sigue del siguiente teorema.
Como corolario, se ve que U;(g) ~ F @ g (como espacios F-vectoriales).

Elijase una base ordenada {ey, ey, ..., e,} de g (arbitraria pero fija). Un monomio
ordenado M = ¢;, ® ¢;, ® --- ® ¢;, en T(g) puede llamarse anagdgico'* si los indices
estdn en orden creciente: i; < ip < --- < ig. Sea T,(g)*™ el subespacio vectorial

de T,(g) = @Z:o g®* generado por los monomios anagdgicos (que son linealmente
independientes). Un monomio M mds general tiene un indice i(M) que cuenta el nimero
de descensos (cuando i; > ijy1) en los subindices de M; de tal manera que M es
anagdgico siy solo sii(M) = 0.

Esta terminologia permite enunciar el lema siguiente. !¢

Lema 1.37. Si n € N, hay una vnica aplicacion F-lineal o: T,(g) — T,(g)*™ tal que:
(a) la restriccion de o a T,(g)™ es la identidad;

(b) para x,y € g; A, B € T(g), se cumple la relacion:

c(A®x®y®B)=0(AQy®x®B)+0(AQ®[x,y] ® B). (1.13)

Demostracion. Se debe definir o sobre tensores simples M = ¢;, ® ¢;, ® - - - ® ¢;,, por
induccién sobre el grado k y el indice i(M). Cuando i(M) = 0, coléquese oo(M) := M
para cumplir el requisito (a).

Si i(M) > 0, el monomio M es de laforma M = A®e¢; ® ¢; ® B con j > i; el
monomio N = A®e; ® e; ® B tiene indice i(M) o bien i(M) + 1. Al repetir la operacion
varias veces, eventualmente se obtiene un monomio de indice i(M) — 1; considérese, por
ejemplo, la composicidn de transposiciones:

(4321) > (4231) —> (2431) > (2413) +— (2143) — (2134) —> (1234).
Entonces la receta recursiva (se comprobara que estd bien definida):
0(A®Re;j®e;®B):=0(A®e¢;®e;®B)+0(A®[ej,e;] ® B)

sirve para extender o por induccion a todo T,(g).
Para monomios con i(M) = 1 e i(N) = 0, la receta si define o(M) := N + R, donde
el grado de R es menor que el grado de M. Para monomios con i(M) > 2, se debe

!5SPor un abuso de lenguaje: una anagoge usualmente denota una elevacion espiritual o mistico.
6Tomado de la subseccién 5.7.1 del libro de Procesi. Todas las demostraciones del teorema de
Poincaré, Birkhoff y Witt requieren alguna artimafia combinatoria; esta es una de las menos engorrosas.
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verificar que o-(M) no depende del orden de revertir dos descensos. Hay dos casos que
considerar, segun los descensos sean consecutivos 0 no.

En el caso de descensos no consecutivos, tomese M = A®e;®¢; @ C®¢; ®¢; ® B
con j > i, [ > k. Para simplificar la notacion, escribase (A ® R ® B) =: 7(R). Al
revertir el primer descenso, se obtiene, por la linealidad de 7:

T(e,-®ej®C®el®ek+[ej,e,-]®C®el®ek)
=7(e;®e;®CR®ex®e +e;®e; ®C ® [ey ex]
+[ej,ei]®C®ek®el+[ej,e,-]®C®[el,ek])
=7(e;®e®CR®er@e+ej®e; ®CR e, ex]).

El resultado final entonces no depende del orden de revertir i <> j o bien k < [.
En el caso de descensos consecutivos, tomese M = A®e,®e;®e;® Bconk > j > i.
Se debe averiguar si hay igualdad en la relacion siguiente:

9

T(ej Qe ®e; + e e]® e,-) = T(ek Re®ej+ep® e, e,-]). (1.14)
Se puede aplicar la receta inductiva a los dos lados, para obtener
T(ej Re;®er+ej® e e]+[er,ej]® ei)
z T(e,' Rer®ej+er,e] ®ej+ e, e;] ®er + [ex e, ei]]).
Aplicar la receta inductiva una vez mds a los dos lados, se obtiene

T(ei®e; ®ex + e, ei] ® ex + [ex, ei] ® e + [e}, [ex, ei]] + [ex, €;] ® €;)

?
= T(ei ®e; e+ e, ej] ®e + e, [ex el

+[erei]l ®ej +[ej, ei] ® er + [ex, e, eil]).
Pero la identidad de Jacobi para el dlgebra de Lie g muestra que
lej, [ex, eill = —[ex, [ei, ;1] — [eis [e), ex]] = [ex, [e), eil] + [ei, [ex e;]],
y asi se ve que los dos lados de (1.14) si coinciden. O

Teorema 1.38 (Poincaré, Birkhoff, Witt). Si {e}, es,...,e,} es una base ordenada del
dlgebra de Lie g, entonces los monomios ordenados e|'e} ---e," forman una base

vectorial del dlgebra universal envolvente de g.
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Demostracion. Esta claro que los monomios ordenados generan linealmente el dlgebra
universal; falta comprobar su independencia lineal.

Las aplicaciones o del Lema 1.37, definidos inicialmente sobre los subespacios
T,(g), son compatibles para todo n y asi definen un endomorfismo [F-lineal de T(g) que
satisface las relaciones (1.13).

Estas relaciones implica que o se anula sobre el ideal J y define una aplicacién
lineal o: T(g)/J — T(g)*? que envia cada monomio ordenado en U(g) en un monomio
anagégico en T(g)**. Como estos son linealmente independientes, sus preimagenes

e?e? .-+ e, son también linealmente independientes; y ademas o es un isomorfismo
lineal. O

En particular, (U} (g)) =~ T1(g) = F&g. Se hacomprobado que {1,7(ey),...,n(e,)}
es una base de U’l(g). De ahora en adelante, entonces, se puede omitir n7 y escribir
U(g) = T(g)/J para denotar el algebra universal envolvente de g.

1.5 El algebra de Lie sl(2, F)

El dlgebra de Lie sl(2, F), de acuerdo con (1.7), es el espacio vectorial de matrices de
traza nula en M, (F), dotado del corchete [a, b] := ab—ba. En el caso n = 2, este espacio
vectorial es tridimensional, con base

1 0 0 1 0 0
H.:(O _1), E':(O O)’ F.:(1 O)' (1.15)

Estas matrices cumplen HE — EH =2E, HF — FH = -2F, EF - FE = H.

Por otro lado, una aplicacién F-bilineal s: V x V. — W queda determinada por
sus valores s(u;,u;) en pares de elementos de una base {uy,...,u,} de V. Si s es
antisimétrica, basta considerar los valores s(u;, u j) coni < j. Por lo tanto, se puede
redefinir s(2, F) de una manera mas abstracta, como sigue.

Definicion 1.39. Sea F un cuerpo de caracteristica # 2. El dlgebra de Lie sl(2,F) es

un espacio [F-vectorial tridimensional, con una base {4, e, f}, dotado de un corchete
determinado por las siguientes relaciones de conmutacion:

[he]:=2e, [h f]:=-2f [e f]:=h. (1.16)

Es féacil chequear que la forma bilineal antisimétrica asi definida satisface la identidad
de Jacobi. 0
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Un ideal en un dlgebra de Lie g es un subespacio vectorial [ tal que [x, y] € [ para
todo x € g, y € [. Es inmediato que el espacio cociente g/l es también un dlgebra de Lie
bajo el corchete inducido, [x + [y + [] := [x, y] + L.

Lema 1.40. El dlgebra de Lie s\(2, F) es simple, es decir, no tiene ideales no triviales.
Demostracion. Sea [ un ideal no nulo con y = ah + Be + yf # 0 en [. Entonces
le,[e, ¥]] = [e, —2ae + yh] = —2ye € |,
LUyl =1f.2af = Bhl = -2Bf € L.

Luego, si y # 0, entonces e € [; y si 8 # 0, entonces f € [ (fijese que se ha usado
charF # 2 a la hora de dividir por 2). Si 8 =y =0, entonces @ # 0, asi que & € [. En
cualquiera de los tres casos, las relaciones (1.16) entonces implican que h, e, f € [, asi
que [ = sl(2, F). O

Si g es un F-dlgebra de Lie cualquiera y si x € g, se puede considerar el operador
lineal ad x € Endf g dado por
adx: y [x,y].
En el caso de g = sl(2,F), las relaciones (1.16) muestran que ad & es diagonalizable,
porque tiene tres autovalores 0, 2 y —2 (que son distintos porque charF # 2). En

cambio, la demostracion del lema anterior evidencia que ade y ad f son nilpotentes,
pues (ade)® = 0, (ad f)? = 0.

» Es hora de considerar las representaciones de sl(2, F) en el caso de que [ sea alge-
braicamente cerrado. (Se quiere aprovechar la forma normal de Jordan de las matrices
que representan £, e, f; pero esto requiere una garantia de existencia de autovalores.) Para
simplificar la notacidn, en el resto de esta seccion se tomard [ = C; pero la clasificacion
es aplicable a cualquier cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0.

Sea o : 51(2,C) — glc(V) una representacion finitodimensional irreducible!” para el
dlgebra de Lie compleja s[(2, C). Conviene abreviar o(x)v = x>vsix € sl(2,C),v e V.
Si @ es un autovalor de o (h), denétese V,, el subespacio correspondiente:

Voi={veV:hvv=av}.
Siv € V,, entonces
he(e>v)=ev(h>v)+[he]lrv=er(h>v)+2e>v=(a+2)e>v,
he(fev)=fo(hev)+[h flov=fo(hev)=2fev=(a=-2)f>v, (1.17)

yporlotantoerv € Voypy fov e V,n.

'7"M4s adelante, se verd que cualquier representacion irreducible para esta dlgebra de Lie es automati-
camente finitodimensional.
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Si U es la suma directa de todas estos autoespacios, el cdlculo (1.17) muestra que U
es un submodulo de V, no nulo porque o (&) posee (al menos) un autovalor. Como V
es irreducible, se concluye que U = V. En otras palabras, el operador C-lineal o (h) es
diagonalizable y V = @, V,.

Lema 1.41. Dado un sl(2, C)-modulo finitodimensional irreducible V, hay un 1 € C y
existe una base C-vectorial {vo, vy, ...,v,} de'V tal que:

he>vi=(4-2j)vj,

fevi=0+ v,

evvi=(A—-j+1)v_y, (1.18)
para j =0,1,...,r (tomando v_1 := 0, v,41 :=0).

Demostracion. Como dim V es finito, la suma directaV = EB o Ve tiene un nimero finito
de sumandos no nulos: hay un autovalor 4 € C tal que V) # 0y Vo = {0}. Tomese
vo # 0 en V, y ndtese que e » vo = 0 necesariamente.

Para j € N, escribase v; := (1/k") o (f) (vo). Se obtiene h > vi = (4 —=2j); al
aplicar (1.18) consecutivamente unas j veces. Los vectores no nulos en {vg, vi, vy, ...}
son linealmente independientes, por ser autovectores de autovalores distintos de o (h);
por ende, solo hay un nimero finito de ellos. Sea W := lin{(vg, vy,...,v,) < V, donde
r € N es el minimo entero tal que v, = 0.

Fijese que f > v; = (j + 1)v;4+1 por definicion, y que

jlevvi)y=e>(frvio))=hevji+ fr(e>vj).
Luego, al asumir que e>v;_1 = (1 — j + 2)v;j_» en (1.18), se obtiene
Jerv)=(A=2j+2)vj1+(A-j+2)(J - Dvjor = j(A—j+ D)vj,

luego (1.18) se verifica por induccién sobre j.
Estos cdlculos muestran que W es un submédulo de V; por irreducibilidad, se obtiene
W =V;yademds,r + 1 =dimV. m|

Altomar j =r+1en(1.18),seveque 0 =e>0=¢e>v,.] =(1—r)v,. Comov, # 0
en V, se concluye que 4 = r € N. En resumen: el Lema 1.41 muestra que o (k) tiene un
autovalor r € N, y ademds que su espectro de autovalores es'8

sp(o(h)) ={r,r—2,r—4,...,—r +2,-r}.

Estos autovalores de o-(h) se llaman pesos de la representacion o-. Nétese que el peso
maximo es » := dim¢c V — 1.

'8Este resultado sigue valido si se reemplaza C por cualquier otro cuerpo algebraicamente cerrada F
de caracteristica 0, porque Z C F; se identifica r € N con la suma r-tuple 1 +--- + 1 € F.
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Proposicion 1.42. Para cada r € N, existe una representacion irreducible del dlgebra
de Lie sl(2,C), de dimension (r + 1). Ademds, dos representaciones irreducibles de la
misma dimension finita son equivalentes.

Demostracion. Para la existencia, témese V := C'*! y sea {vo,Vi,...,V,} su base
estdindar. Las férmulas (1.18) definen tres operadores C-lineales o (h), o(f), o(e)
sobre V. Se verifica directamente que estas operadores cumplen las relaciones de
conmutacion (1.16), comprobando asi que o es una representacion de s((2, C).

Sin: sl(2,C) — glc(W) es otra representacion irreducible con dim¢ W = r + 1, el
Lema 1.41 produce una base {wg, wy, ..., w, } de W que obedece las férmulas (1.18). En
particular, se obtiene nr(h)(w;) = (r —2j)w; para j = 0,1,...,r. Entonces es evidente
que el isomorfismo C-lineal 7: V — W determinado por

T(v;):=w; para j=0,1,...,r

entrelaza las representaciones o y mr. Esto establece que o~ y 7 son equivalentes. m|

1.6 Ejercicios sobre algebras asociativas

Ejercicio 1.1. Si A = M, (F) es el dlgebra de matrices n X n con entradas en un cuerpo [,
demostrar que todo ideal a izquierda de A es de la forma Ae = {ae : a € A} donde
e € A es idempotente, es decir, et =e.
Si e es idempotente, mostrar que (1 — ¢) es idempotente y que A ~ Ae @ A(1 — e)
como A-mddulos (donde en cada caso A actda por multiplicacion a la izquierda).
Comprobar que hay idempotentes ey, ...,e, € A tales que e;e; = 0sii # j, donde
los Ae; son A-mddulos irreducibles e isomorfos entre si. Verificar también que hay un

isomorfismo de A-méodulos A ~ Ae; @ Aey & - - - @ Ae,,.

Ejercicio 1.2. El dlgebra de cuaterniones es el espacio R-vectorial H := lin(1, i, j, k)
con el producto determinado por las relaciones i> = j2 = k> = ijk = —1. Comprobar que

ij=k=—ji, jk=i=—kj ki=j=-ik

asi que H es una R-dlgebra no conmutativa. ;Cudl es el centro de H?
La suma directa de R-dlgebras A @ B tiene producto (ay, by)(az, by) := (ayaz, b1 by).
Demostrar que las siguientes R-algebras de dimension 4:

RoeReReoR, CoReR CoC, H

son mutuamente no isomorfos. ;Habrd alguna otra?
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Ejercicio 1.3. Sit: A — Endf V es una representacion de una [F-4lgebra A, y si U es un
subespacio A-invariante de V,sean: V — V/U : x — x + U la aplicacién cociente de
espacios vectoriales. Demostrar que hay una tnica representacion 7: A — Endg(V/U)
tal que n7 o m(a) = 7(a) o n para todo a € A.

(Dicese que 7 es la representacion cociente de m sobre U/V.)

Ejercicio 1.4. Considérese el dlgebra A = [F[x] de polinomios sobre [F en una variable x.
Demostrar que una representacion de rango finito 7: F[x] — Endf V estd determinada
por el operador T := 7(x) € Endg V.

(a) Sio: F[x] — Endp W es otra representacion de rango finito, demostrar que 7y o
son equivalentes si y solo si dim W = dim V' y los operadores Ty S := o(x) son
semejantes. !°

(b) Considérese la representacion m, 1, donde k € N*y A € F, paralacual V = F'y
T = J,., es el bloque de Jordan n X n con autovalor A (es decir, t;; = 4, tjj+1 = 1,
t;; = 0 para otros indices). Demostrar que los 7, ; son inequivalentes y que cada
una es indescomponible.

(c) Si [ es algebraicamente cerrado, mostrar que cualquier representacion indescom-
ponible de F[x] es equivalente a alglin 7, ,. En el caso F = R, encontrar una
representacion indescomponible que no sea equivalente a ningin 7, 3.

Ejercicio 1.5. Si A es una [F-dlgebra finitodimensional, se puede considerar la propia A
como un A-médulo por la multiplicacién a la izquierda: A(a)[b] := ab, para a, b € A.
Denétese por AP el algebra opuesta: esta es el mismo espacio F-vectorial A con el
producto a - b := ba. Demostrar que hay un isomorfismo de dlgebras End4(A) =~ A°P.

Ejercicio 1.6. El algebra de Weyl W es la subdlgebra de Endr V, donde V = [F[x], ge-
nerado por dos operadores lineales x y d, determinados por sus valores sobre monomios:
x(x™) := x™*1, §(x™) := mx™~! param € N. Comprobar que dx = xd + 1. En seguida,
demostrar que { x"9* : r, s € N } es una base F-vectorial de W.

[ Indicacion: para la independencia lineal, considérese el efecto sobre cada monomio
xmeV.]

Ejercicio 1.7. Si U, V son espacios F-vectoriales, se identifican FQ U ~ U, VQF ~ V,
F ® F ~ F por isomorfismos candnicos.

9Dos operadores lineales son semejantes si y solo si poseen matrices semejantes respecto de algunas
bases vectoriales en sus espacios de dominio y codominio.

29



MA-—729: Teoria de Representaciones 1.6. Ejercicios sobre dlgebras asociativas

(a) Mostrar que la aplicacion bilineal (S,7) — S ® T da lugar a un isomorfismo de
espacios vectoriales:

Homg(W, V) ® Homg(U, Z) ~ Homg(W @ U,V ® Z).

(b) Concluir que hay un isomorfismo canénico V ® U* ~ Homg(U, V).

(¢) Sit: V®V* — Fes laaplicacion lineal definido por 7(x ® f) := f(x), describir
la aplicacién lineal correspondiente ¥: Endr V — [, bajo el isomorfismo de la
parte (b).

Ejercicio 1.8. Si K | F es una extensién de cuerpos (es decir, K y F son cuerpos con
F c K), si A es una [F-dlgebra y si V es un A-mddulo, verificar que A ®f K es una
[K-dlgebra que actiia [K-linealmente sobre V ®f [K.

Ejercicio 1.9. El dlgebra simétrica S(V) = @;0:0 SkV se define como un cociente del
4lgebra tensorial T(V), donde x; V x» € S?V eslacoclase de x| ® x, € VR V.

(a) Demostrar que cada S¥V es isomorfo a un subespacio de VE* c T(V), al identificar

1
X1VX2V"'ka<—>FZxa(1)®xa(2)®"’®xa(k),

’ TeSy

®k

demodoqueka<—>x enelcasox; =---=x,=x€V.

(b) Comprobar que dim S¥V = (""*71) si dim V = n.

Ejercicio 1.10. Si A = @210 AF es un dlgebra graduada, su serie de Hilbert es la
serie de potencias formal?° definida por h4(?) := ;7 (dim A%)t*. En muchos casos,
esta serie representa una funcion racional. Calcular estas funciones racionales para las
algebras F[x], F[x, y] y A(F").

Ejercicio 1.11. Sea A(V) el algebra exterior sobre el espacio vectorial V condimV = n.

(a) Demostrar que A(V) tiene la siguiente propiedad universal: si A es una [F-dlgebra
ysi T: V — A es una aplicacién F-lineal tal que (Tx)> = 0 para todo x € V,
entonces T se extiende a un inico homomorfismo de dlgebras AT: A(V) — A.

(b) En vista de la inclusion W — A(W) y la parte (a), cada T € Homg(V, W) se
extiende a un homomorfismo de dlgebras AT: A(V) - A(W). Sixy,...,xx €V,
comprobar que AT(x; A---Axg)=Txy A--- ATxy.

2OEsta serie es “formal” por cuanto no hay necesidad de averiguar su convergencia.
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/
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Figura 1.2: Los carcajes Q1, 02, O3y Qa.

(c) Bajo el isomorfismo lineal A*V ~ [F, mostrar que A"T = (detT).

Ejercicio 1.12. Sea Q; el carcaj con un solo nodo y una sola flecha (Figura 1.2).
Demostrar que el dlgebra del carcaj FQ, es isomorfa a F[x].

Ejercicio 1.13. Sea Q; el carcaj con dos nodos y una sola flecha entre ellos (Figura 1.2).
Demostrar que el dlgebra del carcaj FQ; es isomorfa al dlgebra de matrices triangulares
T(2, F).

Ejercicio 1.14. Sea Qs el carcaj de Kronecker con dos nodos y dos flechas del primero al
segundo (Figura 1.2). ;Cudl es dim FQ3? Encontrar una subdlgebra de T(3, F) isomorfa

a |FQ3.

Ejercicio 1.15. Sea Q4 el carcaj con 4 nodos y 3 flechas apuntando a uno de ellos desde
los otros (Figura 1.2). Encontrar un dlgebra de matrices isomorfa a FQj.

Ejercicio 1.16. Hallar un carcaj Q cuya dlgebra FQ es isomorfa a T(n, ).

Ejercicio 1.17. Escribase ad x(y) := [x, y] para x, y € g; de esta manera, se obtiene una
aplicacion ad : x — ad x : g — Endg(g). Demostrar que ad es una representacion de g,
esto es, una aplicacion F-lineal tal que [ad x, ad y] = ad([x, y]) para todo x, y € g.

Ejercicio 1.18. Sea h3(R) el dlgebra de Lie real con base {x,y,z} y relaciones de
conmutacion

[x,y]=2z [xz]l=[yz]=0.
Exhibir tres matrices X, Y, Z € M3(R) que obedecen estas relaciones de conmutacion.
Concluir que hay un isomorfismo entre h3(R) y una subdlgebra de Lie de sl(3, R).

Ejercicio 1.19. Sig: g — glg(V)y ¥ : g — glg(W) son dos representaciones del dlgebra
de Lie g, mostrar que la férmula siguiente define otra representacién de g sobre V @ W:

X p(x)® ly + 1y ® ¥(x).
Ademds, si V* es el espacio dual de V, mostrar que x — —¢(x)" es una representacion

de g sobre V™.
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Ejercicio 1.20. Si 1, € M,(C) es la matriz identidad, considérese las siguientes matrices

en M, (C):
(0 1, (0 1,
IZn._(ln 0), Jn._(_ln 0).

y sea b1 := Ly @ [1] € Mpu41(0).

Las cuatro series de dlgebras de Lie que siguen, numeradas con n € N*, se llaman las
algebras de Lie clasicas. Todas ellas (excepto el caso D) son simples (no poseen ideales
no triviales). El cada caso, determinar la dimension (sobre C) del ejemplo mencionado.

A slln+1,C)={XeM1(C):trX=0}.

B,: 502n+1,C):={X € Mr,;1(C) : X'hpy1 = -1 X }.
Cn: 5p(2n,C) :={X € M»,(C): X"J, = -J,X }.

D,: 502n,C) :={X € Mp,(C): X'I,, = -1, X }.

Ejercicio 1.21. El rango de un dlgebra de Lie simple g es la mayor dimensién de una
subdlgebra de Lie abeliana h C g. Para cada una de los dlgebras de Lie listadas en el
Ejercicio 1.20, encontrar una subdlgebra de Lie abeliana f) con dim b = n.

Ejercicio 1.22. Las dlgebras de Lie cldsicas son distintas (no isomorfas), con la excepcion
de las siguientes isomorfismos en rangos bajos:

A =By =Cy; By ~ Cy; A; = Dg3; D, ~B; ®B;j.

Témese F = C. En cada caso, hallar un isomorfismo concreto entre los ejemplos del

Ejercicio 1.20. Por ejemplo, para comprobar A; ~ By, se debe exhibir un isomorfismo
entre s[(2,C) y s0(3, C).

Ejercicio 1.23. (a) Las dlgebras de Lie reales u(n) y su(n) se definen asi:
@::{XGM,[(C):X*:—X}, su(n):={Xeun):trX =0}.
Calcular dimg u(n) y comprobar que u(n) ~ su(n) ® R como R-dlgebras de Lie.

(b) El édlgebra de Lie real so(n) se define por so(n) := {X € M,(R) : X' = =X }.
Calcular dimg so(n). Demostrar que su(2) ~ so(3) pero que sl(2, R) # so(3).

Ejercicio 1.24. Demostrar que el producto cruz usual de vectores hace de R un dlgebra
de Lie; y comprobar que esta dlgebra de Lie es isomorfa a so0(3).
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Ejercicio 1.25. Sea C := h> +2(ef + fe) € U(sl(2, C)). Calcular [C, x] = Cx — xC para
los casos x = h, e, f. Concluir que C es un elemento central en el dlgebra U(sl(2, C)).
Luego, si o es una representacion irreducible de sl(2, C) sobre un espacio V con
dimV = r + 1, el operador 0(C) € Endc(V) debe ser un operador escalar (;por qué?).
Comprobar que efectivamente o(C) = A, 1y y hallar el autovalor A, correspondiente.

Ejercicio 1.26. Si [ es un ideal de g, sea [g, [] el subespacio vectorial de g generado por
los elementos [x, y], con x € g, y € [. Verificar que [g, [] también es un ideal de g.

(a) Hay una serie decreciente de ideales g := g, g := [g, g], g® := [V, gV].. . .,
g+l .= [g0, g0, etc. Dicese que g es soluble si hay r € N con g = {0}.
Demostrar que matrices triangulares superiores

bi(n,F):={AeM(F):a;=0sii>j}
forman un 4lgebra de Lie soluble.

(b) Hay una serie decreciente de ideales g° := g, g' = [g.g], ¢ = [g.0']...

gkl = [g, g¥], etc. Dicese que g es nilpotente si hay r € N con g~ = {0}.

Demostrar que matrices triangulares estrictamente superiores

L)

n(nF)={AeM,F):a;=0sii>j}

forman un 4lgebra de Lie nilpotente.
Se dice que A es una F-algebra graduada si A = 5, _, A” donde cada A" es un
espacio [F-vectorial y x € A™, y € A" implican xy € A"™*".
Se dice que A es una [F-algebra filtradasi A = (J , A, donde cada A" es un espacio
F-vectorial; A, C A,+; paracadan;y x € A, y € A, implican xy € A, 4p.

neN

Ejercicio 1.27. (a) Si AenunalF-dlgebra graduada, coléquese A, := EBZ:O Ak, Com-
probar que de esta manera A es también una [F-dlgebra filtrada.

(b) Por otro lado, si A es una [F-dlgebra filtrada, considérese los espacios vectoriales
cocientes G° := Ao, G" = A,/A,_; y sea G := @neN G". Dado un par de
elementos X = x + A,,-1 en G™, y = y + A,—; en G", demostrar que la receta
XV :=xy+ Anu+n-1 se extiende a un producto bien definido sobre G, de tal manera
que G sea una [F-algebra graduada.?!

2'Esta G es el dlgebra graduada asociada al algebra filtrada A.
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Ejercicio 1.28. Verificar que T(V), S(V) y A(V) — las dlgebras tensorial, simétrica y
exterior sobre V, respectivamente — son [F-algebras graduadas.

Si g es una [F-dlgebra de Lie finitodimensional, demostrar que U(g) es una [F-dlgebra
filtrada; pero que es una [F-dlgebra graduada si y solo si el dlgebra de Lie g es abeliana
(es decir, su corchete es idénticamente nulo).

Ejercicio 1.29. (a) Sig: V — Aes F-lineal y cumple g(x)g(y) = g(y)g(x) en A para
todo x,y € V, demostrar que g se extiende de manera tinica a un homomorfismo
de dlgebras g: S(V) — A.

(b) Si h: V — A es una aplicacion F-lineal tal que h(x)h(y) = —h(y)h(x) en A para
todo x,y € V, demostrar que / se extiende de manera tinica a un homomorfismo
de dlgebras ii: A(V) — A.
[ Indicacion: usar el Lema 1.33, la propiedad universal analoga del algebra T(V). ]|

Ejercicio 1.30. Si g es una [F-dlgebra de Lie finitodimensional no abeliana. Sea G(g) el
dlgebra graduada asociada al dlgebra filtrada U(g). Demostrar que hay un isomorfismo
de dlgebras (graduadas) entre el dlgebra simétrica S(g) y G(g).

[ Indicacion: wusar el Ejercicio 1.29 para obtener un homomorfismo apropiado.
Luego, se debe apelar al teorema de Poincaré, Birkhoff y Witt para comprobar que
este es un isomorfismo. |

Se dice que A es una superalgebra sobre Fsi A = A% AT donde A° es una subil gebra
y Al es un subespacio [F-vectorial, con un producto graduado por Z, como sigue:22

A0 A0 c A0 A0 AT c Al AT A0 oAl AT Al c A,

Los elementos homogéneos tiene la paridad #a := O si a € A(), #a:=1sia e Al. El
superconmutador de dos elementos homogéneos se define por [, b] := ab—(—1)***hq.

Ejercicio 1.31. Comprobar que cualquier dlgebra graduada A es una superdlgebra, al
0._ 2m I._ 2m+1
tomar A := P, A"y Al := P, A"
Demostrar que, con esta estructura, el dlgebra exterior A(V) es superconmutativa, es
decir, su superconmutador es idénticamente nulo.

Ejercicio 1.32. Si V es un espacio vectorial real y sid: VXV — R es una forma bilineal
simétrica, se define el algebra de Clifford C¢(V, g) como el cociente de T(V) por el

22Mas generalmente, un dlgebra puede ser graduado por cualquier grupo abeliano discreto. El término
superdlgebra para algebras Z,-graduadas fue introducido en el libro: Feliks Aleksandrovich Berezin, The
Method of Second Quantization, Academic Press, New York, 1966.
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ideal K generado por los elementos { x® y—y® x —2d(x,y)1 : x,y € V }. [ De esta
manera, vale xy — yx = 2d(x, y) en C£(V, d). |

(a) Sid = 0 es la forma bilineal idénticamente nula, verificar que C£(V,0) =~ A(V).

(b) Si d es no degenerada, V posee una base “ortonormal” {ey,...,e,} tal que
d(ei,e;) = £1 y d(ej,ej) = 0 parai # j. Comprobar que C{(V, d) tiene una base
R-vectorial dado por productos anagdgicas e; e;, ---€;,, conijy < iz < --- < Iy,
asi que dim C4(V, d) = 2".

(c) Demostrar que C¢(V, d) es un édlgebra de Clifford filtrada (no graduada si d # 0);
pero también es una superalgebra real.

(d) Comprobar que el dlgebra graduada asociada a C€(V, d) es isomorfa a A(V).

Ejercicio 1.33. (a) Si f: V — A es R-lineal y cumple f(x)*> = d(x,x)1 en A para
todo x € V, demostrar que f se extiende de manera tnica a un homomorfismo de
dlgebras f: CL(V,d) — A.

(b) Sidy g sondos formas R-bilineales simétricas no degeneradas sobre V, demostrar
que C{(V,d) ~ C{(V,q) siy solosidy g tienen la misma signatura.?3

23La forma bilineal simétrica x% o +x2- x% Rl x2 ., sobre R" es no degenerada si y solo si
r + s = n; su signatura es r — s. Por el teorema de Sylvester, cualquier forma bilineal simétrica sobre R”

es congruente con una de estas.
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2 Representaciones de dlgebras finitodimensionales

En este capitulo, A denotard un 4lgebra asociativa, de dimension finita, sobre un cuerpo
fijo F. Las representaciones de A que se consideran seran de grado finito.

2.1 Representaciones semisimples

Definiciéon 2.1. Una representaciéon 7: A — Endg V se llama semisimple si 7 es una
suma directa de representaciones irreducibles.

Decir que r es irreducible es equivalente a decir que V es un A-médulo simple, es
decir, que V no posee A-submddulos triviales.! Entonces V es un A-médulo semisimple
siy s6lo si V es una suma directa de A-submddulos simples. 0

Ejemplo 2.2. Si 7: A — Endp U es una representacion irreducible de grado finito,
entonces V := Endf U es un A-médulo semisimple. En efecto, definase

A(a)(v) : x — n(a)(vx) para ae€ A veEndpU, xeU.

Si {x1,...,x,} es una base F-vectorial de U, entonces v — (vxy,...,vx,):V — U®"
es un isomorfismo [F-lineal que entrelaza # con nwt = 7 @ - - - ® 7 (n sumandos).

Al identificar U con C”" con su base estandar, este isomorfismo lleva una matriz en
Endg(F") = M, (F) ala suma directa de sus columnas: cada columna es un A-submédulo
del espacio vectorial de matrices (A actda a izquierda sobre las matrices). O

Definicién 2.3. Sea 7: A — Endf V es una representacién de grado finito. SiU < V es
un A-submédulo, entonces V ~ U & (V /U) como espacios [F-vectoriales (al extender una
base de U a una base de V). Dicese que V es un A-mdédulo completamente reducible
si para cada A-subméddulo U existe otro A-submédulo W < VtalqueUe W V. ¢

Notese que el A-submddulo suplementario W es isomorfo a V /U como A-mddulos.
En efecto, sea P: V — W la proyeccién a lo largo de U, es decir, P(y + z) := z para
y € U, z € W. Esté claro que n(a)P = Pn(a) para a € A. Definase Q: V/U — W por
Q(x + U) := P(z) para x € V. Entonces Q es un isomorfismo [F-lineal y ademas

m(a)Q(x + U) = n(a)P(x) = Prn(a)x = Q(n(a)x + U),

asi que Q es un operador entrelazante invertible.

'Cuando se habla de V como A-médulo, se sobreentiende que la accion de A sobre V estd dada por la
representacion 7, esto es, ax := m(a)(x) paraa € A, x € V.
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Lema 2.4. Sea V un A-moédulo completamente reducible. Entonces, cada A-submodulo
[respectivamente, cada A-modulo cociente] de V es también completamente reducible.

Demostracion. Sea m: A — Endp V la representacion dada. Sea U un A-submoédulo
de V, es decir, un subespacio vectorial invariante bajo m(A). Por hipétesis, existe otro
A-submédulo W de Vitalque VU @ W.

Sea P € Endf V el proyector? definido por P(y+z) := yparay € U, z € W; de modo
que im P = U y ker P = W. Como el subespacio U < V es m(A)-invariante, es evidente
que P conmuta con 7, es decir, P € Ends V. Si X < U es n(A)-invariante, entonces
X & W es un subespacio m(A)-invariante de V. Por hipétesis, hay otro A-submdédulo Y
deVtalque V ~ (X @ W)@ Y como A-mddulos. Al aplicar P a los dos lados de la suma
directaV~X & (W@aY), se obtiene U ~ X & P(Y). Entonces P(Y) es un A-submddulo
de U suplementario a X.

Ahorasean: V — V/U : x = x + U la aplicacién cociente. Sea 7(a) : x + U +—
n(a)x + U la representacion cociente de A sobre V/U. Noétese que 7 estd bien definida
porque U es m(A)-invariante, y que i entrelaza 7 y 7. Si M < V/U es un subespacio
7(A)-invariante, sea M := 1~ (M); este es un subespacio 7(A)-invariante de V. Entonces
hay otro A-submédulo N < V tal que V ~ M & N. Es facil comprobar que N := 5(N)
es un A-submodulo de V /U tal que U/V =~ Mo N. O

Proposicion 2.5. Una representacion de grado finito n: A — Endg V es semisimple si y
solo si el A-moduloV es completamente reducible.

Demostracion. Se demuestra esta equivalencia por induccion. Si & es irreducible, en
particular si dim V = 1, entonces no hay nada que mostrar.

Supdngase que la proposicion es vdlida cuando dimV < n. Si V es un A-mdédulo
completamente reducible pero no simple, entonces posee dos A-submddulos no triviales
USVyW<<VceconV=U@W. ComodimU < nydimW < n, estas subrepresenta-
ciones son semisimples: pueden expresarse como sumas directas de A-submddulos sim-
ples,U ~U;®---®U,yW =~ W;®---®&W;. Porlotanto, V ~ U, ®- - -®U,&W & - -dW;
es también una suma directa de A-submddulos simples.

Por otro lado, si  es semisimple pero no irreducible, se puede escribir V ~ V| ®- - -@V;
con k > 1, donde cada V; es un A-submoédulo simple de V. Si U es un A-submoédulo no
trivial cualquierade V,sea P € End4 V el proyectorconim P = Vi yker P = Vo ®- - -@ V4.
Si P(U) = {0}, entonces U < V,&®- - -®Vj. Porinduccién sobre el nimero k£ de sumandos,
se puede asumir que existe un A-submédulo X deVconU ® X =V, @ --- @ Vj; por
ende, U (X V) =V.

*En contraste con la aplicacién P del pérrafo anterior, aqui el codominio de P es el espacio total V.
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Si P(U) # {0}, entonces P(U) es un A-submédulo no nulo de Vi, asi que P(U) = V;
por irreducibilidad. Sea Y := U N ker P, el cual es un subespacio m(A)-invariante de
Vo @ - - - ® Vi. Nuevamente, por induccion sobre k, se puede suponer que hay un A-sub-
médulo Zde Vtalque Y ®Z =V, ®--- @& Vi. EntoncesUNZ =Y N Z = {0} porque
P(Z) = {0}; luego, U Z =V ®Y @ Z ~ V. Se concluye que V es completamente
reducible. O

En vista de la dltima proposicion, se puede considerar los términos semisimple y
completamente reducible como sindnimos. Asi, es permitido hablar de un “A-mdédulo
semisimple” y de una “representaciéon completamente reducible”.

Sea X4 el conjunto de las clases de isomorfia de los A-mddulos finitodimensionales
simples (o bien, lo que es lo mismo, las clases de equivalencia de las representaciones
irreducibles de A, de rango finito). Si & € X4 y si V es un A-mddulo semisimple,
considérese la suma de A-submddulos

Viey:= ) {U: U<V, [U]=¢}.

Al eliminar submddulos redundantes (por induccion sobre dim V), se llega a una suma
directa de un numero finito de tales submddulos U. (Fijese que si Uy < V'y U, < V son
simples, entonces U; N U, es también un A-submddulo de V, de modo que Uy = U; o
bien U; N U, = {0} por irreducibilidad.) Si V no posee A-submddulo simple alguno de
la clase &, entonces Vie) = {0}. Como V es semisimple, entonces V es la suma de todos
estos Vi) y de nuevo se llega a una suma directa finita:

V= @ Vie) -
feXa
Los sumandos V(¢ se llaman componentes isotipicos del A-mddulo V.

» En adelante en esta seccion, se supondra qgue [ es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lema 2.6. Sea {U: : ¢ € X4} una enumeracion sin repeticiones de los A-médulos
simples — es decir, se toma un A-médulo particular Ug de cada clase €. Si 'V es un
A-modulo finitodimensional semisimple, entonces hay un isomorfismo de A-modulos:

V ~ @ Homu(Ug, V) ®F Up. (2.1)
£€Xy

Demostracion. Definase una aplicacion [F-lineal

Se: Homy(Ug, V) ®r Us = V. por  Se(p® x) := p(x) € V.
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Bajo la accién a - (¢ ® x) := ¢ ® (a - x), el espacio F-vectorial Homy(Ug, V) ® Ug
es un A-mdédulo. Ademds, resulta que ¢p(a - x) = a - ¢(x) porque ¢ € Homy(Ug, V).
Esto muestra que S es también una aplicacion entrelazante (es decir, un morfismo de
A-moédulos).

Si ¢ # 0 en Homy(Ug, V), el lema de Schur (Proposicién 1.15) dice que ¢ es
inyectivo, asi que ¢(Ug) es un A-submddulo simple de V, isomorfa a Ug. Por lo tanto,
Sg(HOIIlA(Ug, V)® Ug) c V(f).

Si Vigy # {0}, entonces Vig) = Ug @ --- ® Us = mU; para algin m. Dicho de
otro modo, hay un A-isomorfismo 6: Vi¢) — F" & Ug, donde la accion de A al lado
derechoes a - (c® x) := c® (a - x). Si{ey,...,e,} eslabase usual de [, entonces
cada ¢;: x 6~ !(e; ® x) es un elemento de Homy(Ug, V); y ademads, ¢, ..., ¢, son
linealmente independientes.

Si ¢ € Homy(Ug, V), entonces 6(¢(x)) = (x1,...,Xx;), donde cada x — x; es un
elemento de Ends(Ug). Ahora bien, como F es algebraicamente cerrado, el lema de
Schur (Corolario 1.16) dice que End4(Ug) ~ F, asi que hay a; € F con x; = a;¢;(x).
Se ha comprobada que ¢ = @@ + - -+ + @pem, y se deduce que {¢y,..., ¢} es una
base vectorial de Homy(Ug, V). En conclusion, Sg: Homy(Ug, V) ® Us — Vig) s un
isomorfismo de A-mddulos.

El nimero de sumandos no nulos al lado derecho de (2.1) es finito, pues dimfg V' < oo.
La suma directa de las S¢ correspondientes es el isomorfismo buscado. O

Corolario 2.7. Una A-médulo semisimple V puede escribirse en la forma
VamViemV,®: - --&nV, (2.2)
donde V), . ..,V, son A-modulos simples, no isomorfos entre si; conny,...,n, € N. B

Proposicion 2.8. Sea V un A-modulo semisimple de la forma (2.2) y sea U un A-sub-
modulo de V. Entonces

U=mViemVoe®d- ---dm,V,

para algunos my,...,m, € N con my < ny para k = 1,...,r. Ademas, la inclusion
i: U =V esla suma directa de r inclusiones iy : myVy — ny Vi de la forma

ik(-xl, .. -’xmk) = (X], . '7xmk)Bk

donde By es una matriz my X ny con entradas en F; al lado derecho, se considera
(X15 ..., Xm, ) como una matriz 1 X my con entradas en Vi. La matriz By, tiene rango my,
es decir, sus filas son linealmente independientes.
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Demostracion. Se demuestra el resultado por induccion sobre el nimero total de suman-
dosde V,n =ny+---+n,. Elcason = 1 es trivial, porque V = V| es simple y sus
unicos A-submédulos son {0} y Vi (asique ny =1, m; =00 1).

Ahora sea W un A-submédulo simple de U con W # {0}. Al componer la inclusién
W < V con la proyeccion sobre cualquiera de los sumandos en (2.2), el lema de Schur
muestra que el resultado es no nulo para un solo n; Vi, y que W ~ V;.. Luego de identificar
W con Vi, esta inclusion tiene la forma x — (a1x,..., @, x) con @y,...,a, € Fno
todos cero.3

Sea gr € GL(ng, F) una matriz invertible tal que (ay,...,an )8 = (1,0,...,0).
Noétese que el grupo GL(ng, F) actia (a derecha) sobre n;Vy de tal modo que W - g; =
Vi®0®---®0. Estaaccion de grupo se extiende a una accion sobre todo V que deja fijos
los otros sumandos 7;V;. Como resultado, U-gx = Vy ®U’, donde U’ es un A-submédulo
demVid---dn—-1DVie®---@nV,.

Por la hipétesis inductiva, i’: U” < V estd dada por posmultiplicacién por matrices
Bi, ..., Bl.. Altomar By := B]’Cg];1 yBj = B;. para j # k, se obtiene el resultado deseado.
(Fijese que la transformacion B, + By no cambia el rango matricial.) O

Corolario 2.9. Sea n: A — Endg V una representacion irreducible de grado finito, y
sea {xi,...,x,} unjuego de vectores linealmente independientes en V. Si yi, ..., y, son
n vectores cualesquiera en 'V, entonces existe a € A tal que

n(a)x;=y; para i=1,...,n. (2.3)
Demostracion. Considérese la aplicacion F-lineal f: A — nV dada por

f(a) = (n(a)xy, ..., m(a)x,).

Si el enunciado fuera falso, la imagen U := f(V) seria un A-submdédulo propio de nV,
semisimple por el Lema 2.4 y (por la Proposicién 2.8) dada por posmultiplicacién por
una matriz B € M,,x,(F) para algin m < n. Luego, hay vectores zj,...,z, € V tales
que

(215« s zm)B = f(1) = (x1,. .., xn).

Al ser m < n, existe (ay, . ..,a,) € F"\ {0} tal que B(ay,...,a,) =(0,...,0) € ™.
Luego
a1 x; + -+ Xy = (21, .. zm)Blan, .. @) =0,

lo cual contradice la independencia lineal de {xy, ..., x,}. O

3Cada término x +— «a;x es un A-endomorfismo de Vi, y por ende «; € [ por ser [ algebraicamente
cerrado, en vista del Corolario 1.16.
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Noétese que la asignaciéon x; — y;, i = 1,...,n, determina un elemento de Endg V
sin = dimgV; ysi{xy,...,x,} es una base F-vectorial de V, cualquier elemento de
Endg V tiene esta forma. (En cambio, sin < dimg V, esta asignacion corresponde a varios
elementos de Endf V'; este caso es relevante si V tiene dimension infinita.) Dicese que un
conjunto J de endomorfismos es denso en Endf V si dados xy, ..., x, € V linealmente
independientes y yi,...,y, € V arbitrarios, hay T € T tal que T(x;) = y; para cada i.
Obviamente, si dimg V es finita, esto es valido solo si T = Endg V. Esta terminologia
motiva el nombre del siguiente resultado, el teorema de densidad de Jacobson.#

Teorema 2.10 (Jacobson). (a) Sea nm: A — EndgV una representacion irreducible
de grado finito. Entonces el homomorfismo n es sobreyectivo.

(b) Mas generalmente, siV ~V, &V, & --- ® V, es una suma directa de A-modulos
simples, no isomorfos entre si, entonces el homomorfismo

m®---®&n:A—>EndpV, ®---®EndgV, (2.4)
es también sobreyectivo.

Demostracion. Ad(a): Témese T € EndgV. Sea {xi,...,x,} una base de V y sea
yi :=T(x;) parai = 1,...,n. Por el Corolario 2.9, existe a € A que satisface (2.3), asf
que T(x;) = y; = n(a)x; para todo vector x; de la base, y por ende T = 7(a).

Ad(b): En el caso general, sea B := (n; & --- & 7,)(A) < @ir:l Endf V;. Hay
isomorfismos de A-mdédulos Endr V; ~ n;V; donde n; = dimg V;, asi que @::1 Endg V;
es un A-médulo semisimple, de la forma (2.2).

Por la Proposicion 2.8, el A-submdédulo B tiene una descomposicion correspondiente:
B ~ By ®---@® B,, donde cada B; es un A-submddulo de Endf V;. De la parte (a), se
obtiene B; = Endf V;. En consecuencia, se ve que B = @Ll Endg V;. O

2.2 Estructura de algebras finitodimensionales
Sinm: A — Endg V es una representacion del dlgebra A, su nicleo ker 7 es un ideal de A.

Definicion 2.11. El radical de una [F-dlgebra finitodimensional A es la totalidad de
elementos que actian trivialmente en representaciones irreducibles:

rad A := ﬂ{ ker 7 : 7 es una representacion irreducible de A }. O

4Véase, por ejemplo, la seccién 4.3 del libro: Nathan Jacobson, Basic Algebra II, Dover Books,
Mineola, NY, 1989. El teorema de densidad, en un contexto mds general, introduce el conmutante
A’ := Endy V y el biconmutante A” := Enda/ V para un A-mdédulo semisimple V y demuestra que A es
denso en A” en el sentido indicado.
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Si I es un ideal a izquierda de A, el cociente A/I es un espacio F-vectorial y también
un A-modulo (a izquierda): a(b+ 1) := ab+ [ para(b+ 1) € A/l ya € A. Elideal I
es maximal si y solo si el A-mdédulo es simple. No es dificil comprobar, entonces, que
rad A es la interseccion de los ideales a izquierda maximales de A. [ Dicha interseccion
es obviamente un ideal a izquierda. Como la multiplicacion a derecha b — ba permuta
los ideales a izquierda maximales, también es un ideal a derecha. ]| Otra caracterizacién
del radical es la siguiente:

rad A ={b e A: (1l —ab)esinvertible, paratodoa € A}

={c € A: (1 - ca)esinvertible, paratodo a € A }.

Ejemplo 2.12. Sea A := F[x]/(x™), una F-dlgebra conmutativa de dimension m del
Ejemplo 1.18(c). Si 7: A — Endg V es una representacion irreducible, entonces V ~ [
por el Corolario 1.17, 7(1) = 1 € Fy n(X) = @ € F cumple o™ = n(x™) = 0. Por lo
tanto, hay una sola representacion irreducible de A hasta equivalencia; en consecuencia,
rad A = kerm = (X), el cual es un ideal nilpotente de A, de codimension 1. 0

Proposicion 2.13. Una F-dlgebra finitodimensional A posee un niimero finito de repre-
sentaciones irreducibles, no isomorfos entre si. Estas representaciones Vi,. .., V, son
finitodimensionales; y hay un isomorfismo de F-dlgebras:

=7 = EndpV; @ --- @ Endg V. (2.5)

Demostracion. Si m: A — EndpV es una representacion irreducible y si x € V con
x # 0, entonces m(A)x es un A-submédulo no nulo de V, porque x = n(1)x € n(A)x.
Por irreducibilidad, se obtiene V = m(A)x, asi que V es finitodimensional, con dim V' <
dim 7(A) < dim A, habida cuenta de que 7 es una aplicacion [F-lineal.

Simi: A— EndgV,, parai = 1,...,r, es un juego de representaciones irreducibles
inequivalentes, el Teorema 2.10 muestra que el homomorfismo Il := 71 ®- - -® 7, de (2.4)
es sobreyectivo. En particular, IT es una aplicacion F-lineal de A en @;zl Endf V;; luego

dim Endg V; < dim A.
1

r <

r
1=

El nimero de representaciones irreducibles inequivalentes es finito, acotado por dim A.
Si ahora {my, ..., } es una enumeracion de todas las representaciones irreducibles
de A (hasta equivalencia), entonces el nicleo del homomorfismo (2.4) es

kerIl = ker(n; @ --- & 7,) = ﬂkerﬂi =rad A,
i=1

por la definicion del radical. La conclusién (2.5) sigue, pues A/ ker IT ~ im I1. O
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Corolario 2.14. Si d; = dimV; es el grado de la representacion irreducible n; de A,
entonces
&2+ d2+ - +d? < dim A4, (2.6)

con igualdad si y solo sirad A = {0}.

Definicién 2.15. Una [F-dlgebra finitodimensional A es semisimple sirad A = {0}. ¢

Es evidente que una [F-dlgebra simple (esto es, sin ideales no triviales) es también
semisimple: el ideal rad A no es todo A porque 1 ¢ rad A, asi que rad A = {0}.

Proposicion 2.16. Para un dlgebra finitodimensional A sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado F, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es semisimple.

(b) Si Vi,...,V, son todos los A-modulos simples, hasta isomorfia, con d; = dimV;
para cada i, entonces d% +---+d? =dimA.

(c) Existendy, . ..,d, € N* tales que A ~ (P_, My, (F).
(d) Cada representacion finitodimensional de A es semisimple.
(e) La propia algebra A (por multiplicacion a izquierda) es un A-modulo semisimple.

Demostracion. La equivalencia (a) <= (b) es el Corolario 2.14. Del isomorfismo (2.5)
se deduce la implicacion (a) = (c¢).

Para obtener (c) = (a), es cuestion de notar que el algebra M;([F) es simple y tiene
una sola representacién irreducible (hasta equivalencia), sobre F? visto como un espacio
de “vectores de columna”. Cualquier M;(F)-médulo finitodimensional tiene la forma
mlF? para algitin m.

Entonces es facil comprobar que (¢c) = (d), mientras que (d) = (e) es inmediato.

Falta comprobar (¢) = (c). Por hipdétesis, hay un isomorfismo de A-mddulos
A=2mVi @ - @®ngVs;donde V..., Vs son A-mdédulos simples, no isomorfos entre si.

Sea B := End4(A) el dlgebra de A-endomorfismos de A. Por el lema de Schur, cada
B € B no nula lleva V; en una copia isomorfa de V;: se concluye que

S S S
B =~ @Endmv,-) ~ Q? M,,(End, V) = @ M, (F),

donde el tercer isomorfismo viene también del Lema de Schur (Corolario 1.16).
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Por otro lado, cualquier A-endomorfismo de la accién a izquierda b — ab viene de la
multiplicacién a derecha, b — bc, para algin ¢ € A, por la asociatividad (ab)c = a(bc).
Esto dice que B ~ A°P, el dlgebra opuesta de A. Por ultimo, nétese que la transpuesta
de matrices da un isomorfismo M,(F)°®® ~ M,(F) para cualquier n. Entonces hay
isomorfismos de [F-dlgebras A ~ B ~ @le M, (F); la implicacién (e) = (c) queda
establecida. O

2.3 Representaciones indescomponibles

Las Proposiciones 2.13 y 2.16 esclarecen la estructura de algebras semisimples (sobre
un cuerpo algebraicamente cerrada), cuyas representaciones son sumas directas de rep-
resentaciones irreducibles. Para dlgebras mas generales, cuyos radicales no son triviales,
la situacién es mas compleja: puede haber representaciones que son indescomponibles
en sumas directas pero no irreducibles.

En esta seccidn, el cuerpo [ serd algebraicamente cerrado.

Ejemplo 2.17. Sea A = FQ el dlgebra del carcaj siguiente:

El dlgebra A tiene dimension 5: segin la Definicién 1.29, una base es {p1, p2, p3, au, a, },
donde los p; son idempotentes, pjz. = pj, uno para cada vértice, y a,, a, corresponden
a las flechas. No hay caminos de longitud mayor que 1 en este carcaj. Notese que
aya, = 0 = a,a, porque las flechas no son consecutivos. Los productos no nulos entre
los p; y las flechas son pa, = a, = ayp2, p1a, = a, = a,p3.

Hay un isomorfismo entre A y una subdlgebra 5-dimensional de M;3(F), definido
como sigue. Denétese por e;; la matriz elemental con entrada (7, j) igual a 1 y sus otras
entradas cero. Las matrices elementales diagonales son idempotentes: ei ¢ = ekk- La
regla de multiplicacién matricial es e;;ex; = e;; [j = k]|. Entonces la aplicacién F-lineal
inyectiva A — M3(F) dada por

p1—eée1, p2t> e, p3r—es3 dyt ez, dy €13,

identifica A con una subdlgebra de M3([F). La notacién

%

A~

S O *
* O *

%
0
sirve para exhibir este isomorfismo entre FQ y un dlgebra matricial.

44



MA-—729: Teoria de Representaciones 2.3. Representaciones indescomponibles

El subespacio Fej, + Fey3 es un ideal nilpotente maximal de este dlgebra; este es el

radical de A:
0 *x =

radA=|0 0 O].
00O

Es evidente que A/rad A ~ F® F & [, visto como la subdlgebra diagonal (jsemisimple!)
de Ms(F). Fijese que las tres copias de [F son representaciones irreducibles (obviamente,
por ser unidimensionales) de A, pero son inequivalentes al examinar la acciéon de a, y a,
sobre cada copia. El dltimo isomorfismo entonces ejemplifica la Proposicion 2.13.

La inyeccién A — Mj3(F) ~ Endg(F?) es una representacion de A, de rango 3. No es
irreducible, porque Fe3 y Fe, + Fes son A-submédulos no triviales de F>. Aun asf, esta
representacion de A es indescomponible. O

» Si A es un [F-dlgebra finitodimensional y si V es un A-mddulo finitodimensional,
entonces bien V es indescomponible, o bien V = U @ W es una suma directa no trivial
de A-submoddulos de menor dimension. Al repetir este argumento con U y W, etcétera
(por induccion sobre dim V, si se quiere), se llega a una descomposicion:

VVieWeo- -8V,

donde los V; son indescomponibles. Se puede obtener una descomposicion de este tipo de
varias maneras, lo que plantea un interrogante sobre su unicidad. El resultado principal
de esta seccion (el Teorema 2.21) muestra que esta descomposicion es “esencialmente
unica’.

Definicion 2.18. Sea V un A-mdédulo finitodimensional de una F-dlgebra finitodimen-
sional A. Si U es un subespacio A-invariante de V, entonces U es un A-submoédulo de V
y el espacio vectorial cociente V /U es también un A-médulo.

Una filtracion de V es una cadena ascendente de A-submdédulos:

{0} =VpcVic---CV,=V.

Los cocientes de la filtracién son los A-médulos W; := V;/V;_j para j = 1,...,m.
Si algiin W; es reducible, posee un A-submédulo no trivial W]f ; sea Vj’ = n;_ll(W]f),
donde n;_1: V; — V;_ es el A-morfismo cociente. Entonces V;_| C Vj’ C V; y por
ende es posible intercalar Vj’ en la filtracién original. Al repetir este proceso un nimero
finito de veces, se obtiene una filtracion maximal de V donde todos los cocientes son
irreducibles. ¢
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Teorema 2.19 (Jordan y Holder). Sea V un A-médulo finitodimensional de una [F-dlgebra
finitodimensional A. Dadas dos filtraciones maximales de V,

{0 cvic---CV,=V y {0} cVic---cV, =V,

n

con cocientes irreducibles W; = V;/Vi_1 y W]f = Vj’/ Vj’_l, entonces resulta que n = my
hay una permutacion o € S, tal que ij ~Wyyparaj=1,...,m.

Demostracion. Por induccion sobre dim V; el resultado es trivial si dimV = 1. Si
W, = W{ (es decir, Vi = Vl’ como subespacios de V), entonces V' /V; tiene dos filtra-
ciones correspondientes, con subespacios V;/V) y Vj’/ Vi, y el resultado sigue porque
dim(V/V)) <dimV.

Si Wy # W/, entonces Wi N W[ = {0} porque tanto W; como W] es irreducible.
Entonces V| @ V| es un subespacio A-invariante de V. Considérese el A-médulo cociente
U:=V/(VieV]). Sea{0} c Uy C --- C U, = U una filtracién maximal de U con
cocientes Z; := Uy /Ui_;.

Al cocientar las dos filtraciones originales de V por V| y también por V!, se obtiene:

o dos filtraciones de V/V}, una con cocientes Wl’ ,Z1,...,Zp; y otra con cocientes
W2’ L) Wm»

¢ dos filtraciones de V/V/, una con cocientes Wi, Zy, ..., Z,; y otra con cocientes
Wé, LWL

Como dim(V/Vy) < dimV y dim(V/V) < dimV, la hipétesis inductiva implica que
m—1=p+1=n-1y que los siguientes conjuntos coinciden:

(Wi, W, ..., W} = {WL, W], Zy,..., Z,} = {W], W, ..., W.}. O

El nimero m = n de A-submddulos de V en una filtracion maximal se llama la
longitud de V. Si V es semisimple, con V ~ W @ --- & W, expresada como suma
directa de A-mddulos simples, se puede tomar V; := W; & --- & W;, formando asi una
filtracion de V. Luego, en el caso semisimple, la longitud es el nimero de sumandos
irreducibles en una descomposicion de V.

» Conviene recordar la propiedad esencial de una suma directa:> V=V & --- @V, si
y s6lo si hay homomorfismosiy: Vi = Vypi: V — Viparak = 1,...,r tales que

piik =1y [[j = kI; i1pr+--+i,p=1ly. (2.7)

Noétese que cada i es inyectivo y cada py es sobreyectivo.

5Esta caracterizacion de sumas directas es valida en cualquier categoria aditiva.
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Lema 2.20. Si V es un A-modulo finitodimensional indescomponible, cada A-endomor-
fismo h € Endy V es un isomorfismo o bien es nilpotente.

Demostracion. Considérese h como endomorfismo [F-lineal, # € Endr V. Se puede
elegir una base [F-vectorial de V respecto de la cual 1a matriz de 4 tiene la forma candénica
de Jordan. (Esta forma canénica estd disponible porque [F es algebraicamente cerrado.)
Sea U un subespacio de V que corresponde a uno de los bloques de Jordan de esta matriz;
hay una suma directa V = U @ W de espacios F-vectoriales reduce 4, es decir, h(U) € U
yalavez h(W)C W.

Ahora bien, por ser 4 un A-endomorfismo, tanto U como W son A-submédulos de V.
Como V es indescomponible, se concluye que U = V' y W = {0}. Por lo tanto, la matriz
de /1 es un solo bloque de Jordan, con un solo autovalor 4 € F. Si A4 # 0, la matriz es
invertible y £ es un isomorfismo. En cambio, si 4 = 0, la matriz es triangular con ceros
en la diagonal y 4 es nilpotente, con A" = 0 paran = dim V. O

Teorema 2.21 (Krull y Schmidt). Sea V un médulo finitodimensional de una [F-dlgebra
finitodimensional A. Dadas dos descomposiciones de V en suma directas de A-sub-
modulos indescomponibles:

V=VieWhhoe --eV,=VeV,® -8V,
resulta que n = m y hay una permutacion o € S, tal que VJ’ =Vygyparaj=1,...,m.

Demostracion. Por induccion sobre dim V. Considérese los A-morfismos iy: Vy —» V'y
pr: V — Vi que cumplen (2.7) y las aplicaciones andlogas i}: Vj’ - Vypj:V—> Vj’
para la segunda suma directa. Para j = 1,...,n, tomese h; := pli;.p;.il € End, V;. Las
relaciones (2.7) muestran que hy + - -- + h, = ly,.

Si Ay es nilpotente, con h’f = 0, entonces iy + -- -+ h, = 1 — hy es un isomorfismo,
porque (1= Ay)(1+hy + 4+ h™") = 1y, Sea I, := (1= b))~ hjparaj =2,...,m,
asi que A, + -+ + h; = ly,. Si hy es también nilpotente, h}, = (1 - h1)"'hy no es
un isomorfismo, asi que es nilpotente, por el Lema 2.20. Entonces h3 + --- + h, =
(1 = hy)(1 — A)) es un isomorfismo. Al continuar asf (o bien, por induccién sobre n), se
ve que no todos los /; pueden ser nilpotentes. Al permutar los V; se puede suponer que
hi1 no es nilpotente, asi que es un isomorfismo.

Ahora h; es la composicién de los A-morfismos pji;: Vi — V[ (inyectivo) y
pli’1 : Vl’ — Vi (sobreyectivo). Luego e := (p’lil)h_l(pli’l) € Endy Vl’ es idempo-
tente, e> = e, asf que V/ =ime @ kere. Como V| es indescomponible, se concluye que
e=00e=1enEndyV]. Sifuerae = 0, serfa pji; = 0 porque h‘l(pli’l) es sobreyec-
tivo, pero esto implicaria 2~ = 0. Entonces e = 1y por ende pji; € Homa(V1,V]) y
pii} € Hom4(V], V1) son isomorfismos.
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Coloquese U :=Vo&---@V,,yU' :=V & --- &V, ysean iy, py, iy, pj, 1os A-mor-
fismos canénicos asociados a las descomposiciones V = Vi @ U = V/ & U’. Tomese
g = pyiv € Homu(U,U’). Si x € kerg, entonces pj,(x) = 0, asi que x € V/. Pero
pi1(x) = 0 porque ker g C U, asi que p;(i}(x)) = pi(x) = 0, y por lo tanto x = 0. Luego
g es inyectivo, pero también sobreyectivo porque dim U’ = dimV —dim V; = dim U.

En fin, los A-m6dulos U y U’ son isomorfos: V2 @ --- @& V,, = V) & --- &V, como
A-submddulos de V. El resultado sigue por induccion sobre dim V. O

2.4 El caracter de una representacion

Definicién 2.22. Sea 7: A — Endf V una representacion finitodimensional de un alge-
bra A. El caracter de 7 (o del A-mddulo V) es la funcién F-lineal y, = yyv: A = F
definida por

Xr(a) :=tr(n(a)), paratodo a € A. (2.8)

Aquitr: Endg V — Feslatrazadeunendomorfismo lineal, dadaportr7 :=ty1+- - -+ty,
mediante un isomorfismo cualquiera Endg V ~ M,,(F).
Es evidente que dos representaciones equivalentes tienen el mismo carécter. o

Lema 2.23. Sea V un A-médulo finitodimensional y U un A-submodulo de V; el espacio
vectorial cociente V |U es también un A-modulo. Los caracteres de estos tres A-modulos
obedecen la relacion: xv,u = xv — Xu-

Demostracion. Llamese n: A — Endg V la representacion daday sean: V — V/U
la aplicacion cociente. Elijase una base {xy,...,x;} de U y extiéndela a una base
{x1,...,x,} de Visea{fi,..., fn} labase dual de V*. Alescribir X; := n(x;) = x; + U,
se ve que {Xg+1,...,X,} €s una base de V /U, con base dual {Frsts -, fo} C(VIU)*,
donde n/(f;) = fion = fiparai > k.

El resultado sigue al calcular trazas con estas bases:

xvw(a):= ) fitx@x) = ) filr(@)x)) = xv(a) - yula) siae A O
j=k+1 j=k+1

Proposicion 2.24. Sea A un dlgebra finitodimensional sobre un cuerpo F algebraica-
mente cerrado y sean Vi,...,V, unos A-modulos irreducibles, no isomorfos entre si.
Entonces los caracteres correspondientes x1, . .., xXr son linealmente independientes.

Demostracion. La Proposicion 2.13 muestra que el homomorfismo (2.4),

7@ dn:A->EndfVi®---®Endp V, = My (F)®---® My (F),
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es sobreyectivo. Supdngase que Z;zl cjx;j = 0 en el espacio [F-vectorial A*. Entonces
Z;:l cjxjla) = Z;:l cjtr(wj(a)) = 0 para todo a € A. La sobreyectividad dice que

;=1 c; tr(Bj) = 0 para matrices By € My, (F), ..., B, € My, (F) cualesquiera. Para cada
k=1,...,r,témese By := ej1 € My (F)y B; := 0 para j # k; la sumatoria anterior se
reduce a ¢; = 0. Se concluye que yi, ..., x, son linealmente independientes en A*. O

Como n(1) = ly,se ve que x(1) =1+---+1 =n € F. SiF es un cuerpo de
caracteristica p y si dimg V es divisible por p, entonces x,(1) = 0. En visto de esta
circunstancia andmala, la teoria de caracteres es de mayor utilidad cuando charF = 0,
en cuyo caso y (1) =dimV.6

Cuando [ es algebraicamente cerrado y de caracteristica 0, los dos resultados ante-
riores llevan a una prueba mads corta del Teorema 2.19 de Jordan y Holder. En efecto,
dadas las dos filtraciones del A-mé6dulo V, el Lema 2.23 muestra que

Xwy+ ot Xw, = Xv = Xw ot Xwy -

Si{x1,..., xr} es una enumeracion de todos los caracteres de representaciones irre-
ducibles de A, estas dos sumatorias son de la forma 3}, _, my xx y X _; 7k X« respecti-
vamente, donde my [respectivamente, nx] es el nimero de los W; [resp., de los W}’] que
son isomorfos al A-mddulo irreducible con caricter y . Por la independencia lineal de
los x, se obtiene my = ny para cada k,” asi que los W]f son una permutacion de los W;,
hasta isomorfismo. En particular, vale m = 37, _, my = 3\, ny = n.

2.5 Ejercicios sobre algebras semisimples

En estos ejercicios, A denota un dlgebra finitodimensional sobre el cuerpo algebraica-
mente cerrado [.

Ejercicio 2.1. Sea A = M, (F) un algebra de matrices y sea V un A-médulo finitodi-
mensional. Demostrar que hay m € N tal que V ~ mF", es decir, V = F' & --- @ F"
con m sumandos. [ Indicacién: si e;; es la matriz con entrada (i, j) igual a 1 y las otras
entradas 0, demostrar que V ~ eV @ eV @ - - - ® ¢,V como espacios vectoriales. Si
x € e11V, sea Uy <V el subespacio generado por los vectores e;;x parai = 1,...,n.]

En el caso en que char F = p y A = F[G] donde G es un grupo finito tal que p divide |G|, se puede
definir un cardcter modificado sobre los elementos de G cuyos periodos son primos a p. Esta nocién de
“cardcter regular”, debido a Richard Brauer, es de gran importancia en la teoria de grupos finitos. Véase
el capitulo 18 del libro de Serre, op. cit.

7En mds detalle: my — ny = 0 para cada k; esto implica que my = ny porque [F es de caracteristica 0.
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Ejercicio 2.2. El producto tensorial de dos F-algebras A y B es el espacio [F-vectorial
A ® B dotado con la multiplicacién (a; ® by)(a; ® by) := ajaz ® by b,.

(a) Comprobar que M,,(F) ® M,(F) ~ M,,,,(F) como [F-algebras.

(b) Si Ay B son dlgebras finitodimensionales semisimples, demostrar que A ® B
también es semisimple.

Ejercicio 2.3. El radical de un édlgebra A se define® como la interseccién rad A de
los ideales a izquierda maximales de A. Dendtese (provisionalmente) por rad’ A la
interseccion de los ideales a derecha maximales de A. Demostrar que las siguientes
condiciones son equivalentes, para un elemento a € A:

(a) a erad’ A;
(b) (1 — ab) tiene un inverso a derecha, para todo b € A;
(¢) (1 — ab) tiene un inverso (bilateral), para todo b € A;
(d) (1 — ba) tiene un inverso (bilateral), para todo b € A;
(e) (1 — ba) tiene un inverso a izquierda, para todo b € A;
(f) a € rad A.

Concluir que rad A es un ideal (bilateral) de A.

Ejercicio 2.4. Si A = T(n,F) es el dlgebra de matrices triangulares superiores n X n,
comprobar que rad A es el ideal de matrices triangulares con ceros en la diagonal.

Ejercicio 2.5. Si / es un ideal de A, sea I" el ideal de sumas finitas de productos
cicy -+ - ¢, con cada ¢; € 1. Dicese que el ideal I es nilpotente si /" = {0} para algin
n e N*,

(a) Si I esun ideal nilpotente de A, mostrar que I C rad A.

(b) Sea {0} = Ay € A C --- C A, = A una filtracién maximal de A-submddulos
de A. Si ¢ € rad A, mostrar que cA; € A;—; parai = 1,...,m. Concluir que rad A
es un ideal nilpotente de A.

8El niicleo de una representacion irreducible es un ideal a izquierda maximal. Entonces rad A es
también la interseccion de los nucleos de las representaciones irreducibles.
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Ejercicio 2.6. Si Q = (N, F) es un carcaj finito sin ciclos (asi que el dlgebra FQ
es finitodimensional), sea R = R(Q) su ideal de flechas, generado por los elementos
{a,:uerF}.

Demostrar que el ideal R es nilpotente, y que FOQ/R ~F & --- @ F = nlF para algin
n € N*. Concluir que R es un ideal nilpotente maximal y por ende rad(FQ) = R.

Ejercicio 2.7. Si m;: A — Endg V;, parai = 1,...,r, son representaciones irreducibles
finitodimensionales de A, inequivalentes entre si, demostrar que existen idempotentes
el,...,e, € Atales mi(e;) = 1 en EndgV; parai = 1,...,r y ademds m;(e;) = 0 en

Endf V; cuando i # j.
(Bajo cudles circunstancias es posible concluir que e;e; = 0 en A parai # j?
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3 Representaciones de grupos finitos

La teoria de representaciones tiene su origen en los trabajos de Georg Frobenius, a
finales del siglo XIX, sobre los grupos finitos. Si G es un grupo finito y [ es un cuerpo,
entonces el dlgebra de grupo F[G] es una F-dlgebra finitodimensional y la teoria del
capitulo anterior es aplicable al caso. Sin embargo, las representaciones de grupos
presentan unos rasgos distintos, debido al papel jugado por sus caracteres. También son
notables las representaciones unitarias de un grupo finito G, al dotar el G-mddulo V
con un producto escalar, al menos en los casos F = R y F = C. Para aprovechar las
propiedades de representaciones sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, se considerara
mayormente el caso F = C en lo que sigue.

3.1 Semisimplicidad de las representaciones

Conviene recordar la Definicion 1.21 de una representacion de un grupo finito G sobre
un espacio F-vectorial V: esta es un homomorfismo de grupos n: G — GLg(V). Este
homomorfismo se extiende por F-linealidad en una representacion del dlgebra F[G], que
ahora serd denotado por la misma letra 7:

n(a) := Z a,n(g) si a= Z ag 8. (3.1)

geG geG

De esta forma, V recibe la estructura de un F[G]-mddulo; por un pequefio abuso de
lenguaje, se dice que V es un G-moédulo mediante la representacion 7.

Un subespacio vectorial U C V que es invariante bajo cada 7(g), para g € G, es
también invariante bajo cada 7(a), paraa € F[G];y viceversa. Unarepresentacion  de G
es irreducible (no hay subespacios invariantes no triviales) si y s6lo si la representacion
extendida de F[G] es irreducible.

De esta manera, buena parte del vocabulario de representaciones de dlgebras se
transfiere a representaciones de grupos. Por ejemplo, dadas dos representaciones del
mismo grupo, 7: G — GLg(V)y o: G — GLg(W), una aplicacién F-lineal 7: V — W
entrelaza 7 y o si

T(n(g)x) =0(g)(Tx) paratodo geG, xeV, (3.2)

lo cual es equivalente a (1.3) para A = F[G]. El espacio F-vectorial de tales T se puede
denotar por Homg(V, W). Si hay una T invertible con esta propiedad, dicese que 7y o
son representaciones equivalentes de G, escrito m ~ o7; en cuyo caso, vale

o(g)=Ton(g)oT ! paratodo ge€G. (3-3)
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El Lema de Schur, Proposicion 1.15, sigue vélido para representaciones de grupos, al
tomar 7' € Homg(V, W) \ {0}. En el caso de una representacion de rango finito cuando
[ es algebraicamente cerrado, el Corolario 1.16 ahora dice que cada T € Endg(V) es de
laforma A 1y con A € .

» Si[F esun cuerpo de caracteristica finita p, y si p divide el orden del grupo G, la teoria
de representaciones de G sobre espacios [F-vectoriales es complicada.! En este curso, se
asumird lo contrario; en cuyo caso, el siguiente teorema de Maschke presenta una gran
simplificacion.

Teorema 3.1 (Maschke). Si G es un grupo finito y si F es un cuerpo cuya caracteristica
no divide |G|, cada representacion n: G — GLg(V) es completamente reducible.

Demostracion. Cabe recordar (Definicion 2.3) que el G-mddulo es completamente re-
ducible si y solo si cada para G-submddulo U < V existe otro G-submddulo W < V tal
queV==UoW.

Sea U, entonces, un subespacio 7(G)-invariante de V. Témese cualquier subespacio
W < VitalqueV =U@® W’ como espacios F-vectoriales (por ejemplo, al completar
una base de U en una base de V). Si z € V, entonces z = x + y de manera tnica, con
x €U,y e W. SeaP’ € EndgV el proyector sobre U a lo largo de W’, determinado por
P’(x + y) := x. Definase otro operador P € Endg V por la férmula:

1
P:=— Z n(h)o P’ o m(h)™!, (3.4)
|G| heG

Fijese que |G| # 0 en [ porque char F = 0 o bien porque char F = p pero |G| # 0 mod p
en Z, por la hipétesis del enunciado. Entonces 1/|G| € F* es el reciproco de |G| :=
1+---+1€F* Luego la férmula (3.4) estd bien definida en Endg V.

Nétese que Px = x para cada x € U porque n(h)(U) = U para cada h € G; ademas,
imP = P(V) C U, asi que P> = P. Esto muestra que P es un proyector en Endg V.
Definase W := ker P. Entonces V = im P@ker P = U @ W como espacios [F-vectoriales.

Ademads, si g € G, entonces

r(@)o P == 3 wghyo Pox(h™) = = 3 xkyo P o x(k™'g) = Pon(g),
|G| heG |G| keG

asi que P conmuta con . Esto implica que 7(g)(ker P) C ker P paracada g € G, asi que
W es un G-submddulo de V. O

'El libro de Serre es una buena introduccion a dicha teoria.
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En vista de la Proposicion 2.5, este teorema tiene un corolario inmediato.

Corolario 3.2. Si G es un grupo finito y si F es un cuerpo cuya caracteristica no
divide |G|, cualquier G-médulo finitodimensional es semisimple. =|

El dlgebra de grupo F[G] es finitodimensional. De hecho, vale dimg(F[G]) = |G],
porque los elementos del grupo {1, g», ..., g, } forma una base F-vectorial para F[G]. Si
el cuerpo [ es algebraicamente cerrado, de la Proposicion 2.16 se obtiene la estructura
del dlgebra del grupo. Siempre bajo la hipétesis de que char F no divide |G|, se obtiene
la descomposicion siguiente:

FIG] = € Mu,(F), (3.5)
i=1
donde d; = 1, do,...,d, son los grados de las representaciones irreducibles inequiv-

alentes de G (o si se quiere, de F[G]). La primera de estas representaciones es la
representacion trivial del grupo: m1(g) := 1 € Fparatodo g € G, la cual es obviamente
irreducible. Del inciso (b) de la Proposicion 2.16, se obtiene la formula importante:

& +ds+--+d*=|Gl. (3.6)

Ejemplo 3.3. Sea [, el cuerpo finito de orden p, con p primo; y sea C, el grupo
ciclico de orden p — el cual es isomorfo al grupo aditivo (F,,+). Las hipétesis del
teorema de Maschke no son satisfechos en este caso. Como C,, es abeliano (luego F,[C,]
es conmutativo), cada representacion irreducible ; de C, es de grado 1. Al escribir
C,=1{lg g% ...,g""'}, se obtiene nj(g) =Aj € F,con /l? =1.

Luego A; € [F, es una raiz del polinomio x” — 1. Pero resulta que x” — 1 = (x — 1)?
en [F,[x] — al expandir (x — 1) con el teorema binomial — y luego 4; = 1. Entonces la
tnica representacion irreducible de C, sobre espacios [F,-vectoriales es la trivial. Estas
conclusiones no cambian si se reemplaza [, por su clausura algebraica Fp: luego el
dlgebra A = F,[C,] no es semisimple.

De hecho, de la Proposicion 2.13 se obtiene A/rad A = F; el radical de F,[C,] es
un ideal de codimension 1. O

» En el resto de este capitulo, se supondréd que F es un cuerpo de caracteristica 0, asi
que el teorema de Maschke es aplicable y todas los G-médulos son semisimples.

Ejemplo 3.4. Con char F = 0, considérese la representacion del grupo ciclico C, sobre
" dado por permutaciones ciclicas de la base usual de . En otras palabras, al escribir
C,=1{1,88%...,8" '}, basta definir 7(g) € GLg(F") = GL(n, F) por:

n(g)ej:=ej_1 paraj=2,....n; n(g)e;:=e,.
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Por ejemplo, para n = 4, estas matrices 4 X 4 representan Cy:

0100 0010 00 01

~ loo10 > oo o1 5 |1 000
n(l) = 14, ﬂ(g)—oo()l, ﬂ(g)_looo’ ﬂ(g)—()loo-
1 000 0100 0010

Esta representacion es reducible sobre F, por el Corolario 1.17, porque C, es abeliano.
El polinomio caracteristico de n(g) es det(x1, — n(g)) = x" — 1, por expansion en
la primera columna. Ahora @ C F pues charF = 0, asi que Q C F: el polinomio
(x" — 1) tiene n raices distintas en @, de la forma {ZFk=0/1,...,n—1}; estas
raices de la unidad son nimeros algebraicos.? Sin perder generalidad, se puede tomar
Ly i= ¥/ = cos(2m/n) + isen(2n/n). Entonces hay un cambio de base de F que

diagonaliza (g), en la forma n(g) ~ p(g) = diag[1, £y, ..., " ']. Paran = 4:
1 0 0 O
0:¢:i 0 O
@) ~r) =1y o _1 o
00 0 —i
Las representaciones irreducibles ny, . . ., 7, de C,, sobre F estdn dadas por la asignacién
mi(g) = ¢k = eI parak =0,1,...,n— 1. 0

Ejemplo 3.5. Considérese el grupo no abeliano S3 (permutaciones de 3 objetos):
S3 = {1, (123),(132),(12),(13),(23) }.

[ El simbolo 1 denota la permutacién idéntica. || Este grupo tiene una representacion
obvia sobre [F? por matrices 3 x 3: deffnase 7: S3 — GL(3, F) por

100 00 1 010
1510 1 0|, (123)=|1 0 0], (132)—~|0 0 1],

00 1 010 1 0 0

010 00 1 100
12)—[1 0 of, a3—|o 1 0|, @)~]0 0 1. (3.7)

00 1 100 010

La recta diagonal U = {(x,y,z) € F> : x = y = z } es un S3-submédulo de F?. Luego,
esta representacion m de S3 es reducible.

2Aqui Q denota el cuerpo de los mimeros algebraicos: las raices complejas de polinomios en Z[x].
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El plano W = {(x,y,2) € F° : x+ y+z = 0} es otro S3-submédulo de [, el
cual es simple: la restriccién de 7 a W si es irreducible. Entonces F> = U @ W es la
descomposicion de la representacion semisimple 7.

Los primeros tres de estas seis matrices determinan una representacion del subgrupo
ciclico C3 < S3. Entonces F? = U @ W como Cz-mddulos. Si F = C, entonces W es
reducible como Cz-modulo.

En efecto, del Ejemplo anterior, se ve que x|y ~ m @ m3. Escribase

_ omp_ —LHiV3 > omipp_ —1=iV3
=e = —, w i=e = —.

2 2
Entonces W = W; & W, como C3;-mddulos, donde

w

Wi={(x,y,z2)eW:x+wy+w’z=0};
Wo={(x,y,2) e W:x+w’y+wz=0}.

Luego C3 = U & W, & W, es una suma directa de Cz-submédulos unidimensionales.
Obsérvese que para F = R, la descomposicién R3 = U & W es una descomposicién
en irreducibles: el Corolario 1.17 no es aplicable cuando F = R. O

Ejemplo 3.6. La representacion regular (a izquierda) de un grupo finito G se define
como sigue. Témese V := F[G], con base F-vectorial G = {1,g>,...,g,}, donde
n = |G| = dimg(F[G]). Definase 1: G — GLg(F[G]) por

La representacion correspondiente de F[G] sobre si mismo estd dada por el producto en
el dlgebra F[G]; es decir, A(a): b — ab.

Para evitar malentendidos, conviene denotar el elemento g € G por el simbolo x, al
considerarlo como vector basico en F[G]. Con este convenio, la base natural de F[G] se
escribe { x, : g € G } y la representacién regular de G asume la forma

/l(g) . Z bh Xp — Z bh Xgh-
heG heG

En el caso F = C, la representacion regular es semisimple; y su descomposicion en
irreducibles estd dada precisamente por la férmula (3.5). Por la Proposicion 2.16, hay
exactamente r representaciones irreducibles inequivalentes 7y, . .., 7, de G (o de C[G]),
de grados respectivos dy,...,d,; y todos aparecen como subrepresentaciones de la
representacion regular. Al combinar (3.5) con la observacion de que

My,(C) ~ Cle---®C% con d; sumandos,
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al considerar una matriz como el juego de sus columnas, cada representacion irreducible
mj aparece d; veces en la representacion regular:

A~dimedymy®---&d,n,, (3.8)

en consonancia con la férmula (3.6) para la suma de sus grados: d% + d% +---+d? =|G|.
En particular, la representacion trivial 7y, con d| = 1, aparece una sola vez en la
representacion regular. ¢

Ejemplo 3.7. En el Ejemplo 3.5, se exhibi6 una representacion irreducible compleja del
grupo S3, de grado 2: el plano W = {(x,y,z) € C* : x + y + z = 0 } es un S3-médulo
simple. Contando también la representacion trivial, de grado 1, la suma de cuadrados
de grados es necesariamente

1+1+4=6=]|85;|.

Entonces hay otra representacion de grado 1, m: S35 — GL(1,C) = C*, la cual no es
trivial (porque m; y m> son inequivalentes). ;Cudl serd? Se trata, pues, del signo de
una permutacion. Es decir, m(s) := (—=1)° € {+1,-1}. Las permutaciones pares son
1,(123),(132), asi que ker m, = C3; las reflexiones (12), (13), (23) tienen signo (—1). ¢

Definicién 3.8. Sean 7: G — GLg(V)y 0: G — GLg(W) dos representaciones de un
grupo finito G sobre espacios [F-vectoriales. Su producto tensorial es la representacion
7 ® o : G — GLg(V ®f W) definido sobre tensores simples por

n®o(glx®yl:=n(g)x®c(g)y,

paratodo g € G, extendido por F-linealidad al espacio [F-vectorial V®FW. En la notacion
de la Definicion 1.31, esto dice que 7 ® o (g) = n(g) ® 0(g) en GLg(V ®¢ W). o

Ejemplo 3.9. Si 7: G — GLg(V) es una representacion de G, su cuadrado tensorial es
m®2 =g @nsobre V®V. Six,yeV,las férmulas

xVy:%(x®y+y®x), x/\y:%(x@y—y@x)

muestranque x @ y = (x Vy) + (x Ay)en V ® V. Por lo tanto, hay una suma directa de
[F-espacios vectoriales:
VeV =SVeaeA'V.

Es evidente que tanto SV como AV son G-submédulos de V ® V. Se puede escribir
V2 = (n @ m)|gy y % = (7 ® m)|s2y. Estas son, respectivamente, el cuadrado
simétrico y el cuadrado exterior de la representacion .

La descomposiciéon 7 ® 1 ~ V> ® 7> muestra que, aunque 7 sea irreducible, su

cuadrado tensorial es reducible, toda vez que el grado de  sea mayor que 1. O
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3.2 El caracter de una representacion

Definicion 3.10. Sea 7: G — GLg(V) una representacién de grado finito de un grupo
finito G. El caracter de 7 es la funcién y,: G — F dada por

Xn(g) :=trn(g), paratodo g€G. (3.9)

Si 7 es irreducible, se dice — con un pequefio abuso de lenguaje — que y, €s un cardcter
irreducible de G. 0

Observacion: si dimV > 1, el caracter y, no es un homomorfismo de G en F*.

Definicion 3.11. Una funcién ¢ : G — F se llama una funcién de clase sobre G si
w(ghg™") =y (h) paratodo g heG.

Una funcién es de clase si y solo si es constante sobre cada una de las clases conjugadas
de G. Al sustituir 4 — hg, la condicion anterior es equivalente a y/(gh) = ¥(hg) para
todo g, h € G: las funciones de clase también se llaman funciones centrales.

El caricter de una representacion es una funcion de clase, porque

xx(ghg™") = wn(ghg™) = u(n(g) a(h) n(g)™") = wa(h) = xx(h). 0

Lema 3.12. El grado de una representacion nt es xr(1). Dos representaciones equiva-
lentes tienen el mismo cardcter.

Demostracion. El homomorfismo 7 cumple 71(1) = 1y; luegodimV =trly = y,(1).
Si dos representaciones 7 y o son equivalentes, hay un operador entrelazante T que
es invertible y satisface (3.3). De ahi se obtiene

Xo(g) =tro(g) = (T n(g)T™") = tr(g) = x»(g), paratodo g€ G. O
Lema 3.13. El cardcter de la representacion regular A: G — GLg(F[G]) estd dado por
xa(h) =Gl xa(g)=0 para g#1.

Demostracion. Es inmediato que x,(1) = dimg F[G] = |G|. Por otro lado, si g # 1,
entonces A(g) x, = xg;, para h € G. Por lo tanto, en la matriz de A(g) con respecto a la
base { x; : h € G } cada entrada diagonal es 0, asi que su traza es 0. O

Lema 3.14. Sean 'y o dos representaciones de un grupo finito G. Los caracteres de
@ o yden ® o sonlasumay el producto, respectivamente, de los caracteresde 'y o:

Xroo = Xnt+ Xos Xneo = Xn* Xo -
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Demostracion. En notacion matricial, se escribe la suma directa de matrices asi:

0
T®o(g):= (ﬂ(g) ) € GLE(U & W).
0 o(g)
Su traza es la suma de las trazas individuales:

n(g)

0 ) =trr(g) +tro(g) = xx(g) + xo(g)-
0 o(g)

Xnoo(g) = tr (

Conrespecto abases {xy,...,x,}de Vy{yy,...,y,}deW,lasdos acciones lineales
de G determinan matrices A(g) € M, (F)y B(g) € M,,(F):

n

r(@)x; = Y aij(@)xi  o(@yi =) bulg) .
k=1

i=1
Luego, lamatrizde 7 ® 0(g) es A® B(g) € M,,,(F), cuya entrada (ik, jI) es a;;(g) bri(g).
Por lo tanto,

Xroo(g) = (A ® B(g)) = Z Z aii(2) bri(2)

i=1 k=
=trA(g) tr B(g) = tr ﬂ(g) tro(g) = x»(&) xo(g)- m

Definicion 3.15. A cada representacion 7: G — GLg(V) sobre un espacio [F-vectorial
V, le corresponde una representacion dual 7*: G — GLg(V*) sobre el espacio dual
V* = Homg(V, F), dada por

7(g) = yom(gh).
Este 1™ es un homomorfismo, porque si g, h € Gy ¢ € V*, entonces
@ Wy =x* (g on(g ) =y orth)on(g™) =y on(h'g™") = n(gh)y.

Con respecto a una base de V y la base dual de V*, la matriz de 7*(g) es la matriz
contragrediente de la matriz A de 71(g), esto es, la transpuesta de A™!:

n(g) oA = (g o (AT =) =4

Noétese que (AB)™ = A7'B™, es decir, la operacion A — A" es un automorfismo del
grupo de matrices GL(n [F). o

Siy: G — F es una funcién, se denota por ¢ la funcién g — y(g7').
Lema 3.16. El cardcter de la representacion dual * es xp+ = -

Demostracion. Si A es una matriz de 71(g), entonces tr(A™) = tr(A~") porque la traza no
cambia bajo transposicién. Ademas, A~! es la matriz de 7(g)~! = 7(g™}). O
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» Denétese por F (G, F) la totalidad de funciones de clase y: G — F. Esta es una
[F-dlgebra conmutativa, en la cual ¥ — ¢ es una involucion.?

Como los elementos de G forman una base [F-vectorial de F[G], cualquier funcién
de clase ¥ : G — [F puede extenderse por [F-linealidad en una forma [F-lineal central
Y : F[G] — F, esto es, y(ab) = y(ba) para todo a, b € F[G]. (Nuevamente, se usa la
misma letra ¢ para la funcién extendida.)

Al comparar (3.9) con (2.8), es evidente que el cardcter y,: G — [F es la restriccion
a G del caracter y,: F[G] — [F de la representacion extendida del dlgebra F[G]. En
particular, los caracteres yi, ..., Y, de las representaciones irreducibles ry, ..., m. de G
(inequivalentes entre si) se extienden a caracteres del dlgebra de grupo F[G].

De ahi se deduce un corolario inmediato pero muy importante de la Proposicion 2.24:
si F es algebraicamente cerrado, los caracteres irreducibles x1, ..., xr de G son lineal-
mente independientes en F (G, F).

Ejemplo 3.17. El grupo S5 tiene tres caracteres irreducibles y1, y2, x3. Para describir-
las, conviene usar la notacién S3 = {1, s, s2r,rs, rsz}, donde s = (123) y r = (12).
Fijese que las clases conjugadas de S3 son tres: {1}, {s, s’} y {r,rs, rs’}.

Como cada y; es una funcion de clase, basta evaluarla en un representante de cada
clase. Luego dimg(F,(S3,F)) = 3.

La representacion trivial 7y tiene cardcter constante: y(g) = 1 paratodo g € S3. La
representacion de signo m, tiene caracter dado por y2(1) = ya(s) = 1y xa(r) = —1.

Para obtener el cardcter y3, considérese la representacion m del Ejemplo 3.5, de
grado 3. La descomposicién F? = U @ W de ese Ejemplo muestra que 7 ~ 71 & 73,
donde 73 es la representacion irreducible de grado 2 del grupo S3. Luego x» = x1+ x3,
por los Lemas 3.12 y 3.14. Al tomar trazas en (3.7), se obtiene y,(1) = 3, y2(r) =1,
x2(s) = 0. Por tanto, la relacién y3 = y, — x| implica que

Xz(1) =2, x20r)=0, xas)=-1.

La siguiente tabla de caracteres:

Sy |1 r s
1 1 1
Al (3.10)
X2 1 -1 1
X312 0 -1
entonces describe completamente el dlgebra tridimensional F,(S3, F). O

3Una involucién en una dlgebra A es una biyeccion aditiva a — a' tal que (ab)" = b'a’ y (a”)' = a.
Fijese que una involucion es un automorfismo de A siy solo si A es conmutativa.
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3.3 Relaciones de ortogonalidad de Schur

En esta seccion, C seré el cuerpo de los escalares. Por un lado, el cuerpo C es algebraica-
mente cerrado, asi que todos los resultados del Capitulo 2 son aplicables (en particular,
la independencia lineal de caracteres debida a la Proposicion 2.24). Por otro lado, las
funciones complejas poseen una involucion bien conocida, la conjugacion compleja de
funciones, f(x) := m Para compaginar esta con la involucién mencionada sobre
funciones de clase, se requiere un ingrediente méas: dotar un espacio vectorial complejo
con un producto escalar conveniente.

Definicion 3.18. Si V es un espacio vectorial complejo de dimensidn finita, un producto
escalar (o producto interno) sobre V es una aplicacion VXV — C : (x,y) — (y| x) que
cumple:

o (y | x) es C-lineal en la segunda variable;
o {x|y)=(y|x)paratodo x,y € V;
o (x| x) >0, conigualdad solosi x =0en V. O

Dado un producto escalar, cada forma C-lineal f: V — C estd dada por x — (y | x)
para algin vector y € V (este es el lema de Riesz). Fijese bien que (ay | x) = @ (y | x),
asi que la multiplicacion escalar se modifica por una conjugacion compleja, es decir,
@-y:=ay. Seescribe y € V, donde V denota el espacio C-vectorial con el mismo
grupo aditivo, (V, +) = (V, +), pero con la multiplicacién escalar modificada. Entonces
hay un isomorfismo C-lineal V* ~ V.

[ Aqui se usa el convenio de Dirac al tomar el producto escalar C-lineal en la segunda
variable pero antilineal en la primera variable. Dirac escribia |x) para denotar un vector
x € V, pero (y| para denotar la forma lineal dada por y € V; la evaluacién de la forma
(y| en el vector |x) entonces es simplemente la yuxtaposicion (y | x). |

Un espacio C-vectorial finitodimensional admite muchos productos escalares. En
efecto, si {uy,...,u,} es una base de V, existe un unico producto escalar (- | -) tal que
esta base es ortonormal: (uj |uy) = [j = k]. Six = Z;.lzl bjuj, y = 7 _, ckux son dos
vectores en V, el producto escalar correspondiente es (y | x) := Z’J?Zl Cib;.

Definicién 3.19. Dada una representacion de grupo n: G — GL¢(V), dicese que un
producto escalar sobre V es G-invariante y que 7 es una representacion unitaria si

(n(g)y | n(g)x) =(y|x) paratodo x,yeV, geG.
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Si G es un grupo finito, siempre es posible hallar un producto escalar G-invariante. De
hecho, (- |-) es un producto escalar arbitrario sobre V, el siguiente promedio proporciona
un producto escalar G-invariante:

1
(v x) = — > (x(h)y | n(h)x). (3.11)
|G| heG
En adelante, sin perder generalidad, se asumird que cada representacion compleja 7 es
unitaria. o

Dada una representacion unitaria 7: G — GL¢(V), cada n(g) € Endc V posee una
matriz A(g) € GL(n, C) con entradas

a;j(g) = (ui | m(g)u;) (3.12)

donde {uy,...,u,} es una base ortonormal de V, con respecto a un producto escalar
G-invariante. Esta A(g) es una matriz unitaria, es decir, A(g)*A(g) = 1,, por cuanto

n n

D @ii(@)aj(e) = D (@ | wy)u; | 7(ghus)

j=1 j=1
= (m(Qui | m(gur) = (wi [ ux) = [li = k]

Dendétese por U(n) el grupo de matrices unitarias, el cual es un subgrupo de GL(n, C);
se ha comprobado que A(g) € U(n).

Cada matriz en U(n) es diagonalizable, por un cambio de bases ortonormales, asi
que A(g) ~ diag[A1(g),...,A,(g)] y esta matriz diagonal también es unitaria, lo cual
significa que [4;(g)| = 1 para j = 1,...,n. Estos 4;(g) son los autovalores de A(g),
contados con multiplicidad. El caricter y, entonces satisface

n

¥n(g) = r7(g) = ]ZI 1(s) = ; e

= te(n(g)™) = rm(g™") = xx(g™),

Esto muestra que ¥, = x, = X cuando 7 es unitaria.
En el espacio C-vectorial finitodimensional F.(G, C), la siguiente receta define un
producto escalar:

1 -
W) == > wh) eh), (3.132)
|G| heG
Siy = xr es el cardcter de una representacion unitaria, entonces también vale:
1 -
Wle) == > wh ™) e(h). (3-13b)
|(;|heG
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Proposicion 3.20 (Schur). Sean 7: G — GLc(V)y 00: G — GLc(W) dos representa-
ciones unitarias irreducibles de un grupo finito G. Entonces:

(a) Sinmy o no son equivalentes, sus caracteres son ortogonales, {xo | xr) = 0.
(b) EnelcasoV =W yn=o,vale x| xr) = 1.

Demostracion. SiT:V — W es una aplicacion C-lineal cualquiera, definase

~ 1
Ti= — Z o) T n(h).
|G| heG
Entonces o(g)T = Tn(g) para g € G, es decir, T entrelaza yo.
Sean A(g) la matriz de 7(g) con respecto a una base ortonormal de V, dada por (3.12);
y sea B(g) la matriz andloga de o (g). Las matrices [t¢;] de T y [#x;] de T obedecen:

s = g 2 0 bualh ™t .

heG il

Ad(a): Siny o noson equivalentes, el lema de Schur (Proposicion 1.15) muestra
que T = 0. Al tomar para T la aplicacién lineal |u;){(u;| con matriz elemental Ej;, se

concluye que*
1
—|§ b(h ") a;j(h) =0 paratodo i, j, kL.

|G heG
Como /\/n(h) = 2?21 a;i(h) y Xo’(h) = 22’121 by (h), se deduce que <X0' | )(71) =0.
Ad(b): Enelcasode que V= Wy = o, el lema de Schur (Corolario 1.16)
implica que T = A 1y con A = (tr T)/n.
Nuevamente, al tomar para 7 la matriz elemental Ej;, cuya traza es d;; = [I = i], se
obtiene

1 ~ 1
ﬁ Z ari(h l)aij(h) = ; O1i 6’(/'

heG
Entonces es inmediato que
1 < 1 <& n
<Xﬂ'|/\/ﬂ'>:@z Zakk(h_l)aii(h):—dei:—:l_ O
heG ik=1 e n

Estas relaciones de ortogonalidad de Schur ofrecen, en el caso F = C, una segunda
demostracion de que los caracteres irreducibles yi,..., ¥, de G son linealmente inde-
pendientes. Ademds, permiten establecer mejorar el Lema 3.12 en el siguiente criterio
de equivalencia de representaciones unitarias.

4La notacidn |x)(y| se refiere a la aplicacién C-lineal de rango uno, z — x{y|z) = (v | z) x. La traza
de esta aplicacion es tr(|x)(y|) = (y | x).
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Teorema 3.21. Dos representaciones unitarias (de grados finitos) de un grupo finito G
son equivalentes si y solo si sus caracteres son iguales.

Demostracion. Si n: G — GL¢(V) es una representacién unitaria, el teorema de
Maschke garantiza que
T ~nn ®&nymy®---®n,m,

donde y, ..., son las representaciones irreducibles de G. Cada copia de 7; en esta
descomposicion actiia sobre un subespacio G-invariante de V, dotado con un producto
escalar G-invariante (la restriccion del producto escalar original sobre V). Luego estas
subrepresentaciones 7; son también unitarias.

El Lema 3.14 y la Proposicion 3.20 ahora implican que

Xe=nx1+--+nx, con n;=(x;|xz) para j=1,...r. (3.14)

Si o: G — GL¢(W) es otra representacion unitaria, con o ~ mmw; & - - - & m,m,, el
teorema de Krull y Schmidt implica que 7 ~ o siy solosin; = mj para j = 1,...,r;
siysolosi yr = xo- O

Elntmeron; = (x| x»)de sumandos de ; en la descomposicién de  en irreducibles
se llama la multiplicidad de 7; en 7.

Ejemplo 3.22. El Ejemplo 3.5 introdujo dos representaciones irreducibles del grupo S3,
como subrepresentaciones de la representacién 7 de S3 sobre C* por permutacién de
las coordenadas. Nétese que el producto escalar usual sobre C? es invariante bajo estas
permutaciones, asi que 7: S3 — U(3) es unitaria.

La recta diagonal x = y = z de C? lleva la representacién trivial 71, como subrepre-
sentacion de 7.

El plano x + y + z = 0 en C3 — el complemento ortogonal de la recta diagonal — lleva
otra representacion o de S3. Una base de este plano estd formada por los dos vectores
x1 = (1, w, w?) y x2 = (1, w?, w). Con respecto a esta base, las matrices (unitarias!) de
los o(g) estan dadas por:

10 w? 0 w 0
l|—>(0 1), (123)!—)(0 a))’ (132)|—>(0 wz)’

0 w? 0 w 0 1
(12)H(w o)’ (13)H(w2 0), (23).—>(1 0). (3.15)

Entonces y.: S3 — C toma los seis valores 2, —1, —1, 0, 0, O sobre estos elementos (es
una funcién de clase), al notar que 1 + w + w? = 0. Por lo tanto, vale

1
<X‘T|X‘T>:6(4+1+1+0+0+0):1’
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lo cual comprueba que o es irreducible. Su grado es y (1) = 2, desde luego. También,
se obtiene o ~ m3 porque Y, = X3, al examinar la tabla de caracteres (3.10). O

» Siy € F.(G,C)ysin: G — GL¢c(V) es una representacion unitaria de G de grado
finito, considérese el operador siguiente en Endc(V):

M, := Z w(h) w(h). (3.16)

heG

Para todo g € G, vale

(@) Ty 7(2)™" = )y a(@)n(n(g™") = ) w(h) n(ghg™")

heG heG
= > w(g " kg) (k) = > (k) n(k) =TI,
keG keG

asi que II, conmuta con la representacion mr. Si & es irreducible, el lema de Schur
muestra que 11, = ¢y 1y. Al tomar trazas, se obtiene

cydimV = 3" y(h) xx(h) = [GI(F | xx). (3-17)
heG
Proposicion 3.23. Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles { x1, . . ., xr} son

una base ortonormal para el espacio vectorial F.(G, C) de funciones de clase complejas.

Demostracion. LaProposicion 3.20 muestra que x1, . . ., ¥ forman una familia ortonor-
mal en F,(G, C), con respecto al producto escalar (3.13).

Falta mostrar cualquier ¢ € F.(G, C) es una combinacién C-lineal de estos caracteres.
Basta comprobar que esta familia ortonormal es total, es decir, que la tinica ¢ ortogonal
atodo y;es ¢ =0.

Supdngase, entonces, que ¢ € F.(G,C) satisface (x| ¢) = Oparaj = 1,...,r.
Escribase ¢ := ¢ € F.(G,C). Sea m una representacion unitaria de G sobre un espacio
C-vectorial finitodimensional V, y considérese el operador II, dado por (3.16). Al
escribirr ~ nym @ - - - ® n,m,, se obtiene

ey dimV = Gl(¢ | xx) =G Y nile | x) =1GI > ni{x; e} =0,
j=1 j=1
asi que ¢, = 0y por ende I1;, = 0.
En particular, si 7 = A es la representacion regular de G sobre V = C[G], la
férmula (3.16) define un operador Ly que cumple Ly = 0. Entonces

Z w(h) xp = Z w(h) A(h)x1 = Lyx; =0 en C[G].

heG heg
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Como los xj, son linealmente independientes, se concluye que cada (k) = 0; es decir,
Y = 0ytambién ¢ = Oenelespacio F.(G, C). Luego, la familia ortonormal { 1, ..., ¥}
es total. m|

Corolario 3.24. El niimero de representaciones unitarias irreducibles inequivalentes de
un grupo finito G coincide con el niimero de sus clases conjugadas.

Demostracion. Las funciones que valen 1 en alguna clase conjugada y O en las demads
forman una base para F.(G, C). Luego dim¢ F,(G, C) es el nimero de clases conjugadas.

Por otro lado, como F.(G, C) admite el producto escalar (3.13), su dimension es la
cardinalidad r de la base ortonormal { 1, ..., xr}. O

Por ejemplo, el grupo S3 posee tres representaciones unitarias irreducibles y tiene
tres clases conjugadas (la identidad, las transposiciones, los 3-ciclos).

Ejemplo 3.25. Si el grupo finito G es abeliano, las clases conjugadas son los singuletes
{g} c G. Entonces G posee un total de |G| representaciones irreducibles complejas
inequivalentes, todos de grado uno, en consonancia con la férmula (3.6).

Una representacién irreducible 7 del grupo ciclico C, = {1,8,8% ...,8" '} estd
determinado por & := m(g) € C* y se verifica & = n(g") = n(1) = 1. Entonces
EceU)={zeC:lzl=1}yna(Cy) ={1,&&%...,6" '} c U(1). Como ¢ es una
n-ésima raiz de 1, las tnicas posibilidades son & = & = e */" parak =0,1,...,n— 1.
Al tomar 7j(g) := &;-1, las Unicas representaciones unitarias irreducibles de C, son
n,...,m,. Ellos son (necesariamente) inequivalentes entre si. o

» La coincidencia del numero de clases conjugadas de un grupo finito G con el numero
de sus caracteres irreducibles hace factible ilustrar las representaciones irreducibles
mediante una tabla de caracteres. Esta es un arreglo cuadrado, cuyas filas corresponden
con los caracteres irreducibles y1, ..., x, y cuyas columnas corresponden con las clases
conjugadas. Témese un conjunto {4y, hy, ..., h,} de elementos de G, con h; = 1, que
tiene un representante de cada clase conjugada. La entrada (j, k) de la tabla de caracteres
es el valor y;(h;) € C. Convencionalmente, se reserva la primera fila para el cardcter
de la representacion trivial y la primera columna para las evaluaciones en 1, que dan los
grados respectivos de las representaciones irreducibles.

En el grupo S3, por ejemplo, el juego de elementos {1, r, s} contiene una transposi-
cién r y un 3-ciclo s; en el Ejemplo 3.17 se tomé r = (12) y s = (123). El arreglo 3 x 3
de la férmula (3.10) es la tabla de caracteres correspondiente.
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Notese que las filas de (3.10) son ortonormales para el producto escalar (3.13):

1+3+2 4+0+2
dilxn=elx)=—c—=1 (slxs)=—Fc—=1

2+0-2 1-3+2
iy =l =—r—=0 (nlx)=——=0

Este es simplemente un caso concreto de la Proposicion 3.20.

En el célculo anterior, se ha empleado una forma compacto del producto escalar
(3.13a) de las filas, al notar que los sumandos m @(h) se repiten varias veces, porque
¥y ¢ son funciones de clase. Para k = 1,...,r, sea my la cardinalidad de la clase
conjugada de Ay, es decir,

me:=#{ghkg™' 1 g € G} =[G: Zg(hy)].

El lado derecho es el indice del subgrupo Zg(hy) := {g € G : ghig™" = hy }; en parti-
cular, |G|/my = |Zg(h)| es un entero positivo, por el teorema de Lagrange. Entonces se
puede reescribir (3.13) asi:

1
|G|

1

W)= Gl

D wh) ¢(h) =

heG

D mic (i) e(h). (3-18)
k=1

En otras palabras, las filas de una tabla de caracteres son ortogonales, con respecto al
siguiente producto escalar sobre C':

r

(zlwyi= D =5 o - (3.19)
k=1

Resulta que las columnas de una tabla de caracteres son a su vez ortogonales (aunque
no normalizadas), con respecto al producto escalar usual sobre C",

,
(zlw)i= ) Zowe,
k=1

como afirma el lema siguiente (también debido a Schur).

Lema 3.26. Si {hy, hy, ..., h,} es un juego de representantes de las clases conjugadas
de un grupo finito G, entonces se cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

- —— |G|
xj(hi) xj(h)) = — 011 . (3.20)
—1 s

J
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Demostracion. Considérese la matriz diagonal M := diag[m,...,m,] € M,(C). La
ortonormalidad de las filas de la tabla de caracteres dice que

1

0ij = xi | Xj)ﬁ

-
Z my xi(hi) x j(h).
k=1
Sea C = [c;] la transpuesta de la matriz de las entradas cx; := x;(hy) de la tabla de
caracteres. Las relaciones de ortogonalidad anteriores pueden resumirse en la siguiente
igualdad matricial en M,(C):

C*MC =|G| 1,.

[ La entrada (i, /) de la matriz C* es ¢j; = W.]} Si B = diag[by, ..., b,] es la matriz
diagonal real con entradas by := /my /|G|, entonces la matriz U := BC € My(C) es
unitaria; es decir, U*U = 1, .

Una matriz unitaria es invertible, porque | det U|> = det(U*U) = 1. Luego U~! = U*
y por ende UU* = 1,. Esto implica que BCC*B = 1, (fijese que B* = B por ser B
diagonal y real), y en consecuencia CC* = B~2. Esto comprueba (3.20):

.
_ 1 |G|

chjclj = Okl = P Okl - m]

=1 k k

Ejemplo 3.27. Considérese el grupo diedral D, de las simetrias de un cuadrado, gene-
rado por una rotacion r = pr; de periodo 4 y una reflexion s = uo perpendicular a un
par de lados. Notese que rs = p/2 es una reflexion en una diagonal del cuadrado. La
notacion se refiere a las siguientes isometrias del plano euclidiano R?:

. cosd —senb . cosf senf _ (3.21)
pe = senf cosf |’ He -= senf —cosf/’ 3

las pg son rotaciones y las ug son reflexiones. Entonces, resulta que

2 3

Dy ={1,r, r2, r3, S, rs, res, r3s}, con sr=r"s.

El subgrupo de rotacioneses C4 = {1, r, r2, r3}. Notese que srs~l =13, asi que {r, r3} es

una clase conjugada; ademds, rsr~' = rsr3 = rr’s = r’sporque r* = 1,y {s, r’s} esotra

3

clase conjugada; también, r(rs)r~' = r3s asi que {rs, 7s} es una clase conjugada. Junto

con los singuletes {1} y {r?}, hay cinco clases conjugadas en total, con representantes
1, m:=r?
Debe haber, entonces, cinco representaciones unitarias irreducibles inequivalentes

de D4. El centro del grupo es Z(Dy) = {1,m} ~ C,, y resulta que D4/Z(Dy) =V,

LI, Syt :=rs.
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el grupo no ciclico de orden 4. Si n: Dy — V es el homomorfismo cociente y si
o;j:V — U(l), para j = 1,2,3,4, son las cuatro representaciones irreducibles del
grupo abeliano V, entonces las 7r; := o; o i definen cuatro representaciones unitarias
irreducibles del grupo D4 (inequivalentes entre si), todos de grado 1.

Falta otra representacion, rs, que debe ser de grado 2, puestoque 1+1+1+1+4 = 8.

El grupo V tiene la forma V = {1, a, b, ab}, con a = b = (ab)2 = 1, asi que las
o ; toman valores en {1, -1}, necesariamente. Esta circunstancia da las primeras cuatro
filas de la tabla de caracteres de Dg:

Dis|1 m r s t
xi|1 1 1 1 1
x2!1 1 1 -1 -1
x3|1 1 -1 1 -1
x4l 1 -1 -1 1
X512 -2 0 0 O

La dltima fila empieza con 2 = y5(1). Siestafilaes (2,q,J,k,1) € C>,la ortogonalidad
de filas muestra que 2 + g + 2(+j + k + [) = 0 para cuatro patrones de signo diferentes.
Luego j = k =1 =0y luego también g = 2.

(Cuadl seria, entonces, esta representacion zs: Dy — U(2)? No es otra cosa que la
presentacion original (3.21) de los elementos de D4 en términos de matrices 2 X 2! De
hecho, una matriz ortogonal real es también unitaria; y al calcular las trazas de la matrices
12, pr, Pr/2, Ho- Hrj2, s€ obtiene los valores 2, -2, 0, 0, 0. El cardcter correspondiente
es xs; luego esta representacion es irreducible y es equivalente a rs. O

Ejemplo 3.28. Considérese el grupo alternante A, de permutaciones pares de cuatro
objetos. Es evidente que |A4] = 4!/2 = 12 y que A4 tiene cuatro clases conjugadas,
representadas por los elementos tipicos 1 = 1, r = (12)(34), s = (123),t = (132).

Los pares de transposiciones y la identidad forman un subgrupo normal N =
{1,r,srs" ' trt™1}. (Este es el tnico 2-subgrupo de Sylow de A4, porque los otros
ocho elementos son 3-ciclos.) Notese que A4/N = {N,sN,tN} ~ C;. Las tres rep-
resentaciones irreducibles del grupo abeliano C3, compuestas con el homomorfismo
cociente : A4 — C3, dan tres representaciones irreducibles 71, mp, 3 de A4, todos de
rango 1.

La cuarta representacion irreducible 4 (solo hay cuatro inequivalentes, porque solo
hay 4 clases conjugadas) debe tener rango 3 porque |A4] =12 =1+ 1+ 1+ 9. La tabla
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de caracteres de A4 es la siguiente:

Ay |1 r s t
xi|1 1 1 1
x2 |1 1 w w?
y3|ll 1 o w
xa|!3 -1 0 O

Las primeras tres filas se obtienen directamente de la tabla de caracteres del grupo
cociente Cs3; en ellas, la columna bajo r duplica la primera columna porque *rN = N en
Ay4/N.

Laltima fila empieza con 3 = y4(1). Siestafilaes (3, ¢, j, k) € C*, la ortogonalidad
de las filas con respecto al producto escalar (3.19) implica que

3+3¢+4(j +k)=3+3¢+4(jw + kw®) =3 +3q + 4(jw? + kw) = 0,

asique j = k =0y ademds g = —1.

Se sabe que A4 actia en R3, y de igual manera en C?, por rotaciones de un tetraedro
regular centrado en el origen. Por ejemplo, se puede tomar cuatro de las ocho esquinas
de un cubo como vértices del tetraedro: (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1) y (1,1, 1).
La accién de los 3-ciclos s y ¢ deja fijo el cuarto vértice y permuta los primeros tres;
ellos actiian por rotaciones de dngulos +27 /3 alrededor de la recta que pasa por el origen
y (1,1,1). El elemento r y sus conjugados actdan por rotaciones de 7 (pues r> = 1)
alrededor de los ejes coordenados. Si o: Ay — SO(3) denota esta representacion,
entonces

-1 0 O 0 01 010
ocr)y=R:=10 -1 0], o(s)=S:=|1 0 0|, o@®)=T:=|0 0 1].
0O 0 1 010 1 00

La accion de s y ¢ deja fijo inicamente la recta x = y = z y el plano x + y + z = 0, pero
la accion de r no los conserva; luego esta accion de A4 es irreducible en R3 o C3. Al
calcular las trazas de las matrices exhibidas, se ve que esta accién o~ de A4 es equivalente
a la representacién m4. En efecto, se ve que y,(r) = trR = —1, y,(s) =trS =0y
Xo(t)=trT =0;asique yo = x4. O

» La tabla de caracteres de un grupo finito G ofrece un resumen concreto de la natu-
raleza de sus representaciones irreducibles. Como se ve en los ejemplos anteriores, su
determinacion de esa tabla requiere informacion detallada acerca del grupo.

70



MA-—729: Teoria de Representaciones 3.3. Relaciones de ortogonalidad de Schur

Es posible aprovechar la tabla de caracteres para determinar la descomposicién de
un producto tensorial de representaciones.

Definicion 3.29. Sean 7;: G — GL¢(V)) y mj: G — GL¢(V;) dos representaciones
irreducibles del mismo grupo finito G. Su producto tensorial 7;®7;: G — GLc(V;®V))
en general no es irreducible, sino que admite una descomposicion:

r r

T ®mj ~ EB nlk] mr sobre V;®cV; ~ @ nlk] Vi, (3.222)
k:l k:1

para ciertos coeficientes nlkj € N. Esta formula de Clebsch y Gordan asocia a cada
grupo finito G un juego de enteros nlk] La determinacion de estos enteros se llama el
problema de Clebsch 'y Gordan. Al aplicar el Lema 3.14 a esta férmula, se obtiene una
relacion andloga entre los caracteres irreducibles:

r

XiXj= Z nf Xk (3.22b)
k=1

que permite hallar los nl"] = vk | xi xj)- ¢

Ejemplo 3.30. Considérese la representacion irreducible 73 de Sz, de grado 2; entonces
el grado de m3 ® w3 es 4, asi que esta representacion no es irreducible. De la tabla
de caracteres (3.10), donde y3 < (y3(1), x3(r), x3(s)) = (2,0,—1), se obtiene X% ©
(4,0,1). Larelacion X% = né3 X1 +n§3 X2 +n§3 X3 se puede resolver de modo elemental,
al evaluarlo en 1, r, s sucesivamente:

1 2 3 1 2 1 2 3
4=n3;+n5;+2n3;, O0=nz—n3;, 1=n3+n3;-n3;,

1 _ 2 _ 3 _
para obtener ny, = n3; = n3; = L.

Alternativamente, se puede usar la ortogonalidad de filas bajo el producto esca-
lar (3.19):
4+0+2 3 5
e BV S PEE
En todo caso, se obtiene 713 ® m3 ~ w1 & 1 B 3.

En el Ejemplo 3.9, hay otra descomposicién 3 ® 3 ~ S?m3 ® A%mr3 (con un pequefio
abuso de notacion), sobre el espacio vectorial

8+0—2_

1.
6

né3 ={x1 |X§>:”§3 :<X2|X§>:

C’C*~S*C?a AN C*~C’oC

por conteo de dimensiones. Resulta que A273 no es trivial, asf que A>73 ~ 5 y por lo
tanto S27T3 ~ T @ m3. O
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3.4 Representaciones inducidas

En esta seccion, se supone inicialmente que G es un grupo finito y que F es un cuerpo
cualquiera cuya caracteristica no divide |G|, y asi F[G] es semisimple.

Si 7: G — GLg(V) es una representacion de un grupo G, su restriccion a un
subgrupo H < G define una representacién de H sobre el mismo espacio‘ C-vectorial
V. Esta restriccion puede denotarse por Resg(n) = ny: H — GLg(V); por definicién,
g (h) := n(h) paratodo h € H.

Si 7 es irreducible, la restriccion my generalmente no es irreducible como repre-
sentacion de H. Por ejemplo, si H es un subgrupo abeliano, entonces 7y es una suma
directa de subrepresentaciones de rango 1. En el Ejemplo 3.5 se exhibe la representacion
irreducible 3 de grupo S3, cuyo rango es 2, pero su restriccion al subgrupo abeliano Cs es
reducible, como evidencian las primeras tres matrices diagonales en el despliegue (3.7).

Otro ejemplo de restriccion de representaciones ocurre con la representacion regular
A: G — GL(F[G]) de un grupo finito, dado por A(g) xi := xgx para k € G, segin el
Ejemplo 3.6. Entonces Ay (h) xy = xprparah € Hy k € G. SeaW =lin{x;, : h € H)el
subespacio F-vectorial de V = F[G] generado por la parte de la base correspondiente al
subgrupo H. Entonces W es invariante bajo Ag; y Ag|w coincide con la representacion
regular de H. Sea {1, g2,...,8m}, con m = [G:H], una familia de representantes de las
coclases gH en G/H. Hay una suma directa de espacios [F-vectoriales

V=WolgWe- - &Agn)W. (3.23)

En esta suma directa, el primer sumando es un H-mddulo (bajo la accion Ay de H),
pero los otros sumandos no son H-médulos, sino que los operadores A(h) € EndgV
los permutan entre si. Nétese que el sumando A(g;)W solo depende de la coclase g;H,
porque A(g;ih)W = A(g))A(W)W = A(g;))W si h € H.

» En la direccion opuesta, dada una representacion o-: H — GLg(W) de un subgrupo
H < G, se puede construir una representacion de G por el método siguiente.

Definicién 3.31. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G con [G:H] = m; Sea
G/H = {H,gH,...,g,H} el conjunto de coclases (a izquierda) de H. Escribase
g>i = jcuando gg;H = g;H. Dicese que una representacién o: H — GLg(W) induce
una representacion 7: G — GLg(V) con W < V si
n(h)lw = o(h) parahe H,
V=WeW,®---&W,, donde (3.24)
n(g)W; =Wy, parag €G.
Fijese que dim W; = dim W para cada i; ademds, vale dimV = m dim W porque la suma
de subespacios es directa. O
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Es evidente de la definicién que la representacion regular A de G es inducida por su
restriccion Ay a un subgrupo H, en vista de (3.23). Es menos evidente que cualquier
representacion o de H induce alguna representacion de G. A continuacién se ofrece una
prueba de existencia y unicidad (hasta equivalencia) de dicha representacién inducida, y
luego una receta explicita que la exhibe.

Proposicion 3.32. Sea G un grupo finito y H < G; sea n: G — GLg(V) una repre-
sentacion de G inducida por una representacion o: H — GLg(W). Sit: G — GLg(U)
es otra representacion de G, y si S € Homg(W, U) cumple S o o(h) = 7(h) o S para todo
h € H, entonces existe una tinica T € Homp(V,U) tal que T|w = SyTon(g) = 7(g)oT
para todo g € G.

Demostracion. La conclusion puede reformularse como el siguiente enunciado: cada
aplicacion que entrelaza o y Ty puede extenderse (de manera Unica) a una aplicacion
que entrelazamy 7.
.. .. . -1 .
Para la unicidad de T, fijese que si y € W;, entonces nr(g; ')y € W, asi que

Ty = Tr(g)|n(g; )y] = 7(g) T (g7 My] = (g:) S[m(g; Hy].

Entonces T queda determinada sobre cada W; y por ende sobre su suma directa V.
Para la existencia de T, el resultado del calculo anterior sirve como una definicion:

Ty :=1(g;) S[x(g;')y] para ye Wi

Para que sea una buena definicion, se debe asegurar que 7y no depende del representante
gi dela coclase g;H. Si h € H, nétese que

w(gih) S[n((gih) My] = () T(h) S[o-(h™H)m(g; Hy]
= 1(g) S (W[ (h Hn(g; y] = 7(g:) S[x(g; My]-

Luego T esté bien definida sobre cada W;; y Ty = Sy paray € W (enel casoi = 1). Si
x € V, entonces x = y; + - - - + y,, de manera unica porque la suma (3.24) es directa, asi
que Tx :=Ty; + -+ + Ty, determina T € Homg(V, U).

Si g € G,y € W, se puede suponer que gg; = g; para algtn j. Luego n(g)y € W;,
asi que

Tr(g)y = 7(g) S|(g; ) m(g)y] = 7(8) () S[r(g; )y] = 7(&) Ty.

Esto verificaque T o n(g) = 7(g) o T paratodo g € G. O
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Corolario 3.33. Sea H un subgrupo de un grupo finito G y sea o: H — GLg(W) una
representacion de H. Entonces existe una representacion n: G — GLg(V) inducida
por o, la cual es unica hasta equivalencia.

Demostracion. Si dos representaciones 01 y 02 de H inducen representaciones 7y y 72
de G, es facil chequear que o ® 0, de H induce la representacion m; & mp de G.
Basta suponer, entonces, que o es irreducible; en cuyo caso, es equivalente a una
subrepresentacion de la representacion regular de H. Con subespacios apropiados de la
suma directa (3.23), se puede fabricar una representacion inducida  de G.

Si 7: G - GLg(U) es otra representacion inducida por la misma o, la propiedad
7(h)|lw = o(h) para h € H dice que la inclusion S: W — U cumple So o (h) = t(h)o S
para h € H. La Proposicion 3.32 muestra que S se extiende a 7 € Homg(V, U) que
entrelaza ry 7.

La relacion T o n(g) = 7(g) o T implica que la imagen de T incluye cada 7(g)W;
luego, T es sobreyectiva. Como dimU = [G:H|dim W = dim V, entonces T es también
inyectiva. El operador entrelazante invertible T establece la equivalencia 7 ~ 7. O

Si H < G y o es una representacion de H, se denota por Indg(o-) = 0% la repre-
sentacion de G inducida por o-. Con esta notacion, la Proposicion 3.32 puede reformularse
como sigue.

Proposicion 3.34. Sea H un subgrupo de un grupo finito G; si o: H — GLg(W) es una
representacion de H, sea 0: G — GLg(V) la representacion de G inducida por o
Entonces, dada otra representacion t: G — GLg(U), hay un isomorfismo F-lineal

Hompy (W, U) — Homg(V, U) (3:25)
cuyo isomorfismo inverso es la restriccion T +— T|y. B

Para grupos finitos de bajo orden, la construccién de o€ a partir de o estd implicita en

la férmula (3.24). Si [G:H]| = m, sean W,, ..., W,, unos espacios vectoriales isomorfos
aWyseaV =WeaeW,®--- & W, susuma directa F-vectorial. Dado una familia
{1, g2,...,gn} de representantes de coclases en G/H, témese un isomorfismo fijo de

T;:W — W;, con Ty := ly. Para g € G, larelacién gg; = g;h determina h € H,
definase o%(g) sobre W; por ¢(g) o T; := T; o o(h). Es facil chequear que o¢
homomorfismo de G en GLg(V) que cumple (3.24).

€S un

G mediante una férmula

explicita, que admite una generalizacion directa a grupos infinitos. Antes de abor-
darla, conviene reformular la representacion regular (a izquierda) de un grupo finito G.

» Hay una forma alternativa de definir la representacién o
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Dendétese por F(G, F) la totalidad de funciones ¢: G — [, sin condicion alguna. Este es
obviamente un espacio F-vectorial de dimension |G|; una base es la familia de funciones
{6n:he G}, donde

1 sig=h,

on(g) =
0 sig#h,

o mas brevemente, d,(g) := [¢ = h]. Definase una representacién £ de G sobre este
espacio por
Ug)é(x) = é(g™'x), para g€ G. (3:26)

En particular,
0Q)on(x)=6p(g'x) =1 = glx=h & x=gh.

Entonces estd claro que £(g)d, = d,p, para todo g,h € G. Entonces el isomorfismo
F-lineal F[G] — F(G,F) dado por la correspondencia de bases x;, + d;, para h € G,
entrelaza la representacion regular A con £. En breve, A ~ ¢, y la representacion definida
por (3.26) también puede llamarse la representacion regular (a izquierda) de G.

Ahora sea 0: H — GL(W) una representacion (de rango finito) de un subgrupo
H < G. Considérese el siguiente espacio [F-vectorial de funciones con valores en W:

Vi={y: G- W:y(xh)=och Yykx)siheH}. (3.27a)
Definase n: G — GL(V) por
n(Q)y(x) :=y(g"'x) para ge€G. (3.27b)

Es evidente que 71(g)y € V porque ¥(g~'xh) = o(h~)(y(g~'x)) parag,x € G, h € H.
Notese que V es finitodimensional porque |G|y dim W son finitos. Ademads, por su
definicion, cada ¢ € V estd determinado por sus valores y/(g;) sobre unos representantes
1,82, ...,8n de las coclases g;H en G/H. Al identificar ¢ < (Y(1),¥(g2), ..., ¥ (gm)),
se obtiene un isomorfismo F-lineal V ~ W, & W, & --- & W,,, donde cada W; es una
copia isomorfa de W.
Bajo este isomorfismo, se ve que la relacion gg; = g;h implica

n(@(g)) = w(g™'g) = y(gih™) = (M)W (2:),
asf que (g) lleva W; en W; y que mr(h) coincide con o-(h) sobre Wy ~ W. Luegon ~ o ©.
De hecho, se puede tomar (3.27) como la definicion concreta de Indg(a).

» El caricter de una representacién inducida o© est4 relacionado con el caricter de la
representacion original o, mediante una férmula explicita obtenida por Frobenius.
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Proposicion 3.35. Sea G un grupo finito tal que charF no divide |G|; para H < G,
escribase G/H = {H,g:H,...,gnH}. Si 0: H — GLg(W) es una representacion
de H, el cardcter de la representacion inducida n = o© de G estd dado por

ORI YO RS L Y O R )
i:g;'kgieH g:g 'kgeH

Demostracion. En primer lugar, nétese que las dos sumas son iguales, porque y.

es una funcién de clase sobre H; en efecto, si g"'kg € H con g = g;h, entonces

yo(glkg) = )((,(h_lgi_lkgih) = )((,-(gl._lkgi); por eso, en la segunda sumatoria los

términos )((T(gl._1 kg;) aparecen repetidos | H| veces cada uno. (Es legitimo dividir por |H|

porque |H| # 0 en F, por hipétesis.)

Sea W; = n(gj)W para j = 1,...,m. Si k € G, entonces n(k) € GLg(V) donde
V= @Zl W; y el operador 7(k) permuta los subespacios W; de V. De hecho, kg; € g;H
siy solo si w(k)(W;) = W;.

Para calcular la traza y,(k) = tr7(k), se puede usar una base de V formado por una
unién de bases de los W;. La matriz de (k) con respecto a esta base es un arreglo m X m
de bloques de lado |H| cada uno. En la fila i de este arreglo, hay un solo bloque no nulo,
el cual queda en la columna j tal que 7(k)(W;) = W;. Entonces tr (k) es la suma de las
trazas de los bloques diagonales, coni = j. Ahora bien, la relacion kg; € g;H siy sélo
si gi‘lkg,- € H: esta es la condicién para tener un bloque diagonal en la matriz de 7(k).

Si gi‘lkgi = h € H, entonces m(g;)|w es un isomorfismo [F-lineal de W en W;, que
entrelaza el bloque diagonal m(k)|w, con m(h)lw = o(h): la traza de este bloque es
tro(h) = xo(h) = )(O-(gl._lkgi). Ahora y, (k) = trm(k) es la suma de estas trazas
parciales, lo cual comprueba (3.28). O

Ejemplo 3.36. Considérese el caso de C3 < S3, con F = C. Las representaciones
irreducibles o del grupo abeliano C3, todas de grado 1, inducen representaciones de S3
de grado 2. En la notacién del Ejemplo 3.17, C3 = {1, s, s’} y {1, 7} representan las dos
coclases. Fijese que r~'sr = rsr = s> € C3 pero r~'rr = r ¢ C.

Denétese por iy el cardcter de S3 inducido por el cardcter irreducible y de Cs, para

k =1,2,3. De la formula de Frobenius se obtienen los siguientes valores:

1 r =
X112 0 2
X212 0 -1
X312 0 -1
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En detalle: yi(1) =1+ 1 = 2 para cada k; y yx(r) = O para cada k porque la sumas
en (3.28) son vacfas. También {i(s) = yi(s) + yx(s?) da lugar a tres casos, | + 1 =2y
w+w=w+w=-1

Al comparar esta tabla de los y; con la tabla de caracteres (3.10) de S3, se concluye
que (071)% ~ m; ® 7 mientras (02)% ~ (03)% ~ 73. o

Ejemplo 3.37. Considérese nuevamente el grupo alternante A4 del Ejemplo (3.28) y su
subgrupo N =~ C; X C,. Este N es abeliano y tiene cuatro representaciones de grado 1.
Una de ellas es o, definida por o(1) = o(r) := 1, o(srs7!) = o (trt™!) 1= —1.

Sea m = 0 la representacién inducida de A4. Su grado es 12/4 = 3, el niimero de
coclases en A4/N, asi que y, = 3. Al tomar A4/N = {N,sN,tN}, la férmula (3.28)
permite calcular

1

Y=+ r)+oir=0cr)+otrt N +o(srsH=1-1-1=—1,

lss=tlst=5s¢Nysts=t"1tt =t ¢ N, las sumas

en (3.28) para los casos kK = s y k =t son vacias, asi que x(s) = x»(t) = 0. Ahora se
puede calcular

porque ¢ = s~ en A4. Como s~

9+3+0+0_1

_ 1 2 2 2 2\ _
Xr | xx) = 12(I)(n(l)l + 3 () + 4 ()" + 4y (1)) = B :

y se concluye que 7 es irreducible. (Una mirada a la tabla de caracteres en el Ejem-
plo (3.28) confirma que 7 ~ 74.) 0

» Del Ejemplo 3.36, se puede notar que si o es una representacion irreducible de un
subgrupo H, la representacién inducida o de G puede ser reducible o irreducible, segtin
el caso. Esto da lugar a una construccion interesante: es posible fabricar representaciones
irreducibles de un grupo G al inducir las representaciones irreducibles de alguno de sus
subgrupos, aunque se requiere algln criterio extra para decidir si una representacion
inducida es irreducible o no.>

Es interesante comparar una representacion inducida de G con otras de sus repre-
sentaciones. La clave para tal comparacion es el siguiente teorema de reciprocidad de
Frobenius. Para simplificar el argumento, conviene tomar F = C y suponer que todas las
representaciones son unitarias.® Sin embargo, al emplear la version alternativa (3.13b)

5Hay un criterio general, debido a George Mackey, que dice que o es irreducible si y solo si o

es irreducible y para cada s € G \ H, las representaciones h — o (k) y k +— o(sks™') del subgrupo
H N sHs™! tienen caracteres ortogonales. Véase la seccion 7.4 del libro de Serre.

6Se debe recordar que cualquier representacién compleja de un grupo finito G puede considerarse
unitaria, al dotar el espacio de la representacion con un producto escalar G-invariante.
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del producto escalar, se puede verificar facilmente que la demostracién es vdlida con
cualquier cuerpo [ tal que char F no divide |G|, sin imponer la condicién de unitariedad.

Teorema 3.38 (Frobenius). Sean 7: G —» U(V)y o: H — U(W) dos representaciones
unitarias de un grupo finito G y de un subgrupo H < G, respectivamente. Entonces

X6 | Xn)6 = Xo | Xnn)H (3.29)
donde (- | )G ¥ (- | -)u son los respectivos productos escalares en F.(G,C) y F.(H,C).

Demostracion. Sean {1, g, ..., g,} unos representantes de las coclases en G/H. La
igualdad (3.29) se verifica por un célculo directo, a partir de la definicién (3.13a) del
producto escalar y la formula (3.28) para y ¢ :

Xqo(k )Xﬂ(k) Xo-(g ]kgz))(n(k)
|G|

keG keG - g—lkg cH

|G|Z Z Xo(g Vkgi) xx(k) = ZZXa(h)Xn(glhg,)

i=1 keg;Hg;! i=1 heH

S ) xalh) = == 3 o) xnl) = (o | i

heH heH

<X0'G |Xﬂ'>G |G|

“Ial |H|

La cuarta igualdad es valida porque y . es una funcion de clase sobre H. En los primeros
cuatro sumatorias,’ el nimero de términos es |G| = m |H| y en las dos tltimas el nlimero
de términos es |G|/m = |H|, asi que en ningtn caso hay sobreconteo de términos. O

La férmula (3.29) tiene relevancia inmediata con la determinacién de las repre-
sentaciones del grupo G. Si oy, ..., 0 son las representaciones irreducibles inequiva-
lentes del subgrupo H, se sabe por (3.14) que ng ~ k101 @ koo @ - - - ® kg0, donde
ki :=={Xo; | Xry)u parai =1,...,s. En consecuencia, vale

<Xa-l,G | Xx)G = <Xa'i |/\/7TH>H =k; para i=1,...,5.

Por lo tanto, si o7; es una subrepresentacion de ry con multiplicidad k;, entonces O'I.G es

una subrepresentacion de mr, con la misma multiplicidad k; .

» Unasegunda demostracion del Teorema 3.38 es la siguiente. Sio ~ j1o1®- - - @ j0,y
~ kio1®- - -@®kso; sondescomposiciones de o y g en representaciones irreducibles
de H, entonces (¢ | Xry)H = jiki + -+ + jsks. En vista del Lema de Schur, esta es

TFijese que g,-Hgl.‘1 es un subgrupo de G, conjugado de H, asi que |gngl.‘1| = |H|.
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la dimensién del espacio F-vectorial Homg (W, Resg V), donde W es un H-mddulo
mediante la representacién o y Resg V denota el espacio vectorial V considerado como
H-modulo bajo la representacion mry.

Denotese también Indf] W =WeW,®- - & W, el espacio vectorial de la repre-
sentacién inducida o=, considerado como un G-médulo. Si o€ ~ mm; @ - - - ® m, 7, y
T ~nm ®---®n,m son las descomposiciones respectivas de o y & en irreducibles
de G, entonces (x,G | xx)g = mini + -+ + n,m, = dimHomg(Ind§, W, V). Para
mostrar la igualdad de estas dimensiones son iguales, basta comprobar la existencia de
un isomorfismo [F-lineal:

HomG(Indg W,V) ~ Homg (W, Resg V). (3.30)

Pero esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.34, al reemplazar 7 por o¢

y V por Indg Wy al reemplazar 7y U por r'y Resg V, respectivamente.

[ El isomorfismo (3.30) tiene una interpretacién categérica. Si G-Mod denota la
categoria de G-médulos (es decir, médulos a izquierda para el dlgebra de grupo F[G]),
cuyos morfismos son aplicaciones entrelazantes para dos representaciones de G, y si
H-Mod es la categoria andloga de H-mddulos, entonces la restriccion y la induccion
son dos funtores Res% : G-Mod — H-Mod e Ind% : H-Mod — G-Mod. El isomorfismo
(3.30) indica que estos son funtores adjuntos — mas precisamente, Indg es un “adjunto
aizquierda” de Resg; y Resg es un “adjunto a derecha” de Indg. ]

» La representaciones inducidas tienen una interpretacion alternativa desde el punto
de vista de modulos sobre [F-algebras. Se debe recordar el concepto de un médulo a
izquierda M sobre una anillo R, en la Definicién 1.10. Esta es una funcion R X M —
M : (a,x) — ax tal que a(bx) = (ab)x, 1 x = x que satisface dos leyes distributivas:
Si M es un espacio [F-vectorial y R es una [F-dlgebra, las leyes distributivas dicen que
(a, x) — ax es F-bilineal.

De modo similar, se puede definir un R-mddulo a derecha: un grupo abeliano N (un
espacio [F-vectorial si R es una [F-dlgebra) con una funcion N X R — N : (y, b) — yb tal
que, parab,c € Ry y,z € N:

(y+2)b=yb+zb, (yb)c = y(bc),
y(b+c)=yb+ yc, yl=y.

Definicion 3.39. Si Ry S son dos anillos, un R-S-bimédulo es un grupo abeliano M
que es simultdneamente un R-moédulo a izquierda y un S-mddulo a derecha, en donde
las dos acciones cumplen la siguiente condiciéon de compatibilidad:

(ax)b = a(xb) paratodo xe M,acR, beS.
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Luego se puede escribir axb := (ax)b = a(xb), sin ambigiiedad.
Si Ay B son [F-dlgebras, un A-B-bimédulo es un espacio F-vectorial V en donde se
exige ademds® que las aplicaciones (a, x) — ax y (x, b) — xb sean F-bilineales. O

Definicion 3.40. Sean Ay B dos F-dlgebras, V un A-B-bimédulo y W un B-C-bimédulo.
Sea Z el subespacio F-vectorial de V ®¢ W generado por los tensores (xb® y — x ® by)
paratodo X € V,y € W, b € B; y dendtese por x ® y la coclase de x ® y en el espacio
vectorial cociente.

Elespacio [F-vectorial V @ W := (V®rW)/Z es un A-C-bimédulo, con las siguientes
operaciones e igualdades:

ax®y)=ax®y, ((x®y)c:=x8 yc, xb®y=x® by.
Dicese que V ®p W es el producto tensorial sobre Bde Vy W. O

[ Por un abuso de notacion, se suele escribir x ® y simplemente, en vez de x ® y,
para denotar elementos de V ® g W la tltima igualdad se transcribe en xb® y = x ® by,
la cual se entiende como una regla de compatibilidad de las dos acciones internas de B. |

Hay diversos casos particulares de esta construccion, al tomar A, B o C igual a [F:

o si A =T,V esun B-mbdulo a derechay V ®5 W es un C-mddulo a derecha;

¢ si B = [, entonces el producto tensorial ordinario V ® W de un A-mddulo a
izquierda V con un C-médulo a derecha W es un A-C-bimddulo;

o siC =F, Wesun C-mddulo aizquierday V ®p W es un A-mddulo a izquierda.

Ahora bien, sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Las édlgebras de grupo
A =F[G]y B = F[H] cumplen B C A con dimg(A/B) = m = [G:H]. Ademds F[G] es
obviamente un F[G]-F[ H ]-bimédulo, por la extensién lineal del producto (jasociativo!)
gxh de dos elementos de G y uno de 4. De modo similar, F[G] es también un F[H|-F[G]-
bimdédulo. Con este lenguaje, es un ejercicio de notaciones comprobar las siguientes
isomorfismos:

(a) siV esun G-mddulo, entonces Resg V = F[H] ®g) V como H-mdbdulos;
(b) si W es un H-médulo, entonces Ind$, W =~ F[G] ®gz) W como G-médulos.

Esta observacion permite transferir el concepto de representacion inducida a la categoria
de [F-4lgebras mds generales.

8La distinci6n entre estas dos nociones de bimédulos es simplemente la eleccién de una categoria
apropiada: la de bimé6dulos sobre anillos o la de bimédulos sobre F-dlgebras.
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3.5 Ejercicios de representaciones de grupos

En estos ejercicios, G denota un grupo finito; [ es un cuerpo tal que char F no divide |G|;
U, V, W son espacios [F-vectoriales de dimension finita. En general, 7: G — GLg(V)
es una representacion de G y y, es su cardcter. Los caracteres de las representaciones
unitarias irreducibles de G se denotan por x1, X2, ..., Xr -

Cuando H < G esun subgrupo, se escribe G/H = {g1H, g:H, ...,gnH}cong; = 1.
En tal caso, my = Resg(n) denota la restriccion de 7 a una representacion de H; y si
o: H — GLg(W) es una representacién de H, ¢ = Indg(a) denota su induccion a una
representacion de G.

Ejercicio 3.1. Si 7: G - GLg(V) y 0: G — GLg(W) son dos representaciones de G,
definase p(g)T := o(g) o T o (g™ ") para g € Gy T € Homg(V, W). Comprobar que p
es una representacion de G sobre Homg(V, W).

Tomando en cuenta el isomorfismo Homg(V, W) ~ V*® W de espacios F-vectoriales,
demostrar que hay una equivalencia de representaciones p ~ 1* ® o .

Ejercicio 3.2. Si 7 y o son dos representaciones de G sobre V' 'y W, respectivamente,
comprobarque 1 ® o ~ o ® 7.

Ejercicio 3.3. Sin: G — C* es una representacion compleja unidimensional, demostrar
que 1(g) e U(1)={z€C:|z| =1} paratodo g € G.

Ejercicio 3.4. Mostrar que existe una representacién : S3 — GL(2, R) dado por

(12)+—>((1) _01), (123)’_)(:/%2 ‘f/;).

[ Indicacién: como Sz =~ (a,b : a® = b*> = 1, ba = a*b), solo es necesario comprobar
que n(a) y n(b) camplen las mismas relaciones que a y b. ||

Comprobar que esta representacion es equivalente a la representacion irreducible
de S3 sobre el plano x + y + z = 0 en R,

Ejercicio3.5. SiC, = {1,g, g% ...,8" '}esel grupo ciclico de n elementos, considérese
las dos representaciones complejas A y 7 de C,, sobre C" determinadas por

/l(g) = E21 + E32 + ...+ En,n—l + E]n € Mn(C),

7T(g) = diag[l, €2m'/n, e47ri/n’ o eZ(n—l)m'/n]_
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Por ejemplo, si n = 4,

000 1 10 0 0
1000 0 0 0
D=1y 100 T®=|g 0o 1 o0
0010 00 0 —i

Encontrar una matriz invertible P € GL,(C) tal que P A(g*) P! = n(g¥) para cada
k € {0,1,...,n—1}. Concluir que las representaciones A y 7 son equivalentes.

Ejercicio 3.6. Si N es un subgrupo normal de G y si n: G — G/N es el homomor-
fismo cociente, comprobar que la correspondencia o — o o i es una biyeccion entre
representaciones o de G/ N y representaciones de G cuyas restricciones a N son triviales.

SiN =G :={(ghg 'h™' : g,h € G) es el subgrupo conmutador, el grupo cociente
G/G’ es abeliana. Concluir que hay una biyeccién entre las representaciones de rango
uno : G — F* y los homomorfismos ¢: G/G" — F*.

Ejercicio 3.7. Sea Q = {£1, +i, +j, +k} el grupo de cuaterniones (véase el Ejercicio 1.2).
Hallar el subgrupo conmutador Q’ y mostrar que Q/Q" ~ C, X C,. Deducir, si F = C.
que Q tiene exactamente cinco representaciones irreducibles inequivalentes.

Exhibir una representacion irreducible compleja de Q, de rango 2.

Ejercicio 3.8 (Representacion por permutaciones). Si G actiia sobre un conjunto finito X,
sea V el espacio [F-vectorial con una base { v, : x € X }, de modo que dimV = |X|, y
definase una representacién o-: G — GLg(V) por 0(g) : vx = Vg.x.

Comprobar que el vector u := ), cx Vx € V genera un subespacio G-invariante de
dimensién 1. Concluir que o no es irreducible si | X| > 1.

Ejercicio 3.9. Hallar la tabla de caracteres para el grupo abeliano V =~ C; X C,, de
4 elementos.

Ejercicio 3.10. Demostrar que g y g~ son conjugados en G si y sélo si y i(g) € R para
todo cardcter y; de una representacion unitaria irreducible de G.

Ejercicio 3.11. Si 7 y o son representaciones irreducibles de G, su producto tensorial
m®o generalmente es reducible. Si 73 es la representacion estdndar de S3 (irreducible de
grado 2), demostrar que 73 ® 3 ~ 1 @ 1 @ 3. [ Indicacion: examinar sus caracteres. ||

Ejercicio 3.12. Sea  una representacion por permutaciones (Ejercicio 3.8) de G definido
por una accion de G sobre un conjunto finito X, esto es, 7(g): v, Vgx -
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(a) Comprobar que y,(g) es el niimero de puntos fijos en X bajo la accién de g € G.
(b) Demostrar que n; = {1 | xx) es el nimero de érbitas de esta accion sobre X.

Ejercicio 3.13. Sean Cj, ..., C, las clases conjugadas del grupo finito G. Definase
2k = 2nec, h € C[G]; esta es la suma de todos los elementos de la clase Cy. Mostrar
que gzx = zxg en C[G] paratodo g € G.

Por otro lado, si ¢ € C[G] satisface gc = cg para todo g € G, demostrar que hay
escalares ay,...,a, € Ctalesque c = @1z +- - - + @, z,. Concluir que el centro Z(C[G])
del dlgebra de grupo es un espacio C-vectorial con base {zj, ..., 2, }.

Ejercicio 3.14. Sea Q el grupo de cuaterniones (Ejercicio 3.7) y sea D4 el grupo diedral
de 8 elementos (Ejemplo 3.27).

(a) Hallar todas las clases conjugadas de Q. Explicar por qué los grupos Q y D4 no
son isomorfos, aunque tengan igual nimero de clases conjugados con los mismos
tamanos.

(b) Construir las tablas de caracteres de O, mostrando que tiene las mismas entradas
que la tabla de D4. (Por lo tanto, los caracteres no determinan el grupo hasta
isomorfismo, en general.)

Ejercicio 3.15. Sea ¢ := ¢?™/" = cos(2n/n) + i sen(27/n), una raiz n-ésima de 1. Usar
las relaciones de ortogonalidad de Schur para mostrar que

n sik=0modn,

14054 o2k 4o 4 p=Dk _
e ¢ 0 sik #0modn.

Ejercicio 3.16. Considérese las siguientes dos representaciones reales irreducibles de
S4 sobre R3:

(a) S4 actia por rotaciones del cubo con vértices (x1, +1, +1). Nétese que S4 permuta
las cuatro diagonales largas del cubo.

(b) S4 actiia por rotaciones y reflexiones del tetraedro regular con vértices (1, -1, —1),
(-1, 1,-1), (-1,-1,1) y (1, 1, 1); el subgrupo A4 actia por rotaciones solamente.
Por ejemplo, la reflexién x < y en el plano vertical x = y transpone los primeros
dos vértices. Noétese que S4 permuta los cuatro vértices del tetraedro.

Demostrar que estas dos representaciones no son equivalentes. [[ Indicacién: Basta
calcular y,(g) para una transposicién g = (ij) € S4 en los dos casos. |
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Ejercicio 3.17. Un k-ciclo en S, permuta ciclicamente k nimerosen {1,2,...,n} y deja
fijos los demas. El k-cicloa; — a; — --- — a; — a se denota por (aa; - - - a). Cada
elemento de S, es un producto de ciclos disjuntos.

(a) Sis € S,, mostrar que s(ajas - - - ax)s~' = (bi1by - - - by) donde cada b; = s(a;).

(b) Concluir que dos elementos de S, son conjugados si y solo si son productos de
igual numero de ciclos de las mismas longitudes.

(c) Describir todas las clases conjugadas de los grupos S4 y Ss. En cada caso, basta
encontrar un elemento en cada clase y calcular la cardinalidad de la clase.

Ejercicio 3.18. El grupo G permuta las coclases en G/H por g - g;H := ggiH. Sea
n(g) € GL(m,F) = GLg(F") la matriz de esta permutacién. Comprobar que 7 es una
representacién de G y que 7 ~ (0-1)%, donde oy es la representacion trivial de H.

Ejercicio 3.19. Lo que sigue es una descripcién matricial de la representacién o©.

Sea B(h) € M,(F) la matriz de o (h) con respecto a una base {yy, ..., y,} de W. Sea
A(k) € M,,,,(F), para k € G, una matriz de m X m bloques, cada bloque de tamafio n X n,
donde el bloque A;;(k) € M,(F) se define por

B(g 'kg;) siglkg; € H,
Ay (k) o= (g; kgj) sig; kg;
0 si gi_lkgj ¢ H.
Verificar que 7: k — A(k) : G = GL(mn, F) es una representacion de G sobre F"™" y

demostrar que 7 ~ 0.

Ejercicio 3.20. Usar la descripcién matricial de o© en el Ejercicio 3.19 para verificar la
férmula de Frobenius para el cardcter de una representacion inducida.

Ejercicio 3.21. Hallar Ia tabla de caracteres de S;, mediante los pasos que siguen:
(a) Hallar representantes para las clases conjugadas de S4, usando el Ejercicio 3.17.

(b) Verificar que S, tiene un subgrupo normal V tal que S4/V =~ S3. Concluir que
S4 tiene tres representaciones irreducibles mry (trivial), m> (signo), y w3, de grados
respectivos 1, 1, 2.

(c) Mostrar que Sy tiene otras dos representaciones irreducibles, 4 y 75, ambos de
grado 3; y que 75 ~ m4 ® 7>.

(d) Usar la ortogonalidad de filas y/o columnas para rellenar la tabla de S4.
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Ejercicio 3.22. Supdngase que H sea un subgrupo abeliano de G, con [G:H| = m.

(a) Sim esunarepresentacion irreducible de G, demostrar que el grado de 7 no puede
ser mayor que m. [ Indicacion: usar la reciprocidad de Frobenius. |

(b) Concluir que todas las representaciones irreducibles del grupo diédrico de or-
den2n, D, :={a,b: ad" = b =1, ba = a~'b), tienen grado 1 o 2.

(c) Calcular los caracteres de las representaciones de D7 de grado 2 inducidas por
representaciones del subgrupo C; y determinar asf la tabla de caracteres de D7.

Ejercicio 3.23. En el caso G = S4 y H = S3, se sabe que las tres representaciones
inducidas o0, 0¥, o{ tienen grados 4, 4 y 8 respectivamente y por tanto no son
irreducibles de S4. En términos de las representaciones unitarias irreducibles 7; de Sy
ya identificadas en el Ejercicio 3.21, usar la reciprocidad de Frobenius para comprobar

estas equivalencias:
0'1G~7r1€|97r5, azc~712€|97r4, 0'3c~713697r4697r5.

Una accion de un grupo finito G sobre un conjunto finito X es transitiva si tiene una
sola 6rbita: para x,y € X, hay algin h € Gtalque h- x = y. Seaox: G — GLg(Vy)
la representacion por permutaciones de G determinado por una accién de G sobre X
(Ejercicios 3.8 y 3.12).

G también actia sobre Z := {(x,y) e X XX :x #y}porg>(x,y)=(g-x,g"y);
si esta accion de G sobre Z es transitiva, se dice que la accién original sobre X es
doblemente transitiva.

Ejercicio 3.24. Si H es un subgrupode G, sea X = G/H conlaaccion g-(kH) := gkH.
Demostrar que la representacion m = o g,y estd inducida por la representacion trivial o
de H; es decir, m = Indg(al).

Ejercicio 3.25. Sea m = ox y p = 07 las representaciones por permutaciones que
corresponde a las accién de G sobre X y Z.

(a) Sila accion sobre X es transitiva, demostrar que { ¥ | xz) = 1+ (x1| xp), donde
x1 denota el cardcter de la representacion trivial. Concluir que (x| xz) =2siy
solo si la accién de G sobre X es doblemente transitiva.

(b) Definase 7: G — GLg(U) por 7(g) := n(g)|y donde el hiperplano U < Vyx se
define por ) ,cx @xvy € U siy solosi ) cx @y = 0. Sila accién de G sobre X es
doblemente transitiva, demostrar que 7 es irreducible.

85



MA-—729: Teoria de Representaciones  3.5. Ejercicios de representaciones de grupos

Ejercicio 3.26. Sea G el grupo de Heisenberg sobre el cuerpo finito [, con p primo.
Sus elementos son las matrices triangulares

[a,b,c] = € M3(F,), con a,bcel,.

S O =
S = Q
- S O

(a) Mostrar que las clases conjugadas de G son los singuletes {[0,0, c]} y las partes
Cop :={la,bcl:ceF,}.

(b) Demostrar que G/Z(G) = C, X Cp-. Si ¥, ..., ¥, son los caracteres irreducibles
de C,,, mostrar que y;;([a, b, c]) := yi(a)y;(b) son p? caracteres irreducibles de G.

(c) SiH :={[0,b,c]:b,ce€l,}, comprobar H =~ C,XxC,. Seac([0,b,c]) := yi(c)
parak =2,...,p;yseam; := Indg(crk) la representacion inducida de G.

Verificar que el caracter yj de mry esta dado por yi([a, b, c]) = pwi(c) [a = b = 0].
Concluir que los y;; y los y son todos los caracteres irreducibles de G.
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4 Representaciones del grupo S,

La teoria general de representaciones de grupos finitos y la construccion de tablas de
caracteres son suficientes para obtener todas las representaciones irreducibles de grupos
de bajo orden, como ya fue ejemplificado en el capitulo anterior y sus ejercicios. Sin
embargo, el estudio de las representaciones de familias de grupos finitos, o bien de
grupos infinitos de matrices, exige el empleo de técnicas algebraicas mds extensas y
sofisticadas. En este capitulo se concentra el esfuerzo en la familia de los grupos de
permutaciones S, para cualquier n € N*. Salvo mencién explicita de lo contrario, el
cuerpo de base serd C.

En la construccion de las tablas de caracteres para un grupo finito G cualquiera,
se ha visto que estas tablas son arreglos cuadrados porque (Corolario 3.24) la can-
tidad de representaciones irreducibles inequivalentes coincide con el nimero de sus
clases conjugadas. Desafortunadamente, no se conoce una correspondencia biunivoca
entre representaciones y clases, aplicable a todos los grupos finitos. Los grupos de
permutaciones forman una excepcidn importante: para ellos las clases conjugadas y las
representaciones irreducibles estdn etiquetadas por un mismo objeto combinatorio: el
ndmero de particiones p(n) del entero positivo n.

La primera tarea, entonces, es describir las clases conjugadas del grupo S,,.

Definicién 4.1. Sea n € N* un nimero entero positivo. Dendtese por [n] el conjunto
{1,2,...,n}. Alexpresar [n] como unién disjunta de partes no vacias, sus cardinalidades
quedan entre 1 y n. Una particion de r es una lista ordenada A = (A4, Ap, ..., Ax) de
enteros positivos tales que:

A+ A+---+Ar=n con A1 =2Ar=---2 Ag. (4.1)

Se escribe A I n para decir que A es una particion de n. La cantidad p(n) de tales A es
el niimero de particiones de n.! o

Asi, por ejemplo,3 =2+1=1+1+ 1, por lo que p(3) = 3. También,

4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1,

5=4+1=3+2=3+1+1=24+24+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1,

6=5+1=4+2=4+1+1=3+3=3+2+1=3+1+1+1
=24+2+2=2+241+1=2+14+1+1+1=1+1+1+1+1+1.

'No se conoce una “forma cerrada” para expresar p(n), pero si se conoce su funcién generatriz,
Yo PMg" = T, 1/(1 = q*). Véase, por ejemplo, el capitulo 11 del libro: George E. Andrews,
Richard Askey y Ranjan Roy, Special Functions, Cambridge University Press, Cambridge, 1999.
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Luego, p(4) = 5, p(5) = 7, p(6) = 11. El nimero p(n) crece rdpidamente con n; por
ejemplo, p(20) = 627. Esta es una funcion destacada en la teoria de ndimeros.

Las tres particiones de 3 son A = (3), (2,1)y (1,1, 1).

Las cinco particiones de 4 son 4 = (4), (3,1),(2,2), (2,1, )y (1,1, 1, 1).

Las particiones de 3, 4, 5 y 6 estdn desplegadas en orden lexicografico: Si A +ny
U+ n,setoma A > usies primer valor no cero de A; — y; es positivo. Este es obviamente
una orden total entre las p(n) particiones de n.

» Una permutacién o € S, puede expresarse, de manera tnica, como un producto de
ciclos disjuntos:

0'=(i]iz...ir)(jljz...is)---(l1lz...lu).

Estos ciclos conmutan entre si, por ende su orden de composicion es irrelevante. Si
T € S, entonces T(ijiz...i,)T"! = (15 ...i;) donde iy = 7(i1), ..., i} = 7(iy).
En consecuencia, ot~ ! es otro producto de ciclos, con las mismas longitudes que
los ciclos de 0. La clase conjugada de o se caracteriza, entonces, por el nimero y
las cardinalidades de los ciclos que lo componen. Si se ordena el producto tal que
r>s>--- > u,este dato es una particion A = (r, s, ..., u) + n.

En resumen: las clases conjugadas de S, estin en correspondencia biunivoca con

las particiones A + n.

Definicién 4.2. Es posible desplegar una particion 4 = (41, Ap, ..., A4x) de n, por un
artificio combinatorio llamado su diagrama de Young.? Este es un arreglo rectangular
incompleta de casillas cuadradas, con k filas, que tiene A; casillas en la fila 7, justificadas
a laizquierda. Las filas se ordenan de arriba hacia abajo (el convenio inglés). Alternati-
vamente, se pueden ordenar de abajo hacia arriba (el convenio francés), en cuya caso se
llaman diagramas de Ferrers. ¢

Estas son los diagramas de Young para las siete particiones de 5:

LLTTT] [ ] | [ ] | (4.2)

Se puede notar que la reflexion en la diagonal principal (de noroeste hacia sureste)
aplicada a cualquier diagrama para A produce otro diagrama para A’, la llamada particién
dual de 2. (Se puede notar que cada A es el nimero de términos A4; con A; > i, asf que
la correspondencia 4 < A’ no requiere el apoyo visual de los diagramas.)

?Los diagramas de Young fueron introducidos al inicio del siglo XX en el articulo: Alfred Young, “On
quantitative substitutional analysis”, Proceedings of the London Mathematical Society 33 (1900), 97—145.
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A veces se adopta una notacién abreviada para denotar las particiones:

a a
/l:(mll,mzz,...,mf’), con myp=mp = =m,,

donde aym; + --- + a,m, = n en vista de (4.1), se refiere a la particiéon de n con a;
copias de m1, a, instancias de my, etcétera. Asi, las particiones de 5 ilustradas en (4.2)
se denotan por (5), (4, 1), (3,2), (3,12), (2%, 1), (2, 1%), (1%), en orden lexicogrifico.

» Las particiones A + n corresponden a las p(n) columnas de la tabla de caracteres del
grupo S,. Por el Corolario 3.24, ya se sabe que esta tabla tiene p(n) filas. La tarea por
delante es obtener un algoritmo que asocia a cada particién A un S,-mdédulo V,. Antes
de abordar ese algoritmo, conviene examinar con mds detalle el dlgebra de grupo C[S,,].

4.1 La dualidad de Schur y Weyl

Definicion 4.3. Sea V un espacio C-vectorial finitodimensional. Para cualquier parte
A C Endc V, el conjunto

A" :={beEndcV : ba=abparatodoa € A}

es una C-subdlgebra de Endc V (cuya identidad es 1y); este es el conmutante de A en
Endc V.
El biconmutante de A en End¢c V es

A” :=(A"Y ={c€EndcV : bc =cbparatodo b e A’ },

la cual es una C-subdlgebra tal que A C A”.
Si Ay B son dos partes de End¢ V, entonces A € B implica B € A"y A” € B”.
[ Nétese que (A”) = (A”)” = A’: no hace falta definir un “triconmutante”. || O

Proposicion 4.4. Sea V un espacio C-vectorial finitodimensional y sea A C End¢c V una
C-subdlgebra con identidad 1y. Si el A-médulo V es semisimple, entonces A” = A.

Demostracion. Sea{e,...,e,}unabasede V. Sic € A”, basta encontrar a € A tal que
ae; = cejparai = 1,...,n, pues esto implica a = c. Considérese el vector

e:=(eper....,en) VAV -0V =V"=nv,

en la notacién de la Seccién 2.1. SiV 2 V; & - - - & Vi, como suma directa de A-mddulos
simples, entonces nV ~ nV; &- - -®nV; es también semisimple, bajo la accion “diagonal”
a-(xi,...,x,) = (axy,...,axy).
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SealU :=A-e={a-e:aec A}, un subespacio A-invariante de nV. Como nV
es completamente reducible por la Proposicién 2.5, hay otro subespacio A-invariante
W < nV tal que nV ~ U & W como A-médulos. La proyeccion P € Endc(nV) dada
por P(x +y) := x con imagen U y nicleo W conmuta con la accion diagonal de A. Al
expresar P como matriz P = [p;;] € Endc(nV) = M,(Endc V), esto dice que p;; € A’
paracadai,j.

Luego, si ¢ € A”, entonces ¢ p;; = p;jc para cada i,j. La propiedad P(e) = e
entonces implica que

P(cey,...,ce,) = (cey,...,cey),
asi que (cey,...,cey) € imP = A - e. Esto dice que existe un elemento a € A tal que
(aey,...,ae,) = (cey,...,ce,), lo que habia que demostrar. O

Ahora sea A un dlgebra finitodimensional semisimple, y sea V un A-mdédulo finitodi-
mensional tal que 1 € A actia como 1y sobre V; dicho de otro modo, la representacion
n: A — EndcV es fiel, esto es, kermr = {0}. Entonces el A-mddulo V es también
semisimple (por la Proposicion 2.16) y el resultado anterior es aplicable al caso. Es-
cribase B := A’, asi que A = B’ también. Sea

,
v=Pu;eV (4-3)
j=1

la descomposiciéon de V en componentes isotipicos, dada por el Lema 2.6, donde
Vi,...,V, son los diversos A-mdédulos simples de A; y cada U es el espacio C-vectorial
U; = Homy(V}, V). Nétese que U; = {0} si V; no es isomorfo a un A-submddulo de V.
[ Esta es la férmula (2.1) con algunos cambios de notacién. || El teorema de densidad
(Teorema 2.10) y la fidelidad de & entonces dice que

,
A= (P 1y, ®Endc V. (4.4)
j=1

Proposicion 4.5. El conmutante B = A’ en Endc V de la subdlgebra semisimple A dada
por (4.4) tiene la descomposicion

,
B = EndcUj® 1y, (4-5)
j=1

y en consecuencia B es también semisimple.
Ademds, V es un médulo (a izquierda) para el algebra A ® B, de tal manera que la
formula (4.3) es su descomposicion en (A ® B)-submodulos simples no isomorfos.
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Demostracion. Dada la descomposicion (4.4) del édlgebra A, es evidente que el lado
derecho de (4.5) es una subdlgebra de A’; y por simetria, el lado derecho de (4.4) es
entonces una subdlgebra de A”. La igualdad A = A”, debido a la Proposicién 4.4,
muestra que el lado derecho de (4.5) es todo A’.

La semisimplicidad de B es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.16.

Las acciones de Ay B sobre V conmutan, por lo tanto la receta (a® b)x := abx = bax
se extiende por C-linealidad a una representacion del producto tensorial de C-dlgebras
A ® B sobre V. Bajo esta accion, los subespacios U; ® V; son invariantes, en vista de

(4.4) y (4.5). Fijese que
End@(Uj ® V]) ~ End¢ Uj ® Endc V] = (Endq: UJ' ® h/J.)(lUj ® Endc¢ V]),

asi que estos (A® B)-submédulos son simples. Como los V; son A-médulos no isomorfos
entre si, el resultado andlogo es valido para los U; ® V. O

La férmula (4.5) se puede simplificar en B ~ @;:1 Endc U;. Apelando nuevamente
ala Proposicion 2.16, se concluye que Uy, . . ., U, son todos los B-mdédulos simples (hasta
isomorfia) y que ellos son mutuamente no isomorfos. En consecuencia, la simetria entre
las acciones de A y B no admite distinciones. Es evidente que V; =~ Homg(U;, V)
también.

» Para obtener consecuencias para el grupo S, de las consideraciones anteriores, se
introducen a continuacién dos acciones de grupo sobre un mismo espacio vectorial que
conmutan entre si. Una de ellas es una accién de S,; el otro es una accion de un grupo de
matrices GL(m, C) para algin m € N*. Este no es un grupo finito, pero las proposiciones
anteriores evitan la necesidad de obtener para este grupo un andlogo al teorema de
Maschke.3

Definicion 4.6. Sea V un espacio C-vectorial de dimensidn finita m. Denétese el producto
tensorial de n copias de V por V¥ =V ® - - - ® V (n veces). El grupo G = GL¢(V) y el
grupo finito S, se representan sobre V" por estas dos acciones sobre tensores simples:

g (X1 ®X® - QXy) =gX|QgX2® - ® gxy parag € G, (4.6a)
S (X1 ®X2® @ Xp) 1= X1y ®X1) ® - ® X1y paras € S,.  (4.6b)

3El grupo de matrices GL(m, C) es un grupo algebraico, es decir, puede ser definido mediante
ecuaciones polinomiales. Una representacion de un grupo algebraico G que también puede ser definido
mediante ecuaciones polinomiales se llama racional. El grupo GL(m, C) es reductivo, lo que significa
que todos sus representaciones racionales son semisimples. Para la geometria algebraica que sustenta estas
afirmaciones, véase el capitulo 7 del libro de Procesi.
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Es evidente que estas representaciones conmutan: vale s - (g > x) = g > (s - x) para todo
x € V® por linealidad. 0

Denétese por A el subespacio C-vectorial de Endc(V®") generado por los operadores
x — s-x con s € §,; de igual manera, sea B el subespacio generado por los operadores
x > g>x con g € GL¢(V). Entonces A y B son subélgebras de Ende(V®").

Ademis, A = n(C[S,]) donde n: C[S,] — Endc(V®") es una representacion fiel del
algebra de grupo C[S,,]. Por el teorema de Maschke, el dlgebra A es semisimple.

Teorema 4.7 (Schur y Weyl). B = A’ y A = B’ como subdlgebras de End¢c(V®").

Demostracion. Esta claro que B € A’y A C B’ por (4.6); ademas, la Proposicién 4.4
muestra que A = A”. Basta mostrar, entonces, que A’ C B.

Sea {ey,..., ey} unabase vectorialde V. Sil = (iy,...,i,) € [m]X---X[m] = [m]"
es un multiindice, lldmese e; := e;, ®- - -®e¢;, al tensor simple correspondiente. Entonces
{e; : I € [m]" } es unabase vectorial de V®", de cardinalidad m". Nétese que S, permuta
multiindices mediante la accién

S (ity e osin) = (13- sig1(y))s  asique s-ej=ez; para s€S,.

Cualquier operador R € End¢c(V®") tiene la matriz [a; ;] dada por R(ey) =: Y arye;.

Para s € §,,, vale
s+ R(ey) = Z arys- ey = Z ary es.n

I€[m]" Ie[m]"
mientras
R(s - ey) = R(es.y) = Z ag,s.j ex = Z Ag.15.] €s.] -
Ke[m]? Ie[m]"
Por lo tanto, R € A’ siy s6lo si as.1 5.5 = ajy paratodo I, J € [m]", s € S,.

La forma C-bilineal (R, S) := tr(RS) sobre End¢c(V®") es no degenerada. Es menos
obvio que su restriccion al subespacio A’ es no degenerada. Para comprobarlo, escribase
nm(s) : x — s-x ynbtese que R € A’ si y solo si Rr(s) = n(s)R para cada s € S,.
Definase el promedio de un operador bajo la accién de S,, por conjugacion:

T% .= % Z ()T n(s)~".

" sES,

Nétese que 7% € A’ y que R% = R para R € A’; en otras palabras, T — T% es una
proyeccion lineal de Endc(V®") sobre A’. Si R € A’, entonces

(R,TY) = % Z tr(R7(s) T 7(s)™") = te(RT) = (R, T).

" seS,
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En consecuencia, si (R, S) = 0 para todo S = T% en A’, entonces (R, T) = 0 para todo
T € Endc(V®"), lo cual implica que R = 0. Se ha comprobado que la forma bilineal
simétrica (R, S) — tr(RS) es no degenerada sobre A’.

Se sabe que B C A’; si fuera B # A’, entonces habria un operador R # 0 en A’
tal que tr(RS) = 0 para todo S € B; se debe mostrar que eso es imposible. Escribase
o(g) : x — g» x; basta tomar S = 0(g) para algiin g € GL¢(V). La matriz [b; ;] de S,
dada por S(ey) =: X} by.j ey, tiene la forma

b1y = 8i1j18irjn """ inin

en vista de (4.6a), donde g = [g;;] es una matriz invertible en rGLc(V).
La condicién “tr(RS) = 0 para todo g entonces se reduce a un sistema de ecuaciones
para las entradas de la matriz de R:

Z a1 8ivji8inj2 " 8injn = 0- (4.7)
1J
Esta es una ecuacién polinomial de grado 7 en las m? entradas de la matriz g; el polinomio
se anula en el conjunto de matrices { g = [g;;] € M,,(C) : det[g;;] # 0 }, el cual es abierto
y denso en M,,(C), asi que el polinomio se anula para g;; cualesquiera.*

Ahora b; j cumple la condicién necesaria para que S € A’, es decir, by.j5.7 = b1y
para todo 1, J, s. Luego el sistema (4.7) tiene muchos términos repetidos. Para evitar
repeticiones, lldmese X al conjunto de orbitas de [m]" X [m]" bajo la accién de S, dada
por s = (I,J) :=(s- 1,5 - J); entonces la ecuaciéon polinomial (4.7) se puede reorganizar
como

Z|sn*x|ax13x =0,
X

donde |S, = x| es la cardinalidad de la 6rbita x, d, 1= ay;y b, := byjpara(l,J) € Sy *x;
pero ahora los b, son linealmente independientes. Se concluye que @, = 0 para todo x,
es decir, a;; = 0 para todo (1, J), con lo cual R = 0. Se ha demostrado que B = A’. O

Corolario 4.8. Si V es un espacio C-vectorial de dimension finita, entonces

Ve ~ @ U, eV, (4.8)

donde los V) no nulos son S,-modulo irreducibles e inequivalentes; y los U, no nulos son
GL¢(V)-modulo irreducibles e inequivalentes. Cada V) determina U, hasta isomorfismo
Y viceversa. =|

4Es posible evitar el uso de la topologia del espacio euclidiano M,,,(C) mediante un poco de geometria
algebraica: la clave es que GL(m, C) es un “abierto de Zariski” en M,,(C).
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4.2 Los tableaux de Young

Las representaciones irreducibles V, del grupo simétrico S, aparecen, con multiplici-
dades d; = dimV, cada una, en la representacion regular de S,. Para construirlas
explicitamente, se debe examinar de cerca esa representacion regular, es decir, se debe
analizar en detalle el dlgebra de grupo C[S,,].

Definicion 4.9. Considérese el diagrama de Young para una particion fija A de un entero
positivo n. Si A = (44,...,Ax), el diagrama tiene n casillas, dispuestas en k filas de
longitudes A;, con j = 1,..., k; estas casillas forman A; columnas. Un relleno del
diagrama coloca nimeros enteros positivos en estas casillas.

Un tableau de Young, de forma 4, es un relleno del diagrama de Young para A con los
numeros 1,2, ..., n, con entradas distintas. Este es un tableau estandar si las entradas
en cada fila son crecientes (de izquierda a derecha) y las entradas en cada columna son
crecientes (de arriba hacia abajo). Por ejemplo, la particion (2,1) + 3 dalugara 3! =6
tableaux:

112] 113] 2[3] 2[1] 3]1] 32
3 2 1 3 2 1

pero solo los primeros dos son estindares. Noétese que el grupo S, actia sobre los

tableaux de forma A de manera obvia, permutando sus entradas. o

Definicion 4.10. Dada una particiéon A + n, sea T un tableau de forma A. Se definen dos
subgrupos de S, asociados a 7"

o Pr es el grupo de permutaciones de 7" que conservan cada fila;
o Qr es el grupo de permutaciones de T que conservan cada columna.

La tnica permutacién que conserva filas y columnas a la vez es la identidad; luego,
PrnQr={1}.
Fijese que |Pr| = A1!42! - - A4y que |Qr| = A} !1A]!--- AJ donde A" = (4], .., A).
Si sT es el tableau obtenido de T al aplicar la permutacion s a sus entradas, los
subgrupos asociados a s7 son conjugados a los originales:

P =5 Pr S_l, Ot =s0Or S_l. O

Definicion 4.11. A cada tableau de Young T con n casillas, se definen tres elementos
del dlgebra de grupo C[S,,]:

ar = Z D, br = Z (-1)4q, cr:==arbr. (4-9)

pEPr ‘IGQT
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El elemento c7 se llama el simetrizador de Young asociado a 7. Nétese que
2 _ 2 _
a; = |Prlar, by =10r|br.

La primera igualdad es obvia, la segunda sigue al recordar que el signo es un homomor-
fismo: (—=1)"S = (=1)"(=1)* parar,s € S, . Luego, |Pr|"'ar y |Qr|~' by son elementos
idempotentes> en el dlgebra C[S,]. o

Las siguientes igualdades siguen inmediatamente de (4.9):

arp=ar para p€E Pr,

brq=(-1)'by para qe€Qr. (4.10)

par

q br

Entonces pcr = crycrq = (=1)lcrparap € Pryq € qr.

Como PrNQr = {1}, el coeficiente de 1 en la combinacion lineal cr = ¥, ,(=1)7pq
en C[S,] es 1, porque pg = 1 siy sélosi p = g = 1. En particular, se ve que ¢y # 0 para
cualquier tableau 7.

» Elorden lexicogréfico de las particiones de n permite establecer el lema siguiente, que
resulta ser la clave para obtener las propiedades esenciales del los elementos ¢y € C[S,,].

Lema 4.12. Sean T y R dos tableaux de formas respectivas A + ny ut+ n, con 1 > u
(en orden lexicogrdfico). Entonces se cumple una y solo una de estas dos posibilidades:

(i) hay dos entradas distintas i, j € [n] en la misma fila de T y en la misma columna
de R; o bien

(i) A =, yexistenp € Pryq € Qg con pT = gR.

Demostracion. Considérese la primera fila del tableau 7', con A4 elementos. Fijese que
A1 = pp por hipdtesis. Si A7 > up, las A; entradas de la primera fila de T se reparten
entre las p; columnas de R de tal manera que dos de ellas estdn en una misma columnas
de R: este es el caso (i).

En cambio, si 41 = yuy, hay una permutacién g; € Qg tal que las primeras filas de T
y q1R tengan los mismos elementos. Notese que Qr = Qg r-

En seguida, se puede remover las primeras filas de T y g; R, obteniendo dos tableaux
con n— A; entradas. Como A, > u», el mismo argumento conduce al caso (i) si 42> > uo;
o bien, si 42 = u», auna permutacion g, € Qg tal que las primeras dos filasde 7'y g2q1 R
tengan los mismos elementos.

5Un elemento de dlgebra e € A es idempotente si ¢”

entonces 7(e¢) € Endg V es un proyector.

= e. Si m es una representacion de A sobre V,
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Continuando asi, se llega eventualmente al caso (i); o de lo contrario, se obtiene
A = uyseproduce g = gr---g2q1 € Qg tal que todas las filas de T y gR tienen los
mismos elementos, luego hay p € Pr tal que los tableaux pT'y gR coinciden: el caso (ii).

Noétese también que los dos casos son exclusivos: como las filas de 7'y pT tiene los
mismos elementos, y las columnas de R y gR tiene los mismos elementos, dos entradas
en la misma fila y la misma columna de pT = gR estdn en la misma posicion: no pueden
ser distintas. O

Corolario 4.13. Sean T, R dos tableaux de formas respectivas A + ny v+ n, con 1 > L.

(a) Si A > u, entonces para todo s € S,, hay transposiciones u € Pr, v € Qp tales que
us = sv.

(b) Sis €S, cons ¢& PrQr, entonces hay transposiciones u € Pr, v € Qr tales que
Uus = sv.

Demostracion. Ad(a): Se cumple el caso (i) del Lema 4.12 para los tableaux 7'y sR:
hay dos entradas distintas i, j en la misma fila de 7 y la misma columna de sR. Sea
u la transposicién (i < j)y sea v := s”'us, para que us = sv. Entonces u € Pry
Ve S_leRs = Og.

Ad(b): Si se cumpliera el caso (ii) del Lema para los tableaux s~!T y T, existirfan

I e Py, se obtendria

p1 € Py y q € Or tales que pys™'T = gT. Al poner p := spys~
s™IpT = gT,de modo que s™'p = gen S,, asi que s = pg~! € PrQr.
Por lo tanto, la hipétesis de que s ¢ PrQr demanda el caso (i) del Lema. Por la

parte (a), hay una transposicién v € Qr N P17 y se pone u := svs~' € Pr. O

Lema 4.14. (a) Sean T, R dos tableaux de formas respectivas A, u con 1 > u. El
tinico a € C[S,] con pa = a, ag = (=1)?a para todo p € Py, g € Qg, es a = 0.

(b) SiT es un tableau de n entradas y si a € C[S,] cumple pa = a, aq = (—1)?a para
todo p € Pr, q € Qr, entonces a = a cr para algin a € C.

Demostracion. Ad(a): Escribasea = )¢5, a(t)tenC[S,]. Entonces, paratodo s € S,
resultan sa = Y, a(t) st = Y, a(s't)tyas =Y, a(t)ts = Y, alts™)t.

Dado un elemento s € S, el Corolario 4.13(a) produce u = ulePr,v=v'eQp
con us = sv. Entonces las propiedades ua = a, av = —a muestran que

a(s) = (ua)(s) = a(us) = a(sv) = (av)(s) = —a(s),

asi que a(s) = 0 en C para todo s € S,; luego a = 0.
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Ad(b): EIl mismo argumento y el Corolario 4.13(b) muestra que a(s) = 0 para
s ¢ PrQr. Sis = pgconp € Pr, g € Qr, entonces a(pq) = a(q) = (—1)?a(1), asi que

a= Z Z (=1)%a(1) pg = a(l)cr . O
pePr q€0r

% = arbrarbr, es evidente de (4.10)
que pc% = c%, c%q = (—l)qc% para p € Pr, g € Qr. El Lema 4.14(b) entonces implica

que c% = my cr para algin my € C\ {0}. Si s € §,, entonces

Considérese el elemento c% e C[S,]. Como c

2

msr CsT = (CST)2 = SCTS_1

= mr SCTS_1 = mr CsT,

asi que mr solo depende de la forma A del tableau 7T: se puede escribir c% = mycr.
Como el coeficiente de 1 en c¢7 es 1, el coeficiente de c% respecto de la base usual de
C[S,] es m,. Esto dice que m, = Zp’p,’q,q,(—l)qq' [pgp’'q’ = 1] es un nimero entero no
cero.

Ahora bien, el coeficiente de s en scr es 1, paratodo s € S,. Esto muestra que la traza
de p(cr) en la representacion regular a derecha del dlgebra A = C[S,] es X seg, 1 = nl.

El elemento er := cr/m, es idempotente en el dlgebra A, es decir, e% = er. Luego
p(er) es idempotente en Endc A y su traza es la dimensién de su imagen Aer = Acy.
En resumen,

tr p(cy)  n! n!

tr p(eT) = asi que m, = m

y en particular m, es un entero positivo.

Definicion 4.15. Para cada particién A de un entero = fijo, elijase un tableau estandar T
(por ejemplo, al colocar 1, ..., n de izquierda a derecha en filas consecutivos.) Sea®

Vi = ClSuler = C[Snl cr (4.11)

el ideal a izquierda del dlgebra C[S, ] generado por el simetrizador de Young cr. Los V,
son S,-mddulos, etiquetadas explicitamente por las particiones A + n. O

Proposicion 4.16. Los ideales a izquierda V) dados por (4.11), para A + n, son unos
Sn-modulos irreducibles, no isomorfos entre si; y hasta isomorfismo, no hay otros. La
representacion regular a izquierda del grupo S, se descompone asi:

ClS:l =P UaeV, (4.12)
Arn
donde U, ~ Homg, (V,, C[S,]) cumple dimU, = dimV, = n!/m,.

®Hay un procedimiento que define los V; de modo mds intrinseco, al reemplazar los tableaux por
tabloides: el tabloide {T'} es la érbita de T bajo la accién del subgrupo Pr. La variante de (4.11) obtenida
de esta manera se llama un médulo de Specht: véase la seccion 7.2 del libro de Fulton.
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Demostracion. Escribase A = C[S,]. Si e € A esunidempotente, e =e, ysiVesun A-
modulo cualquiera, definase . : eV — Homu(Ae, V) por Y (ex) : ae — ae - ex = aex
paraex € eV, ae € Ae. Es fécil ver que ¢, es C-lineal y estd bien definida. Como 1 — e
es otro idempotente en A, considérese la suma directa

Ui=Y, ®Yi_.:V=eVd(l-e)V - Homy(Ae ® A(l —¢),V) = Homu(A,V) = V.

Ahora ¥ (x)(a) = (ae + a(l —e))(ex + (1 — e)x) = aex + a(l — e)x = ax, lo cual implica
que ¢ = ly bajo la identificacion Homu(A, V) =~ V. Se concluye que ¢, y ¢¥1—, son
biyecciones; en particular, que Hom(Ae, V) ~ ¢V como espacios C-vectoriales.

Considérese dos particiones A, u - ncon A > u. Sean T y R los tableaux estindares
asociados a ellas. Entonces

HOIHA(V/l, V#) = HOIHA(AeT, AeR) =~ eTAeR = CTACR c aTAbR

y el Lema 4.14(a) implica que ar Abg = {0}. Luego Homy4(Vy, V) = {0} también: los
A-modulos V; y V,, no son isomorfos.
En el caso 4 = u, el Lema 4.14(b) implica que

End(V)) = Homu(Aer, Aer) ~ erAer = cyAcy = Cer

asi que dim¢c End4(V)) = 1, lo que significa que el A-médulo V), es irreducible.

Se ha construido una familia de representaciones irreducibles inequivalentes de S,
de igual namero que las clases conjugadas de S,: por el Corolario 3.24, no hay otras.

Si sT es otro tableau de la misma forma A, entonces ¢ = scp s~ luego Vis~! =
Acgr es un A-moédulo isomorfo a V. En otras palabras, la representacion regular
a derecha del grupo S, permuta los S,-submédulos de C[S, ] isomorfos a V; dentro del
mismo sector isotipico.

Laigualdad dim U, = d, = dim V), es la propiedad (3.8) de la representacion regular
(a izquierda) del grupo S,: la multiplicidad d, del A-submdédulo V, es igual a su
dimension. Un argumento alternativo usa la observacion al inicio de esta demostracion:
U, ~ Homy(Aer, A) =~ erA = ey C[S,]; este es un A-mddulo a derecha, el cual, por
simetria, es C-linealmente isomorfo a Aer. O

Ejemplo 4.17. La particién A = (n) tiene un solo tableau estandar N = [1[2[3]...[x].
Sus subgrupos de permutaciones son Py = S, y Oy = {1}, asi que by = 1 mientras
ay = ¢N = Xpes, P- Notese que scy = cy para todo s € S, y por lo tanto V() =
C[Sy] cny esunidimensional. La misma férmula scy = ¢y evidencia que larepresentacion
correspondiente es la representacion trivial, i : S, — Endc V() . o
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Ejemplo 4.18. La particion 4 = (1") también tiene un solo tableau estindar M. En este
caso los subgrupos son Py = {1} y Oy = S,, asi que ay = 1 mientras by = ¢y =

2.qes,(=1)?q. Es inmediato que scy = (—=1)°cy para todo s € S, y por tanto Vjjn)
C[S,] cm es unidimensional; la representacion correspondiente es la representacion
signo, m2: S, — Endgc V(in) . O

Ejemplo 4.19. La particion 4 = (n — 1, 1) tiene (n — 1) tableaux estdndares; la entrada
unica de la segunda fila puede ser 2,3,...,n. Sea T el tableau estindar con segunda
fila [2]. Entonces Pr ~ S,_1 y Or = {1,r} donde r es la transposicién (1n). Ahora
cr = Ypes,_,(p — pr). Al calcular c% = m,  cr se obtiene

672" = Z (p - pr)(p, - p,r) = Z (PP' - pp'i’) + (prp’r - p}"p/), (413)

[’1[7'€Sn—1 P,P'esn—l

Antes de simplificar esta sumatoria, considérese la representacion “usual” & de S, sobre
C" por permutacién de la base {ey,es,...,e,}. Sip’ € Prestal que p’-e; = e con
J €42,...,n— 1}, entonces (rp'r —rp’) - e, = e; — ey, (rp'r —rp’) - e1 = e1 — e,
(rp’r —rp’) - e = 0 para otros k. Luego, los tnicos términos de la segunda suma al
lado derecho de (4.13) que contribuyen a c% son los que cumplen p’ - e; = ey; tales p’
permutan el conjunto {2, ...,n — 1}, formando asi un subgrupo isomorfo a S,,_;.

La primera suma al lado derecho es (n — 1)! ¢y porque la suma sobre p’ sobrecuenta
el subgrupo Py unas (n — 1)! veces. En la segunda suma, los términos que no cancelan
son también de la forma (pp’ — pp’r) con p’ € S,,_», por lo tanto la segunda suma es igual

a(n—-2)!cr. Enfin,

n!

—— =n-1.
nn-2)! "

Mp—1y=(n—D'+(n-2) =n(n-2)! asique dimV,_y)=
Esta V(,_11) se llama la representacion estindar de S,. Resulta ser equivalente a la
subrepresentacion de 7 sobre el hiperplanoV ={x e C": x; +---+x, =0}. O

En el caso n = 3, las tres representaciones anteriores dan todas las representaciones
irreducibles de S3. Las tres particiones (3), (2, 1)y (1, 1, 1) corresponden a los S3-médulos
Vizy = C (trivial), V(o1 = C? (estdndar) y Vii,1,1) = C (signo).

Lema 4.20. Si T es un tableau de forma A + n, sean c}. := brar y Wy = C[S,]c}.
Entonces los S,-modulos V; y W, son isomorfos.

Demostracion. Con A = C[S,], nétese que V) = Aarbr y W) = Abray. Considérese
los operadores de multiplicacion a la derecha sobre A dados por x — xar, y — ybr.
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Es evidente que (Aarbr)ar C Abrar y que (Abrar)by C Aarbr. Ademds, estas
aplicaciones lineales conmutan con multiplicaciones a la izquierda por elementos de A.
Las restricciones de estos operadores a los subespacios vectoriales respectivos V, y W)
definen operadores entrelazantes R, € Homu(V), W)y R, € Homy(Wy, V)).

Su composicion R, o R, € Ends(Vy) = Enda(Acr) esta dada por multiplicacion a
derecha por cr, la cual es el operador escalar no nulo x — m x, porque c% = m,cr.
Luego R, es biyectivo, con inverso Rgl = (1/m )Ryp; y por ende R, es un isomorfismo

de A-mo6dulos entre V; y W,. m|

4.3 Polinomios de Schur

La literatura sobre las representaciones de S, es muy extenso. Para analizar las rep-
resentaciones en detalle, se requiere una fuerte dosis de andlisis combinatorio. Se
recomienda la lectura de los dos libros de Fulton y los libros de Procesi y de Simon
citados en la bibliografia para examinar este asunto en mds detalle. A continuacidn, se
enuncian — sin demostraciones — algunos teoremas relevantes.

Proposicion 4.21. El grado d, = dimV), de la representacion irreducible de S, que
corresponde a la particion A + n estd dado por

n!
e he
donde cada ¢ denota una casilla del diagrama de Young para 'y h. es la longitud del
gancho de c, es decir, el niimero de casillas a la derecha y por debajo de c, incluyendo

dy

(4.14)

la propia c. =|

Témese, por ejemplo, la particion A = (4, 3,2) + 9; se muestra el diagrama de Young
correspondiente y un relleno (que no es un tableau) donde en cada casilla ¢ se coloca el
ndmero A, correspondiente:

o oo 6|5
° 43
2|1

311]

[

El gancho para la casilla ¢ = (1,2) queda ilustrado; se ve que A 1) = 5 en este caso. La
férmula de dimensiones muestra que

0! 9.8.7
B N A B

Lema 4.22. La dimension d,; = dim V) coincide con el niimero de tableaux estandares
de la forma A. =|
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Por ejemplo, hay dos tableaux estdndares de la forma (2, 1):

_12| _13|
T=r y R=p

y la féormula dp ) = 3!/(3 - 12) = 2 asegura que no hay otros. (Es inmediato, por
inspeccion, que los otros 4 tableaux de esta forma no son estdndares.) El sumando
correspondiente de C[S3] en la descomposicion (4.12) es

Ua1) ® Vo) = C* ® Vio1y = C[S3] cr ® C[S3] ek -

Corolario 4.23. Las dimensiones d, = dim V) cumplen Z d% =n!. =|
Arn

» Hay una famosa férmula, descubierta por Frobenius, que describe completamente
el cardcter de la representacion irreducible 7, : S,, — GL(V)). Su expresion involucra
ciertos polinomios simétricos y alternantes de varias variables. Es oportuno hacer una
pausa para examinar algunas propiedades de estos polinomios.

Definicion 4.24. Un elemento p € F[xy, x2,...,Xx,] es un polinomio simétrico de
m variables si

P(Xo(1) Xg(2)s - - -» X(m)) = P(X1, X2, ..., X;,) paratodo o € S,.

Las sumas de potencias pi(xy, ..., x,) = xX + .-+ + x% son simétricos (y ademds
homogéneas de grado k).
Se definen otras dos familias de polinomios simétricos homogéneas mediante fun-

ciones generatrices. Si ¢ es una variable suplementaria, las formulas

k
1

(1+xt)=:1+ Z ext®, (4.152)
i=1 k=1
]—[1_ =l (4.15b)
i=1 i k=1

definen los polinomios simétricos elementales ¢; y los polinomios simétricos com-
pletos /1, ambos de grado k (con k < m en el primer caso). Explicitamente, al abreviar

X = (X100, xn):

er(x) = Z XiyXiy o X, he(x) = Z Xiy Xiy *** Xig, - o

I<ij<-<ip<m 1<i| < <ig<m
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Por ejemplo, si m = 3, se ve que
e1(x) =x1+x2+x3, exx)=x1x2+ X1X3 +x2x3,  e3(X) = x1x2x3,

mientras

hi(x)=x1+x2+x3 h(x)= x% + Xx1X2 + x1Xx3 + x% + X2Xx3 + x%.

% —eyyque ey = h% — hy. En general, un polinomio en los h; puede

expresarse como un polinomio en los ey y viceversa.

Fijese que h; = e

Un teorema conocido de dlgebra polinomial dice que cualquier polinomio simétrico
es un polinomio en los ey y que éstos son algebraicamente independientes.” En simbolos:

Flx1, .. .,xm]S”’ = Fley,...,en].
Un elemento g € F[xj, ..., x;] es un polinomio alternante de m variables si
G(Xa(1y X @)y - - > Xom) = (=1)7q(x1, X2, ..., x,) paratodo o €5,.
Al sustituir x; por x; en g(x), se obtiene g(x1,...,Xj,...,Xj,...,Xx,) = 0 porque la
transposicion (i) cambia su signo pero lo deja igual. Luego, (x; — x;) divide g(x), toda
vezquei # jen{l,...,m}. Unejemplo de un polinomio alternante es el determinante
de Vandermonde:
x’I"_1 x% x; 1
xz’"_1 x% xy 1
A(x) := x;”_l x% x3 1| = l—[ (x; = x;).
: 1<i<j<m
xm-1 X2 x, 1

(El intercambio de dos filas de esta matriz cambia el signo del determinante.) Por lo
dicho anteriormente, A(x) divide g(x), asi que g(x) = A(x) p(x); y el cociente p(x) es
obviamente un polinomio simétrico de m variables.

.y I Pl o . .
» Considérese el monomio xi'x5*...x," y sus imdgenes bajo permutaciones de las
variables; sin perder generalidad, se puede suponer que 41 > A > --- > 4, > 0. Si

algin A; = 4,41, el polinomio alternante generado por este monomio es nulo.
Notese que A = (A1, Ay, ..., ;) es una particion de n, donde n = A; + -+ + Apy.
Para poder tratar con n fijo, se permite rellenar las partes de una particion con ceros.

7Véase, por ejemplo, el Teorema 2.20 del libro: Nathan Jacobson, Basic Algebra I, Dover, Mineola,
NY, 1985.
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Asti, por ejemplo, se escribe las particiones de 3 como (3,0, 0), (2,1,0), (1, 1, 1) en orden
lexicografico. El nimero de partes positivas, £(1) < m, se llama la longitud de la
particion A; este es el nimero de filas en el diagrama de Young correspondiente.

Para obtener exponentes distintos en monomios, se puede modificar A al sumarle la
sucesion fija p:=(m—1,m—-2,...,2,1,0) € N"*. La correspondencia

/1:(/11,/12,...,/1m)<—>/1+p:(/11-I-m—l,/lz-l-m—z,...,/lm)

es una biyeccidn entre sucesiones decrecientes A € N™ y sucesiones estrictamente
decrecientes 1 + p € N,
Escribase l_] :=Aj+m—j,demodoque A+p = (I1,...,1,). Entonces los polinomios

. Lol Ln I
Apsp(x) = Z (DX X - Kt = det[x’ |
ogeSH,

forman una base vectorial de los polinomios alternantes de m variables.® Fijese que
Aj+p(x) es un polinomio homogéneo, de grado n + %(m2 —m).

Definicién 4.25. Si A = (1y,..., 4,;) F nes una particién de n con n > m, el polinomio
de Schur sase define como
Ajip(x)
=, .16
s2(x) A (4.16)

el cual es un polinomio simétrico y homogéneo de grado n. De las consideraciones
anteriores, se ve que { s; : 4 + n, £{(1) < m } es una base vectorial para los polinomios
simétricos homogéneos de grado n en m variables. o

Nétese que A,(x) = A(x), asi que so(x) = 1: La“particion” nula0 = (0, ...,0) € N,
de longitud cero, corresponde con un polinomio constante, de grado cero.

Vale la pena examinar el efecto de colocar x,, = 0 en (4.16). Si 4,, > 0, definase
u=A1—-1,...,4,—1)=4-(1"); entonces A ;,(x) = x1 - X, Aysp(x) y por ende
sa(x) = x1-- xp su(x). Luego sa(xy, ..., xu-1,0) = 0.

Si 4, = 0, de modo que £(1) < m — 1, es facil comprobar que

Apsp(x1, .o Xo1,0) = X1 Xpo Adgp(X1 -0 X 1),
y también A(xy, ..., Xpu-1,0) = x1 -+ X1 A(X1, ..., X;,—1) enel caso A = 0. En conse-
cuencia,
sa(xty .o Xm-1,0) = s(x1, ..., x;y—1) todavezque A, =

$De hecho, al reemplazar el anillo de coeficientes [F por Z, esta es una base integral para los polinomios
alternantes con coeficientes enteros.

103



MA-—729: Teoria de Representaciones 4.3. Polinomios de Schur

La conclusion es que s (x1,...,x,) = 0si m < £(1), mientras que s (x1, ..., X;) nO
depende del niimero de variables m toda vez que m > £(A1). Por esta razén, se puede
considerar s; como un polinomio simétrico en una cantidad infinita de variables.®

Ejemplo 4.26. Si A = (1,...,1)=(1") Fn,entonces [; =n—j+1paraj=1,...,ny
por ende A1 1)+p(X) = x1 -+ - x, A(x). Es inmediato que

5, 1)(x) = X1 x, = ey(x), donde x = (x1,...,%).

Es posible mostrar, por un cdlculo combinatorio, que a la particiéon dual A” = (n) le
corresponde el polinomio simétrico completo: s(,)(x) = h,(x). O

Ejemplo 4.27. Algunos polinomios de Schur se obtienen por cédlculo directo. Por
ejemplo, para la particion A = (2,1) = (2,1,0) + 3 se calcula, con A = A(xy, x2, x3) =
(x1 — x2)(x1 — x3)(x2 — x3), por expansion en la dltima fila:

4

2
x7 x5 1
IR lx‘l‘—xg1 x%—x%
s X x3) =2 X =214 3 5 5
1.2 Alxy —x3 x5 —x3
X3 X3
2 2N2 2
:(xl—x3)(x2—x3) x%+x% IZ(X1+X3)(X2+X3)(x2_x2)
X X X1 — X2
A §+ % 1 1 2

= (x1 + x2)(x1 + x3)(x2 + X3).

Se verifica directamente que s(1) = e1e2 — €3.
1 3

s X XI
Fijese que s(2,1)(x1, x2) =
X1 — X2

xé o= x1x2(x1 + x2) = 52,1,00(x1, x2,0). 0
» Caberecordar que la clase conjugadade s € S, se identifica por el nimero y la cantidad
de sus ciclos. Si s es el producto de m; elementos fijos (1-ciclos), m; transposiciones
(2-ciclos), ms 3-ciclos, etc., hasta m, r-ciclos, entonces m; + 2my + --- + rm, = n.
La particién correspondiente es u = (r™r,...,2"2, 1), donde se omiten términos con
my = 0. La cardinalidad de esta clase conjugada C,, es el indice [S,: Zs, (s)] donde el
centralizador Zs, (s) es el subgrupo { p € S,, : psp~' = s }. Tales elementos p permutan
ciclos de la misma longitud y ademds permutan ciclicamente los indices de cada ciclo
individual:

n!

Zs (8) = Sy X+ X S XCM x oo x CMry |IC,| = .
" m me 2 e Y e T 2 e |

9De manera menos informal, se define A,, := Z[x1,..., xm]SV", el anillo de polinomios simétricos en
m variables; y se considera el homomorfismo ¢,,: A,, = A;,—1 dado por evaluacién en x,, = 0. Los s,
(sin restriccion sobre A) pertenecen al limite proyectivo A := lim A™ y forman una base integral para A.
—
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Para cada particién A + n, sea y, el cardcter del S,-mddulo irreducible V,. Si u+ n
es otra particion, sea x  (u) := xa(s) paracada s € C,.

Sip=(u1,--+, um), seapy(x) := py, (x)---py,(x)una suma de potencias genera-
lizada, donde &(x) = x’l‘ + -+ xX para k € N. Cada pu(x) es un polinomio simétrico
homogéneo de grado n en las variables x = (xy, ..., x,).

De manera andloga, al escribir u = (r"r,...,2™,1™), se define el polinomio
simétrico completo generalizado h,(x) := hi(x)™ --- h.(x)™.

Teorema 4.28 (Formula de caracteres de Frobenius). Las entradas y ,(u) de la tabla de
caracteres de S, son los coeficientes del polinomio simétrico p,(x) con respecto de la
base de los polinomios de Schur de grado homogéneo n:

pulx) = ) xa() sa(x). (4.17)

Arn

Alternativamente, y 1() es el coeficiente de x P = xf‘ e xﬁ” en el polinomio alternante

A(x) pu(x). =

Aqui se omite la demostracion de este teorema, incluyendo la equivalencia de las dos
recetas para los coeficientes y ,(u). El lector puede consultar el libro de Fulton y Harris,
seccion 4.3 y apéndice A; o bien el libro de Procesi, seccion 9.4.1. Para demostrar (4.17)
o alguna férmula equivalente, es necesario hacer un estudio detallado de las propiedades
de polinomios simétricos e identidades combinatorias entre ellos.

» En el estudio del grupo S, se destacan ciertas representaciones reducibles obtenidas
por induccién desde sus subgrupos. Conviene identificar el grupo S,,—1 con el subgrupo
de las permutaciones en S, que dejan 7 fijo:

Si-1={geS,:gln)=n}.

Mis generalmente, si A + n, sea §) = Sy, X --- X §,,, el subgrupo de S, que deja
invariante las partes {1, ..., 1}, {/IT+ I...,41+A2},...,de{l,...,n}. Enparticular,
la identificacion anterior dice que S,—1 = S(,—1,1)-

Sea 0 ,: S, = GL(Y)) la representacion inducida por la representacion trivial del
subgrupo S,. SiT es un tableau de forma A, el subgrupo S, coincide con el grupo Pr.
En vista de (4.10), que dice que par = ar para p € S,, resulta que el espacio de la
representacion inducida puede ser realizada como Y, = C[S,]ar. (En otras palabras,
con A = C[S,] como antes, Y, es el A-mddulo Aar.) Enefecto, solo es necesario observar
que el espacio vectorial A ay tiene una base {sar, ..., sxar} donde {s;Pr, ..., s Pr}
es una enumeracién de las coclases en S,/ Pr.
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Fijese que la multiplicacion a la derecha y — ybr es un homomorfismo sobreyectivo
de S,,-mddulos de Aar en Aarbr, es decir, de Y, en V); a la vez que el isomorfismo del
Lema 4.20 da una inyeccion Aarbr ~ Abrar C Aar, es decir, V) ~ W, — Y,. Esto
implica que hay una descomposicion ¥, ~ V; @ Z como suma directa de S,-mddulos.
En consecuencia, Y es reducible y V,; es uno de sus componentes irreducibles.

Es una consecuencia del Lema 4.14 que V, no es un componente de Y si 4 > u;
y ademds, el componente V; aparece en la descomposiciéon de Y, una sola vez. Esto
conduce a la férmula

Y W=V& EB kyaV, paraciertos k,, € N. (4.18)

y>A

Los coeficientes de esta descomposicién se llaman nimeros de Kostka (se define
kaa :=1). Ellos aparecen en las siguientes formulas de transformacion de polinomios
simétricos: 10

ha(x) = s2(x) + D Ja 8,(%), (4.192)
v>A

sa(x) = ma(x) + D Ky my(x), (4.19b)
u<a

donde los polinomios simétricos monomiales se definen como m,(x) := 3, x?l R

donde (a1, ..., @,) recorre las permutaciones distintas de (A, ..., 4,).
Por ejemplo, si x = (x1, x2, X3):

m2,1)(x) = x%xz + x%X3 + xlxg + x1x§ + x%X3 + xzxg,
son(x) = x%xz + x%x3 + xlxg +2x1Xx2Xx3 + xlxg + x%m + xzxg )
Como los &, ;, son enteros no negativos, la férmula (4.19b) evidencia que los coeficientes
de cada polinomio de Schur s,(x) son enteros no negativos también.
Un caso particular importante de la descomposicion es el caso A = (n — 1, 1), donde

Yo-1,1) = Vin-1,1) ® Vi) -

Del Ejemplo 4.19 se sabe que V{,,_1,1) €s la representacion estandar de S,,, cuya dimension
es n — 1. La dimension de la representacion inducida ¥,y 1) es el indice [S,: S,-1] = n.
Luego el nimero de copias de la representacion trivial V|, en esta descomposicion es 1;

'%V¢ase el apéndice A del libro de Fulton y Harris para el papel de los nimeros de Kostka en el manejo
de los polinomios simétricos; y el capitulo 2 del libro de Fulton, Young Tableaux, para una interpretacion
combinatoria en términos de diagramas de Young.
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lo cual implica que K, (,—1,1) = 1. Ahora, la estructura de una representacion inducida, a
partir de la férmula (3.24), muestra que ¥(,,_1 1) =~ C" donde S, actia por permutacion de
las coordenadas. El complemento de la recta diagonal de C", 1a cual es el S,,-submddulo
trivial, es el hiperplano x| + - - - + x, = 0. Se ha comprobado, entonces, que la accion de
Sy sobre este hiperplano no es otra cosa que la representacion estandar V(,,_1 ) .

4.4 Representaciones de GL(m, C)

El grupo de matrices invertibles complejas GL(m, C) no es un grupo finito; un estudio
completo de sus representaciones requiere ciertos prolegémenos sobre grupos de Lie,
o bien sobre grupos algebraicos. Sin embargo, el teorema de Schur y Weyl pone en
evidencia una familia de representaciones irreducibles de este grupo, una para cada
particion A4 + n. Vale la pena examinar el aporte del grupo finito S, a la estructura de
estas representaciones.

Definicion 4.29. Sea V un espacio C-vectorial de dimensién finita m. Considérese la
descomposicion (4.3) del producto tensorial V®" de n copias de V bajo las acciones
(4.6) de los grupos S, y G = GL(m,C). Estas acciones se extienden linealmente a
representaciones de dlgebras A ~ C[S, ]y Btalesque A" = By B’ = A por el Teorema 4.7
de Schur y Weyl. La descomposicion referida entonces toma la forma:

ver = (P sa(v)e v (4.20)

Arn

donde los V, son todos los S,-mddulos irreducibles; y cada S, (V) := Homy(V,, V&) es
un G-moédulo irreducible, de dimension finita, en vista de laToposici(’)n 4.5.

Los G-médulos S,(V) se llaman médulos de Weyl. La descomposicién (4.20)
entonces dice que V®" es una suma directa de tales médulos de Weyl, con multiplicidades
respectivas dim V. ¢

El teorema de Schur y Weyl también asegura que V; =~ Hompg(S,(V), V&") como
espacios C-vectoriales.

Si W es otro espacio C-vectorial finitodimensional y si R € Homg¢(V, W), entonces
R®": V®" — W®" es una aplicacion lineal que entrelaza las dos representaciones de S,
y define, por restriccion, una familia de aplicaciones lineales S (R): S (V) — S (W).
Es fécil chequear que las correspondencias V - S,(V), R = S,(R), definen un funtor

sobre la categoria de espacios C-vectoriales finitodimensionales. Estos S,, para 4 + n,
se llaman funtores de Schur.
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» Para cada A + n, elijase un tableau estdndar fijo 7: por ejemplo, T podria ser el
tableau que rellena el diagrama de Young para A con los nimeros 1,2, ...,n en orden de
izquierda a derecha en cada fila, y en las filas sucesivas de arriba para abajo. Dendétese
por ¢, := cr el simetrizador de Weyl para el tableau elegido. De la discusion después
del Lema 4.14, se ve que los elementos { ¢;/m, : A + n } es una familia de idempotentes
ortogonales en A, con V; ~ Ac,.

De la demostracion del Teorema 4.7, se nota que la accién de S, sobre la base vectorial
{e; : I € [m]"} estd dada por s - ¢; = e.;. Esta accion se extiende por linealidad a la
accion de A = C[S,,] sobre V®". De ahi resulta que, para cada A,

Sa(V)=c, -V como G-submédulo de V®". (4.21)

Ejemplo 4.30. La particion A = (n) determina el S,,-médulo trivial V() = Ac(,) = C con
Cn) = Xpes, p- Esta suma de permutaciones actda sobre V™ como el simetrizador

X1® QX — Z Xp1(1) @+ @ X -1y =nl(x; V- Vxy,).
PESH

Su imagen es la potencia simétrica S"V, vista como subespacio de V®". Es decir,
Sn)(V) = §"V. En conclusion: si dimV = m, el espacio vectorial $"V es un GL(m, C)-
moddulo irreducible, para cada n € N. 0

Ejemplo 4.31. La particiéon 4 = (1") corresponde con V(j»)y = Acny = C donde
c(1my = Yges,(—1)?q actia como el antisimetrizador

XQ® - ®x, Z(—l)qxq_l(l) ®  ® X1y = nl(X1 A AXy).
qE€Sn

Su imagen es la potencia exterior A"V, vista como subespacio de V®". Se concluye cada
A"V, paran =0,1,...,dimV, es un GL¢(V)-médulo irreducible. O

Si n = 2, no hay otros GL¢(V)-médulos irreducibles: V @ V ~ §2V @ A%V es un
caso particular de (4.20). Para n = 3, la descomposicién toma la forma:

VeVeV=SVe(SenV)eC)eA'V.

Para A = (2,1),sea T = ; 2J ¢] tableau estandar preferido. Entonces ay = 1 +(12) y
br =1 —(13), asi que

con =1+(12)-(13) - (132) € C[S$3].

En tal caso, Si1)(V) es el subespacio de V®3 generado por trivectores de la forma
c@1) - (x ® x ® x). Su dimension es (m> = m)/3.
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» Seay, el caricter de la representacién o) de GL(m, C) sobre S, (V). Este caracter es
una funcion de clase sobre GL(m, C). Cabe recordar que las clases conjugadas de este
grupo son las clases de semejanza de las matrices invertibles. Dada g € G = GL(m, C),
hay un elemento 4 € G tal que la matriz hgh™' tenga la forma normal de Jordan, con
los autovalores de g en la diagonal y entradas O o 1 en la subdiagonal superior. La traza
tr(g) = tr(hgh~') depende solamente de los autovalores de g (porque es su suma).

De igual manera, el carécter de la representacion (4.6a) de G sobre V" —y también
de cada una de sus subrepresentaciones o, — es un polinomio en las entradas de G; por
continuidad, este polinomio queda determinado por sus valores para g diagonalizable;
y por invariancia de la traza bajo semejanza, estd determinado por sus valores para
g diagonal. En resumen, cada cardcter ¢, es un polinomio en los autovalores de g.

Dendétese los autovalores de g por x = (x1,...,x;;) € C". Se requiere hallar el
polinomio ¢, (x).

Ejemplo 4.32. Considérese el caso 4 = (1") donde S, (V) = A"V. Obviamente,
A"V = {0} si n > m. Paran < m, un vector bdsico en A"V es e;, A --- A ¢;, donde
1 <ip <.+ <i, <m Sig = diag[xy,...,x;], el autovalor correspondiente de
A'g = o(1n)(g) es el monomio x;, ---x;,. Luego, el cardcter de A"V es el polinomio
simétrico elemental:

an(x) = tr[A"g] = Z Xiy Xiy 0+ X, = en(X).

1<iy < <in<m

En el caso opuestode A = (n), donde S,(V) = S"V, con vectores basicos e¢;, V- --Ve;,
donde 1 <ij < --- < i, < m, el cardcter de S"V es el polinomio simétrico completo:

Yny(x) = tr[S"g] = Z Xi\ Xiy ++ Xi, = hp(X). o

I<i|<<ip<m

Considérese las acciones (4.6) de G = GL(m,C) y S, sobre V®". Segiin (4.21), se
puede realizar el médulo de Weyl como el G-submédulo S, (V) = ¢, - V.

Sid=(A44,...,4), sudiagrama de Young tiene k filas; si T es el tableau estandar
preferido de forma A, entonces ¢; = ¢y = arbr. Enel caso k > m, la accion de by sobre
un tensor simple cualquiera de V®" es nula:

br -V ®--®v)=kl(WViA- - AV)®---=0

pues vi A --- Avg = 0en AKXV porque vy, . . ., i son linealmente dependientes. Luego
S(V) = {0} si A tiene mas que m filas.
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Ahora supdngase que k < m. Dada una base {ey,...,e,} de V, considérese el
multivector

wr=(e1®---®e)® (1 ® - Re)® - Qe ®--Qe,) € V",

donde (k,1,...,r) = A’ es la particion dual de 1. Nétese que kK > [ > --- > r porque
estos indices enumeran las columnas del diagrama de Young de 4. Ahora la accion de br
antisimetriza las columnas de T'; por lo tanto,

br-wr=kl!---rl(etA---Nep)®(et A Nep)®---Q(eg A+ Aep).

entonces br - wr # 0y luego arbr - wr # 0 porque ar simetriza los tensores simples al
lado derecho. Se ha comprobado que S, (V) # {0} si y solo si k < m.

Proposicion 4.33. Sea V un espacio C-vectorial de dimension n'y sea A + n una
particion cuyo diagrama de Young tiene a lo sumo m filas. Entonces el cardcter del
GL(m, C)-médulo S (V) esta dado por el polinomio de Schur s (x1, ..., Xp).

Demostracion. Conviene reescribir la representacion (4.6b) de S,, sobre V®" como una
accion a derecha:

(x1®xz®---®x,1)<ls::xs(1)®xs(2)®---®xs(n).

Con A = C[S,] y B = A’ el dlgebra generado por la accién a izquierda de G = GL(m, C),
el espacio vectorial V®" es un B-A-bimdédulo segtn la Definicion 3.39. Al reescribir
(4.21) como S, (V) = V®" «ac, y al recordar que V, = Ac,, se concluye que hay un
isomorfismo de G-mdédulos a izquierda:

SAa(V) =V @, V),

donde se usa el producto tensorial sobre A de la Definicion 3.40.

La factorizacion ¢, = arbr sugiere considerar el G-médulo ar - V' = V®" < ar en
conexion con el A-mddulo (a izquierda) ¥y = Aar. La accion de ar = ) ,ep, p sobre
V" permuta los indices de las filas de T independientemente. Este G-mddulo entonces
Se presenta como

SUV @SV e @ SUV =V, Y,;

al lado izquierdo, cada ® significa un producto tensorial de espacios C-vectoriales.
Segtin el Ejemplo 4.32, el cardcter de este G-médulo es hy(x) = hy, (x)--- hy, (x).
Abhora, Y, se descompone segtin (4.18) en A-submddulos irreducibles; al formar el
producto tensorial de V®" sobre A con ambos lados, se obtiene

STV @StV g @ SUV = S(V) @ D ka SuV). (4.22)

v>A
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Al tomar caracteres de ambos lados, notando que este proceso convierte sumas directas
de G-mddulos en sumas de funciones, se obtiene

ha(x) = Ya(x) + D e a ().

v>A

Por otro lado, la misma férmula (4.19a) expresa /&, en términos de los polinomios de
Schur. Como los nimeros de Kostka &, 4 forman una matriz triangular unipotente (es
decir, todas sus entradas diagonales son iguales a 1), esta matriz es invertible (con inverso
triangular unipotente). Por lo tanto, el sistema lineal (4.19a) tiene una solucion unica.
La conclusion es que ¥ (x) = s,(x) para cualquier A tal que S (V) # {0}. O

Esta Proposicion 4.33, que describe concretamente los caracteres de una serie de
representaciones irreducibles de GL(m, C), es una instancia de una familia de formulas de
caracteres obtenidas por Hermann Weyl alrededor de 1925. Las otras son férmulas para
caracteres de grupos de Lie compactos, fuera del alcance de este curso. El aspecto general
de estas formulas es un cociente de dos expresiones antisimétricas, que generalizan la
férmula (4.16) — debido originalmente a Jacobi — para los polinomios de Schur.

4.5 Ejercicios sobre representaciones de S,

A continuacién, A y u son particiones de n; T y R son tableaux de Young de formas A
y u respectivamente. Se escribe 4 > u si A mayoriza p en orden lexicografico. La
particion dual a A es A’. Las representaciones 7, : S, — Endc(V,) son las irreducibles
de S,; la representacion signo es : S, — C, en el caso 4 = (1"). El simetrizador de
Young para T es ¢y = arbr en el dlgebra A = C[S,,].

Ejercicio 4.1. Se escribe A > u (el orden parcial de dominancia) si'!
/11+"'+/1j 2 M+ 4+ u; para j= 1,2,...

(a) Calcular las relaciones > entre todas las particiones para n = 6, mostrando asi que
este orden parcial generalmente no es total.

(b) Demostrar que A > pimplicad > uy ¢/ > A'.

(¢c) Comprobar que la implicacion inversa de (b) no es valida, al examinar A = (6, 3, 3)
yu=(5511)paran = 12.

"1Se identifica A = (Aq, ..., Ax) © (A1, ..., A%, 0,...,0) si fuera necesario.
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Ejercicio 4.2. Para A + n dado, tsase el tableau estandar 7" de forma A con 1,2,...,nen
orden creciente en cada fila, y luego en las filas sucesivas de arriba para abajo.
Calcular los simetrizadores de Young correspondientes ¢y € C[Sy] para cada A + 4.

Ejercicio 4.3. Se sabe que d, = dim V, es el nimero de tableaux estdndar de forma A.
Exhibir todos los tableaux estdndares para n = 5 y obtener asi los grados de todas las
representaciones irreducibles de Ss .

Ejercicio 4.4. Sea « el automorfismo del dlgebra A determinado por a(s) := (=1)°s
para s € S,. Si 7 es una representacion cualquiera de S,, comprobarque roa ~ 7 ® €.

Demostrar que ) ~ m; ® € para cada A + n. [ Indicacion: usar el Lema 4.20, el
cual dice que si A = C[S,,], entonces Aarbr ~ Abrar como S,-mddulos. ||

Ejercicio 4.5. La férmula c% = m, cr demanda que m, # 0. Mostrar que efectivamente
c% # 0, al verificar que a — cra no es un operador nilpotente sobre A = C[S,,].

[ Indicacion: Si este operador fuera nilpotente, su traza seria 0. Comprobar que, por
el contrario, su traza es n! con el uso de la representacion regular de S,. ||

Ejercicio 4.6. (a) Comprobar que bgAar = 0si A > u;y que brAar ~Cecr.

(b) Demostrar que V) = Acr es un S,-submddulo de ¥ = Aar con multiplicidad 1; y
que V,, = Acg es un S,-submodulo de ¥ siy solosi 4 < p.

Ejercicio 4.7. Al tomar m = 3, x = (x, y, z), el polinomio simétrico monomial m,(x) es
la suma del monomio x*!y*2z13 y sus permutaciones.

(a) Expresar me(x), m.1)(x) y mqi.1(x):

(i) en términos de e;(x), ex(x), e3(x);
(ii) en términos de h(x), ha(x), h3(x);

(iii) en términos de pi(x), p2(x), p3(x).

(b) Expresar e3(x), h3(x), y p3(x) como combinaciones lineales de m3)(x), m, 1)(x)
y m1,1,1)(X).
Ejercicio 4.8. Se puede definir los polinomios simétricos elementales y completos

mediante sus funciones generatrices con una variable auxiliar ¢:

m m

E(t)zn(l+xjt)::1+Zek(x)tk, H(I)El_ll ! ::1+kz;hk(x)tk.
i -

j=1 k=1 L= xjt

Mostrar que ex(1,1,...,1) = (’,“:) y hi(1,1,...,1) = (m+,f_l). Con base en este cilculo,
obtener las dimensiones de los espacios vectoriales A¥(C™) y S¥(C™).
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Ejercicio 4.9. Si A = (4y,...,4,)yd+p = (l1,...,ly) conl; := Aj + m — j para
j =1,...,m, comprobar que

Asp(Lxe o) =2 [ (=)

I<i<j<m

con un signo + que solo depende de m. Calcular s,(1, x, ..., x" ') para x # 1 y obtener
asi la formula de dimension de Weyl:

Ai—Aj+j—i
sl = ] l]%

dim S/l (V)

1<i<j<m

Ejercicio 4.10. Si V(,_1 1) = C" ! es el espacio de la representacién estandar de S,,,
demostrar que hay un isomorfismo de S,-mddulos:

S*Vio1) = C® Vipo1.1) ® Vin22)»

donde el primer sumando es el §,-médulo trivial, Vi,,) = C.

Ejercicio 4.11. Para el tableau 7' = ; 2] yVvV =0C", V® = V@V ®V, definase los
operadores Az, Br, Cr € Endc(V®3) por

Aru®@vew):= %(u®v®w+v®u®w),
Br(u®vew):= %(u®v®w—w®v®u), Cr := ArBr.

Para R = 1 3] definase Ag, Br, Cr de modo similar:

ARU® VW) :=1U®vew+weveu),
Bru®@vew):= %(u®v®w—v®u®w), Cg := AgrBg.

Sean StV 1= Cr(V®3) y SgV := Cr(VE®).

(a) Demostrar que V& ~ S3V @ S7V @ SgV @ A3V. [Indicacién: para comprobar
que StV N SgV = {0}, calcular BfAg y BrAr. |

(b) Obtener la férmula dim S7V = m(m?* - 1)/3.

(c) Enelcasom =2,V = C%,sea Q = 3 1 (un tableau no estdndar) y determinar
SpC2, SpC? y SQCZ, comprobando que_SQC2 c SyC? @ SgC2.
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5 Estructura de algebras de Lie

Las representaciones de grupos de Lie estidn determinadas en buena medida por las
acciones correspondientes de su dlgebra de Lie. Si G es un grupo de Liey si g = T1G es
el espacio tangente en 1, un par de vectores x, y € g determinan campos vectoriales X, Y
sobre G que son invariantes por traslaciones a la izquierda 4 +— gh en G. El conmutador
XY — Y X es otro campo vectorial invariante cuyo valor en 1 es un vector [x, y|] € g que
depende bilinealmente de x, y; de este modo, g es un dlgebra de Lie finitodimensional.

Hay grupos de Lie reales y complejos: ellos tienen vecindarios de 1 (y, por traslacion,
de cualquier otro punto) homeomorfos a R" o a C", segun el caso. Un grupo de Lie real
compacto de dimensién n admite una complexificacion a un grupo de Lie complejo de
dimensién n y el mismo proceso es aplicable a algunos grupos de Lie no compactos.
Asi, por ejemplo, el grupo de Lie compacto SU(2) y el grupo no compacto SL(2, R)
tiene una complexificaciéon comin, SL(2, C). En la direccion inversa, se dice que SU(2)
y SL(2, R) son formas reales de SL(2, C): una forma real compacta y otra no compacta.
Estas ambigiiedades quedan suprimidas al considerar solamente el caso compacto de
grupos de Lie reales:! cada grupo de Lie compacto G tiene una complexificacién G, la
cual es un grupo de Lie complejo cuya forma real compacta es G.

En contraste el caso de grupos de Lie, la complexificacion de un élgebra de Lie real
g es un sencillo producto tensorial:

gt :=Ceny.

Por ejemplo, si g = su(n), con dimg g = n> — 1, entonces g* = sl(n, C).

En este capitulo, g denotard una [F-dlgebra de Lie de dimension finita, sobre el cuerpo
F = R o C. La consideracién del caso real anticipa el eventual estudio de espacios
tangentes en la identidad de grupos de Lie compactos; y es puede pasar al caso complejo
directamente al aplicar el funtor (C ®g —). Sin embargo, aqui se adoptard un enfoque
puramente algebraico, para iluminar mejor la estructura propia de las dlgebras de Lie.
Por lo tanto, se enfatizard més el caso complejo, F = C.

La teoria estructural de las dlgebras de Lie tiene muchas analogias con la de dlgebras
asociativas; en particular, hay un contraste marcado entre las dlgebras de Lie solubles y
las semisimples, que se abordard en seguida.

'El algoritmo de complexificacion para grupos de Lie compactos estd basado en un teorema de
dualidad de Tannaka y Krein: los elementos de matriz de representaciones finitodimensionales de G
forma una bidlgebra conmutativa R(G, R), cuyos caracteres reales forman un grupo isomorfo a G. La
complexificacién G puede definirse como el grupo de caracteres de la bialgebra R(G, C) de elementos de
matriz complejos. Véase el capitulo 3 del libro: Theodor Brocker y Tammo tom Dieck, Representations
of Compact Lie Groups, Springer, New York, 1985.
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5.1 Algebras de Lie semisimples

Definiciéon 5.1. Si [ es un ideal del dlgebra de Lie g, sea [g, [] el subespacio vectorial
de g generado por los elementos [x, y], con x € g, Es facil comprobar que [g, [] también
es un ideal de g.

(a) Hay una serie decreciente de ideales g := g, g := [g, g], g@ := [gV, gV].. . .,
gkl .= [g®), gO], etc. Dicese que g es soluble si hay r € N con g = {0}.

(b) Hay otra serie decreciente de ideales g° = g, g' := [g,g], ¢° := [g.9']....,
gkl = [g, g*], etc. Dicese que g es nilpotente si hay » € N con g" = {0}.

Nétese que g'¥) C g¥ para cada k. Por lo tanto, un dlgebra de Lie nilpotente es soluble. ¢

Ejemplo 5.2. Las matrices triangulares superiores forman un dlgebra de Lie soluble:
bi(n,R):={Ae€MR):a;=0sii>j}.

En efecto, se ve enseguida que en este caso g’ = g! es la totalidad de matrices
triangulares estrictamente superiores,

n(n,R):={AeM,R):a;; =0sii>j}.

La formacién de conmutadores sucesivos en g' conducen a matrices triangulares con
varios subdiagonales nulos. De ahi es facil verificar que n;(n, R) es nilpotente y que
b, (n, R) es soluble. Sin embargo, b, (n, R) no es nilpotente. O

Si [ es un ideal de g, se demuestra por induccién que () € g®)y (g/0®) = g /[ para
cada k. Se concluye que g es soluble si y solo si [ 'y g/l son ambos solubles. Si £y [ son
dos ideales solubles de un dlgebra de Lie g, el isomorfismo candnico (¢ + )/l ~ /(£ NT)
evidencia que la suma € + [ es otro ideal soluble. Entonces la familia de ideales solubles
de g posee un elemento maximal, que es Unico: este ideal soluble mas grande se llama
el radical de g, denotado por rad g.

Definicién 5.3. Un édlgebra de Lie se llama semisimple si rad g = {0}. O

La solubilidad y la semisimplicidad son propiedades complementarias en el siguiente
sentido. Cualquier dlgebra de Lie g tiene un ideal rad g que es soluble; el cociente
g/(rad g) es semisimple. Entonces g es soluble si y solo si radg = g, mientras g es
semisimple si y solo si radg = {0}.

Un dlgebra de Lie g es simple si no posee ideales no triviales y ademads no es abeliano:
[g,g] # 0. En este caso, desde luego, vale [g, g] = g. Como resultado, la serie de ideales
g®) es constante (todos coinciden con g) y por lo tanto rad g = {0}: un dlgebra de Lie
simple es también semisimple.
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» Cartan descubrié una manera prictica de determinar si un dlgebra de Lie es semisimple
o no.?2 La semisimplicidad es equivalente a la no degeneracién de una forma bilineal
especial.?

Definicion 5.4. Sea g una [F-dlgebra de Lie finitodimensional. La aplicacion adjunta
ad: g — glp(g) definida por ad x(y) := [x, y] es una representacién de dlgebras de Lie,
porque ad([x, y]) = [ad x, ad y] para x, y € g, en vista de la identidad de Jacobi:

[[x. y] 2] =[x, [y, 2]] = [y, [x. z]] paratodo x,y.z € g.

La forma de Killing sobre g es la forma bilineal simétrica

(x,y) := tr[(ad x)(ad y)]. (5.1)

La forma de Killing es asociativa en el siguiente sentido:

<[X, )’]’Z> = <xa [y’ Z]> para tOdO X, y’Z € 99 (52)
porque los dos lados coinciden con tr[(ad x)(ad y)(ad z)] — tr[(ad z)(ad y)(ad x)]. o

La estructura de las dlgebras de Lie estd basada en tres teoremas clésicos, que se
enuncian a continuacién, sin demostraciones.# El teorema de Engel es vélido para
[F-algebras de Lie sobre un cuerpo cualquiera; en los otros dos, se toma [F = C.

Proposicion 5.5 (Teorema de Engel). Si (ad x) es un operador nilpotente para todo
x € g, entonces g es una F-dalgebra de Lie nilpotente. =|

Proposicion 5.6 (Teorema de Lie). Si g es una subdlgebra de Lie soluble de glo(V),
entonces hay una base C-vectorial de V con respecto al cual todos los elementos de g
son matrices triangulares superiores. =|

Proposicion 5.7 (Criterio de Cartan). Sea V un espacio C-vectorial finitodimensional
y sea g una subdlgebra de Lie de glc(V). Sitr(xy) = 0 para todo x € g, y € [g, 9],
entonces g es soluble. B

Con base en los resultados anteriores, se llega a una formulacién alternativa de
semisimplicidad en términos de la forma de Killing.

2En su tesis doctoral: Elie Cartan, “Sur la structure des groupes de transformations finis et continus”,
thése de doctorat, Paris, 1894.

3Una forma bilineal (-, -) es no degenerada si (x, y) = 0 para todo x implica y = 0.

4Para tales demostraciones véase, por ejemplo, los capitulos 3 y 4 del libro de Humphreys.
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Proposicion 5.8. Un dlgebra de Lie compleja es semisimple si y solo si su forma de
Killing es no degenerada.

Demostracion. Sea g un dlgebra de Lie compleja. Si g no es semisimple, su radical
[ := rad g no es nulo; luego, hay » > 1 tal que [) = 0 pero [~V % {0}. Entonces el
ideal no nulo € := (=1 cumple [, £] = [) = {0}, asi que £ es abeliano.

Six € g,z €t entonces ad x(€) C € porque £ es un ideal de g; mientras ad z(g) C ¢
y ad z() = {0}. Entonces (ad x)(ad z) es una aplicacion lineal sobre g que lleva gen £y
se anula en €; por lo tanto’ su traza es 0. Esto dice que (x, z) = O paratodo x € g, z € &,
asi que la forma de Killing es degenerada: hay un vector z # 0 tal que (-, z) = 0.

Inversamente, si la forma de Killing de g es degenerada, considérese su niicleo

t={zeg:(—2)=0}.

Siy € g, z € & entonces (5.2) implica que (x, [y, z]) = {[x, y],z) = 0 para todo x € g;
por lo tanto, [y, z] € £. Esto dice que £ es un ideal de g.

Ahora ad(t) = {ad z : z € £} es una subdlgebra de Lie de gl-(g) tales que tr(ab) = 0
para todo a,b € ad(t). Por el criterio de Cartan, ad(£) es soluble. El nicleo de la
representacion adjunta ad: g — glc(g) es el centro 3 de g; ahora 3 N £ es abeliano, luego
soluble, y £/(3 N £) ~ ad(¥) es soluble, lo que implica que £ es también soluble. En
resumen: si la forma (-, -) es degenerada, su nicleo es un ideal soluble nonulode g. O

Corolario 5.9. Un dlgebra de Lie compleja semisimple es una suma directa de ideales
que son dlgebras de Lie simples.

Demostracion. Sea g una C-dlgebra de Lie semisimple. Si g no es simple, sea [ un
ideal minimal de g y sea [* el subespacio ortogonal con respecto a la forma de Killing.
Por (5.2), como en la demostracion anterior, [+ es un ideal de g.

Ahora [N [+ = {0} o [ por la minimalidad de [. La segunda opcién, [ C [+, se
excluye® porque ad(l) y luego [ serian solubles, por el criterio de Cartan. La conclusion
es que g = [ @ [+, donde [ es simple y [+ es semisimple. El resto sigue por induccién
sobre dim g. |

Corolario 5.10. Si g es un dalgebra de Lie compleja semisimple, entonces (g, g] = g.

Demostracion. Basta tomar g simple, donde la igualdad [g, g] = g es inmediato. O

5Para calcular la traza, se puede usar una base vectorial de € extendida a una base de g.

6Si V es un espacio C-vectorial con una forma bilineal simétrica no degenerada, un subespacio W < V
es isotrépico si W < W+, Tales subespacios existen porque una forma bilineal compleja no es “definida”,
en contraste con el caso real.
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» Si g es un dlgebra de Lie real, su complexificacién g& obedece (g¥)¢ = (g&)*
y (g5)¢ = (g©)*. Entonces g es soluble/nilpotente/semisimple si y solo si g© tiene la
misma propiedad. La forma de Killing para g se extiende a la forma de Killing para g,
en vista de la férmula (5.1). Luego la Proposicion 5.8 sigue vdlida para algebras de Lie
reales: g es semisimple si y solo si su forma de Killing es no degenerada.

Ahora bien, una forma bilineal simétrica real posee un invariante nuevo: la signatura.
En la direccion inversa, al buscar una forma real para un dlgebra de Lie compleja dada,
su puede elegir entre varias signaturas. Un dlgebra de Lie real semisimple se llama
compacta si su forma de Killing es negativa definida. Obviamente no se trata de tener
una topologia compacta porque un espacio R-vectorial no es acotado. La terminologia
viene de la relacion entre dlgebras y grupos de Lie. A continuacién se bosqueja un
ejemplo tipico.”

Ejemplo 5.11. El dlgebrade Lie real so(n) := { X € M,(R) : X' = —X } seidentificacon
el espacio tangente en 1,, del grupo SO(n) := { A € GL(n,R) : AA/A=1,,detA=1}. La
aplicacion exponencial exp: M,(R) — GL(n, R), definido por exp X := 37 ((1/k!) X k,
cumple

(exp X) (exp X) = (exp X")(exp X) = exp(-X)exp X = exp(-X + X) =exp0 =1,

para todo X € so(n), y det(exp X) = e"X = €0 = 1; luego, exp lleva so(n) en SO(n).8
Resulta que exp: so(n) — SO(n) es sobreyectiva pero no e;nyectiva. [ Esta es una
funcién suave cuyo jacobiano en 0 no se anula; luego tiene un inverso local, también
suave, dada por log(1, + B) := Zf;:l(—l)m_le/m, asi que exp y log determinan un
difeomorfismo entre un vecindario de 0 en so(n) y un vecindario de 1, en SO(n). |

El grupo de Lie SO(n) es compacto (en el sentido usual). En efecto, A’A = 1,
implica que (det A)*> = 1, asf que det A = +1. Luego el grupo ortogonal O(#) es la unién
disjunta de SO(n) y su coclase con det A = —1; basta ver que O(n) es compacto. Pero
A'A =1, implica tr(A’A) = n, asi que tanto O(n) como SO(n) se identifican con partes
cerradas — determinadas por ecuaciones polinomiales entre sus entradas — de la esfera
compacta szzl(a,- j)z = nenR", 0
» El Corolario 5.9 indica que las dlgebras de Lie complejas satisfacen, al menos parcial-
mente, un andlogo de la Proposicion 2.16 acerca de las C-dlgebras asociativas finitodi-
mensionales: el radical es nulo si y sélo si el dlgebra es una suma directa de subdlgebras

7Para la relacion entre dlgebras y grupos de Lie, en los casos compacto y no compacto, véase el libro:
Sigurdur Helgason, Differential Geometry, Lie Groups, and Symmetric Spaces, American Mathematical
Society, Providence, RI, 1978.

8La relacion det(exp X) = exp(tr X) se verifica directamente para matrices diagonales; por invariancia
bajo semejanza, para matrices diagonalizables; y por continuidad, para matrices en general.
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simples. Resulta que el item (d) de esa proposicién también es vdlido para C-dlgebras
de Lie: las representaciones también serian semisimples. Este es un teorema de Weyl
(Teorema 5.16 abajo).

En primer lugar, nétese que el lema de Schur es valido para g-mddulos: cualquier
representacion irreducible p: g — glc(V) de una C-dlgebra de Lie se extiende, por uni-
versalidad, a una representacion irreducible g: U(g) — Endc V (este es el Lema 1.26).°
Un operador sobre V que conmuta con p(x) para todo x € g también conmuta con g(a)
para todo a € U(g) y por ende es un escalar.

Definicion 5.12. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple. Por la Proposicion 5.8,
su forma de Killing es no degenerada. Si {x,..., x,} es una base C-vectorial de g, sea
{¥1,...,¥n} la base dual de g con respecto a la forma de Killing:1°

(xi,yjy=[Mi=j] para i,j=1,...,n.
El elemento C := x1y; + - - - + x,y, € U(g) es el elemento de Casimir para g. O

Ejemplo 5.13. Sea {A, e, f} 1a base usual de s((2, C), introducida en la Definicion 1.39.
Como dimsl(2,C) = 3, la accién adjunta x > v := (ad x)v = [x, v] corresponde con el
caso A = r = 2 de las férmula (1.18), de donde se calcula que

20 0 020 0 0O
adh |0 0 0|, adee|0 0 1|, adf< |1 0 O
00 -2 0 0O 020

Un célculo inmediato da (h, k) = tr[(ad h)?] = 8, (e, f) = (f,e) = tr[(ad e)(ad f)] = 4,
mientras (h,e) = (h, f) = {e,e) = (f, f) = 0. Entonces la base dual de {h, e, f} es
{h/8, f/4,e/4}, asi que!!

8C = h*+2ef +2fe=h(h—2)+4def = h(h +2) +4fe.

Es fécil calcular que [C, h] = [C,e] = [C, f] = 0, asi que C es un elemento central del
algebra asociativa U(sl(2, C)). o

Lema 5.14. Sea g una C-dlgebra de Lie semisimple. El elemento de Casimir C € U(g)
no depende de la base vectorial de g usada para definirlo; y C es central en U(g).

9Se debe recordar que las notaciones glc(V) y End¢ V son sinénimas.
'Una forma bilineal no degenerada establece un isomorfismo entre los espacios vectoriales V' 'y V*.
''El factor 1/8 no afecta los argumentos que siguen.
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Demostracion. Sea{uy,...,u,}y{vi,...,v,} otroparde bases duales de g, relacionadas
con las originales por

n n
Uy ::Zal—,xi, Vg ::ijsyj.
i=1 j=1

Entonces i "
[r =51 = (urovsy = > awbjslli = j1= ) arr bis,
ij=1 k=1

asi que los matrices de transicién obedecen A’B = 1,, 0 bien B = A™', de donde A = B~/
asi que AB' = 1,,. Entonces

n n

Z Uy vy = Z air bjr xiy; = Z XiYi -

r=1 ijr i=1

Esto dice que C = }"_, u,v, y establece su independencia de las bases.

Si z € g, entonces [z, x;] = Z;’:lpij x; y ademds [z,y;] = X", q;i y; para ciertos
coeficientes p;;, g;;. La asociatividad de la forma de Killing muestra que

Pij = <[Z’ Xj], yl> = —<[Xj, Z]’ yl> = —<Xj, [Z7 yl]> = —qgji,

esto es, P = —Q'. El conmutador [z, C] se puede calcular mediante la regla de Leibniz
[z, ab] = [z, a] b + a |z, b] para obtener

n n n
[z,C] = Z[Z, xjly; + in [z, yi]l = Z pij Xiyj +qji x;y; = 0.
=1

j=1 i= ij=1

Los elementos de g son generadores del dlgebra U(g); por lo tanto, C conmuta con todos
los elementos de U(g). O

Lema 5.15. Para un dlgebra de Lie compleja semisimple, son equivalentes:
(a) Cada representacion finitodimensional de g es completamente reducible.

(b) Si V es un g-médulo finitodimensional y si U C V es un g-submodulo tal que
dim(V/U) = 1, entonces V = U & C como g-médulos.

(c) SiV es un g-modulo finitodimensional y si U C V es un g-submodulo irreducible
tal que dim(V /U) = 1, entonces V = U & C como g-modulos.
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Demostracion. Las implicaciones (a) = (b) = (c¢) son triviales. Notese, por el
Corolario 5.10, que [g,g] = g. Esto implica que un g-médulo de rango 1 es trivial,
porque [g, g] actia como el operador nulo. El sumando C en los enunciados (b) y (c)
indica un g-médulo trivial: se usara subindices, C; y C,, para distinguir casos.

Ad(c) = (b): Sigue por induccién sobre dim U. Si U no es irreducible, incluye un
g-submédulo W; entonces se puede considerar los g-médulos V := V/W y U := U/W,
donde obviamente dim(V/U) = 1. Por la hipétesis inductiva, se obtiene V = U & C;.
Sin: V — V/W es el homomorfismo cociente, sea X := 7 !(C;); entonces W c X
con dim(X /W) = 1, asi que X = W @ C, por la induccién también. Ahora nétese que
V=U®&®C,.

Ad(b) = (a): Seav > x»>v,parax € g, v € V una representacioén de g sobre V
con dim V finita; y sea U un g-submoédulo de V. Se debe exhibir una g-submédulo Z
deVtaqueV=U®oZ

El espacio C-vectorial Hom¢(V, U) es un g-médulo bajo la accién

x-7(v):=x>1(v)—71(x>Vv) para xe€g, 7€ Homc(V,U), veV. (5-3)

Fijese que 7 € Homgy(V, U) es un operador entrelazante entre los g-médulos V 'y U si'y
solosi x -7 =0paratodo x € g.

La restriccion R: 7 — 7|y : Hom¢g(V,U) — Endc U entrelaza las dos acciones
de g de la forma (5.3). Al lado derecho, el g-médulo End¢c U posee un submddulo
unidimensional: los multiplos de la identidad (es obvio que x - 1y = 0 para todo x € g).

Ahorasea A := R™/(C 1)y B := R71(0), estos son submédulos de Home(V, U) con
B c Ay dim(A/B) = 1. Por la hipétesis (b), vale A = B® Co, paraalgin o € A\ B
talque x - o = O paratodo x € g. Estao: V — U es una aplicacion entrelazante tal que
oly = s 1y para algin s # 0. Ahora coléquese Z := kero. Se verifica facilmente que
Vimo ®kero = U & Z como g-mddulos. O

Teorema 5.16 (Weyl). Si g es un dlgebra de Lie compleja semisimple, cada repre-
sentacion finitodimensional de g es completamente reducible.

Demostracion. Basta comprobar la propiedad (c) del enunciado del Lema 5.15. Sea V
un g-modulo con dim V = n finita y U un g-submddulo irreducible con dim(V/U) = 1.
Fijese que la representacion cociente sobre V /U es trivial porque es de rango 1y se sabe

que g = [g, g].
Si la accion de g sobre U es también trivial, entonces g actiia sobre V por matrices de

la forma (8 S) en bloques de lados (n — 1) y 1. Estos matrices obviamente conmutan;

como g = [g, g], la accién es por matrices nulas: asi, V es también un g-médulo trivial.
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Si U es un g-mddulo no trivial, escribase g = g; & - - - ® g, como suma directa de
ideales simples (por el Corolario 5.9). El elemento de Casimir de g entonces tiene la
forma C = C| + - - - + C, donde cada C; es el Casimir de g; y todos conmutan con cada
x € g. Por el lema de Schur, cada C; actia sobre U como un multiplo de 1y; como U no
es trivial, al menos uno de los C; actia por un multiplo no nulo.

Entonces hay un autovalor 4 # O tal que C; > u = Au para todou € U. Como C;
actda trivialmente sobre V /U, el nimero 0 es también un autovalor de C;. Luego hay un
autovector v € V con C; » v = 0. Nétese que

Civ(x>v)=x>(Ci>v)=x>0=0 paratodo xe€g,

porque C; es central en U(g). Esto dice que cada x » v € Cv porque el autoespacio de 0
para la accion de C; es unidimensional. Entonces Cv es un g-médulo, con V = U @ Cv.
El resultado sigue del Lema 5.15. O

» De ahora en adelante, g denotard un dlgebra de Lie semisimple compleja. Se ha visto
que g es una suma directa de dlgebras de Lie simples (Corolario 5.9) y andlogamente para
los g-médulos finitodimensionales (por el teorema de Weyl). Entonces serd suficiente
averiguar la estructura de cada dlgebra de Lie compleja simple.

5.2 Subalgebras de Cartan

Un operador lineal sobre un espacio C-vectorial tiene una descomposicion de Jordan,
como sigue.

Lema 5.17. Sea V un espacio vectorial compleja de dimension finita. CadaT € End¢c V
es una suma T = T + T,, de manera vinica, donde T es diagonalizable, T, es nilpotente,
T,T, = T, Ty, y hay polinomios p, q € C|x] tales que Ty, = p(T) y T,, = q(T).

Demostracion. Elijase una base de V para la cual la matriz A de T tiene la forma normal
de Jordan. Cada bloque de Jordan Jy,, 2, = A;1,, + Jiu,0 €s la suma de una matriz
diagonal y una matriz triangular estricta; y la suma directa A =: Ay + A, de tales bloques
tiene la misma propiedad. Sea T el operador cuya matriz es A; y T, el operador cuya
matriz es A,; Ay es diagonal y A, es nilpotente. La conmutacion 7,7, = T,, T es evidente
en cada bloque: A;1,,, conmuta con Jy,, o.

Sea p un polinomio, con término constante 0, tal que p(x) = A4; mod (x — A;)" para
cada autovalor A; de T: tal polinomio existe por el teorema chino del residuo. Sea
q(x) := x — p(x). Entonces p(T) =T, yq(T) =T -T;, =T,.
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SiT —T; — T, es otra descomposicion del mismo tipo, entonces s =Ty =T, =T, y
las cuatro partes conmutan (por ser polinomios en 7). Luego 7 y T; son diagonalizables
simultaneamente, asi que Ty — T, es también diagonalizable. Al aplicar el teorema
binomial a la potencia (7" — T;,)* para k grande, se ve que T, — T}, es nilpotente. Pero una
matriz diagonal nilpotente es cero: luego Ty =T, y T, = T,. O

Dicese que T es la parte semisimple!'? de 7' y que 7, es la parte nilpotente de 7.

Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple. La accion adjunta ad: g — glc(g) es
inyectiva: si adx = 0, entonces (x, y) = tr[(ad x)(ad y)] = 0 para todo y, luego x = 0
porque la forma de Killing es no degenerada. Entonces cada x € g tiene una (Unica)
descomposicion de Jordan x = x; + x,, determinada por ad x = (ad x); + (ad x), al
pedir que ad(x;) := (ad x); y ad(x,,) := (ad x),, . Desde luego, se dice que x; es la parte
semisimple y que x, es su parte nilpotente del elemento x € g.

» Si £ es una subdlgebra no abeliana de g, hay un elemento x € € tal que adx # 0
en gl(f). Sea y € £ un autovector para (ad x) con autovalor u # 0; entonces x,y € ¢
obedecen [x,y] = wy # 0. Si U = lin(x, y), entonces las relaciones [y, x] = —puy,

0 -
[y, ¥] = 0 dicen que (ad y)|y tiene la matriz nilpotente ( H

0 O)yporlotantoye?ino

es un elemento semisimple.

En consecuencia, si todos los elementos de una subdlgebra ) C g son semisimples,
entonces esa subdlgebra es abeliana. Entonces todos los operadores {adh : h € b}
son diagonalizables simultdneamente: existe una base de g para la cual todos los (ad &)
tienen matrices diagonales.

Definicion 5.18. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple. Una subdlgebra de Lie
de g es toral'3 (y por ende abeliana) si consiste de elementos semisimples x = x;. Una
subalgebra toral maximal h es una subalgebra de Cartan de g. O

Lema 5.19. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple. Una subdlgebra de Cartan
de g no es nula.

Demostracion. Sea x € g con descomposicion de Jordan x = x; + x,. Si fuera x = x,
para todo x € g, entonces el dlgebra de Lie g seria nilpotente, por el teorema de Engel

2Aqui el término semisimple es sindnimo de diagonalizable: una matriz diagonal es la suma directa
de matrices 1 x 1. Dicho de otro modo: un operador lineal es semisimple si y solo si su polinomio minimo
tiene raices distintas.

'3Bajo la aplicacion exponencial desde una forma real de g y un grupo de Lie compacto, la imagen de
una subdlgebra toral es un grupo de Lie compacto, conexo y abeliano: en otros palabras, es un toro, un
producto directo de circulos.

123



MA-—729: Teoria de Representaciones 5.2. Subdlgebras de Cartan

(Proposicion 5.5), contrario a hipdtesis. Tomese x € g con x; # 0, asi que Cx; es una
subdlgebra toral de g. Luego, una subdlgebra toral maximal tiene dimensioén > 1. O

Definicion 5.20. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple y sea h una subdlgebra
de Cartan de g. Los operadores (ad h): x — [h, x], para h € b, conmutan y por tanto
poseen autovectores simultdneos:

[h,x] =a(h)x con x#0, paratodo heh.

Los autovalores a(/) dependen linealmente de 4. Dejando de lado el caso @ = 0 (que
corresponde a autovectores x € f), hay un nimero finito de formas lineales no nulas
a € h* \ {0} tales que los siguientes autoespacios no son nulos:

go :={x€g:[hx]=alh)xparatodoh €} (5-4)

cumplen g, # {0}. Estas formas lineales @ son las raices de g relativas a . Los espacios
vectoriales g, se llaman espacios radicales de g (relativos a h).!4 o

Ejemplo 5.21. Si g = sl(2,C) = lin(Ah, e, f) en la notacién de la Definicién 1.39, se ha
comprobado que (ad e) y (ad f) son nilpotentes y que (ad &) es diagonalizable. En este
caso, h := Ch es una subdlgebra de Cartan de dimension 1. Si @ € h* es la forma lineal
definida por a(h) := 2, entonces g, = Ce 'y g_, = Cf. Fijese que

sl20)=h®ge ® g0
y luego hay exactamente dos raices, @ y —a, en este ejemplo. O

Dendétese por @ = ®(g, h) el conjunto de raices de g relativas a h. Esta es una parte
finita de h* \ {0}. Sea g el subespacio de g donde cada (ad &) actia como 0; se ve que
b C go porque h es abeliano.

Lema 5.22. Con respecto a la forma de Killing, el espacio vectorial g se descompone
en una suma directa ortogonal:

g=000 (e @50 (5-52)

+aed

La restriccion de la forma de Killing a g es no degenerada.

4 Aunque los raices se definen relativos a una subdlgebra de Cartan, resulta que todas las subdlgebras
de Cartan son conjugadas bajo automorfismos internos de g — véase la seccién 16.4 del libro de Humphreys
— asf que el sistema de raices es esencialmente una propiedad de g.
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Demostracion. Si se escribe la identidad de Jacobi en la forma

(A, [x, y11 = [[h x]. y] + [x, [A, ¥11,

entonces si x € g,, y € gg, resulta

(A, [x y1T = a(h) [x, y] + B(h) [x, y] = (a + B)(h) [x, y],

asi que x,y € go+p; €sto €s, [ga, 98] € Fa+p- (En muchos casos, como se verd, resulta
que go+p = {0}; si asi fuera,  + B € h* peroa + B ¢ ®.)

Ademads, se ve que [go, go] € go por la misma razén; esto dice que go es una
subdlgebra de Lie de g.

Sia, B€e®U{0}ysihebh,xe€ g,y € gg, entonces

a(h)(x,y) = ([h x].y) = =(x, [h, y]) = = B(h){x, y).

Entonces 8 = —a o bien (x, y) = 0: los g, son ortogonales entre si,!> con la excepcién
de los casos 8 = —a. Esto verifica la descomposicion (5.5).

La forma de Killing es no degenerada sobre g. Si z € go y si (z, x) = 0 para todo
X € go, entonces (z, y) = 0 para todo y € g porque los otros g, son ortogonales a g.
Luego z = 0; por eso, la forma bilineal (-, -) es no degenerada sobre la subdlgebragy. O

Proposicion 5.23. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple y sea b una subdlgebra
de Cartan de g. Entonces gy = b.

Demostracion. Fijese que x € g siy solo si (adx)(h) = {[x,h] : h € h} = {0}. En
ese caso (ad x,)(h) = {0} porque ad x; = (ad x); = p(ad x) para algin polinomio p con
coeficiente constante 0; luego x; € go y de rebote x, = x — x5 € go.

Si x € go, la subdlgebra abeliana ) + Cx; es toral, luego hh + Cx; = h. Por lo tanto,
Xs € b para todo x € go.

Si h € b cumple (h, k) = 0 paratodo k € h, y si x € go, entonces (ad x,) = (ad x),
es nilpotente y conmuta con (ad z). Esto implica que (ad z)(ad x,,) es un operador
nilpotente, de traza cero; en otras palabras, (h, x,) = 0 para todo x € gg. Como x; € b,
se concluye que (A, x) = 0 para todo x € go. El Lema 5.22 entonces implica que & = 0.
En resumen: la restriccion de la forma de Killing a by es no degenerada.

Ahora se puede descomponer gy = h @ h*, una suma directa ortogonal con respecto a
la forma de Killing.!¢ Sih € b, x € gg € b, k € b, vale (h, [x, k]) = {[h, x], k) = 0, asi

15Notese que (x, x) = 0 en el caso B = a; esto dice los autovectores en g, son isotrdpicos.
16]a no degeneracion de (-, -) sobre b implica que h N h+ = {0}.
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que [x, k] € h*. Entonces h* es un ideal de go. En el dlgebra de Lie go, cada operador
(ad k), para k € b, es nilpotente por el argumento del parrafo anterior. EI teorema
de Engel muestra que el dlgebra de Lie h* es nilpotente, asi que la forma de Killing
restringida a h* es idénticamente nula. Luego h* = {0} y por lo tanto gy = b. O

Ahora se puede reescribir la descomposicion (5.5a) de manera mds exacta:

g=he @(ga ® g-0)- (5.5b)
+aed
La forma de Killing, por ser no degenerada sobre b, define un isomorfismo entre f y
su espacio dual h*. En particular, si @ € ® hay un tnico vector 7, € b tal que

a(h) =(h,ty) paratodo hebh. (5.6)

Proposicion 5.24. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple, b una subdlgebra de
Cartan, ® = ®(g, ). Entonces ® genera el espacio vectorial b*; y para cada a € @,

(a) la forma lineal —« es otra raiz: —a € ©.
(b) Six € g4, Y € g-q, entonces [x,y] = {x,y)ty. Por lo tanto, [ge, §—a] = Cts.

(C) <ta,ta> = a(ta) ;t 0
(d) Hay elementos eq € o, fo € §-a» ha € b tales que lin{hq, eq, fo) = 512, C).

Demostracion. Si fuera lin{(®) # bh*, habria un vector 2 # 0 en h tal que B(h) = 0 para
todo S € ®. Entonces seria [, x] = 0 para cada x € gg y también para x € b por ser
b abeliana; en fin, [A, x] = O para todo x € g. Entonces seria (h, [x, y]) = ([h, x],y) =0
paratodo x,y € g. Pero [g, g] = g porque g es semisimple, de donde (A, z) = 0 para todo
Z € g, lo que contradice & # 0 (por la Proposicion 5.8). Luego lin(®) = h™.

Ad(a): Si fuera g_, = {0}, el espacio radical g, seria ortogonal a gg para todo
B € ® U {0}. Pero entonces g, seria ortogonal a todo g; como la forma de Killing es no
degenerada porque g es semisimple, esto implicaria que g, = {0}, contrario a @ € ©.

Ad(b): Paracada h € b, vale

(h [ y]) = ([hxly) = a(h) (5, y) = (huta) (5,7,
asf que (i [x,y] = (x.3)a) = 0. Pero [ga. 9] € go = b. luego [x,y] = (x.y)1q € b.

Como la forma de Killing es no degenerada sobre fj por la demostracién de la Proposi-
cién 5.23, se concluye que [x, y] — (x, y)t, = 0.
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Obsérvese que [gq, §—o] # {0}, pues de lo contrario seria {(g,, g—o) = 0 y por ende
g seria ortogonal a todo g. Entonces [gq, g—«] = C?, es unidimensional.

Ad(c): La forma de Killing establece un isomorfismo entre g;, y g—,. Entonces
existen x € g, y € g, tales que (x, y) = 1. Si fuera a(t,) = 0, serian

[te» x] =0, [ta,y] =0, [x,y]=14.

Luego ¢ := lin{¢,, x, y) seria una subdlgebra de Lie nilpotente de g, pues [¢, [£,£]] = {0}.
Por el teorema de Lie, ad ¢, seria nilpotente y a la vez semisimple (porque ¢, € bh), asi
que adt, = 0, lo cual contradice (5.6).

Ad(d): Toémese e, € go \ {0}. Existe (al menos) un vector f, € g—, tal que

) 24
(eq, fa) = m; tomese h, = TRTRY
Entonces [e,, fo] = he por la parte (b). Se calcula que
2a(ty
[ha s ea/] = a(ha) Cq = y eq =2eq, (57)
<tw ’ t(l’>

y de modo similar [A,, fo] = —a(hy) fo = —2fo. Entonces lin{h,, eq, fo) €s una
subdlgebra de Lie de g que cumple las relaciones de conmutacion (1.16), y por tanto es
isomorfa a s[(2, C). O

Definicion 5.25. Si g es un dlgebra de Lie compleja semisimple, con subdlgebra de
Cartan b, la forma de Killing es no degenerada sobre fh, como ya se ha visto. Esto
establece un isomorfismo C-vectorial h* =~ h que incluye la correspondencia @ < ¢,
para @ € ®. Mediante este isomorfismo, se puede trasladar la forma de Killing a una
forma bilineal no degenerada sobre h*, denotada también por {-,-). En particular, si
a, B € O, se define

(@ B) = (ta1p) = altp) = Blta) = 3. @) Blha). (5-8)
Fijese que B(hy) = 2 (iva’aﬁ; en términos con la forma de Killing dual. 0

Lema 5.26. Los B(h,) que aparecen en (5.8) son niimeros enteros.

Demostracion. Sea [, :=lin(h,, eq, fo) en la demostracion de la Proposicion 5.24. La
accion de [, sobre g es una suma directa de representaciones irreducibles de s[(2, C). Por
la Proposicién 1.42, los autovalores de (ad h,) son enteros. Como [h, ,eg] = B(he) eg,
se deduce que B(h,) € Z. O
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5.3 Sistemas de raices

En esta seccion, g denotard un dlgebra de Lie compleja semisimple, h serd una subalgebra
de Cartan fijade gy ® C h* \ {0} el conjunto de raices de g relativo a b.

Para cada par de raices opuestas +a € @, hay una subdlgebra sl, := lin{h,, ey, fo)
de g dada por la Proposicion 5.24(d). En vista de (5.6), se sabeale t_q = —ty en b,
asf que h_, = —h, por (5.7). Sin perder generalidad, se puede suponer que e_, = f,
en g, y luego f_, = e, en g, por (5.7) también. Entonces sl_, = sl,; el nimero de
tales subdlgebras!” de g es %lCD|.

Lema 5.27. Para cada @ € @, dimg, = 1. Si ca € ® con c € C, entonces ¢ = +1.

Demostracion. Considérese la siguiente suma directa de subespacios de g:

Vi=Cfa®Chy® P ke
k=1

Es evidente que V es invariante bajo (ad e, ) y (ad f,). El conmutador

[(ad ea)'V > (ad fa)'V] = (ad ha)'V € Endc V

tiene traza cero: tr[(ad i, )|y] = O (por ser un conmutador). Si d; = dim gg,, esta traza
es

0= a(ha)(—l +0+ i kdk).
k=1

Como a(h,) = 2, se concluye que d; = 1y dy = 0 para k > 2. Esto dice que dimg, =1
yre® — ka ¢ Dparak =2,3,.... Al aplicar el mismo argumento a la raiz —«,
se obtiene también que ko ¢ ® para k = -2, -3,....

Si B =ca € ®conc € CX, entonces @ = ¢c~! 8. Por el Lema 5.26, 2¢ = B(h,) € Z
y2¢7! = a(hg) € Z, asi que ¢ € {J_r%,il, +2}. Pero los casos 8 = t2ay @ = +28
estan excluidos por el argumento anterior, asi que ¢ = +1. O

Si € @ con S # +a, entonces [eq, 98] € 9p+a Y [for 98] € 9. Considérese el
siguiente subespacio vectorial de g (obviamente finitodimensional, por tanto casi todos

Wg = @gﬁﬂ-a .

JjeZ

los sumandos son ceros):

Noétese que S + ja # 0 en h* para todo j en vista del Lema 5.27. Hay algiin £ € N tal
que gp+jo = 10} para j > k pero ggire # {0}, es decir, B + ka € ©.

"TNoétese que |®| es par, porque @ € ® = —a € @ por la Proposicion 5.24(a).
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Fijese que Wy es un espacio invariante bajo la accion adjunta de sl, y ad h, actia
sobre Wg con autovalores distintos S(h,) + 2j € Z. En este juego de autovalores, el
valor O ocurre una sola vez si 8(h,) es par; el valor 1 ocurre una sola vez si B(h,) es
impar. Cada sl,-submédulo de Wy posee un autovector de (ad h,) de valor 0 o 1, en
vista del Lema 1.41; se concluye que Wy es un sl,-médulo irreducible.

Entonces cada 8 € ® \ {+a} es una entrada en una a-hilera:

B-la,B—-(-1Da,...,B,....,8+(k—-1Da,B+kacd (5-9)

donde k,I € N, donde Wy = @fz_l 98+jo tiene dimension k +/ + 1 y los autovalores
extremos de ad h, son (k + 1) y —(k + [), por la discusion después del Lema 1.41. Esto
implica que B(hy) =1 — k.

Lema 5.28. Sea b el espacio vectorial real generado por ®. Este es un R-subespacio

deby*, conh* = by ®r C por la Proposicion 5.24. Entonces la forma de Killing dual (5.8)
es definida positiva sobre b,.

Demostracion. Si 3,y € @, entonces
(B.y) = (tp.1y) = trl(adtp)(adt)] = > altp)alty) = ) (o, B (e y),
aed aed

porque cada (adg) es diagonal con autovalores 0 sobre b y a(tg) = (a, B) sobre cada
espacio unidimensional g, .
Témese ®* C @ con |OF| = %lCI)l tal que @ € @ & -—a ¢ ®*. Si A € b con
A = ¥ gea+ cp B para algunos ¢, € R,'8 entonces (@, 1) = ¥ gea+ cg (@, B) Y
(L) =2 ) (@, 2)?
aed*

es una suma de cuadrados de nimeros reales; luego (1, 1) > 0, con igualdad si y solo si
(@, ) = A(ty) = 0 para cada @, si y solosi 4 = 0 en by, O

Definicion 5.29. Para cada @ € @, definase una reflexién de raices s, € Endg b, por:

2{a, B)
Sa(B) = B = Blha) a = B - . (5.10)
(@, @)
Esta receta define un operador R-lineal sobre h;. Es evidente que sq(@) = —a y que su

ntcleo (ker s, ) es el hiperplano ortogonal a @. En otras palabras, s, es una reflexion en
el espacio euclidiano h(’;; es facil ver que si =1.

En términos de la hilera (5.9), se ve que s,(8) = B + (k — [)a también pertenece a
esta hilera: luego s,(®) = . o

'8Esta sumatoria no es tnica porque los @ € ®* generalmente no son linealmente independientes.
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» El espacio vectorial real b y el conjunto de raices @(g,h) es un ejemplo de una
estructura combinatoria, que se puede estudiar sin referencia al dlgebra de Lie subyacente.

Definicion 5.30. Sea E un espacio euclidiano — un espacio R-vectorial con un producto
escalar definida positiva (-, -) — de dimension finita. Dicese que (E, @) es un sistema de
raices si ® C E es un conjunto con las siguientes propiedades:

(a) @ es finito; 0 ¢ @; y ® genera E como espacio R-vectorial.
(b) Sia € @, c € R, entonces ca € @ siysolosic==+l1.

(c) Sia, B € @, entonces ny g = 2{a, B)/{a,a) € Z.

(d) Sia € @, lareflexion s, : B = B — ne g a deja ® invariante.

El rango!® del sistema de raices (E, ®) es [ := dimg E.

El sistema (E, ®) es reducible si £ = E; & E, (suma directa ortogonal) y ademas
® = ®| W d,, donde (Ej, 1)y (E>, ©y) son sistemas de raices individuales. Sino es asf,
se dice que (E, @) es irreducible. O

AI: - <—eo—>

Figura 5.1: Un sistemas de raices de rango 1

Ejemplo 5.31. En el caso unidimensional £ = R, la condicién (b) implicaque ® = {+1}
es latnica posibilidad (hasta un cambio de escala en el producto escalar). Esto ejemplifica
el caso del dlgebra de Lie simple g = sl(2,C), con h = Ch, ® = {+a} donde a € h*
queda determinada por a(h) := 2. Este sistema se denota por A; (Figura 5.1). O

Ejemplo 5.32. En el caso bidimensional E ~ R?, hay varias posibilidades. Una de ellas
es el sistema reducible A; @ A, para el cual ® = {+a, +8} donde a = (1,0), 8 = (0, 1).
Otra posibilidad es el sistema irreducible A, con seis raices:

® ={+a, +B, (B +a)}, donde a=(1,0), B= (—%’ %\5)

Luego B+ a = (%, %\/g)

'95i b es una subdlgebra de una g semisimple, nétese que / := dime h = dime h* = dimg b no depende
de b, porque todas subdlgebra de Cartan son conjugadas. Dicese que [ es el rango del dlgebra de Lie
semisimple g.
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ﬁ ﬁ B+a ﬁ ﬁ+a ﬁ+2a

Al oA A B>

Figura 5.2: Tres sistemas de raices de rango 2

Una posibilidad més es el sistema irreducible B,, con ocho raices:
O = {xa, B, £(f + @), =(f+2a)}, donde a =(1,0), B=(-11).

Luego B+a =(0,1), B+ 2a =(1,1).
Estos tres sistemas de raices estdn ilustradas en la Figura 5.2. En cada caso, se indica
la a-hilera a través de (. o

Lema 5.33. Sea (E, ®) un sistema de raices y sean a, 8 € ® con B # +a. El dngulo 0
entre los vectores a 'y B (en el plano generado por a y ) toma uno de los siguientes

valores:
n n® 7 ©® 27 37 S«
ve o smy

4323 46
Demostracion. Esto es una consecuencia de la propiedad (c) de un sistema de raices:
nep € Z. Si ||| := y{a, @) es la longitud del vector a en el espacio euclidiano E,

(5.11)

entonces 4¢a B) (B. )
a, ,
No,pNpa = m = 40052 0, (5.12)
al usar la férmula (o, 8) =: ||| || 8]| cos 8 que define el angulo #. Ahora 0 < cos? 6 < 1

y la posibilidad cos 8 = +1 esta excluida porque 8 # +a. Por lo tanto,

1 2 3
napnpa € {0,1,2,3}, asique cosé € {O, ii’ ig, ig}

Estos siete valores de cos 6 corresponde con los dngulos en (5.11). m|

La posibilidad 8 = n/2 es evidente en el caso reducible A; @ A, y también en B,.
En el sistema A, se ven los dngulos 7/3 y 27/3. En B, aparecen los dngulos 7 /4, /2,
3m/4. Los casos remanentes /6 y S/6 aparecen en el ejemplo siguiente.
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26 +3a

B B+a | B+2a P+3

Figura 5.3: El sistema de raices G, de rango 2

Ejemplo 5.34. El cuarto (y tltimo) sistema de raices de rango 2 incluye los raices de A,
y tiene un total de doce raices (véase la Figura 5.3):

D ={za, £6, £(B+ @), (B +2a), (B + 3a), 2B + 3a)},

donde @ = (1,0), B = (—%, %\@) La a-hilera por Bes {B, B+ a, B +2a, B+ 3a}. Este
sistema se denota por Gj. 0

Ejemplo 5.35. El dlgebra de Lie g = sl(3, C) tiene dimension 8 sobre C. Sus elementos
diagonales forman una subdlgebra toral de dimensién 2 (si & = diag|a, b, c], la condicién
trh = 0 dice que a + b + ¢ = 0). Esta es una subdlgebra de Cartan de sl(3, C), porque
una matriz que conmuta con cada & € h ya es diagonal.

En términos de las unidades matriciales E;; de M3(C), los elementos h; := E1j — Ex
y hy := E»> — E33 forman una base C-vectorial de fj. Las relaciones de conmutacién

[h1, Eij] = (61; — 62i = 01 + 62)) Ejjs [ho, Eij] = (82i — 03; — 02 + 03)) Ejj,

muestran que los E;; coni # j constituyen 6 vectores radicales para g relativos a b.
Definase tres formas C-lineales e, e;, e3 sobre  por

er(hy) =81k — 02k, ex(hy) = Sop — O3 -

Los ey se obtienen por restriccion de la base dual a la base {E;q, E», E33} de matrices
diagonales en M3(C). Entonces las seis raices de sl(3, C) relativos a b son

e —¢e, e —e3, €—e€, €—e€3, €3—€, €3—€6.
Al colocar @ :=e; — e, B = e — e3, se nota que ® = {+a, £6, +(a + B)}.
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€1 — e

el —e3

Figura 5.4: El sistema de raices A; para s((3, C)

En este caso, b = R-lin(e, §) =~ R2. Al identificar {e}, e, e3} con la base estdndar
de R3, se obtiene20

+(e; —er) © (x1,F1,0), =+(ex—e3) © (0,1, F1), =(e; —e3) o (x1,0,F1).

Estos seis vectores son los puntos medios de las aristas del cubo con vértices (+1, £1, +1)
que quedan en el plano x + y 4+ z = 0. Véase la Figura 5.4. Es evidente que las seis raices
son vértices de un hexdgono regular: se ha obtenido una instancia concreta del sistema
de raices A, . O

Este ejemplo admite una generalizacion directa al dlgebra de Lie g = sl(/ + 1,C),
con la subdlgebra de Cartan ) dada por las matrices diagonales de traza cero. El rango
dimg b, = dimc h* = dimc b es igual a [. Con la base {hy,..., '} de b dada por
h; == E;; — Ei11;41,10s E;; parai # j son vectores radicales; las raices estdn dadas por

O={=x(ej—er):1<j<k<l+1}

donde {ey, ..., €11} es la base estdndar de R'*! y E = b se identifica con el hiperplano
en R/*! ortogonal al vector (1, 1, ..., 1). Dendtese por A; este sistema de raices.

Es fécil calcular los dngulos entre cualquier par de raices.?! Fijese que cada raiz es
un vector de longitud V2 en E. La ecuacién muestra que e; —ey y e, — e, son ortogonales
si{j,k}n{r,s} =0. Encambio,sij < k <rseveque(e;—e,er—e,)=—1,asique
4cos? 0 = 1 por (5.12); el angulo entre ej—epyer—erest=2m/3.

*9Este sistema de raices defiere del sistema A; en el Ejemplo 5.32 por un factor de escala V2; esta es
una distincién irrelevante, porque no afecta los valores de los nq, 5 .

*'En el caso de As, las raices en @ resultan ser vértices de un cuboctaedro, que es uno de los poliedros
arquimedianos en R>.
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Ejemplo 5.36. En el dlgebra de Lie g = 50(5,C) := {X € M5(C) : X'Is = —IsX },
una subdlgebra de Cartan estd dada por h = C-lin(h, hy) donde hy := E|| — E33 y
hy := E» — E44. Es facil chequear que dim¢c g = 10; con cdlculos similares a los del
Ejemplo 5.35, se obtiene ocho raices

D = {xey, tey, £(e] —e2), £(e] + e2)},

donde {ey, ey} es la base dual a la base {Ej, Ex} del primer bloque diagonal 2 X 2.
Entonces E = [)8 ~ R2: este es un sistema de rango 2. Con a := ey, B := e — e}, Se ve
que ® = {+a, £8,+(B + @), =(B + 2a)}; el dngulo entre @ y B es 37/4. Este es una
instancia concreta del sistema de raices B, .

Fijese que en este caso hay raices de dos longitudes: |||l = 1y ||8]| = V2. Enel
sistema B; hay cuatro raices largas + 3, +(3 + 2«@) y cuatro raices cortas +a, =(8 + ).
Véase la Figura 5.2 de nuevo. o

La clasificaciéon completa de los sistemas de raices irreducibles es un cdlculo bastante
extenso.?? Resulta que hay cuatro series infinitas de sistemas de raices, que corresponden
a las élgebras de Lie clasicas:

A osl(l+1,C); Byeoso2l+1,C); C; e sp2l,C); D; « s0(21,C).
Los tinicos isomorfismos entre ellos ocurren en rangos bajos:
Ay =By =Cy; By 2 Cy; A3 ~D3; D, ~B;®B;.

Nétese que Dy <> s0(4,C) corresponde a un dlgebra de Lie semisimple: so(4,C) =~
50(3,C) @ s0(3, C) — que posee una forma real so(4) ~ s0(3) ® s0(3). Los demds casos
corresponden a dlgebras de Lie simples, con sistemas de raices irreducibles.
Resulta también que hay exactamente cinco sistemas de raices excepcionales (irre-
ducibles):
E(, . E7 , Eg , Fyq, G2 .

En cada caso, el subindice indica el rango. Las dimensiones respectivas del dlgebra de
Lie g son: 78, 133, 248, 52y 14.

22LLa clasificacién de las dlgebras de Lie complejas simples fue lograda en la tesis doctoral de Elie
Cartan en 1894, completando un trabajo anterior de Wilhelm Killing. El método de Cartan partié de
una forma bilineal, introducida en esa tesis, que luego fue atribuido a Killing, la cual es no degenerada
sobre dlgebras de Lie semisimples (inicamente). Cartan encontré cinco dlgebras de Lie simples que no
corresponden a los grupos de Lie “cldsicos™ estos son las dlgebras de Lie excepcionales. La notacién
“alfabética” A, ..., G, esta tomada de la tesis de Cartan.
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5.4 El grupo de Weyl

Las reflexiones s, asociadas a un sistema de raices (E, ®) generan un grupo finito de
permutaciones del conjunto ®. Por otro lado, este grupo también es un subgrupo del
grupo ortogonal O(!) del espacio euclidiano E ~ R’. En esta tltima secci6n se examinard
brevemente el papel de este grupo de reflexiones y rotaciones del sistema de raices.

Definicién 5.37. Un isomorfismo de dos sistemas de raices (E,®) y (F,¥) es una
isometria2? lineal biyectiva 7 € Homg(E, F) tal que 7(®) = ¥. Un automorfismo
de (E, @) entonces es un aplicacion ortogonal 7 € O(E) tal que 7(®) = ®.

Cada reflexion s, es un automorfismo de (E,®). El grupo generado por ellas,
W =Wp := (s, : @ € ), es el grupo de Weyl de (E, @). Este es un grupo finito porque
sus elementos permutan el conjunto finito ©. O

Lema 5.38. Si 7 € Aut(E, @) es un automorfismo del sistema de raices (E, D)y si a € @,
entonces TSoT ! = St(a)- En consecuencia, W es un subgrupo normal de Aut(E, ®).

Demostracion. Nétese que @ = { 7(B) : B € @ } porque 7: ® — D es biyectiva. Ahora

507 (7(B)) = T(sa(B)) = T(B = o p @) = T(B) = nep ().

Ademas,
I 2{a, By 2{t(a),7(B)) _ n
BT may | (tla) @)y @B

asi que 75,7 1(7(B)) = St(a)(T(B)). Esto dice que TseT 'y St(e) SON automorfismos
de (E, @) que coinciden sobre @ y por ende son iguales.

Cada elemento de W es un producto finito de reflexiones o = 5455 - 52; luego
rorl = St(a)ST(B) * * * Sz(1) €s otro elemento de W. Por to tanto, W < Aut(E, ®). O

Definiciéon 5.39. Un juego de raices A := {a1, @y, ..., @;} es una base para el sistema
de raices (E, @) si A es una base R-vectorial de £ y ademds cada 8 € © tiene la forma

B =ka +kay+---+ka; concada k;€ Z, (5.13)

donde bien todo k; € N (no negativos) o bien todo k; € —N (no positivos).

Dada una base A, sus elementos a1, ..., @, se llaman raices simples. Se denota por
@* el conjunto de raices positivas, de la forma (5.13) con cada k; € N. Si @~ denota su
complemento, estd claro que 8 € & — —B € @, asi que |®F| = %|d>|. O

23Una isometria 7: £ — F es una aplicacién R-lineal tal que ||7(u)|| = ||u|| para @ € E, o equivalen-
temente, (7(u), 7(v)) = (u, v) para todo u, v € E. Cualquier isometria es inyectiva; resulta ser biyectiva si
y solo si dim E = dim F.
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Ejemplo 5.40. En las Figuras 5.2 y 5.3 que muestran los sistemas de raices de rango 2, la
pareja A := {«, B} es una base. Las raices nombradas en estas figuras son, en cada caso,
las raices positivas con respecto a esta base: las raices no nombradas son sus negativas.

En el Ejemplo 5.35, una base es A := {e] — e3, ¢ — e3}. Fijese que laraiz e; — e3 =
(e1 — e2) + (e — e3) es la otra raiz positiva.

Mis generalmente, para el sistema A; que corresponde al dlgebra de Lie simple
sl(l+1,C), se puede usar labase A := {ej —ej1 : j = 1,2,...,1}. Las raices positivas
sonlos e; —eg con j < k. o

Lema 5.41. Si a € A, entonces la reflexion s, permuta las otras raices positivas; es
decir, so deja ®* \ {a} invariante.

Demostracion. Se puede suponer que @ = a;. Si f € ®* con 8 # «a (y obviamente
B # —a porque —a ¢ ®F), entonces f3 tiene la forma (5.13) con cada k; > 0y k; > 0
para algin j > 2. Pero entonces

sa(ﬁ) = ﬁ —Nap = (kl - n(y’ﬁ)a] + koay + ...+ klal

con el mismo coeficiente k; > 0 para a;. Esto obliga que rodos los coeficientes estén
enN, asi que k1 —nq 5 > 0y 54(B) € ®*. Laposibilidad s,(8) = « estd excluida porque
sq(@) = —a. O

Para comprobar la existencia de una base de raices simples, se usa un argumento
geométrico. Cada @ € A determina un hiperplano P, := {v e E : {(a,u) =0} = P_, =
ker s,, dejado fijo por la reflexiéon s, . La unioén |J,cqp Po de esta cantidad finita de
hiperplanos tiene un complemento no vacio en E. (De hecho, este complemento es una
union disjunta de conos convexos abiertos, que suelen llamarse cAmaras de Weyl.) Si
u € E es un vector que no estd en la unién de los P,, el hiperplano ortogonal a u no pasa
por @; su “lado positivo” { v € E : (u,v) > 0} incluye exactamente la mitad, ®*(u), de
las raices en @. Resulta que hay exactamente / = dim E raices en ®*(u) que no pueden
expresarse como sumas de dos o més otras raices en ®*(u): estas forman una base, A(u).
Sucede ademds que el conjunto A(u) solo depende de la camara de Weyl que contiene el
vector u.?4

Los dngulos entre raices simples son rectos u obtusos: resulta que {(a@;,a;) < 0 si
@;,a; € A. Enlas Figuras 5.2 y 5.3, se exhiben los casos 8 = n/2, 2x/3,3n/4 y 5r/6.

Es obvio que (E, @) tiene varias bases (y por ende, varios juegos de “raices positivas”).
En efecto, hay una correspondencia biunivoca entre bases de (E, ®) y las cdmaras de

24Para una demostracion de estas afirmaciones, véase, por ejemplo, la seccién 10.1 del libro de
Humphreys.
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Weyl en E \ J,eo Po- Aunque es menos evidente, resulta también que el grupo 'W
permuta las cdmaras de Weyl y por lo tanto también permuta las bases. En efecto, si Ay
A’ son dos bases de E, @), existe un tnico?®> oo € W tal que o(A) = A'.

Ejemplo 5.42. Considérese el sistema de raices A; con raices ® = {e; —e; : j # k },
donde j, k € {1,...,1+ 1}. Al realizar el espacio E como un hiperplano en R'*!, cada
o € W es la restriccién a E de una isometria lineal de R'*! que deja E invariante. Si
@ = e; — e, lareflexién s, lalleva en —a = ex — ¢; y deja fijo e, parar ¢ {j,k}. En
otras, s, estd dada por la transposicion de ejes e; < ey en R

Esas transposiciones dejan fija la diagonal R(1, 1, ..., 1) y por ende dejan invariante
(pero no fijo) su complemento ortogonal E. Sobre E, la accion de s, es

ej—er e —¢ej, e —e e —ej, e —es e —e,

para r,s ¢ {j,k}. De este modo, las transposiciones (j <> k) € S actdan como

biyecciones ortogonales de E que dejan ® invariante. Como las transposiciones generan

el grupo S;+1, se ha comprobado que el grupo de Weyl del sistema A; es W ~ S, .
Cabe notar también que Sy, estd generado por las transposiciones (j < j + 1), para

j = 1,...,1; con relaciones conocidas. Esto ejemplifica otra proposicion interesante:
el grupo de Weyl W estd generado por las reflexiones en las raices simples solamente:
W = (54,50, -»5q,) (con relaciones apropiadas). O

» Una base de raices simples permite clasificar los sistemas de raices — y eventualmente
las dlgebras de Lie complejas semisimples — usando ciertas matrices con entradas enteras.

Definicion 5.43. Sea (E, ®) un sistema de raices, con una base fija A = {a, ay,...,a;}.
Sea ¢;j = Naja; Parai, j=1,.. ., 1. Entonces ¢;; € Z 'y ¢;; = 2 para cada i. La matriz
C = [c;j] € Mi(Z) es 1a matriz de Cartan para el sistema (E, ®).

Como el grupo de Weyl W permuta las bases sin cambiar los valores de los ¢;;, la

matriz C no depende de la base A elegida. O

La matriz de Cartan es no singular; sus entradas diagonales son iguales a 2; y sus
entradas no diagonales estdn en {0, —1, -2, —3}. Si el sistema de raices es reducible, su
matriz de Cartan es una suma directa de bloques. Por lo tanto, la clasificacion de sistema
de raices se reduce a la clasificacion de matrices de Cartan irreducibles.?¢

>5En otras palabras, la accion de W sobre el conjunto de todas las bases es transitiva (existencia de o)
y libre (unicidad de o).

26Es posible simplificar la clasificacién aun mds, al asociar a cada matriz de Cartan un grafo, con un
nodo para cada raiz simple y una flecha simple, doble o triple entre dos nodos si el elemento no diagonal
correspondiente es —1, —2 o —3, respectivamente. La clasificacion de tales grafos fue descrita por Donald
Coxeter (1934) y aplicados a los sistemas de raices por Eugene Dynkin (1946).

137



MA-—729: Teoria de Representaciones 5.4. El grupo de Weyl

Ejemplo 5.44. Las matrices de Cartan en M,(C) son las siguientes:

20 2 -1 2 -2 2 -1
ALDA;: 0 Ay . By ;0 G .
e ] ey B ST B )
En los casos B, y Gy, la matriz de Cartan no es simétrica. Al conjugar C por una
matriz de permutacion, hay un intercambio de filas y columnas, que corresponde a un
reordenamiento de la base A = {a@y, @y, . .., @;}. Por lo tanto, no se distingue entre tales
matrices de Cartan. (En el caso 2 X 2, no se distingue entre C y su transpuesta.) Mdédulo

ese detalle, la lista de matrices de Cartan 2 X 2 es completa: hasta isomorfismo, los
Unicos sistema de raices de rango 2 son los que aparecen en las Figuras 5.2 y 5.3. O

» Vale la pena mencionar que el grupo de Weyl W aparece también en la teoria de los
grupos de Lie compactos, con una definicion al parecer diferente. Si G es un grupo
de Lie compacto (y conexo y simple, para simplificar), un toro maximal en G es un
subgrupo cerrado conexo y abeliano 7', de dimensién maximal. El toro 7" es isomorfo a
un producto directo de circulos, T ~ U(1)'; su dimension [ es el rango de G. Por ejemplo,
las matrices diagonales en el grupo compacto SU(/ + 1) forman un toro maximal. Un
célebre teorema de Weyl asegura que todos los toros maximales en G son conjugados.

El normalizador de T es el subgrupo Ng(T) := {g € G : gTg~! = T }. Esté claro
que T < Ng(T) porque T es abeliano. Resulta que?? el grupo cociente W¢ := Ng(T)/T
es finito, y no depende del toro maximal 7. Este es el grupo de Weyl de G.

El grupo Ng(T) tiene una accidn infinitesimal sobre el dlgebra de Lie g de G y
también sobre g© (ellas son simples cuando G es un grupo de Lie simple). El espacio
tangente t en la identidad de T es una subdlgebra de Lie abeliana de g; y b := t* es
una subdlgebra de Cartan de g©. La accién adjunta de T sobre t o b es trivial, asi que
We = Ng(T)/T actia efectivamente sobre hy y, por transposicion, sobre h*. Resulta que
esta accion de Wg sobre h* permuta los raices en d(g%, h)! Se puede demostrar que esta
accién de Wg coincide exactamente con el grupo de Weyl Wq del sistema de raices.

Como ejemplo ilustrativo, considérese el grupo de Lie compacto G = SU(/ + 1).
Los conjugados del subgrupo 7 (matrices diagonales) son los g7g~!, donde la matriz
unitaria g lleva la base ortonormal usual {u, ..., u;.} de C!*! en otra base ortonormal.
Las matrices en g7¢~! generalmente no son diagonales, con dos excepciones. Primero, g
deja la base usual fija siy solo si g € T. Segundo, g deja la base usual invariante, aunque
posiblemente lo permuta, si g € Ng(T'). Las coclases en Ng(T)/T estan representadas
por las matrices de permutacion: g;; = [[j = o(i)] para algiin o € S;41. Se concluye
que Wg =~ Sj,1: este también es el grupo de Weyl de g* = sl(I + 1, C).

2TVéase, por ejemplo, los libros de Fulton y Harris, Procesi, o Simon.
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5.5 KEjercicios sobre algebras de Lie

Ejercicio 5.1. Si £y [ son ideales de un dlgebra de Lie g, mostrar que el subespacio [, []
es también un ideal de g.

Ejercicio 5.2. Sea g un dlgebra de Lie y sean [y n ideales de g.
(a) Sily g/l son solubles, mostrar que g es soluble.

(b) Dar unejemplo de un dlgebra de Lie g con un ideal n tal que n'y g/n son nilpotentes,
pero g no es nilpotente.

Ejercicio 5.3. Si B(-,-) es una forma bilineal simétrica sobre un espacio C-vectorial V
con base {ey,...,e,}, y si b;j := B(e;, ej), comprobar que B es no degenerada si y solo
si la matriz [b;;] es invertible.

En el caso V = glc(g), calcular las matrices de la forma de Killing (-, ) para el
dlgebras de Lie g = sl(2, C), mostrando asi que sl(2, C) es semisimple.?8

Ejercicio 5.4. Sea g := C-lin(p, ¢, r, z) el dlgebra de Lie de dimensién 4 cuyo corchete
estd determinado por las siguientes relaciones de conmutacion:

[p.ql=z I[rpl=q lgrl=p, lzpl=I[zq]=[zr]=0.

Mostrar que g es soluble pero no es nilpotente.
Calcular la matriz de la forma de Killing sobre g respecto de esta base. (La forma de
Killing de un dlgebra de Lie soluble es degenerada pero no necesariamente nula.)?°

Ejercicio 5.5. En el dlgebra de Lie matricial sl(n, C), mostrar que la forma de Killing
obedece la relacion (x, y) = 2ntr(xy).
[ Indicacién: usarlabase { E;; :i # j } U{ Ejj — Ejy141:i=1,...,n—1}.]

Ejercicio 5.6. Si g es semisimple y C = 3", x;y; es su elemento de Casimir, y si
p: g — glc(V) es una representacion de g, demostrar que p(C) := 37, p(x;) p(yi)
conmuta con p(g). Concluir que p(C) = A 1y para algin A € C si p es irreducible.

Ejercicio 5.7. Hay una inclusion sl(2, C) — sl(3, C) como la esquina superior izquierda.
La accién adjunta entonces define una representacion de g = sl(2, C) sobre sl(3, C).
Demostrar que s1(3,C) =~ Vo @ V) & V| @ V, como g-mddulos, donde V, := lin(v, ..., v,)
en la notacion del Lema 1.41.

28De hecho, el dlgebra de Lie sl(2, C) es simple.
*9La forma de Killing de un dlgebra de Lie nilpotente es idénticamente nula; esta es una consecuencia
del teorema de Lle.
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A continuacién, g es un dlgebra de Lie compleja semisimple, h es una subélgebra de
Cartan de g, © es el sistema de raices de g relativo a h. Si @ € ©, se denota por g, su
espacio radical.

Ejercicio 5.8. Dendtese s0’'(m,C) := { X € M,,(C) : X' = —X }, esta dlgebra de Lie es
isomorfa, pero no igual, a la so(m, C) definida en el Ejercicio 1.20.

(a) Sea J; = Esi_12i — Esini—1 para 2i < m. Comprobar que J; es un elemento
semisimple de g = so0’(m, C).

(b) En los dos casos m = 2l y m = 2[ + 1, mostrar que h := C-lin{(Jy, ..., J;) es una
subdlgebra de Cartan de g.

(c) Se sabe que dim(so’(4,C)) = 6. Hallar 4 autovectores conjuntos para (ad J;) y
(ad J,), mostrando que las raices tienen la forma ® = {+a, +S}.

Ejercicio 5.9. Sea g = so(m, C) — véase el Ejercicio 1.20. Param = 2l obienm = 2/ +1,
hallar matrices diagonales Hi,...,H; en g tal que h := C-lin(Hy,..., H;) sea una
subdlgebra de Cartan de g.

Ejercicio 5.10. Mostrar que el dlgebra de Lie sp(2/, C) del Ejercicio 1.20 coincide con

g= {X: (2 _it):A,B,CeMZ(C), B' =B, szc}.

Comprobarque h :={X € g: B=C =0, Aesdiagonal } es una subdlgebra de Cartan.
Mostrar que los siguientes elementos generan3© todos los espacios radicales g, de g:

ajj =€ —e¢j: CZEl'j-f-Ej,‘,A:B:O;
—j; = —¢ —¢€j ! B=EU+EJ',', A:C:O;
,Bij:el-—ej: AZEI'J',BZC:O;
donde i # j en cada caso. Mostrar también, al calcular los autovalores a(/) en casos

apropiados, que estas etiquetas (+e; + e;) corresponden (mediante la forma de Killing
dual) con un sistema de raices C; = (R/, @) el el espacio euclidiano R!.

Ejercicio 5.11. Sea A := {a}, ..., @;} un sistema de raices simples paraen ® = ®(g, h) y
sea @™ las raices positivas (Definicion 5.39) correspondientes. Mostrar que el subespacio

b::b@@gg

aedt

3%Por el Lema 5.27, cada g, = Ct, es unidimensional.
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es una subdlgebra de Lie de g (pero no es un ideal). Demostrar que b es soluble; y
ademds que es una subdlgebra soluble maximal de g.

Ejercicio 5.12. Sea A := {«y, ..., @;} un sistema de raices simples para en ® = O(g, h).

Sea {h;, e;, f; } la base de la subdlgebra sl, — segtin la Proposicion 5.24(d) — para @ = «;.

Los nimeros ¢;; := oz,-(haj) = Ng;a; SON las entradas de la matriz de Cartan para ©.
Demostrar que estos elementos cumplen las siguientes relaciones de Serre:3!

[hi, hj] = 0;
lei, fi] = hi, lei, fi1=0sii #j;
[hi, ej] = cije;, [hi, fi] = —cij f5s

(ade;)' ™ (e;) = 0sii # j;
(ad £i)' = (f;) = 0sii # .

Ejercicio 5.13. El sistema de raices A3z estd dado por los vectores
O:={x(ej—er):1<j<k<4}

en el hiperplano de R4 ortogonal al vector (e; + e, + e3 + e4). Por otro lado, el sistema
de raices D3 estd dado por los vectores

‘I’;:{i(e,-iej):l<i<j<3}CR3~

En cada caso, identificar una base A = {ay, @y, @3} de raices simples. Calcular las
matrices de Cartan para los dos sistemas ® y ¥, comprobando que son iguales; concluir
que Az =~ Ds.

3'Un teorema de Serre (véase el Teorema 18.3 del libro de Humphreys) asegura que 3/ elementos que
satisfacen estas relaciones generan un par (g, ) cuyo sistema de raices es ®. De este modo, cualquier
sistema de raices abstracto viene de un adlgebra de Lie semisimple g con subalgebra de Cartan b.
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