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INTRODUCCION:

La ensefianza de la matematica en nuestro pais carece de un contenido real y concreto;
la abstraccion y el mal entendido formalismo de sus conceptos basicos, sobre todo en los
primeros niveles de su ensefianza, dan al traste, en la mayoria de los casos, con el
entusiasmo e interés por su estudio.

Es comun presentar como antagonicas dos concepciones, acerca de la ensefianza de la
matematica, que no tienen por qué ser enfocadas de esta manera. Hay quiénes
argumentan que la ensefianza de la matematica debe plantearse a cualquier nivel con
gran rigurosidad formal y un alto grado de abstraccion; otros, por el contrario, argumentan
que la mejor forma de ensenar matematicas es acudir a lo concreto, a lo informal, a la
naturaleza misma, a la aplicacion practica, y de aqui precisar sin gran rigor formal los
conceptos fundamentales.

Ligar lo concreto e informal con lo formal y abstracto en el proceso de enserianza
aprendizaje es, a nuestro juicio, una estrategia metodologica adecuada. De lo concreto
a lo formal, de la aplicacion practica a lo abstracto y viceversa, es a nuestro entender una
combinacion que brinda buenos resultados. La naturaleza misma es nuestro mejor
laboratorio.L 0s materiales comunes y corrientes que pueden ser encontrados en cualquier
centro educativo del pais seran parte importante de nuestros recursos didacticos. El
parque, la plaza de balompié, el estanque,el patio de la escuela, los arboles, las piedras,
las hojas, la luna, las estrellas, las paginas de un periddico, la bola de volibol, etc. son
elementos utiles para la ensefianza de la matematica.En otros terminos depender menos
del pizarrén y utilizar mas el ambiente extra-aula los laboratorios matematicos y menos
la clase magistral, involucrar al estudiante como sujeto de su formacidén y no como simple
espectador del proceso.Introduciremos los conceptos fundamentales de la matematica
con una metodologia de aprender haciendo, de aplicacién practica y elevandonos a los
mayores grados de formalizacion posible.

LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES

MEDIRY CONTAR:

La medicion y el conteo representan, desde estadios muy primitivos, procesos
fundamentales para el desarrollo del homre; se cuenta lo discreto, lo separado, se mide
lo continuo.En sintesis, dos procesos de una misma esencia. Histéricamente se asocia el
contar con la aritmética y el medir con la geometria. Es apasionante descubrir como el
hombre se las ha ingeniado; a traves del tiempo, para ir perfeccionando los sistemas e
instrumentos de medicion y conteo. Los modelos inspirados en el cuerpo mismo como la
pulgada, el pie, la cuarta, el codo, los dedos, junto con piedrecillas y palos, son los
primeros instrumentos a los que acude el hombre para medir y contar. Hoy disponemos
de sistemas tan modernos y de un grado de precision asombrosa que nos permiten contar
desde el numero de estrellas de nuestra galaxia hasta medir el diametro de Pluton.
Contamos con un sistema de numeracion de una utilidad increible y a la vez de una
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simpleza asombrosa. El concepto de numeros ocupa, en este sistema, una posicion
fundamental.Su desarrollo ha venido de la mano del desarrollo de la humanidad ;desde
los dedos y las piedrecillas hasta los numeros reales y complejos con todas sus
propiedades.

EL NUMERO EN EL NINO ESCOLAR: SU ENSENANZA:

El concepto de numero presenta ,por su nivel de abstraccion, algunas dificultades para
su ensenanza. El nifo adquiere desde muy temprana edad, debido al contacto con el
medio y la naturaleza, los rudimentos del proceso de contar. Empieza a contar sus deditos
y objetos muy variados en forma desordenada y sin tener todavia la claridad sobre el
concepto de numero y el de unidad. Asocia a objetos al nombre de algunos numeros
desordenadamente y sin percatarse del proceso ordenado que representa el contar.
Un primer elemento que debe tomarse en cuenta a la hora de empezar el proceso de
formalizacion (en cierta medida del céalculo) en el nifio es el hecho de que, para el nifio
preescolar la cantidad, el numero cambia de acuerdo con la disposicién de los objetos
en el espacio donde estan dispuestos.Piaget tiene un sinnumero de actividades donde
se verifica este hecho. Citaremos como ejemplo solamente el siguiente:

Dadas las series de distintas disposiciones u ordenamientos de tres unidades , el nifio
preescolar presentara dificultades en reconocer la misma cantidad de objetos, en cada uno
de los distintos ordenamientos.
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Nifios preescolares sometidos al ejercicio de responder en cual ordenamiento hay mas
cantidad de objetos, tienden a responder que es en B .

Para el nifio preescolar la cantidad varia con la disposicion de los objetos en el espacio.Lo
mismo sucede para cantidades continuas (liquidos) al ser trasladadas de un envase
pequefo a otro mas grande.

A la par del problema de la variabilidad de la cantidad, el nifio preescolar no ha adquirido
el concepto de unidad.Para iniciar al nifo en el calculo es necesario subsanar los dos
problemas planteados, es decir, lograr que adquiera el principio de la invariabilidad de las
cantidades a pesar de su distinta disposicion en el espacio, tanto cantidades discretas
como continuas, y, ademas, el concepto de “uno”, de “Unico”, de “unidad”.

ACTIVIDADES.
Lo mas frecuente en el proceso de ensefianza-aprendizaje ha sido presentar al educando




3

las diferentes actividades elaboradas, creadas por el educador. En muchos casos las
actividades estan alejadas de la realidad del nifio, de sus intereses, de su propio
desarrollo . “Este niflo no aprende a dividir’, “A este nifio le cuestan las tablas de
multiplicar” Son entre otras, expresiones comunes dentro de los educadores. ;Qué
proponemos? Que el nifio cree su propias actividades, que sea su gestor, que le dé
forma, que con la guia del maestro trabaje, se ejercite, toque, ponga, quite, transforme,
cambie, construya, participe activamente. Que en este proceso de aprendizaje participe
integramente con todos sus sentidos; que el tacto, el olfato, la vista, el oido, el gusto junto
con su inteligencia se estimulen a la vez y contribuyan todos al proceso de aprender.
Las actividades que se desarrollaran a continuacion, con la participacion de los nifios,
pretenden todas contribuir a que el nifio logre fijar el concepto de cantidad que logre, con
su propia participacion, incorporar a su desarrollo mental la propiedad de invariancia de
la cantidad a pesar de sus distintas disposiciones u ordenamientos en el espacio.

ACTIVIDAD N°1 :

Nombre de la actividad: “Pesadas las piedrecitas”
Lugar de la actividad: Patio de la escuela, plaza.
Recursos: Corddn o mecate de distintos tamanos, piedras de un tamafo adecuado.

Desarrollo de la actividad:

Se dispondra el grupo en dos bandos, mas o menos iguales.Llamaremos "A y B" cada
una de las partes.

Al bando "A" le daremos un mecate corto y al "B" un mecate considerablemente mas
largo (3 veces mas largo).

Se le pedira al grupo "A" y al grupo "B" que se coloquen a una distancia de unos 25-30
metros uno del otro.

e N
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El maestro ayudara a colocar los grupos) se les solicitara a ambos grupos que con el
mecate o cordon que se les dio formen un encierro como en el dibujo:

& . / \
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Se pedira a cinco nifios del grupo "A" que, de los alrededores de la plaza, traigan cada
uno una piedrecilla (no muy grande, no muy pequefa, que puedan sentir su peso) y la
cologuen dentro del encierro de su grupo.Tendriamos la siguiente situacion.

Se solicitara a continuacion, a niflos del grupo "B" que trasladen las piedrecillas del
encierro del grupo "A" al encierro de su grupo.

Se tendria la siguiente situacion :

/\

o

Se preguntara a todo el grupo: ¢ Hay tantas piedras en el encierro "B" como las habia en

el encierro "A" ?
Si la respuesta es negativa por parte de cierto numero de nifios,se enviara a algunos de
estos a colocar de nuevo las piedras del encierro "B" al encierro "A" Preguntar

nuevamente;, si otra vez se fracasa, dejar el ejercicio para otro dia.




ACTIVIDAD N° 2:

Nombre de la actividad: “Aumentando el marcador”

Lugar de la actividad: Plaza o patio de la escuela.

Recursos: 4 bolas de balompié , 4 marcos pequenos.

Desarrollo de la actividad:

Se dispondran encierros de mecates de diferentes tamarios; las bolas y los marcos a una
distancia de unos 10 metros uno del otro, como se indica a continuacion.

[
=y

\—/

N

Se preguntara al grupo: ¢, Hay tantas bolas en el encierro "A" como marcos en el encierro
IIBH?

Si la respuesta es negativa, se enviara a 4 nifos a que trasladen las bolas con sus pies
hasta depositar cada una en cada uno de los marcos como se presenta a continuacion:

Se pregunta de nuevo al grupo: ¢ Hay tantas bolas como marcos?. Si la respuesta sigue
siendo negativa, se deja el ejercicio para otra oportunidad.

ACTIVIDAD N° 3:

Nombre de la actividad: “Saltando suiza”

Lugar de la actividad: Patio de la Escuela, plaza
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Recursos: Mecate para saltar suiza, uno corto, otro considerablemente mas largo, ninos.

Desarrollo de la Actividad:

Se divide el grupo en dos subgrupos de igual cantidad de alumnos.Llamaremos grupo "A"
y "B" a dichos subgrupos.Se colocaran los dos subgrupos a unos 10 a 15 metros de
distancia uno del otro.Se entregara al grupo "A" una cuerda corta y al grupo "B" una
cuerda larga.Se les pedira que procedan a saltar la cuerda (brincar suiza) cuatro o tres
estudiantes a la vez en cada subgrupo, como se ilustra a continuacion:

~ \"\ B
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Se realiza la siguiente pregunta: ¢ Hay la misma cantidad de nifios saltando en el grupo
"A" queen el grupo "B"? Si la respuesta es correcta avanzamos en la consolidacion de la
invariabilidad del nimero o cantidad. Si la respuesta es negativa se recomienda intentar
la siguiente variante: Pedirles a los nifnos que saltan suiza en el grupo "B" que se unan
al subgrupo y enviar a los nifnos que saltan en el grupo "A" a saltar en el grupo "B", en
la cuerda larga. Se repetira la pregunta:¢ Hay tantos nifios saltando suiza en el cordon
largo como los habia en el corddn corto? Si la respuesta es negativa se intentara otro dia.

ACTIVIDAD N° 4:

Nombre de la actividad: “Tirando la bolita”.
Lugar de la actividad: Patio de la escuela, plaza

Recursos: 4 cajas medianas de cartdn (de igual tamano) , 4 bolas de hule, los nifios,
cordon.

Desarrollo de la actividad:
Se dividira al grupo en dos subgrupos "A" y "B".Se colocaran a unos 5 metros de distancia
un grupo del otro.A | grupo "A" se le dara cuatro bolas de hule medianas y un mecate
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grande.Al grupo "B" se le dara cuatro cajas medianas y un mecate pequerio. Se les pidira
a los niflos que dispongan los objetos como se aprecian en el dibujo siguiente:

A B

N

Se hara la siguiente pregunta al grupo en general: ¢, Hay tantas bolas en el encierro "A"
como cajas en el encierro "B"?. Si la respuesta es positiva, perfecto. Se verificara
solicitandoles a cuatro nifios que lancen las bolas desde la posicion "A" hasta introducir
una en cada caja. Si la respuesta es negativa, se realizara la misma accion y se repitira
la pregunta.

ACTIVIDAD N°5:

Nombre de la actividad: “Con mis manitas”
Lugar de la actividad: Patio de la escuela o plaza

Recursos: Dos trozos de mecate , de igual tamario, nifios.
Desarrollo de la actividad:

Se disponen los dos cordones en el suelo de la manera que se ilustra en la figura.

Se preguntara al grupo: ¢Son los cordones del mismo tamano?, ;tienen igual medida?
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Si la respuesta es negativa se les pide que las midan con su manitas (cuartas). Se
realizara de nuevo la pregunta.Si la respuesta sigue siendo negativa se solicitara que
cologuen el cordon "B" debajo del cordon "A" como se ilustra en la figura.

A

Se preguntara nuevamente; si la respuesta sigue siendo negativa, se intentara otro dia.

ACTIVIDAD N°6

Nombre de la actividad: “Mis sillitas”

Lugar de la actividad: En el aula

Recursos: Sillas y nifos

Desarrollo de la actividad:

Se colocan al frente del grupo, cinco sillas y cinco compareritos como se ilustra en el
dibujo.

® e

Las sillas bien separadas y el grupito de nifios lo mas juntos posible.Se pregunta al resto
de grupo: ¢ Hay tantas sillas como nifos al frente de ustedes? Si la respuesta es negativa
se plantea la siguiente variacion, se separara a |os nifos de tal forma que quede uno al
frente de cada silla como se ilustra a continuacion.




L R R R

Se repetira al grupo la pregunta: ;Hay tantas sillas como alumnos al frente? Si la
respuesta es negativa (por algunos nifios) se intenta la siguiente variante.Se solicitara a
los niflos que estan frente a las sillas que se sienten en ellas.

Se hara de nuevo la pregunta:¢, Hay tantos nifilos como sillas? Si la respuesta es positiva
planteamos de nuevo la situacion original (sillas separadas, nifios bien juntos)Si la
respuesta a esta situacion es positiva, avanzamos hasta la invariabilidad de la cantidad
en el nifo. Si la respuesta es negativa de nuevo se deja el ejercicio para otra ocasion.

ACTIVIDAD N° 7:

Nombre de la actividad: "Muy rico el refresco”
Lugar de la actividad: Comedor de la Escuela o aula
Recursos: Vasos de diferentes tamanos, refresco.

Desarrollo de la actividad:

En el comedor de la escuela (preferiblemente) se dispondra el grupo en dos subgrupos.
Al grupo "A’se le servira refresco en vasos pequefios (se les llena el vaso).Se les pedira
que viertan el refresco en los vasos del grupo "B" (vasos mucho mas grandes) se
preguntara: Tienen los estudiantes del grupo "B" la misma cantidad de refresco que
tenian los estudiantes del grupo "A" ?Si la respuesta es afirmativa, estamos en las puertas
del concepto de invariabilidad de la cantidad.Si, por el contrario, la respuesta es negativa
(en un alto porcentaje), se solicitara que los estudiantes del grupo "B" viertan, sin
derramar refresco, el contenido de sus vasos grandes en los vasos del grupo "A". Se
pregunta de nuevo al grupo acerca de si el contenido ha variado o no.
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Todas las actividades anteriores tienen por objeto determinar el grado de madurez que
presenta el nifo, en cuanto a la adquisicion de la propiedad de invariabilidad que tiene
la cantidad. Estas actividades , asi como otras que puedan prepararse, tienen también la
particularidad de acercar al nific a descubrir,a fijar la invariabilidad del numero o cantidad
. Se recurre hasta donde sea posible a que el nifo utilice todos sus sentidos, toda su
vitalidad, toda su inteligencia en cada una de las actividades que se desarrollan.

Se ha dicho que la mejor forma de aprender es haciendo,j Pues pongamos los nifios a
hacer!

La etapa de determinar si el nifo esta en condiciones de iniciarse en el calculo, es de
fundamental importancia "El profesor Piaget ha demostrado en su génesis del nimero que
hay, en el entendimiento humano, toda una organizacion mental previa al calculo, y que
si esta organizacion falta es en vano proseguir, pues ello sera lo mismo que edificar sobre
cimientos de arena" (B.Beauverd,pagina 1) (Antes del calculo).

Come 'c expresa Beauverd, la etapa previa al célculo es objetiva, existe en el desarrollo
del nifo; debe considerarse con seriedad. Uno a nuestro juicio, de los aportes de mayor
mérito del maestro Piaget es mostrarnos por medio de experiencias concretas el proceso
de desarrollo mental en el nifio. Este debe ser visto como un ser con todaslas
potencialidades, pero en desarrollo, en proceso de maduracién mental y operatoria. Por
tal motivo el aprestamiento es una necesidad y no debe pasarse por alto.

Las actividades que a continuacion se presentan, tienen mayor sentido cuando el maestro
ha detectado que el nifio esta en capacidad de fijar la propiedad de invariabilidad de la
cantidad. Tienen por objeto ejercitar al nifo en precisar el concepto de numero, y pretende
conducirlo al numero concreto y luego al numero abstracto.

ACTIVIDAD N°8:

Nombre de la actividad: “Jugando a los conjuntos”.
Lugar de la actividad: Aula o corredor de la escuela

Recursos: Objetos de los alrededores de la escuela (piedrecillas, paletas, palillos, hojas,
florecillas, pabilo o cafiamo).

Objetivo de la actividad: Tomar diferentes conjuntos o grupos de objetos y establecer
relaciones entre ellos.

Desarrollo de la actividad:

Se disponra el aula de tal forma que brinde el mejor espacio posible para el trabajo de los
ninos.Se les solicitara a los estudiantes que en forma ordenada salgan a los alrededores
de la escuela y recojan piedrecillas, palillos, hojitas, chapas, etc. en cantidades suficientes
para luego formar conjuntos o grupos con los objetos recogidos. El maestro acompanara
al grupo y guiara la recoleccion de objetos. Un vez en el aula o en el lugar dispuesto para
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la actividad, el maestro los orientara para que agrupen o formen conjuntos con los objetos
recogidos:varios conjuntos de piedrecillas, otros de palitos, otros de hojitas etc.

Se les solicitara formar grupitos con igual cantidad de numero de objetos.Cada grupito se
encerrara con pabilo o cafiamo para que quede bien delimitado. Se solicitara que compare
los conjuntos de acuerdo al numero de elementos, y determine cual conjunto tiene mayor
o igual numero de objetos . Se solicitara que los ordene de acuerdo con la cantidad de
elementos. Una situacion tipica podria ser:

—_—
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ACTIVIDAD N°9:

Nombre de la actividad: “Dibujo conjuntos en mi cuaderno”.

Lugar de la actividad: Aula

Objetivo de la actividad: Dibujar conjuntos y establecer relaciones con una flechas entre
sus elementos (igual que , mayor que, menor que)

Desarrollo de la actividad:

Se solicitara a los estudiantes que dibujen diferentes objetos y los encierren en un circulo
(se les recordara la actividad anterior, solamente que ahora deben dibujar los conjuntos
en sus cuadernos).

Se solicitara que dibujen conjuntos con igual cantidad de objetos y otros con diferentes
cantidades . Se solicitara que unan o relacionen con flechitas los elementos de los
diferentes conjuntos una situacion tipica puede ser la siguiente:

. * x :
Xy Y,

Se les solicitara que expresen la caracteristica que presentan (en cuanto a las flechas) al
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relacionar los diferentes conjuntos.

Se les interrogara acerca de las siguientes situaciones:;,Qué es posible decir con respecto
a los conjuntos o grupos cuando hay tantas flechas como objetos en los dos conjuntos.
¢, Qué se podria deducir cuando sobran objetos en el segundo conjunto? ;Qué se puede
decir cuando sobran objetos en el primer conjunto?

ACTIVIDAD N°10:

Nombre de la actividad: “En busca de la misma cantidad”.
Lugar de la actividad: Aula
Recursos: Cuadernos, lapiz y lapices de color.

Objetivo de la actividad: Asociar a cada conjunto con el de su misma cantidad de
objetos.

Desarrollo de la actividad:

Se les solicitara a los nifios que dibujen muchos conjuntos o grupitos de objetos y
animales, de tal forma que haya conjuntos de diferentes cantidades de objetos, otros de
igual cantidad, aunque de diferentes clases.

Se les solicitara que agrupen los conjuntos tomando en cuenta los que tienen el mismo
numero de objetos y relacionen sus elementos por medio de flechitas.Asi con los otros
conjuntos.

Coordinabilidad:

Es importante hacer notar en este momento que lo que se pretende con las anteriores
actividades es utilizar el concepto de coordinabilidad de conjuntos para introducir el
concepto de numero cardinal. ‘

Esta teoria fue desarrollada a mediados del siglo XIX por dos matematicos muy
destacados. G. Cantor (1845-1918), F.L.Frege (1848-1925) y perfeccionada por B. Russell
a principios del siglo XX.

Hay diversas formas de introducir el concepto de numero cardinal: suponiendo su
existencia o mediante la introduccion formal (deductiva) que se intenta a partir del siglo
XIX con Dedekind y Peano.

Nosotros partiremos del enfoque de coordinabilidad de conjuntos por considerarlo mas
adecuado y de una gran riqueza metodoldgica, aparte de ser mas natural, y ligada al
desarrollo histérico del concepto de numero.

Se llaman conjuntos coordinables aquellos que tienen el mismo numero de objetos o
elementos. Obsérvese que no importa cual es el numero del elementos sino el tener la

| . -
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misma cantidad de objetos.

En algunas actividades anteriores se insiste en que el alumno establezca relaciones entre
los objetos, con el fin de que descubra el concepto de coordinabilidad .

Se debe insistir y guiar al estudiante para que separe o agrupe los conjuntos de acuerdo
con el numero de objetos (sin importar cual es el numero). Esto se logra relacionando los
objetos de cada conjunto con flechas en las dos direcciones (Actividad N°10). Se debe
reforzar esta idea central de coordinabilidad o relacién uno a uno

¢, Cual es el paso siguiente?

Se deben preparar actividades donde se establezca con claridad el hecho de que si un
conjunto pertenece a una clase, por ejemplo en la actividad numero 10, la estrella, el pato,
las frutas, lo comun es que sea posible relacionar sus elementos uno a uno, sin que
sobren ni hagan falta en ninguno de los conjuntos.Lo mismo para los conjuntos de sillas,
muiiecos y lapices; es posible relacionar sus elementos uno a uno sin que sobren ni hagan
falta en ningun caso, asi para las demas clases.

¢ Qué es una clase de conjuntos ? Se llama una clase de conjuntos a todos los conjuntos
que son coordinables entre si.

¢ Qué sucede si establecemos relaciones por medio de flechas entre los objetos o
elementos de conjuntos que pertenecen a clases diferentes?La respuesta es inmediata:
hacen falta elementos en uno de los conjuntos 0, lo que es lo mismo sobran en el otro
conjunto.

Estamos de acuerdo, entonces, en que un conjunto de objetos que pertenece a una clase
(coordinables con todos los conjuntos de esa clase) no puede pertenecer a otra clase,
pues no seria coordinable con ningun otro conjunto de esa clase;por lo tanto, un conjunto
no puede pertenecer a dos o0 mas clases a la vez pero todo conjunto tiene siempre una
clase a la cual pertene.

¢A donde queremos llegar?.A que tenemos diferentes clases de conjuntos (de acuerdo a
su coordinabilidad).A cada una de estas clases se llama numero cardinal, es decir
llamaremos numero cardinal de un conjunto M a la clase de los conjuntos coordinables con
M.

¢, Qué significa lo anterior?. Significa que todos los conjuntos coordinables por ejemplo con
el conjunto que tiene un elemento, se dice que tienen cardinalidad uno. Todos los
conjuntos coordinables con un conjunto que tiene dos elementos se dice que tienen
cardinalidad dos, y asi sucesivamente. ; Qué significa el nUmero cardinal cero?El
numero cardinal cero es la clase de los conjuntos cordinables con el conjunto que no tiene
elementos ( conjunto vacio). Obsérvese que lo interesante de este enfoque es que
utilizando la idea de coordinabilidad se introduce, o formaliza, el concepto de numero
cardinal.Simbolizaremos por 0, 1, 2, 3, 4, ... , a las diferentes clases de conjuntos
coordinables ( numeros cardinales ). Es importante apuntar aqui un aspecto; a nuestro
juicio fundamental en la elecciéon del enfoque de coordinabilidad para introducir los
numeros cardinales. Piaget apunta "la nocion de numero nace por diferencias" (citado por
B.Beauverd, pag. 17 ). El nifio, segun Peaget, se crea un modelo; una figura de numero,
por ejemplo.Puede ser que para él el modelo de nimero cuatro viene dado por 000 O
. Esta figura sera su modelo de numero cuatro; todo lo que pueda igualar a éste modelo
sera cuatro para él. Por ejemplo el siguiente conjunto:
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el lo llevara a sumodelo O O O O . Para llegar a esto , realizara operaciones mentales
e igualara el ordenamiento propuestoa su modelo de cuatro

Notese la similitud del enfoque de coordinabilidad de conjuntos para introducir el concepto
numero, y el principio expuesto por Piaget.

¢, Por dénde proseguir con nuestro intento de introducir al nifio en la etapa del calculo?
Parece sencillo: reforzaremos la idea de identificar conjuntos coordinables entre si con
su cardinalidad y su numeral.

ACTIVIDAD N°11:

Nombre de la actividad: “Le pongo nombre a los conjuntos”.

Lugar de la actividad: Patio de |la escuela o plaza.

Recursos: Piedras, palillos, hojas, chapitas, etc.

Objetivo de la actividad: Relacionar conjuntos con el numero concreto.

Desarrollo de la actividad:

De manera similar a las actividades anteriores,se solicitara a los estudiantes que recojan,
de los alrededores de la escuela, objetos variados para formar conjuntos.El maestro los
guiara y participara con los nifios en la recoleccion.

Se les indicara a los estudiantes que conformen en el patio de la escuela distintos grupos
de objetos (pueden separarse unos de los otros con un encierro de cafamo). Se les
interrogara acerca de quée nombre seria conveniente ponerle a cada grupito de objetos.
Se insistira en los nifios para que el nombre de cada grupito o conjunto sea determinado
fundamentalmente por la cantidad de objetos (cardinalidad) y por su cualidad. Es posible
escuchar nombres como "cuatro piedras", "siete hojitas", "tres chapitas”, "tres palitos" etc.
Se insistira en resaltar la cantidad y la calidad como caracteristicas centrales; tenemos
aqui nuestro numero concreto.
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Actividad N° 12:

Nombre de la actividad: “Escribo el nombre de los conjuntos”.

Lugar de la actividad: Aula.

Recursos: Cuaderno, |apices de color y lapiz.

Objetivo de la actividad: Construyo y dibujo modelos de numeros concretos.

Desarrollo de la actividad:

El maestro solicitara a los nifilos que dibujen diferentes objetos, repitiendo algunos de
ellos. Luego se solicitara que agrupen en un encierrito o rueda los objetos dibujados de
la misma clase (florecitas, patitos, sillas, casitas etc.). Se les solicitara que escriban
debajo de cada grupito un nombre adecuado que resalte la cantidad de objetos y su
cualidad.

Actividades como las anteriores, deben desarrollarse con el cuidado de que resulten
suficientemente motivadadoras para los nifios.No se debe abusar de ellas, se debe tener
presente el hecho de que deban ser variadas , bien preparadas y que contribuyan al
objetivo fundamental, que es la "busqueda" del concepto de numero concreto. Una vez
que el maestro tenga certeza de que se ha adquirido la destreza de identificar los
conjuntos, con su cantidad y cualidad, podra intentar introducir los numerales (signos para
los nombres de los numeros)

ACTIVIDAD N°13:

Nombre de la actividad: “Un signo o dibujo para los nimeros”.
LUGAR DE LA ACTIVIDAD: Aula.
OBJETIVO DE LA ACTIVIDAD: Identificar el nombre de los conjuntos con un numeral.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:

Como una variante de la Actividad N°12, se identificaran los conjuntos con las expresiones
1 lapiz, 2 patitos, 2 casitas, 2 flores, 3 sillas, 3 mufiecos etc.Deben realizarse a partir de
este momento, actividades que identifiquen al conjunto o grupo de objetos con su numeral
y cualidad. Continuaremos utilizando el nimero concreto, como un excelente recurso para
construir el niumero abstracto .

Numero Concreto:
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Se llama numero concreto, aquél que ademas de la cantidad se hace acompanar de la
cualidad. Tres patitos (3 patitos), Cinco lapices (5 lapices),tres chapitas ( 3 chapitas), etc

Numero Abstracto:

Es el numero desprovisto de la cualidad. Dos, cuatro, veinte,cinco,siete,etc .

En nuestro enfoque es la clase de todos los conjuntos (sin importar la cualidad)
coordinables entre si.

. o

| ;" , € |

| o | |

'y |
Cua;E ’colitas Cuatro t:id'r/citas

Tres manzanas |

Es importante tomar en cuenta que para el nifo preescolar o el nino en sus primeros

estadios de la educacion escolar, el numero concreto, es decir las cosas u objetos
concretos, resultan muy interesantes y atractivos. Cuando entramos a algunas aulas
donde una cuidadosa maestra o maestro imparte el primer grado, nos entusiasma el
colorido y las diversas formas de cartelones pintados en las paredes. Observamos como
el docente con sus cartelones, intentan asociar tres aspectos basicos en esta etapa: la
cualidad, la cantidad y su escritura. El recurso de pintar cinco hermosos pollitos amarillos,
asociarlos con el numeral 5 y la palabra cinco y exponerlo a la vista de los nifios por
largos periodos tiene un efecto didactico importante en el nifio. La mayor limitacion de
este recurso es que participa casi exclusivamente el sentido de la vista del nifio en el
proceso de aprendizaje. El nifo observa los lindos pollitos amarillos, posiblemente los
cuenta; pero no participa activamente con el resto de sus sentidos y con su propia
vitalidaa.
No queremos finalizar este apartado sin insistir en la necesidad de aprovechar el interés
del nino por los objetos concretos, para ir precisando el concepto de numero. Contar y
dibujar los miembros de su familia, contar y dibujar los deditos de sus manos, contar y
dibujar las sillas de su casa, medir con sus manitas (cuartas) el largo de la pizarra y
anotarlo en su cuaderno, contar y anotar en su cuaderno las letras de ia palabra mama;
dar un salto a lo largo y luego medir con sus manitas la longitud de lo saltado. Estas y
otras actividades orientadas a precisar y formalizar el concepto de numero concreto,
pueden realizarse con los nifios y lograr muy buenos resultados.

El educador debe aprovechar un recurso muy valioso que en la mayoria de los casos
no es tomado en cuenta en el proceso de ensefianza aprendizaje: la familia del nifio
escolar. Por lo general los padres de familia son convocados a la escuela para participar
de actividades tendientes a la recoleccion de dinero para el Patronato Escolar o Junta de
Educacion. Vender numeros, participar en bingos y turnos escolares es, en la mayoria de
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los casos, la uUnica participacion de los padres de los nifios escolares. Partiendo
realmente de que es la familia el nucleo méas cercano al nifio y que debemos estar
siempre dispuestos a colaborar en la formacion de nuestros hijos, debemos involucrar a
la familia (padre, madre, hermanos) en el proceso formal de educacion del nifio; es un
recurso didactico de inagotables posibilidades.

A continuacion citaremos algunas actividades que el educador puede planear

aprobechando la familia del nifio, y que contribuiran a lograr el objetivo propuesto: adquirir
el concepto de numero concreto y avanzar hacia la idea de numero abstracto.
La familia cuenta las estrellas una noche de verano.La familia cuenta y lava los
platos.Mide el frente de su casa.Papa conversa con sus hijos acerca del numero de
miembros de su familia.La familia siembra unas plantas y cuantifica su crecimiento durante
los tres primeros meses.Contamos los programas de television que vemos los domingos.
Regamos y contamos los siembros del jardin.Estas y otras actividades deben planearse
con un claro conocimiento de la situacién familiar de cada estudiante. El educador o
educadora debe adecuar las actividades propuestas a la situacion de su escuela y al
entorno social.

Mayor que, menor que, Iqual que:

Todos conocemos el hecho de que entre los numeros es posibie establecer un orden.
El conjunto de numeros cardinales que intentamos introducir en los nifios es
ordenado.Esto quiere decir que es posible determinar, dados dos numeros, cual de ellos
es mayor (0 menor). Aprovecharemos el concepto de coordinabilidad y el de numero
concreto para introducir de una forma muy natural las llamadas relaciones mayor que (mas
que) menor que (menos que) e igual que (lo mismo que).

Es importante apuntar en este momento que a pesar de que en la edad preescolar el
nifio no ha adquirido formalmente conceptos numéricos ,si utiliza y comprende términos
COmMO mas y menos, poco, mucho, etc.

“Yo quiero mas confites”, “a Carlos le di6 mas comida que a mi”; estas y otras
expresiones son muy comunes en el nifio preescolar. Utilizaremos estos conceptos
generales para introducir sin gran formalizacion, pues no es necesario por ahora las
relaciones mayor que, menor que e igual que en nifios de edad preescolar o en sus
primeros anos de la escuela.

ACTIVIDAD N°.14

Nombre de la actividad: "Sobran o no sobran".
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Lugar de la actividad: Aula de clase o patio de la escuela.

Objetivo de la actividad:Deducir, por medio de la comparacion, si hay mayor
cantidad de hombres o mujeres en el grupo.

Desarrollo de la actividad:

Se separara el grupo en dos partes, los hombres por un lado y las mujeres por otro .
El educador llamara al centro un miembro del grupo de los hombres y otro del grupo de
las mujeres.Se repetira este procedimiento hasta que en alguno de los dos grupos no
quede ningun miembro. Se preguntara al grupo s! hay mas cantidad de hombre que de
mujeres en el grupo, o viceversa. El grupo contestara segun como se haya presentada
la situacion, ya sea que sobren mujeres u hombres. Ei educador deberd insistir en el
hecho de que sobraron por un lado hombres (0 mujeres; mientras que en el otro grupo ya
no queda ningun miembro; por lo tanto, hay mas cantidad de unos que de otros.

ACTIVIDAD No.15

Nombre de la actividad: "Empatados"

Lugar: Aula de la escuela
Materiales: cuaderno, lapiz

Objetivo: Reforzar el concepto de igualdad.

Desarrollo de la actividad:

Se le solicitara al grupo que dibuje dos circulos grandecitos uno al lado del otro. El
educador les solicitara que en un circulo escriba las vocales a,e,i,o,u y en el otro circulos
los numerales 1,2,3,4,5.

Se les pedira que unan o asocien cada letrita con un numeral uno a uno, por medio de
flechitas en las dos direcciones. ¢ Qué sucede? Se solicitara escribir un nombre para cada
conjunto. Se insiste en la igualdad de elementos de los conjuntos (coordinables).

Actividades como las anteriores u otras que el educador pueda desarrollar, contribuyen
a reafirmar los conceptos de "mas que", "menos que" e "igual que", que se pueden asociar
a las relaciones "mayor que", "menor que" e "igual que". Esta asociacion resulta muy
natural por el hecho de que a cada conjunto concreto se le asocia un numero concreto;

el docente debe insistir en el principio de coordinabilidad entre conjuntos para introducir
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las relaciones citadas. Por ejemplo, si en la actividad de aprendizaje No.14 el grupo de los
varones se agota primero que el de las mujeres, después de hacer pasar todas las parejas
posibles, esto significa que los conjuntos de nifios y nifias no son coordinables; al
agotarse primero el conjunto de nifios, entonces el conjunto de nifos tiene "menor" numero
de elementos que el conjunto de nifas; por lo tanto, el numero concreto que corresponde
al conjunto de nifios es "menor que" el numero concreto que corresponde al conjunto de
nifias. De esta misma forma es posible introducir o aclarar conceptos como: "mas largo",
"mas corto", "mas pesado,” "mas grande," "mas pequefio", etc.

Proponemos al docente desarrollar actividades variadas y motivadoras para los nifios,
que contribuyan a ir logrando cierto grado de formalizacion de estos conceptos, tan
importantes en el camino hacia la construccion del concepto de numero y la introduccion
del calculo en el nifo.

Suma y Resta (adicion y sustraccion)

Una vez que los nifos han sido ejercitados en actividades como las expuestas en los
apartados anteriores, tendientes todas a precisar, a lograr por una parte la propiedad de
invariabilidad de la cantidad y por otra a que el nifio adquiere de una manera mas precisa
el concepto de niimero concreto, se esta en condiciones de introducir al nifio en el mundo
del calculo aritmético, en el mundo de la suma o adicién y la resta o sustraccion.
Empezaremos por estas dos operaciones y no por el producto y cociente (multiplicacion
y divisién) por considerarlas mas naturales, mas cercanas al mundo del nifio preescolar
o escolar en los primeros niveles. Los procesos de aumentar y disminuir parecieran mas
sencillos y primarios que los de multiplicar y dividir aunque su relacion y similitud son
evidentes.

Utilizaremos en este intento, al igual que en los apartados anteriores, material concreto,
objetos que puedan agruparse o separarse de tal forma que el nino perciba con sus
sentidos estas operaciones o procesos. Que el nifio participe con todos sus sentidos y
vitalidad en la creacion de los proceos generadores que contribuiran a crear los conceptos
de adicion y sustraccion.

El educador debe orientar sus actividades en el sentido de que los nifios asocien e
identifiqguen el concepto de adicion o suma con procesos generadores como unir, juntar,
agrupar, totalizar, aumentar. El nifio debe realizar estos procesos; el educador debe guiar
e ir poco a poco asociando los procesos generadores con la operacion suma o adicion.
La operacion resta o sustraccion como proceso inverso de la suma o adicién debe
asociarse, debe identificarse con procesos como quitar, separar, disminuir, sustraer. Que
el nino toque, manipule los objetos, los separe, los junte, los unifique, los agrupe, que el
nifo, ademas, palpe por la actividad fisica misma los efectos de sumar o restar aunque al
principio no nos interese precisarlos.
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Cuando el nifio une las tres chapitas de refresco con las dos piedrecillas que se
encontraban a un lado en un solo grupito o conjunto, estd adicionando, esta sumando.
Cuando el niflo busca piedras de los alrededores de la escuela y los deposita en un
conjunto, esta ejercitando el proceso de aumentar, de totalizar, esta sumando. Cuando el
nifo separa, segrega de un grupito de lapices cierta cantidad de ellos, esta restando;
estd, de alguna, manera interiorizando el cencepto de quitar, segregar, disminuir: en otra
palabras, esta restando.

Para que el educador tenga algunas guias que puedarn servirle de modelo, en la
introduccion de los conceptos de suma y resta en el nifio, brindamos a continuacion
algunas actividades que contribuyen a lograr los conceptos propuestos. Es importante
recalcar que todas las actividades son guias que pueden ser variadas por el
educador,segun las condiciones concretas de su escuela y de sus alumnos.Lo que si
recomendamos es mantener la actividad, la participacion vital del estudiante en cada
situacién de aprendizaje. Las actividades deben construirlas, de ser posible, los mismos
estudiantes ; debe sugerirla el nifio y el educador adaptarlas a sus objetivos.

ACTIVIDAD No.16

Nombre: Uniendo o agrupando objetos.
Lugar: Patio de la escuela

Materiales: cafiamo o pabilo, materiales de los alrededores de la escuela (palillos,
hojas, piedrecillas, chapitas, etc.)

Objetivo: Ejercitar procesos generadores como unir, agrupar, totalizar.

Desarrollo de la actividad:

Se enviara a los alumnos a que recojan objetos variados de los alrededores de la
escuela y que nos serviran para formar conjuntos.

A cada estudiante se le da pabilo con el fin de que haga encierros en su area de
trabajo. Se les solicitara que formen diversos conjuntos con los objetos recolectados,
delimitados por los encierros de pavilo o caflamo. Se solicitara que observen la cantidad
de elementos u objetos de cada conjunto (si es en los primeros grados de la educacion
escolar; que cuenten los objetos de cada conjunto). Se solicitara que unan o junten en un
solo conjunto dos conjuntos que tengan objetos de la misma clase, que observen (o
cuenten) lo que sucede en cuanto a la cantidad de elementos u objetos del nuevo
conjunto. Se guiara al estudiante para que realice comparaciones entre la cantidad de
objetos del nuevo conjunto que resulta de juntar, agrupar, unir los anteriores conjuntos y
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estos por separado. Este procedimiento se puede ampliar uniendo tres 0 mas conjuntos

de igual clase de objetos o de objetos de diferente clase, e insistir en el proceso de que
el numero de objetos del nuevo conjunto aumenta, al unir conjuntos separados.

Actividad No.17

Nombre de la actividad: "Animalitos reunidos"

Lugar: Aula de la escuela

Obijetivo: Ejercitar la unidn, la agrupacion, la totalizacién de objetos como procesos de
adicion.

Desarrollo de la actividad:

El educador dibujara varios conjuntos diferentes cuyos elementos pueden ser dos
patitos, por otro lado tres conejitos, otro puede ser dos ardillitas a eleccion del educador.
Solicitara a los alumnos que dibujen y coloreen esos conjuntos en sus cuadernos. Luego
solicitara que junten, agrupen, unan en un solo conjunto todos los elementos de los
conjuntos dados. Se solicitara que cuenten los elementos del nuevo conjunto, que realicen
comparaciones con el numero de elementos de cada conjunto por separado. Se solicitara
que busquen un nombre apropiado para cada conjunto por separado y para el nuevo
conjunto que resulta de la unién, de la totalizacion de éstos.

Actividad No18:

Nombre de la actividad:”La ronda”

Lugar y materiales: Plaza de |la escuela

Obijetivo de la actividad: Asociar el concepto de resta o sustraccion con los procesos de
separar, quitar elementos de un conjunto.

Desarrollo de la actividad: Se separara el grupo en tres partes. Una parte formara
tomandose de sus manos; una circunferencia lo mas amplia posible; las otras dos partes
del grupo se instalara una dentro de la circunferencia formada y la otra parte fuera de la
circunferencia. El juego consiste en que el grupo que se encuentra fuera de la
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circunferencia intentara sacar a los nifios que se encuentran dentro; los nifios que forman
la circunferencia trataran de evitar que los nifios que se encuentran dentro sean sacados.
Se cuentaran los niflos que se encuentran dentro de la circunferencia, se iniciara la
actividad y cada vez que un niflo sea sacado de la circunferencia se vuelveran a contar
los que quedan.El educador guiara al grupo para que observe el hecho de que conforme
son sacados nifos de la circunferencia, la cantidad disminuye, el conjunto de nifos es
menor cada vez, se le estan restando elementos al conjunto.

ACTIVIDAD No.19

Nombre de la actividad: "Quitar y ganar"

Lugar y materiales: Patio de la escuela o plaza, nifios, piedrecillas, chapas o paletas.

Objetivo de la actividad: Ejercitar por medio de los procesos de disminuir, quitar el
concepto de resta.

Desarrollo de la actividad: Se trasladara al grupo al patio o plaza de la escuela.Se
dividira en 4 6 5 subgrupos dependiendo de la cantidad de alumnos. Se le dar& a cada
subgrupo, de estudiantes 30 0 mas piedrecillas, hojas o paletillas.Cada subgrupo dibujara
una circunferencia en la plaza (con un palito sobre el suelo, o una tiza sobre el cemento)
y deposita alli sus 30 piedrecillas o paletillas. Se dibujara una linea y a unos 10 metros de
ella se marca una zona de lanzamiento. Un miembro de cada grupo lanzara una moneda
desde la zona hacia la linea marcada.Quien logre caer mas cerca de la linea quita de su
conjunto cinco piedrecillas o paletillas.El que cae en segundo lugar quita, disminuye su
conjunto en cuatro piedrecillas, el que cae en tercer lugar quita tres piedrecillas y asi
sucesivamente. Se repetira el procedimiento con cada miembro de los subgrupos.El
subgrupo que logre quitar, disminuir el conjunto de piedrecillas asignado a cero, sera el
ganador.

ACTIVIDAD No. 20

Nombre de la actividad: "Aficionados Unidos"

Lugar: Aula de la escuela o patio

Obijetivo: Ejercitar por medio de los procesos de unir, adicionar, el concepto de suma.
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Desarrollo de la actividad: Se dividira el grupo de acuerdo con la simpatia de los
estudiantes por los diferentes equipos de balompié de la primera division costarricense
(alajuelenses, saprissistas, portefios, heredianos, etc.). Se contaran los integrantes de
cada subgrupo. Se solicitara que se unan o agrupen en un solo conjunto los simpatizantes
de equipos que pertenezcan a la misma provincia.Se contaran y se insistira en el hecho
de que la unién de simpatizantes implica conjuntos de mayor cantidad de elementos. Se
solicitara que se unan en un solo conjunto los aficionados a Saprissa y Alajuela.Se
contaran los miembros de estos conjuntos y se compararan con los restantes. Se solicitara
unirse en un solo grupo los aficionados a todos los equipos.Se contaran y se compararan
con el numero de elementos de cada grupo de aficionados por aparte.

Como se puede notar, las actividades anteriores pretenden, sin formalizacion alguna,
introducir al escolar en el proceso de calculo aritmético. Se suma y se resta sin nimerosy
sin formalismos aritméticos innecesarios, por ahora. Consideramos fundamental esta
etapa para avanzar hacia niveles superiores de abstraccion y de formalizacion.

El docente puede realizar actividades en el aula tendientes a reforzar los procesos de
unién, totalizacién de objetos y el proceso de separacion o segregacion de éstos.

Daremos a continuacion una secuencia logica de ejemplos que pueden conducir a un
mayor grado de formalizacién de las operaciones suma y resta.

‘e

p \
© . e . \
1 @ unido con @ igual | & @
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Notese que el conjunto que resulta de unir o juntar los dos conjuntos separados tiene

mayor cantidad de elementos que estos por separado; debe dibujarse mas grande.

/ @ @ \\‘ . ; 5 \\ . / /6\\\
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Notese que el conjunto que resulta de quitar el segundo conjunto al primero tiene
menos cantidad de elementos que el primero y por lo tanto lo dibujamos mas pequefio.

Loy

§ unidocon (! - %
’ gV% junto con <\V® g (?7 ZQ? \

- \
\

VAY, o 6‘ o
4 @ ¢ le quito @ igual )
0o’ v XY

La etapa siguiente se apoya en el dibujo o diagrama de los conjuntos pero utiliza
ademas los numeros concretos.
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5 corazoncitos mas 3 corazoncitos igual 8 corazoncitos -
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VAV, R
6- V \ le quito v ¢ igual (? @ )
v ) Q) Y

Vo

8 corazoncitos menos 3 corazoncitos igual 5 corazoncitos

Una etapa posterior seria sustituir el término "unido con" o "junto con" por la palabra
mas y el simbolo "+".Similarmente, sustituir el término "le quito" por el término menos y el
signo "-". Tendriamos situaciones como las siguientes

7- VY
VALY,
5 corazoncitos mas 3 corazoncitos igual 8corézoncitos
e
/ \ PR TR
8- [ © © Y menos{ @ o) igual [ ©
L © © ) L @) 1
\: @ // ) \9_/ - ! C
~

S5 caritas menos Jcaritas Igual 2 caritas
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Por ultimo proponemos una variante que seria no utilizar el numero concreto (numeral
y cualidad) sino unicamente el numero, aunque consideramos conveniente seguir
utilizando los conjuntos. Algunas situaciones tipicas serian las siguientes.

o- @ Mas @ Igual ¥ ) ,)_/\

S a3

10- menos | Igual
ey 2"l

Obsérvese que, de alguna manera, hemos llegado a un alto grado de formalizacion
aritmética, partiendo de material y objetos muy concretos. Se podria pensar en que es
posible iniciar al estudiante con operaciones formales, como las que consideramos en
nuestra exposicion, como el ultimo eslabdn en el proceso que nos ha guiado hacia la
aritmética, es decir, 7+3 0 5-2. De hecho, en muchas escuelas el calculo aritmético se
inicia de esta forma. El nifio utiliza sus dedos, palitos, rayitas en el cuaderno, para realizar
las operacidnes y posiblemente tenga "éxito" en el resultado. Lo que no nos atrevemos
a afirmar es hasta qué punto ha interiorizado, ha reforzado mentalmente el proceso que
conduce a fijar de manera natural en el mundo del nifio, los conceptos de suma y adicion.
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Después de este proceso el educador puede ir introduciendo cada vez mas al nifio en las
operaciones con mayor grado de abstraccion; es decir, puede utilizar cada vez menos los
conjuntos u objetos, depender menos de los numeros concretos. Recomendamos que se
trabaje con numeros menores que diez y que se ejercite la simbologia y el algoritmo de ia
suma y de la resta. Debe conducirse al nino a depender cada vez menos de los deditos
y de rayitas para efectuar sumas y restas y que ejercite su memoria y su mente.

Proponemos una ultima actividad a manera de cierre de todo estel proceso que
iniciamos en apartados anteriores, con el objetivo de lograr en el nifio o nifia la
invariabilidad de la cantidad y que hemos desarrollado hasta aqui con la introduccién de
la suma o adicion y de la operacion, resta o sustraccion.

ACTIVIDAD No.21

Nombre de la actividad "Dos importantes sefioras"

Lugar: Aula de la escuela

Obijetivo: Brindar, a manera de conclusion, algunas imagenes que refuercen la esencia
de los conceptos de suma y de resta.

Desarrollo de la actividad:

Esta actividad se puede desarrollar en el aula a manera de una breve narraciéon o
cuento.

La narracion es la siguiente:

Un buen dia ,la sefiora Suma o Adicidon como también se la llamaba, se encontrd con
la sefiora Resta o Sustraccién. Aunque vivian en el mismo barrio, sus casas ocupaban
lugares completamente opuestos. Sus apariencias a decir verdad, era también muy
diferente: mientras dofia Suma era gordita, comelona y le gustaba comprar todo tipo de
cosa para aumentar sus bienes, la sefiora Resta era muy delgadita, casi no comia y su
pasién consistia en desprenderse de todas sus cosas. La sefiora Suma vivia en una casa
enorme a la que cada semana habia que agregarle mas cuartos y habitaciones para poder
acomodar todas las cosas que ella adquiria.La sefiora Resta, mientras tanto, vivia en una
casita muy pequena, y a pesar de esto le sobraba espacio para acomodar sus pocas
pertenencias, pues ella se desprendia con gran facilidad de todas sus cosas

i Hola sefora restal.Gusto en verla, aumenta mi satisfacciéon el saludarla.

El gusto es para mi sefiora suma, disminuye mi ansiedad el verla;, Qué hay de nuevo,
sefiora Suma?.

Pues lo mismo de siempre contesto la sefiora Suma, aumentando en cada momento todas
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mis cosas, aumenta mi riqueza, aumenta mi casa y hasta mis deudas aumentan, pero por
dicha a esas le toca pagarias usted.

Si sefiora suma, yo disfruto haciendo lo contrario de lo que hace usted: mi riqueza
disminuye, mi peso disminuye y me complace pagar sus cuentas y las de todas las
personas del mundo.

Soy una mujer muy afortunada, sefiora Resta, de tener una amiga como usted., Me duele
tener que dejarla pero debo seguir comprando y acumulando mis bienes.Recuerde que
aumentar en todo es es mi destino.

Bueno, sefiora Suma, ha sido para mi un gran placer poder saludarla.Yo también debo
proseguir mi camino, pues tengo que seguir pagando y cancelando todas las cuentas que:
me encuentro por ahi. ' |

La actividad puede finalizar solicitandole a los niflos que dibujen en su cuaderno a la
sefiora Suma y a la sefiora Resta.

Division o cociente, multiplicacién o producto.

Una vez que el alumno se ha introducido en las operaciones de suma y resta, nos
parece logico continuar con las otras dos operaciones basicas de la aritmética, la
multiplicacion o producto y la division o cociente. La multiplicacion o producto puede ser
abordadas de diversas formas.Proponemos para seguir con nuestra linea de trabajo,
utilizar materiales muy concretos y faciles de conseguir para conducir aI nifo a la esencia
de la operacion producto.

¢ Qué es fundamental tener presente antes de preparar cualquier actividad dirigida a
introducir el concepto de producto?

La respuesta es relativamente sencilla. Debe tenerse muy claro qué significa
multiplicar. Partiremos en este apartado del concepto de producto o multiplicacion como
una forma de abreviar una suma donde todos los sumandos son iguales. Es decir, la suma
4+4+4+4+4 tiene el numero cuatro como sumando repetido 5 veces; esta suma la
podemos expresar como un producto o multiplicacion de la forma 4x5 (cuatro cinco veces).

Nétese que lo anterior nos permite decir que multiplicar es aumentar un numero
determinado de veces cierta cantidad. Es importante mencionar que se parte del hecho
de que se estan multiplicando numero enteros positivos (numeros cardinales).

En nuestro ejemplo 4x 5= 20 significa que el numero 4 se toma como sumando repetido
5 veces, es decir, se aumenta el numero cuatro cinco veces. Se llama multiplicando el
nuamero que se repite (el sumando repetido) se llama multiplicador el numero que indica
las veces que se repite o aumenta el multiplicando.El resultado de la operacion se llama
producto, y tanto el multiplicando como el multiplicador se llaman factores. Si el educador
lo considera conveniente, puede planear actividades similares a las realizadas en la
introducciéon de las operaciones de suma y resta. Considerando el hecho de que la
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multiplicacion es un caso particular de suma, donde todos los sumandos son iguales,
puede utilizar el unir conjuntos de igual numero de elementos e identificarlos con el
producto.

Sugerimos actividades con material concreto como las siguientes:

LN P e ey
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Obsérvese que a pesar de que el producto de 3x4 es igual a 4x3 (propiedad
conmutativa de la multiplicaciéon) hay una diferencia en la disposicion de los sumandos;
3x4 significa 3 aumentado 4 veces y 4x3 significa 4 aumentado 3 veces.

Sugerimos trabajar con los estudiantes en actividades como las anteriores, tendientes
a darle sentido a la operacién producto.Es esta una buena forma de hacer mas entretenido
el estudio de las tablas de multiplicar tan poco atractivas para los nifios y nifas de nuestra
escuela primaria. Para cerrar la introduccion de esta operacion, apelamos a la creatividad
del educador para mantener siempre al estudiante interesado en el tema que se
desarrolla.

A manera de ejemplo proponemos una ultima actividad que involucra la operaciéon
producto.

Actividad No.22

Nombre de la actividad: "Abuela gana un concurso".

Lugar: Aula de la escuela.
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Obijetivo: Reforzar el concepto de producto o multiplicaciéon como una suma abreviada.
Desarrollo de la actividad:

El educador cuenta el siguiente relato a los estudiantes de la clase.

En un pueblito se organizé un concurso que consistia en determinar quién contaba mas
rapidamente los huevos de gallina contenidos en una canastita . En el concurso
participaron un estudiante de la escuela primaria, un estudiante de la educacion
secundaria y una viejecita del pueblo que apenas habia cursado segundo grado hacia
muchos anos. El organizador del concurdo dio a cada participante una canasta con la
misma cantidad de huevos. Quien primero contara la cantidad de huevos del cesto ganaba
el concurso. Se dio la orden de empezar el concurso.Mientras los estudiantes sacaban vy
contaban los huevos de uno en uno, la viejecita sacaba los huevos de tres en tres y con
una gran rapidez se le oia decir "tres y tres seis y tres nueve y tres doce y tres quince Asi
continué hasta gritar: jHay treinta huevos en esta canastita! Los estudiantes que
competian con ella se quedaron sorprendidos pues apenas se habia contado 12 0 14
huevos de sus canastas. ;Qué pasd? Pues la viejecita, que ya pasaba de los 70
anos,desde hacia mucho contaba los huevitos que sus gallinitas le ponian haciendo
grupitos de tres. Con una rapidez envidiable, la abuelita, aunque no conocia la tabla del |
tres, de alguna manera utilizé la multiplicacion para contar los huevos de la canasta. A la
viejecita solo le faltaba poder escribir que:

3+3=6 = 3x2, 3+3+3=9 = 3x3,

3+3+3+3= 12 = 3x4 y asi sucesivamente La actividad puede culminar solicitandole al
grupo que realice un dibujo que ilustre la situacion relatada.

Hemos dejado la operacion cociente o division al final para tratarla con un poquito mas
de amplitud. La divisién, por lo general presenta un mayor grado de dificultad para ser
introducida en nifios de la escuela primaria. De igual forma que para las anteriores
operaciones aritméticas, es muy importante que el educador tenga suficientemente claro
el camino por el que va a guiar a los estudiantes. ;Qué es dividir? ;Cual es su
fundamento? ¢, Qué procesos generadores utilizo para introducir la division? ; Qué proceso
utilizo para llegar a cierto grado de formalizacion? El educador debe tener claro las
interrogantes anteriores.Veamos:

Es posible que en el desarrolio de la humanidad, la division se convirtid en una
necesidad en el momento en que fue necesario repartir. Hasta nuestros dias se asocia el
dividir con repartir, con dar cierta cantidad a alguien o a varios. Se puede dividir un objeto
cualquiera en determinado numero de partes iguales, 0 no necesariamente iguales.Como
nuestro interés es introducir al estudiante en el mundo de la division aritmética,
empezaremos por sus mismos fundamentos .
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ACTIVIDAD No.23

Nombre de la actividad:"Corto y superpongo”

Lugar y materiales: Aula de la escuela, hojas de papel, tijeras.

Obijetivo: Introducir el concepto de divisidn aritmética sin utilizar numeros.

Desarrollo de la actividad: Se repartira a los estudiantes dos hojas de cuaderno u
hojas de papel periddico de igual tamano. Se solicitara que dividan una de las hojas en
dos partes iguales y que las coloquen sobre l|a hoja dada que no se cortd. Se solicitara
que observen que cada parte de las cortadas cabe,0 esta contenida, exactamente dos
veces en la hoja sin cortar, es decir la hoja se dividid en dos. Se solicitara ahora que
dividan cada una de las partes obtenidas en dos partes iguales. Se solicitara de nuevo
superponer las cuatro partes obtenidas sobre la hoja sin cortar. Se solicitara observar que
las cuatro partes cubren completamente la hoja entera, esto es, cada una de las partes
esta contenida o cabe cuatro veces en la hoja sin cortar. Esto es, la hoja se dividio en
cuatro partes iguales. Se solicitara ahora que dividan cada una de las cuatro partes en dos
partes iguales, que superpongan de nuevo las partes obtenidas sobre |la hoja entera,que
comprueben que estas partes cubren la hoja sin cortar, estan contenidas en la hoja
entera, que comprueben que cada parte de la hoja cortada cabe, esta contenida, ocho
veces en la hoja sin cortar.Cada parte esta contenida exactamente ocho veces en la hoja
entera; esto es, la hoja se ha dividido en ocho partes.

Nétese que esta actividad insiste con amplitud en el hecho de que partes de la hoja
puedan esta contenidas un numero exacto de veces en la hoja entera.Se pretende, por lo
tanto, introducir al estudiante en el principio basico de la division o cociente aritmético:
determinar el numero de veces que esta contenida cierta cantidad en otra.

Actividad No.24

Nombre: "Midiendo mi pupitre"
Materiales: Una hoja de cuaderno, tiza
Objetivo: Introducir el concepto de division o cociente sin numeros.

Desarrollo de la actividad:
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Se solicitara a los estudiantes sacar una hoja de su cuaderno (o el educador la
repartira a cada estudiante).Se dara a cada estudiante un trocito de tiza. La actividad
consiste en determinar el numero de veces que cabe la hoja de papel en la superficie de
la mesa. Para determinarlo, el estudiante colocara una y otra vez la hoja sobre la
superficie de la mesa, marcando los bordes con tiza. Se invitara al estudiante a contar el
numero de veces que esta contenida la hoja en la superficie, si es un numero exacto de
veces o si sobra una parte, de tal forma que no cabe toda la hoja. Se guiara al estudiante
a deducir que la superficie de la mesa se puede dividir en determinado numero de partes
iguales al tamario de la hoja de cuaderno y sobra (si asi fuera) una partecita.

¢Verdad que hemos realizado una divisién sin numeros?

El educador o puede preparar con sus estudiantes actividades muy variadas que
conduzcan al nifio a los fundamentos del cociente o division. ¢ Cuantas veces cabe o esta
contenido el borrador de la pizarra en el borde de ésta? ; Cuantos cuadritos (mosaicos)
caben en el piso del aula? ; Cuantas cuartas caben en el borde de un metro? ; Cuantas
pulgadas caben en el borde del cuaderno?

Actividad No.25

Nombre de la actividad: "Mido, corto y divido"
Materiales: Cinta de papel, tijeras, lapiz y regla.

Objetivo de la actividad: Aproximarse con material concreto a la division numérica.

Desarrollo de la actividad

Se entregara a cada nifo una cintita de papel de 15cmde largo, previamente medida
y recortada por el educ. Se les pedira a los estudiantes que con su regla midan la longitud
de la cinta. Se solicitara al grupo cortar una cinta de papel de una hoja de su cuaderno
de una longitud de 3 cm. y del mismo ancho de la cinta dada por el educador. Se pedira
que superpongan la cinta pequefia sobre la cinta mas grande y que vayan marcando cada
vez con el lapiz para determinar el numero de veces que cabe una en la otra.

Se les recuerda por parte del educador, las medidas de las dos cintas, es decir, 15 cm.
y 3 cm. Se les solicitara contar el numero de veces que cabe la cinta de 3 cm. en la cinta
de 15 cm. Se pedira que interpreten, que saquen alguna conclusion del resultado. Se
solicitara que recorten la cinta de 15 cm. en cada marca realizada. Se desea concluir que
si una cinta de 15 cm. de longitud se corta, se divide, se parte en trocitos de cintas de 3
cm. cada una, se obtienen 5 trocitos exactos sin que sobre nada.

Una vez desarrolladas las actividades anteriores es posible pretender un mayor grado
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de formalizacion de la operacion cociente o division.

Daremos algunas actividades que conducen paulatinamente a la division numeérica y
que permiten visualizar y comprender mucho mejor los fundamentos de esta operacion.

1. dividido en Igual [ 1
partido por

2- | Partido por igual
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El diagrama anterior debe ser interpretado como el hecho de que si divido ocho
corazoncitos de chocolate entre dos amiguitos, le corresponden cuatro chocolatitos a cada
uNo y No sobra ninguno
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diagrama anterior debe ser interpretado como el hecho de que, si divido nueve lapices
entre dos amiguitos, le corresponden cuatro lapices a cada uno y sobra un lapiz.

Los diagramas anteriores resultan de una gran ayuda para la formalizacion paulatina
de la division, pueden ser realizados como dibujos en pizarra o como modelos de cartulina,
ya sean naranjas, flores, confites y dos o mas modelos de figuritas humanas, resultan de
gran interés para los nifos. ;Como podriamos continuar? ;Qué podria seguiir?
Consideramos que estamos en condiciones de piantear operaciones numericas 0, mejor
dicho llevar las actividades anteriores al lenguaje numérico, Veamos:

La actividad N° 1 se puede expresar como: 8 2
4

La actividad N2 2 se puede expresar como:. 9 2
4

—_

En este momento hemos dado un salto al numero abstracto y a la operacion formal.
Como el educador ha podido observarlo, en el proceso hacia la construccion del numero
abstracto han mediado una serie de actividades que, vistas como un proceso, conducen
al nifo hacia las operaciones formales.

No queremos finalizar esta introduccion a las operaciones aritméticas, sin antes decir
que lo expuesto en los apartados anteriores no debe ser visto como una receta a seguir
en forma estricta . El docente debe aplicar creadoramente y considerando las condiciones
particulares de su escuela y de sus estudiantes lo que aqui se propone. No se debe
abusar de actividades que puedan parecer repetitivas. Las actividades propuestas en los
apartados anteriores deben ser planeadas con tiempo y con sumo cuidado. El juego en
si resulta para los nifios una actividad motivadora y necesaria, pero debe tomarse en
cuenta que todas las actividades anteriormente propuestas tienen objetivos claros

y bien determinados; son juegos dirigidos y representan un recurso metodologico que nos
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puede brindar enormes beneficios tanto al educador como a los ninos. Como en todo

proceso, el tiempo y la experiencia hara que perfeccionemos cada vez mas todos los
recursos que estan a nuestra disposicion.

Algunas propiedades fundamentales del nimero.

Expondremos a continuacion algunos conceptos fundamentales acerca de los numeros.
Intentaremos brindar al educador una forma simple pero correcta de introducirlos.
Sugeriremos algunas actividades que pueden ser realizadas, pero no las desarrollaremos
a plenitud como en los apartados anteriores.Dejamos a la creatividad de cada educador
el darle forma a estas sugerencias metodologicas.

No siempre es facil encontrar la forma de definir correctamente conceptos aritméticos
fundamentales, de manera sencilla y accesible para nifios de los primeros anos de la
educacion primaria. Posiblemente todos coincidamos en el hecho de que decirle a un nifio
de segundo grado que un numero par es aquel que puede siempre expresarse de la forma
2n donde n pertenece al conjunto de numeros cardinales parece no ser apropiado. ¢ Qué
hacer?;, No dar definiciones? No.Lo que procede es adecuar a su lenguaje y a su madurez
los conceptos matematicos; conforme avanzamos en el proceso de formacion es pcsible
dar conceptos de mayor grado de abstraccion y generalidad.

Multiplos y submultiplos:

Muchas de las actividades de aprendizaje realizadas para la introduccion de las
operaciones aritméticas pueden utilizarse para definir, introducir los conceptos de
multiplos y submultiplos.

Diremos que un numero es multiplo de otro numero si lo contiene un numero exacto de
veces (ver actividades No0.22, No.23, No.25).

Un numero es submultiplo de otro si esta contenido un numero exacto de veces. El
educador puede acudir a la operacion producto o multiplicacion para reforzar estos dos
conceptos.

Recuérdese que 2x3=6 significa 2 tres veces, es decir, 6 contiene a 2 tres veces; en
otras palabras, 6 es un multiplo de 2. ;Sera 6 un multiplo de 3?. La respuesta es
afirmativa pues 3x2=6 significa 3 dos veces, es decir, 3 dos veces es 6, por lo tanto 6
contiene a 3 dos veces y entonces 6 es multiplo de 3.

Obsérvese que el concepto de submultiplo esta ligado al concepto de multiplo. Veamos:
Si 6 es multiplo de 3 y de 2 es porque los contiene un numero exacto de veces, esto
significa que 3 y 2 estan contenidos un numero exacto de veces en 6, por lo tanto son
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submultiplos de 6.

El educador puede planear con sus estudiantes un gran numero de actividades para
reforzar los conceptos de multiplo y submuitiplo. Podria aprovechar este tema para
introducir el metro lineal, sus multiplos y sus submultiplos. ¢ Cuantos centimetros caben
en un metro lineal? ; Cuantos decimetros estan contenidos en un metro lineal? ;Son los
cm. y dm. submultiplos del metro lineal? ¢ Cuantos metros lineales contiene un decametro?
¢ Es el decametro un multiplo del metro lineal? Etc. Podria el educador con sus estudiantes
construir modelos de cartulina del centimetro, del decimetro, del. metro lineal, del
decametro para compararlos y hacer mas evidente las propiedades de multiplos y
submultiplos. Es importante aprovechar la introduccion de los conceptos de multiplos y
submultiplos de un numero, para deducir de las definiciones de estos conceptos los
principios de que todo numero es a la vez multiplo y submuitiplo de si mismo. Esto es, 2
es muiltiplo de 2 pues 2=2x1; es decir, dos contiene exactamente una vez a dos.Por otro
lado, 2 es submultiplo de 2, pues 2 esta contenido exactamente una vez en 2. A los
submultiplos de un numero se los conoce también con el nombre de factores de ese
numero, es decir, en nuestro caso, 2 y 3 son factores de 6.

Minimo comun multiplo:

Todo numero tiene muchos multiplos;incluso poaemos decir que todo numero tiene
una serie infinita de muitiplos. Diremos gue un numero es un multiplo comun de dos o mas
numeros si contiene a cada uno de ellos un numero exacto de veces.Por egjemplo 8
contiene a 2 (4 veces) y a4 (2 veces).Luego, 8 es un multiplo comun de 2 y 4. También
16 contiene a 2 (8 veces) y a 4 (4 veces).Luego, 16 es otro multiplo comun de 2 y 4.De
esta forma podriamos continuar encontrando multiplos comunes de 2 y 4 como lo serian
32, 64, etc.

Llamaremos Minimo Comun Multiplo de dos o mas numeros y lo denotaremos por
M.M.C. al menor de los multiplos comunes.

Ejemplo . ¢ Determine el MC.M. de 2,3 y 67.

Procederemos de la siguiente forma: encontraremos varios multiplos de cada uno de
los numeros dados, luego determinaremos los multiplos comunes y, por ultimo,
escogeremos el menor de ellos; ese sera el M.C.C.

Algunos multiplos de 2 son 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,
28,30, etc.

Algunos Multiplos de 3 son 3,6,9,12,15,18,21,24,27,30, etc.
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Algunos multiplos de 6 son 6,12,18,24,30,36,42, etc.
¢, Cuéles son los multiplos comunes en cada una de las series dadas?
Estos son 6,12,24 y 30.
¢, Cual es el menor? 6.
Asi que 6 es el Minimo ComunMultiplo.

Obsérvese que 6 es el menor de los multiplos que contiene a cada uno de los numeros
23y86.

Una forma abreviada de determinar el m.m.c. de los numeros 2,3 y 6 es el siguiente.

Divisibilidad:

El concepto de divisibilidad de hecho debe asociarse con la operacidn cociente o
divisién, pero no con cualquier division sino con aquella cuyo residuo es cero, es decir,
con las divisiones que hemos dado en llamar exactas. '

Veamos: 6:2=3
Entonces diremos que 6 es divisible por 2 o que 2 es un divisor de 6. De lo anterior es
posible deducir que tanto 2 como 3 son submultiplos (factores) de 6, por lo tanto es posible
expresar 6 como 2x3.

Esta ultima deducccion es siempre posible hacerla cuando tenemos que un numero es
divisible por otro.Utilizaremos este hecho para dar una buena definicién de divisibilidad.

Diremos que un primer numero es divisible por un segundo numero si es posible
encontrar otro numero tal que el primero se pueda expresar como el producto de los otros
dos.Llamaremos a estos dos numeros, divisores del primer numero. Decir que el primer
numero es divisible por el segundo es equivalente a decir que el segundo numero divide
al primero.

Es este un excelente momento para explicar aquel famoso principio de que no se puede
dividir por cero.¢ Por qué un numero cualquiera por ejemplo el tres, no se puede dividir por
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cero? Por que para poder hacerlo debe existir otro numero cardinal que multiplicado por
cero me de como resultado tres.Ello no es posible.Luego no existe ningun numero cardinal
que multiplicado por cero me de como resultado tres, por lo tanto tres no se puede dividir
por cero. .

Ejemplo1: ;Sera 8 divisible por 27?

La respuesta es que si, pues es posible expresar 8 como 2 por 4, es decir, 8 = 2x4.En
otras palabras dados el 8 y el 2 existe el numero 4 tal que 8 = 2x4.

Eijemplo 2., Es el numero 7 divisible por el numero 37

Lo seria si fuera posible encontrar otro numero cardinal tal que 7 pueda expresarse
como el producto de 3 por el numero encontrado. Tal numero no existe, luego 7 no es
divisible por 3.

Ejemplc 3:¢, Es el numero 5 divisible por 0? La respuesta es que no porque no existe un
numero cardinal que multiplicado por cero me dé como resultado el numero cinco.

Los numeros que dividen exactamente a otro numero se llaman divisores del numero.

Maximo comun divisor : Veamos el siguiente problema.

Dados los numeros 36,54 y 72 determinar todos los divisores de cada uno de ellos.
Los divisores de 36 son 1,2,3,4,6,9,12,18 y 36.

Los divisores de 54 son 1,2,3,6,9,18,27 y 54.

Las divisores de 72 son 1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36 y 72.

Seleccionemos los divisores comunes de 36,54 y 72.Estos son 1,2,3,6,9,18. ;Cual es
el mayor de los divisores? 18 ¢ cual el menor?El numero 1.

Obsérvese que el numero de divisores de un numero cualquiera no es infinito, es decir
no es ilimitado.Esto por cuanto el divisor, tal y como Io hemos definido, debe ser menor
o igual que el numero al cual divide .

Si uno 0 mas numeros dividen a la vez a otros numeros, se llaman divisores comunes
de estos numeros.

Liamaremos Maximo Comun Divisor de dos o mas numeros y lo denotaremos m.d.c.
al mayor de los divisores comunes. En nuestro ejemplo anterior el m.d.c. es 18.

Ejemplo 1: Determine el m.d.c. de 25 y 30 sin encontrar todos los divisores de cada uno
por separado. Veamos.
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¢, Qué hicimos? Se factoriza cada numero por aparte, luego se toma el producto de
factores comunes el menor numerc de veces en que aparezcan.En nuestro caso, el Unico
factor comun de 25 y 30 es el 5 y se toma una vez.

Ejempio 2. Calcule el m.d.c. de 96 y 64.

Veamos.
96 | 2 64 | 2 s . _
El unico factor comun es 2 y se toma cinco veces, luego el m.d.c

48 | 2 32| 2
24 | 2 16| 2 €S 2x2x2x2x2 = 32.

12| 2 8 | 2

6 | 2 4 | 2

3 |3 2 |2

1 1

Numeros primos y compuestos:

Los numeros cardinales se dividen en numeros primos y numeros compuestos. Se dice
gue un numero es primo si solamente es divisible por la unidad y por el mismo numero. Si
un nUMero no es primo se dice que es compuesto.

Ejemplo 1: El numero 2 es primo pues solamente es divisible por 1 y por 2.

Eiemplo 2: s Sera primo el numero 15?

La respuesta es negativa, pues ademas de ser divisible por la unidad y por él mismo,
también es divisible por 3 y por 5; por lo tanto, 15 es un numero compuesto.

Diremos que dos 0 mas numeros son primos entre si 0 primos relativos si solo admiten
la unidad como divisor comun.

Ejemplo3 ; Seran 12 y 13 primos relativos?
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Los divisores de 12 son 1,2,3,46 y 12.
Los divisores de 13 son 1y 13.
Luego, la unidad es el unico divisor; comun, por lo tanto, 12 y 13 son primos entre si.
Ejemplo 4:;, Seran 5y 15 primos relativos? Veamos:
divisores de 5son 1y 5.
divisores de 15son 1,3,5y 15.
Obsérvese que ademas de la unidad tienen también como divisor comun el 5; luego,

5y 15 no son primos relativos.

Numeros pares e impares:

Estas propiedades de los numeros cardinales resultan muy sencillas de introducir
aprovechando los conceptos que anteriormente hemos desarrollado.

Diremos que un numero es par si se puede expresar como un multiplo de dos; en caso
contrario diremos que el numero es impar.

Ejemplo 1: ¢ Sera 16 un numero par?.

Basta determinar si 16 es posible expresarlo como 2 por otro nimero cardinal. La
respuesta es afirmativa, pues 16 se puede expresar como 2x8. Luego, 16 es un muitiplo
de 2 pues lo contiene exactamente 8 veces;por ende 16 es par.

Eiemplo 2: ;Seré 7 un numero par?

Veamos. ¢ Existe un numero cardinal tal que 7 pueda expresarse como 2 por ese
numero? La respuesta es negativa. Luego, 7 no es par, por lo tanto es impar.

Utilizando un lenguaje simbdlico podriamos decir que un numero "a" es par si se puede
expresar de la forma 2xb donde b es un numero cardinal, o sea, a=2b con b un numero
cardina.l El numero impar, por lo tanto, no podra expresarse de la forma anterior.
Sabemos, entonces, que un numero impar “a” puede expresarse de la forma 2b+1, donde
b es un numero cardinal. En el ejemplo 2 anterior, 7 no es par; por lo tanto, no se puede
expresar como 2b con b cardinal. Luego, 7 es impar, por o que sera posible expresario
como 2b+1 con b cardinal, esto es 7 = 2.3+1.
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Concluiremos este apartado enunciando un resultado de gran importancia en el estudio
de los numeros y que se utiliza para demostrar multiples principios en la matematica
superior. Este principio se enuncia de la siguiente manera: “Todo nimero cardinal puede
expresarse como el producto de factores primos”.

Eiemplo 1: Factorice como producto de factores primos el numero 15.

Veamos 15=3x.5, donde 3 y 5 son primos.

Ejemplo 2: Factorice como producto de factores primos el numero 30. Veamos. 30
= 2.3.5, donde tanto 2 como 3 y 5 son numeros primos.

Lo anterior es posible efectuarlo con cualquier numero cardinal; si el numero es primo
sus unicos factores seran la unidad y el mismo numero.

Ejemplo 3: Los factores del numero 7 seran 7 y 1, es decir, 7 = 1.7.

Algunas propiedades del sistema de numeracion decimal aplicadas a las
operaciones aritméticas:

Es importante sefalar que nuestro sistema de numeracion es decimal, o sea que su
base es 10.Ademas es un sistema posicional,lo que significa que una cifra toma diferentes
valores dependiendo del lugar que ocupa.

¢ Qué significa ser de base 107? Significa que cada 10 unidades inferiores forman una
unidad de orden superior. Esto es, 10 unidades forman 1 decena, 10 decenas forman 1
centena, 10 centenas forman 1 millar y asi sucesivamente. ; Qué significa que el sistema
de numeracion es posicional? Significa que una regla de posicion establece que toda
cifra colocada a la izquierda de otra representa unidades 10 veces mayores que las que
expresa esta.

Ejemplo 1: El numero 325 consta de tres cifras.Cada una de ellas tiene distinto valor
segun la posicion que ocupe (valor posicional). Asi, la cifra 5 vale 5 unidades; la cifra 2
vale 20 unidades; la cifra 3 vale 300 unidades.Podemos expresar, entonces, el numero
325=300+20+5, es decir, como la suma de los valores que cada cifra representa.

Ejemplo 2:4 Exprese como la suma de valores que cada cifra representa, el numero
54037. ,
Veamos.La cifra 3 representa 3 unidades; la cifra O situada a la izquierda de 3 representa
cero decenas; la cifra 4 situada a la izquierda de O representa 4 centenas y la cifra 5
situada a la izquierda de 4 representa 5 unidades de millar. Luego, podemos expresar el
numero 5403=5000+400+0+3.
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Las cifras del 1 al 9 se llaman cifras significativas, tienen siempre un valor, la cifra cero
se llama cifra insignificativa o auxiliar, y no tiene valor propio.

Las propiedades anteriores nos permiten enunciar un principio muy importante y que
utilizaremos para explicar de mejor forma el funcionamiento o algoritmo de las operaciones
aritméticas basicas.

Todo numero cardinal puede expresarse como la suma de potencias de 10. Del
ejemplo 2, anteriomente resuelto, se tiene que, 5403 = 5000 +400 +0 + 3

luego 5403 = 5.1000 +4.100 + 0.10 + 3.1
Estoes 5403=5-10 + 4-10% + 0-10" + 3-10"

Recuérdese que 10 esigual a 1.
Ejemplo 3:¢ Exprese el numero 423714 como suma de potencias de 10?
Dependiendo del valor posicional de cada cifra tenemos que:

423714 = 400000 + 20000 + 3000 + 700 + 10 + 4

Luego

423714 = 4x100.000 + 2x10.000 + 3x1000 + 7x100 + 1x10 + 4.1,

donde se tiene que:

423714 = 4x10° + 2x10* + 3x10% + 7x10% + 1x10" + 4x10°

Esto es 423714 se ha expresado como la suma de potencias de 10.

Una explicacion sencilla de la “suma llevando”

¢, Queé valor didactico tiene la propiedad anterior? La respuesta es que tiene una gran
aplicacion didactica en la ensefianza de la aritmética basica en los primeros grados de la
educacion primaria.
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Ejemplo 4: Realicemos la siguiente operacion descomponiendo cada sumando como
suma de potencias de 10.

25+47 o 25+
47

Utilizando el resultado anterior podemos efectuar la suma planteada de la siguiente

manera.:
20+ 5 + 20+5 + 20+5 +
40+7 = 40+7 = 40+7

60 +12 60+10+2

yporultimo 20+5 +

40+ 7 es decir
72
25 +
47
72

¢, Qué hemos logrado con el procedimiento anterior?

Si se aprecia con cuidado,el procedimiento anterior permite visualizar con claridad,

- explicar con nitidez la famosa expresion que por lo general el niflo no entiende de "pongo

el tal y llevo tanto".( En nuestro caso "pongo el 2 y llevo 1"). Obsérvese que al sumar 5y

7y poner como resultado 12 unidades,queda claro que 12 unidades corresponden a 1

decena y 2 unidades; por lo tanto, el lugar de las unidades la ocupara el 2 y la decena

"llevo uno" se sumara con las 6 decenas (60 unidades) correspondientes. Veamos otro
ejemplo.

Ejemplo 5: Realice la siguiente suma utilizando la descomposicion de los sumandos
como suma de potencias de 10.

96 +
25
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Expresandola como sumas de potencias de 10 y realizando ia suma tendriamos:

90 +6 + 90 +6 +
20+5 = 20+5

110 + 11
Ahora ,110 + 11 puede expresarse como 100+10+10+1 que es igual 2 100 + 20 + 1 =
121. Es decir, 6 mas 5 igual 11; “pongo el 1 y llevo 1"; 9 mas 2 igual 11";mas uno que
llevaba”, igual a 12
Un ultimo ejemplo:

Ejemolo 6: Realizar la siguiente suma utilizando unidades.

576 +
945

Expresémosla como suma de potencias de 10, es decir,

576 + 500+70+6 +
945 = 900+40+5

1400 +140 +11
Ahora veamos: 11 unidades se expresan como 10 + 1,Esto explica el "6 mas 5 igual
11, pongo el 1 y llevo 1", clasico en este tipo de operaciones por parte del educador.Ahora

120 es igual a 110+10 que se expresa como 100+20; esto explica la expresnon 7+4 igual
11 y una que llevaba 12, pongo el 2 y llevo 1".

Por ultimo 1400+100 es igual a 1500 que son 15 centenas.Esto explicaria el "5+9 son
14 mas una que llevaba 15".La secuencia completa seria

1400 + 110+11 = 1400 + 110+ 10 +1

= 1500+20+1 = 1521.

Una explicacion sencilla de "la resta pidiendo prestado":

Antes de realizar algunas restas utilizando la conversion a unidades, veremos una
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propiedad que es posible utilizar cuando expresamos un numero como suma de potencias
de 10.Veamos.

El numero 32 lo puedo expresar como 30+2, pero también podria expresarlo como
20+10+2 o, mejor aun, 20+12. ; Qué hemos hecho? Hemos trasladado una decena (10
unidades) al "lugar" de las unidades.Notese que el numero 32 no varia por esa traslacion.

Otro ejemplo: el numero 100 lo puedo expresar como sumas de potencias de 10, como
100 = 100 + 00 + O (una centena, cero decenas, cero unidades); pero también se
podria expresar como 100=90+10+0 6 100 = 80 + 10 + 10. ¢ Para qué nos sera util este

resultado?? Veamos.

Ejemplo 1: Efectue la siguiente resta utilizando la descomposicion de los numeros como
potencias de 10.

39 -

16 Expresandola tanto el minuendo como el sustraendo como sumas de
potencias de 10 y efectuando la operacién indicada tendriamos:.

30+9 30+9 30+9

10+6 = 10+6 = 10+6

20+ 3 23
Es decir, 9 menos 6 igual 3 y treita menos 10 igual 20.
Realicemos un segundo ejemplo.

Ejemplo 2: Realice la siguiente resta utilizando la descomposicion de los numeros como
suma de potencias de 10.

32 - 30+2-
16 veamos, 10+6

Efectuando la resta término a término tendria 2 unidades menos 6 unidades.De hecho esto
no es posible en el conjunto de numeros cardinales ¢Qué hacer? Pues utilicemos la
propiedad desarrollada anteriormente: expresemos 32 como 20+10+2, es decir como
20+12 y realicemos ahora la resta indicada:

20+ 12 -
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10+6

12 unidades menos 6 unidades nos da 6 unidades, y 20 unidades menos 10 unidades nos
da 10 unidades; luego, el resultado sera 10+6 = 16. ; Qué hicimos? Hicimos lo que en
lenguaje comun se ha generalizado con el término de "pedir prestado” ¢ Qué, es,entonces
pedir prestado ? No es otra cosa que trasladar, cuando sea necesario, una decena al
"lugar" de las unidades o una centena al "lugar" de las decenas y asi sucesivamente.Este
procedimiento se hace necesario cuando la cifra del minuendo sea menor que la cifra del
sustraendo. Veamos un ejemplo mas aleccionador.

Ejemplo 3: Efectue la siguiente resta utilizando la descomposicion del numero en
sumas de potencias de 10.

431 -
392

Expresando la resta como potencias de 10 tenemos que

400+30+1 -
300+90 +2

Efectuando la resta término a término tendriamos "1 unidad menos 2 unidades" no es
posible en nuestro caso ¢ Qué hacer? ,"Pidamole prestado” una decena a las decenas.En
en otros términos, expresemos 431 de otra forma ; Como? Pues 431 =400 +20 + 11y
ahora tendriamos:

400+20+11 -
300 +90 + 2

¢ Por qué 97 Pues 11 unidades menos 2 unidades nos da 9 unidades. Sigamos restando
término a término, tendriamos 20 unidades menos 90 unidades; de hecho en nuestro
conjunto de numeros cardinales esta operacion no es posible. ;Qué hacer? Pues
procedamos de igual forma que en el caso anterior:"pidamole prestado" una centena a
las centenas es decir expresemos el numero 431 como 300+120+11 y entonces
tendriamos

300 +120+11 -
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300+ 90 + 2

O+ 30+9

¢, Por qué ese resultado? Veamos: 11 menos 2 igual 9, 120 menos 90 igual 30 y 300
menos 300 igual 0. Resultado final de la resta propuesta: 30 + 9 = 39.

Es facil explicar, entonces, qué significa "pedir prestado".
Un ultimo ejemplo.

Ejemplo 4: Efectue la resta siguiente utilizando la descomposicion de los numeros como
suma de potencias de 10.

2000 -
625

Expresemos primero los numeros como sumas de potencias de 10, esto es,

2000+0+0+0 -
600+20+5

Ahora veamos: cero menos Cinco no es posible en nuestro caso, "Pedimos prestado” a las
decenas", pero tenemos cero decenas; luego, las decenas no pueden "prestar":Acudimos,
entonces, a las centenas.Pero de nuevo tenemos cero centenas, es decir, las centenas
1 no nos pueden "prestar".Parece que el problema es serio. ;Qué hacer? Bueno,
solicitamos un "préstamo" a las unidades de millar, éstas si tienen unidades para "prestar”,
pues hay 2 unidades de millar (2 mil unidades). ; Como procedemos? Trasladamos una
unidad de millar al "lugar" de las centenas. Luego, tendremos expresado el numero 2000
como: 2000 = 1000+1000+00+0 (poner tantos ceros depende de si son unidades,
decenas o centenas, para mas claridad).
¢, Cbmo continuar? Ahora, de las 10 centenas "prestadas” por las unidades de millar
solicitamos una centena "prestada" para el campo de las decenas.Entonces, el numero
2000 se expresaria como: 1000 + 1000 + 900 + 100 + 0

Ahora por ultimo, solicitamos de las 10 decenas (100 unidades) una decena "prestada"
para el campo de las unidades.Entonces tendriamos el numero 2000 expresado como:

2000 + 1000 + 900 + 90 + 10.

Volvamos ahora a nuestra resta, expresando el numero 2000 como lo hemos logrado




48

expresar a través de los "préstamos” anteriores.

2000- 1000 +900 +90 + 10 -
625 600 +20+ 5

1000+ 300 +70+ 5
Restemos ahora:

10 unidades menos 5, igual 5.Esto explica la comun expresion de "a cero no le puedo
quitar cinco, entonces digo 10 menos 5 igual 5". Continuemos: 90 unidades menos 20
guedan 70 unidades.Esto explica la comun expresion "a cero no le puedo quitar
dos."Entonces decimos “a nueve le quito seis me da tres”. Ahora, 900 unidades menos 600
unidades me quedan 300 unidades, a mil unidades le quito 0, me quedan mil.
Resultado final 1000+300+70+5, es decir, 1375.

En resumen, de lo que se trata es de expresar el numero 2000 de una manera
conveniente, trasladando en nuestro ejemplo 1000 unidades (10 centenas) al "lugar" de
las centenas, decenas y unidades. ¢ Pedir prestado? Se ha utilizado ese lenguaje durante
muchos anos. Para finalizar, explicaremos, justificando cada paso la resta anteriormente
resuelta sin acudir a la descomposicidén de los numeros como sumas de potencias de 10.

2000 -
625

¢, Como la resolvemos? Veamos. "10 menos 5 igual 5".Esto porque del millar hemos
trasladado 1 decena al lugar de las unidades.Ahora, "9 menos 2 igual 7" ; Porqué? Esto
es porque de la centena trasladada al lugar de las decenas (10 decenas) habiamos
trasladado una decena, precisamente al lugar de las unidades.Por lo tanto, quedaban 9
decenas (90 unidades).Se acostumbra a decir también, en estos casos, que "como pidid
prestado una decena quedan 9". Ahora "nueve menos seis" quedan 3.La razén es la
misma pues, del millar se trasladé una centena.Luego: quedaron 9 centenas: Por ultimo
a 1 “le quito cero igual 1,"ya que de las 2 unidades de millar solo queda 1, pues la otra fue
“prestada’a las centenas, decenas y unidades.

Como observacion final, es importante expresar que los contenidos expuestos en estos
ultimos apartados pretenden, por medio de un procedimiento un poco largo pero de gran
sencillez brindar las herramientas para poder explicar de mejor forma sobre todo la
operacion resta o sustraccion, que por lo general, presenta algunos problemas. Queda
a criterio de cada educador si practica el procedimiento aqui desarrollado con sus
estudiantes, o simplemente lo utiliza para lograr una comprension mayor de los "secretos"
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de la aritmética.
Numeros expresados en notacion fraccionaria. Conceptos basicos y operatoria

Los numeros expresados en notacion fraccionaria presentan a veces cierta dificultad
para su ensenanza. Es muy comun encontrar definiciones del concepto de fraccién como
una parte de la unidad, como si no existieran numeros expresados como fracciones que
son mayores que la unidad,( 3/2, por ejemplo). Desarrollaremos en este apartado ios
conceptos fundamentales acerca de las fracciones, algunas de sus propiedades,
aplicaciones y su operatoria, trabajaremos, por comodidad, solo con fracciones positivas.
Se brindan al educador algunas recomendaciones metodoldgicas para la introduccién de
los conceptos basicos a nifios y de la escuela primaria. No se da un desarrollo por
actividades de aprendizaje como en la primera parte de este folleto. Dejamos al educador
crear, innovar actividades junto con los estudiantes, para que la ensefanza de los temas
que a continuacién desarrollaremos resulte mas provechosa.

Fraccion:

Como acabamos de apuntar, es comun encontrar, como definicion de fraccion, una
parte de la unidad.Claro que esta es una forma incorrecta de definirla . Es importante tener
claro que un numero puede expresarse de distintas formas o notaciones. El nimero
cardinal “cuatro” por ejemplo, escrito en notacién decimal se representa por 4; pero este
mismo numero se puede escribir 0 expresar en notacién radical como /16=4, y en
notacién potencial como 22 .En notacién logaritmica como log216, y en notacién
fraccionaria como 8/2, y en "notacién romana" como IV. Obsérvese que hemos denotado
el numero cardinal cuatro de seis formas diferentes; todas representan al numero “cuatro”
en distinta notacion.

Diremos que un numero esta expresado en notacion fraccionaria si es de la forma a/b,
donde a es un numero cardinal, b un numero cardinal diferente de cero.El simbolo a/b se
llama fraccion. Una fraccion es entonces otra forma de denotar un numero. En el simbolo
a/b, a se llama numerador, b se ilama denominador y la linea que los divide linea
fraccionaria.

Surge ahora unas interesantes preguntas ¢ Los numeros cardinales y las fracciones son
lo mismo? ¢ Qué relacion existe entre ellos? La respuesta es simple todo numero cardinal
se puede expresar en notacion fraccionaria, es decir por medio de fracciones. Ademas,
hay fracciones que no son numeros cardinales, Veamos. ;,Como escribo o expreso el
numero cardinal 3 por medio de una fraccion? De la forma siguiente: 3=3/1 6 3=6/2 6
3=9/3 6 3=27/9, etc.

Noétese que no solo es posible expresar el numero 3 por medio de una fraccion, sino
que hay muchas fracciones diferentes para representar el mismo numero 3.
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Es posible deducir dei ejemplo anterior que es suficiente agregar a todo numero
cardinal una linea fraccionaria y un denominador igual a la unidad para tenerlo expresado
como una fraccion.

Se dijo anteriormente que hay fracciones que no corresponden a numeros cardinales;
este es el caso de 1/2, 2/3, 4/5, 7/8, etc. Estos nimeros no cardinales pertenecen a otra
categoria de nimeros que podriamos llamar no enteros. ¢ Qué sentido tienen estos nuevos
numeros? ¢ Por qué son necesarios? Una razdn entre otras, es el hecho de que las cosas
u objetos de la naturaleza no siempre son enteras: hay fendbmenos naturales que se
expresan por medio de numeros no enteros. Para citar solo algunos, la fuerza de gravedad
terrestre viene dada aproximadamente por 8/10 m/seg. La razén entre el diametro de un
circulo y su circunferencia viene dada aproximadamente por 314/100. Hay medias
naranjas y 3/8 de pulgada. En resumen, los numeros no cardinales (no enteros) son una
realidad y una necesidad dentro de las matematicas.

Fracciones propias

Una fraccion es propia si el numerador es menor que el denominador. 1/2, 3/7, 5/8,
10/35 son ejemplos de fracciones propias. '

Fracciones impropias

Una fraccion es impropia si el numerador es mayor que el denominador. 5/4, 7/3, 6/2, 8/3
son ejemplos de fracciones impropias.

Fracciones unitarias

Una fraccidn es unitaria si el numerador es igual al denominador. 3/3, 7/7, 2/2, 4/4 son
ejemplos de fracciones unitarias.

De las definiciones anteriores se deduce que las fracciones propias denotan numeros
menores que la unidad, las fracciones impropias denotan numeros mayores que la unidad
y las fracciones unitarias, como su nombre lo indica, denotan la unidad.

Consideramos que es oportuno en este momento decir que un numero expresado en
notacién fraccionaria puede ser facilmente expresado en notacion decimal; basta efectuar
una division o cociente tomando como dividendo el numerador y como divisor el
denominador.

Ejemplo 1: Exprese el numero 5/4, dado en notacion fraccionaria, en notacion decimal.
Dividimos 5 por 4 y obtenemos 5: 4 = 1.25, es decir, el numero 1,25 expresado en notacion




decimal corresponde al numero 5/4 denotado en notacion fraccionaria.
Ejemplo 2: Exprese en notacion decimal el numero 2/7 dado en notacion fraccionaria

Procederemos a efectuar una division aritmética tomando el numerador como dividendo
y el denominador como divisor, asi:
20:7 = 2,28571428

Notese que en este caso se obtiene una expansion decimal infinita perioddica, es decir ios
decimales se repiten a partir del 4 infinitamente. Utilizamos una raya sobre la expresion
decimal para indicar precisamente la periodicidad infinita de los decimales.

Luego: %20.285714

Los dos ejemplos anteriores no deben confundirnos e identificar las fracciones o, mas
bien, los numeros expresados en notacidon fraccionaria, con la operacién cociente o
division. Lo que debe quedar claro es que para pasar de una notacion a otra se utiliza la
operacion cociente; no es exactamente lo mismo 2/3 que 2.3, aunque representen al final
el mismo numero.

Hay dos procesos que son posibles de efectuar cuando un numero esta expresado en
notacioén fraccionaria.Estos procesos son la ampliacion y la simplificacion de la fraccion.

Podriamos decir que una o mas fracciones son una ampliacion de otra fraccion si
resultan de multiplicar por el mismo numero el numerador y el denominador de esa
fraccion.

Inversamente, diremos que una o mas fracciones son una simplificacion de otra
fraccion si son el resultado de dividir por el mismo numero el numerador y el denominador
de esa fraccion.

Ejemplo 1: Determine cinco fracciones que sean una ampliacion de la fraccion 3/2.

Aplicamos el procedimiento para determinar fracciones que sean una ampliacion de
otra,esto es, multiplicar tanto el numerador como el denominador de la fraccion dada por
el mismo numero cardinal. Entonces, multiplicando 3 y 2 por 5 obtenemos la fraccion 15/10,
que es una ampliacién de 3/2. Si multiplicamos 3 y 2 por 7 obtendremos 21/14 que es una
ampliacion de 3/2. Si multiplicamos 3 y 2 por 50 obtenemos 150/100, que es una
ampliacion de 3/2. Este procedimiento es posible continuarlo infinitamente; por lo tanto,
hay un numero infinito de fracciones que son la ampliacion de otra fraccion. Son entonces
cinco fracciones ampliadas de la fraccién 3/2, 5/10, 9/6, 21/14, 150/100, 6/4, etc.

Ejemplo2: Determine cinco fracciones que sean simplificaciones de la fraccion 90/30.
Procedemos a dividir el numerador y el denominador de la fraccion por. el mismo numero,
Universidad de Costa Rica “
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es decir, por divisores comunes. Dividiendo 90 y 30 por 2 obtenemos 45/15; dividiendo 90
y 30 por 3 obtenemos 30/10; dividiendo 90 y 30 por 10 obtenemos 9/3; dividiendo S0 y 30
por 5 obtenemos 18/6; dividiendo S0 y 30 por 30 obtenemos 3/1, que viene a ser la
fraccion mas simple posible. Luego, 45/15, 30/10, 9/3, 18/6, 3/1 son fracciones
simplificadas de la fraccion 90/30.

Fraccion canodnica

Una fraccién que ya no pueda simplificarse mas se llama fraccion canénica es decir,
cuando el denominador y el numerador son primos relativos (solo tienen como divisor
comun la unidad). Si tomamos todas las fracciones que son la ampliacién de una misma
fraccion como una clase, la fracciéon canonica seria una buena representante de la clase.
A este representante se le puede llamar numero racional.No desarrollaremos aqui el
conjunto de numeros racionales por no ser parte de los objetivos de este folleto, pero el
educador recordara que tanto los numeros enteros (cardinales, y enteros negativos) como
las fracciones candnicas (negativas y positivas) integran el conjunto de numeros
racionales.

Fracciones equivalentes

Es este un buen momento para definir lo que son fracciones equivalentes. Diremos que

dos o mas fracciones son equivalentes si son una ampliacién o una simplificacion de una
misma fracciéon. En nuestros ejemplos anteriores las fracciones 3/2, 5/10, 9/6, 21/14,
150/100 y 6/4 son fracciones equivalentes, pues todas son una ampliacion de la misma
fraccion. Similarmente 45/15, 30/10, 9/3, 18/6, 3/1 son fracciones equivalentes por ser
simplificaciones de la misma fraccion.

Una propiedad que se deduce inmediatamente de la definicion de fracciones
equivalentes es el hecho de que el producto del numerador de una de ellas (primera) por
el denominador de la otra (segunda) es siempre igual al producto del denominador de la
primera por el numerador de la segunda. Obsérvese que 3/2 y 5/10 cumplen que 3x10=2x5

3/2 y 150/100 cumplen que 3x100=2x150. Esta propiedad distingue a las fracciones
equivalentes. Utilizaremos el signo  para denotar que dos o mas fracciones son
equivalentes. Podemos escribir la propiedad anterior en forma general expresando que

a/b c/d siy solo si a.d=b.c.

Fracciones iquales

Diremos que dos o mas fracciones son iguales si tienen el mismo numerador y el mismo
denominador, (4/3=4/3). Obsérvese que dos fracciones iguales son equivalentes.
Simbdlicamente podemos expresar la propiedad anterior de la siguiente manera a/b=c/d



siy solo si a=cy b=d

Fracciones homogéneas

Diremos que dos 0 mas fracciones son homaogéneas si tienen igual denominador; 2/3, 1/3,
4/3 y 9/3 son ejemplos de fracciones homogéneas.

Fracciones heterogéneas

Diremos que dos 0 mas fracciones son heterogéneas si tienen diferente denominador. 3/7,
5/8, 1/3, 1/2 son ejemplos de fracciones heterogéneas.

Las cuatro operaciones aritméticas con numeros expresados en notacién
fraccionaria

Suma y resta:

Por comodidad, hablaremos de ahora en adelante de suma de fracciones o resta de
fracciones para indicar que estamos sumando o restando numeros expresados en notacion
fraccionaria. Este cuidado en el lenguaje es necesario, puesto que a veces el mal uso de
éste conduce a errores de contenido que pueden resultar inconvenientes.

Antes de introducir los aigoritmos o procedimientos para operar con fracciones,

utilizaremos un recurso didactico que nos va a permitir observar, descubrir el fundamento
de la suma y resta de fracciones.

Representacion grafica de una fraccion

Utilizaremos circulos y partes iguales del circulo para representar las fracciones.
Obviamente, si lo que se quiere representar es una fraccion propia (que expresa nimeros
menores que la unidad) es suficiente con un circulo o, mas bien, con partes de un
circulo.Si se quiere representar la fraccion unitaria es necesario el circulo completo. Si,
por otro lado, se quiere representar las fracciones impropias (que expresan numeros
mayores que la unidad) necesitaremos varios circulos. En resumen, cada circulo de igual
tamano representa una unidad. La condicidn de que cada circulo tenga igual tamaro es
fundamental, puesto que si hablamos de 4/3 (cuatro tercios) nos estamos refiriendo a una
unidad, 3/3 mas 1/3 de otra unidad; por lo tanto, 4/3 tiene sentido (por lo menos dentro del
enfoque que se da a las fracciones en nuestra escuela primaria) si se parte del principio
de unidades de la misma clase, de la misma dimension. Para aclarar mejor esta
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explicacion pondremos el siguiente ejemplo: dos tercios de una naranja y dos tercios de
la tierra (dos terceras partes) no podrian sumarse como cuatro tercios, por cuanto no
representan tercios de unidades iguales (una discusion acerca de la igualdad de unidades
podria ser interesante en el campo de la filosofia de la matematica).

Graficamente es posible observar mejor la necesidad de la igualdad en las unidades.
Veamos.

En cada uno de los circulos anteriores la parte sombreada representa una tercera parte
de su area o superficie, es decir, 1/3. Como es posible notar con facilidad, cada tercio
representa una parte mayor de area conforme aumenta la unidad ;,Qué se mantiene
constante en todos los casos? Lo constante en cada caso es el hecho de que cada parte
sombreada esta contenida, cabe exactamente, tres veces en su circulo.;, Tendria sentido
sumar las cuatro partes sombreadas y expresar que corresponden a 4/3?. De hecho los
4/3 obtenidos no representan, no expresan tres tercios mas un tercio (3/3 + 1/3), pues
obedece a unidades de distinta magnitud.

Suma y resta de fracciones representantes mediante partes del circulo o circulos.

Utilizaremos la representacion circular de las fracciones para empezar a introducir la
suma y resta de fracciones; esto por la riqueza metodologica que ello encierra. Veamos:
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Eiemplo 1: Efectue la suma de las partes sombreadas en cada caso.

En primer lugar consideramos que las dos unidades son iguales. Con esto superamos
una primera dificultad. La segunda dificultad que se presenta radica en que una unidad
esta dividida en 2 partes, es decir, mitades o medios y la otra unidad esta dividida en
cuatro partes, es decir, en cuartos ¢ Qué hacer? ;Puedo sumar mitades con cuartas
partes? No. Pero la solucion a esta dificultad es elemental, vamos a expresar la unidad
dividida en mitades en cuartas partes, como se aprecia en el dibujo siguiente.

Ahora tenemos unidades divididas en cuartas partes iguales ¢ Cuantas cuartas partes
hay? Pues 3 cuartas partes, es decir, hemos sumado un medio mas un cuarto y el
resultado es tres cuartos ¢ Por qué? ;Qué se logrd con la division de la media unidad en
cuatro partes? Logramos expresar un medio como dos cuartos. Si se observa el dibujo
después de la division se notara que la mitad sombreada es ahora dos cuartos y, por lo
tanto, dos cuartos mas un cuarto es igual a tres cuartos. Si se analiza con cuidado se
notara que logramos expresar un medio como dos cuartos, es decir, logramos expresar
las fracciones dibujadas como fracciones con igual denominador, como fracciones
homogéneas. Si utilizamos la notacién fraccionaria tendriamos que el ejemplo anterior se
puede expresar como 1/2+1/4=2/4+1/4=3/4. Obsérvese que el hecho de dividir las mitades
en cuartas partes (en dos partes cada una) es equivalente al proceso algebraico de sacar
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un denominador comun. Este denominador comun es necesario, pues solo es posible
sumar partes iguales, es decir, fracciones expresadas en forma homogénea.

Ejemplo 2:

Efectue la suma de las partes sombreadas en cada caso.

Razonando, como en el ejemplo anterior, los dibujos expresan dos tercios mas dos
sextos. De hecho, no es posible efectuar la suma puesto que se tienen partes de diferente
tamano; tercios por un lado y sextos por el otro. ; Qué hacer?. Expresamos los tercios en
sextos; esto se logra dividiendo cada tercio en dos partes como lo indica el dibujo
siguiente.

Tenemos ahora que hemos expresado los tercios en sextos , dos tercios equivalen a
cuatro sextos. Ahora podemos sumarlas: dos tercios mas dos sextos igual a cuatro sextos
mas dos sextos igual a seis sextos, es decir, la unidad.

¢ Qué hemos logrado? Hemos logrado "homogeneizar'(expresar con igual
denominador) las fracciones. Utilizando la notacion fraccionaria tendriamos:

213 + 2/6 = 4/6 + 2/6 = 6/6=1.
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Eiemplo 3: Efectue la resta de las partes sombreadas en cada caso.

Veamos: Tenemos un cuarto menos un sexto. Obsérvese que no es posible, como en
los ejemplos anteriores, expresar cuartos en sextos ni sextos en cuartos. ; Cémo proceder
en este caso? Vamos a expresar tanto los cuartos como los sextos en partes iguales.
¢, Cuales seran estas partes?.Pues en doceavos, ¢ por queé en doceavos? Porque doce es
el minimo multiplo comun de seis y cuatro, y este sera nuestro denominador comun.
Dividiremos cada cuarto en tres partes y cada sexto en dos partes, como en el dibujo
siguiente.

¢, Qué hemos logrado? Hemos expresado un cuarto como tres doceavos y un sexto
como dos doceavos. ¢ Qué procede ahora? Simplemente realizamos la resta tres doceavos
menos dos doceavos igual un doceavo. Utilizando la notacion fraccionaria, lo anterior
podria expresarse como:

114 -1/6 =312 -2/12 = 1/12.

Algunas conclusiones importantes del procedimiento de sumar o restar fracciones
utilizando su dibujo o diagrama son las siguientes.
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1- Se percibe con mas claridad la operacion por realizar.
2- Representa un proceso anterior a la formalizacidén algebraica.
3- Expresa con claridad la necesidad de convertir en fracciones homogéneas las
fracciones dadas, para realizar las operaciones indicadas.
4- Resulta un procedimiento didacticamente Util para el educador y de gran sencillez para
los alumnos.

Una vez realizadas las actividades anteriores se pueden formallzar a un nivel mas

abstracto las operaciones de suma y resta.

Suma y resta de fracciones

Para sumar o restar fracciones, éstas deben expresarse en forma homogénea. Una vez
logrado esto se suman o restan los numeradores y se conserva el denominador.

¢, Coémo proceder con la suma o resta de fracciones sin los diagramas?
Eiemplo 1: Efectue la siguiente suma de fracciones.
2/3 + 1/6.

En primer lugar, no son homogéneas. Entonces lo primero que debemos lograr es
expresarlas en forma homogénea (lo equivalente a dividir las partes sombreadas en el
procedimiento anterior).Esto se logra de una manera muy simple en este caso, pues
efectio una ampliacion de la fracciéon 2/3 para que tenga denominador 6. ;Como se
lograra? Multiplicando tanto numerador como denominador por 2 : 2/3 es equivalente a
4/6.

Ahora tenemos 2/3 + 1/6 = 4/6 + 1/6 = 5/6.

Es posible seguir también el procedimiento de determinar el minimo multiplo comun
y utilizarlo como denominador comun de las fraccioens dadas:

2/13+1/6 3-6] 2
3 3] 3 mmc=6
1 1
Ahora se procede de la siguiente manera, se divide el m.m.c.. (0 el denominador comun)
por cada uno de los denominadores de las fracciones dadas y se multlpllca por el
numerador asi: 2/3 + 1/6 = 4+1/ 6 = 5/6.
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Notese que 4+1/ 6 = 4/6 + 1/6,es decir, lo que se logra con este procedimiento es
"homogeneizar”,expresar las fracciones con igual denominador.

Eiemplo 2: Efectue la siguiente suma de fracciones.
34 +1/5+1/6:

En primer lugar determinamos el minimo comun multiplo que utilizaremos como
denominador comun,asi:

4-5-6] 2
2 5 312
1 5 3|3
1 5 1}5
111

m.m.c. = 2.2.3.5 = 60.

Luego el comun denominador de todas las funciones sera 60 (lo equivalente en el
proceso de diagramas a dividir cada circulo en 60 partes iguales).

Ahora procedemos a ” homogeneizar”

34 +1/5+16=45+12+10= 67
60 60

Observe que 45 +12+10

se puede expresar como 45/60 + 12/60 + 10/60; es decir, una ampliacién de todas las
fracciones dadas, hasta lograr que sean homogéneas.

Producto y cociente de niumeros expresados en notacion fraccionaria

Dado que estas dos operaciones no presentan mayor dificultad, dejaremos al educador
la tarea de buscar recursos metodoldgicos apropiados para su ensefianza. Procederemos
en este folleto unicamente a definir con claridad como efectuar la operatoria indicada.

Para multiplicar fracciones se multiplican los denominadores de las fracciones dadas
y obtenemos el denominador del producto y se multiplican los numeradores de las
fracciones dadas y obtenemos el numerador del producto.
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Ejemplo 1: Efectue la siguiente multiplicacion:
3/4 . 5/3 se convertiraen 3.5=15y4.3=12

Luego, 3/4 . 5/3 = 15/12. Simplificando el resultado obtenido se tiene que 3/4 . 5/3 = 15/12
= 5/4.

Eiemplo 2: Efectue el siguiente producto de fracciones
2/7 .3/5.4/3, tendremosque 2.3.4=24y 7.5.3=105

Luego 2/7 .3/5.4/3 = 24
105

Para dividir fracciones se multiplica el numerador de la primera fraccion por el
denominador de la segunda fraccion y asi obtenemos el numerador del cociente, luego se
multiplica el denominador de la primera fraccién por el numerador de la segunda fraccion
y se obtiene el denominador del cociente. Simbdlicamente si a/b y cld representan dos
fracciones cualesquiera entonces

)
Q

ol o
a.la
oy
a

Ejemplo 1: Efectue la siguiente division de fracciones:
3/4 : 5/7.
Aplicando el procedimiento indicado tenemos que

3/4:5[7=37=21
45 20

Otro procedimiento utilizado es expresar el cociente como una "fraccion compuesta o
compleja" y proceder a multiplicar los extremos de la fraccidon para obtener el numerador
y los medios para obtener el denominador.

La division anterior 3/4 : 5/7 se expresaria como
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Razones, proporciones y porcentajes:

Una vez desarrollados los temas sobre fracciones y su operatoria, es un buen momento
para introducir los conceptos de razén proporcion y porcentaje.  Estos temas se
estudiaran en grados intermedios de la educacion escolar.El estudiante dispone ya de
ciertos conocimientos previos que el maestro debe aprovechar. El concepto de fraccion
y sus propiedades son conocimientos muy utiles para introducir las razones. Es
importante tener en cuenta que los numeros se utilizan en lo fundamental para expresar
magnitudes,cantidades. De esa manera, el numero 15, puede representar la edad de una
estudiante, el costo de un articulo o la medida de un arbol.La comparacion de numeros que
representan cantidades o magnitudes es de gran importancia en la matematica.
Llamaremos razén a la comparaciéon de dos cantidades por medio del cociente.;Qué
significado tiene el resultado de una razédn?El siguiente ejemplo respondera a esa
interrogante .

Ejemplo 1

La distancia de San Ramoén a Palmares es de 6Km. aproximadamente.La distancia de San
Ramon a Puntarenas es de 60Km.Efectue la razén de esas dos cantidades e interprete el
resultado.

Si realizamos el cociente de 60 y 6 obtenemos 60/6=10. Esto es, 60 es 10 veces 6, 60
contiene a 6 diez veces.En el lenguaje de nuestro problema, significa que la distancia de
San Ramon a Puntarenas es 10 veces mas que la distancia de San Ramén a Palmares.
La razén entre 6 y 60 que viene dada por 6/60=0.1 ; Qué significa este resultado?Significa
que 6 es la décima parte de 60.En nuestro problema significa que la distancia de San
Ramén a Palmares es la décima parte de la distancia de San Ramén a Puntarenas.La
razon de dos cantidades expresa, entonces, el numero de veces que una de ellas contiene
0 esta contenida en la otra cantidad o qué parte es una de otra.

Ejemplo 2

En el aula de nuestra escuela hay 20 estudiantes mujeres y 16 varones.Determine la
razén en que se encuentran los varones con respecto a las mujeres?Iinterprete el
resultado.

La razén de mujeres con respecto a los hombres viene dado por 16/20=0.8;,Cémo se
interpreta este resultado?Significa que 16 es 0.8 veces 20,esto es, 16 esta contenido en
20 0.8 veces.En nuestro problema 0.8 debe interpretarse como que hay ocho varones por
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cada 10 mujeres.Es decir, la razén en que se encuentran los varones con respecto a las
mujeres es de 8 a 10.

Como se puede notar ,una razdn es un cociente, es una expresion fraccionaria.La razén
entre dos cantidades a y b se puede expresar como a/b 6 a:b que se lee asobre b 6 aes
a b.Los términos a y b se llaman antecedente y consecuente respectivamente.
Proporciones

Se llama proporcién a la igualdad de dos razénes.Si a, b, ¢,y d son cantidades entonces
a/b=c/d es una proporcién.La expresion anterior puede escribirse también como a:b::c:d
yselee‘aesabcomocesad’

Ejemplo 1:

La razdn en que esta 3 y 5 es la misma razén en que se encuentan 15 y 25.0bsérvese que
3/5 es equivalente a 15/25. Es decir, 15/25 es una ampliacion de 3/5.

Ejemplo 2:

Determine un niumero que esté con doce en la misma razon que estan 6y 9

Habra que determinar un numero x tal que x:12::6:9 6 sea x/12=6/9. Por la propiedad de
fracciones equivalentes se tiene que 9.x=12.6 esto es 9.x=72 luego x=72/9=8.E| nimero
buscado es 8.

Eiemplo 3:

En una granja la razén entre el numero de gallinas y gallos es de cinco a uno Determine
el numero de patas que hay en la granja si estan en la misma razén con respecto a los
patos que la de gallinas a gallos.Se sabe ademas que hay 60 patos.

Se debe cumplir que 5:1::x:60 donde x es el numero de patas.

Tenemos entonces que 5.60 =x.1 de donde se tiene que x=300.El numero de patas en la
granja es de 300.

Porcentajes:

Hemos visto que las razones sirven para comparar cantidades. Seria muy util tener un
modelo de referencia, una cantidad base, para comparar cualquier otra cantidad con
respecto a ella. Este modelo de referencia existe y se llama porcentaje.

Llamaremos porcentaje ( tanto de cien, o tanto por ciento) a una razén cuyo consecuente
es siempre cien.

Ejemplo 1:

La razon 2/100 significa “ dos de cada cien” , “ dos por ciento” . Se puede expresar
también como un porcentaje; esto es : 2%.

Ejemplo 2:
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Si en una escuela se dice que la razdén de estudiantes promavidos es de 75 : 100 (setenta
y cinco es a cien). Esto significa que han ganado el afo setenta y cinco estudiantes de
cada cien, es decir : un 75% ( un 75 por ciento).

Obsérvese que una razon esta expresada como una fraccién. El antecedente de la razén
es el numerador de la fraccion, el consecuente de la razén es el denominador de la
fraccion.

Lo anterior nos permite poder expresar una razén, en particular un porcentaje en notacion
decimal. Es decir, 75% equivale a 75/100 = 0,75. ; Como interpretar 0,75 ? Debe
interpretarse como 0,75 de cada unidad, es decir, tres cuartas partes de cada unidad.
El calculo del porcentaje de cualquier cantidad se simplifica enormemente si se aplica el
razonamiento expuesto en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3:

Calcule el 20% de 300.

Resolveremos el anterior problema de dos maneras diferentes:

Primero: Utilizando proporciones, podemos expresar: 20:100:: X:300 6

20/100 = X/300. De donde se obtiene que 6000 = 100.X, por lo tanto X = 60. Es decir el
20% de 300 es 60. '

Segunda: El 20 % = 20/100 = 0,2. Luego el 20% de 300 equivale a : 300 x 0,2 = 60.

¢ Qué hicimos? Expresar el 20% en notacién decimal ,es decir 0,2 (0,2 de cada unidad)
y multiplicarlo por el nimero de unidades, (300, en este caso)

Numeros expresados en notacién potencial. Algunas propiedades y su operatoria:

Tal y como lo sefalamos en el desarrollo del tema anterior, los numeros pueden ser
expresados de diversas maneras, mediante distintas notaciones. Al igual que la notacion
decimal y la notacion fraccionaria, los numeros pueden ser expresados como potencias
0, como suele llamarse, en notacién potencial. Desarrollaremos en este apartado los
conceptos basicos sobre potencias y algunas de sus propiedades. Nos limitaremos a
estudiar las potencias cuya base y exponente son numeros cardinales.

El estudio de potencia mas complejos como de exponente fraccionario o de base negativa
no son parte de los objetivos del presente folleto.

¢, Cual es la necesidad de conocer y operar con numeros expresados en notacion
potencial? ¢ Qué problemas resuelve? La respuesta a estas interrogantes es el hecho de
que el desarrollo cientifico y técnico nos presenta, cada vez mas, fendmenos naturales
de proporciones gigantescas o también fendmenos de caracter infinitesimal, es decir, muy
pequerios. Cual sera el tamafio de nuestra galaxia; cual es la masa del sol, qué distancia
hay entre dos atomos, cudl es la distancia entre dos células. Estas y otras interrogantes,
nos exigen desarrollar una notacién numeérica conveniente para expresar los fendmenos
apuntados.

Veamos algunos ejemplos sencillos. El nimero cien millones, escrito en notacién decimal
se expresa de la siguiente forma 100.000.000. Este mismo numero escrito en notacion
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potencial se expresa como 10 , (diez elevado a la octava potencia) . Como se puede
apreciar la notacion potencial es mas simple que la decimal . Un mil millonésimo en
notacion decimal se escribe de la siguiente forma 0,000.000.001 este mismo numero
expresado en notacion potencial se denota por 10.

Potencia

Diremos que un numero esta expresado en notacion potencial si es de la forma a con
a y b numeros enteros (cardinales) no ambos ceros a la vez.

La expresion a® se llama potencia, el nimero a se llama base de la potencia y el
numero b se llama exponente de la potencia.

Ejemplos de numeros expresados en notacion potencial 2° 3%, 5% 32 2° que denotan
respectivamente, a los numeros 8, 9, 25, 27, 32 escritos en notacion decimal.

. Cémo se interpreta la expresion 2° ?, Esta expresion significa que la base 2 se
multiplica por ella misma tres veces , es decir, 2° = 2.2.2. ;Qué significa2® ? pues 2°
=2.2.2.2.2, es decir, 2 multiplicado por si mismo cinco veces. Lo anteriormente expuesto
nos conduce a darle cierto significado a cada uno de los componentes de la potencia; la
base a de una potencia es el término que se multiplica por si mismo y el exponente b de
una potencia indica las veces que la base se multiplica por si misma. Tomando en cuenta
las

consideraciones anteriores, la expresion 3.3.3.3.3.3.3. se denotara por la potencia3’ .

En general a.a.a.a.a .... a, b veces se expresara como a°

Algunas propiedades de las potencias.

En particular la potencia con base 0 y exponente 0 no se define, es decir 0° no tiene
sentido matematico.

La potencia a° se define como el numero cardinal 1, es decir a8° =1 (siempre, claro,
que a no sea cero).

La potenciaa' = a.

Si dos 0 mas potencias tienen igual base e igual exponente es posible sumarlas. El
resultado de la suma sera el numero de veces que se repita la potencia.

Ejemplo 1: 2% + 2% + 2% + 2% = 4x2® (cuatro veces dos a la tercera potencia ).



65
Ejemplo 2: 5% + 5% + 5% = 3x5? (tres veces cinco elevada a la potencia 2).

Dos o0 mas potencias se pueden multiplicar si éstas tienen la misma base. El resultado
se obtiene conservando la base y sumando los exponentes.

Ejemplo 3: Multiplique a*.a°. a°.

Segun el procedimiento establecido, a*. a°. . a°=a'®
Ejemplo 4: Multiplique 3% . 3°. 3"

Segun el procedimiento establecido es igual a 3"’

Eiemplo 5: Efectue la multiplicacion siguiente:
32.5%. 78,

Segun el procedimiento establecido, como estas potencias no tienen igual base, no es
posible aplicar el criterio para su multiplicacion.

Es posible dividir potencias si éstas tienen igual base; el resultado se obtiene
conservando la base de las potencias y restando los exponentes.

Ejemplo 6: Efectue la siguiente division de potencias
aba’

Segun el procedimiento establecido, a®: a*=a%® = &°

Ejemplo 7: Efectue el siguiente cociente de potencias

9. 42

a“a’.

Segun el procedimiento establecido a®: a?> = a*? = a’

Si una potencia es de nuevo elevada a otro exponente, se procede de la siguiente
manera: se conserva la base de la potencia y se multiplican los exponentes.



66

Eiemplo 8: Efectue la operacion siguiente: (25)3

De acuerdo con o establecido la potencia 2 a la 5 elevada al exponente tres se
puede expresar como (25)% , Queesigual a2%®=2"

Ejemplo 9: Efectue la operacion siguiente:

(a)® . Segun el procedimiento establecido, (a?)® esigual a a®* = a*

Es importante sefalar que todas las propiedades que hemos apuntado acerca de las
potencias se pueden demostrar y el procedimiento de prueba no ofrece mayores
dificultades. No hemos considerado necesario entrar a probar ninguna de estas
propiedades, pues se trata de una introduccién muy informal que tiene como unico objetivo
motivar al educador en este tema, y brindarle una forma sencilla de definir algunos
conceptos basicos acerca de las potencias.
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Prefacio:

En el presente manual, se desarrolla de una manera sencilla, una posible introduccion
del nifio preescolar y escolar al mundo del numero y del calculo aritmético. Se sugiere una
serie de actividades que tienen una funcion didactica bien precisa y que el educador puede
desarrollar realizando las variantes que considere necesarias.

En la primera parte del manual, se plantea la introduccion del concepto de nimero y la
formalizacion de las cuatro operaciones aritméticas basicas. En esta parte se sugiere al
educador en forma muy directa, una linea metodologica por seguir, con la participacion del
nifio con toda su vitalidad y sus sentidos en el proceso de aprendizaje. La utilizacion del
juego dirigido como recurso didactico, para la adquisicion de conocimientos tiene un papel
preponderante.

En la segunda parte sobre fracciones y potencias, se brinda una serie de definiciones y
propiedades expresadas de una manera sencilla.  El educador puede desarrollar
creativamente actividades con sus estudiantes para lograr una mejor comprension de los
temas por tratar.

La unica pretension del presente manual es brindar una guia a nuestros maestros que
pueda resultarles util, en su abnegada funcion, de forjar los hombres del préximo milenio.

J.V.
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