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Resumen

En el presente artículo, a partir de la fórmula distribucional de sumación
del tipo de Euler–Maclaurin y una adecuada elección de la distribución, se
obtienen representaciones para los coeficientes de Fourier en dos variables.
Estas representaciones pueden ser usadas para la evaluación numérica de
los coeficientes.
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Abstract

The present article, by considering the distributional summations of
Euler-Maclaurin and a suitable choice of the distribution, results in repre-
sentations for the Fourier coefficients in two variables are obtained. These
representations may be used for the numerical evaluation of coefficients.
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1 Introducción

En [5] usando la teoría de distribuciones, se obtiene una versión distribucional
sobre la fórmula de sumación distribucional en dos variables. En efecto, si
g(x, y) es una distribución de dos variables cuyo soporte esta contenido en el
cuadrado unidad [0, 1]2 con g integrable en un vecindario de la frontera del
cuadrado unidad y si se define

G(x, y) =

∞∑
k=−∞

∞∑
j=−∞

g(x− k, y − j),

de modo que G es periódica en ambas variables, al introducir las medias par-
ciales para distribuciones en dos variables [5] obtenemos que la siguiente fór-
mula distribucional de orden q es válida [5],
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G(x, y)χX(x, y) = cχX(x, y)

+

q−1∑
j=0

αj(δ
(j)(x−M)− δ(j)(x−N))χ[P,Q](y)

+

q−1∑
j=0

βj(δ
(j)(y −Q)− δ(j)(y − P ))χ[N,M ](x)

+

q−2∑
i=0

q−2−i∑
j=0

γi,j(δ
(i)(x−M)− δ(i)(x−N))(δ(j)(y −Q)

−δ(j)(y − P )) +Rq(x, y), (1)

donde

Rq(x, y) =
∂q

∂xq
[(Gq,0(x, y)−Gq,0(0, y) +Aq(x))χX(x, y)]

−
q−2∑
i=0

∂q

∂xi+1∂yq−i−1
[Gi+1,q−i−1(0, y)χX(x, y)]

+
∂q

∂yq
[Cq(y)χX(x, y)], (2)

X = [N,M ] × [P,Q] y {An(x)}∞n=0, {Cn(y)}∞n=0 y {Gk,j(x, y)}∞k,j=0 es la
familia de primitivas periódicas de orden n de A0(x), C0(y) y G0,0(x, y) =
G(x, y)−A0(x)− C0(y)− c, respectivamente, c es la media de G y

αj = Aj+1(0), βj = Cj+1(0), γi,j = Gi+1,j+1(0, 0), (3)

son constantes.
Precisamente la aplicación directa de (1) y (3) permite obtener fórmulas

aproximadas para los coeficientes de Fourier de una función ϕ ∈ Cq([0, 1]2).

2 Preliminares

Denotando por Cq([0, 1]2) el espacio de funciones diferenciables de orden q so-
bre el cuadrado unidad, además D(Rp) es el espacio de funciones de prueba
sobre Rp, es decir, ϕ ∈ D(Rp) si ϕ es infinitamente diferenciable y supp(ϕ) es
compacto. Su dual, D′(Rp) es el espacio de distribuciones sobre Rp [2, 4].
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Cuando G(x, y) es una distribución periódica de dos variables, con periodos
p > 0, q > 0, es posible definir las medias parciales [5]

A(x) = lim
y→∞

G(x, y) (C),

es decir, el límite distribucional en el sentido Cesàro

⟨A(x), ϕ(x)⟩ = lim
y→∞

⟨G(x, y), ϕ(x)⟩ (C),

ϕ ∈ D(R). De manera similar se define C(y) = limx→∞G(x, y) (C), precisa-
mente A(x) y C(y) son periódicas, y las medias respectivas coinciden, con un
valor común, que es la media de G.

Similarmente que en el caso de una variable la media se anula si y sólo si
existe una única familia de distribuciones {Gk,j(x, y)}∞k,j=0 tal que [5]:

G0,0(x, y) = G(x, y),

Gk,j(x+ p, y + q) = Gk,j(x, y),

∂Gk,j

∂x
= Gk−1,j , k ≥ 1,

∂Gk,j

∂y
= Gk,j−1, j ≥ 1.

3 Coeficientes de Fourier en dos variables

Considere la función g(x, y) = e2πı(nx+my)χ[0,1](x)χ[0,1](y), ı ∈ C. Si tomamos
X = [0, 1]2, tenemos que para toda ϕ ∈ Cq([0, 1]2), vale la expresión

⟨g(x, y), ϕ(x, y)⟩ =

∫ ∫
R2

e2πı(nx+my)χ[0,1](x)χ[0,1](y)ϕ(x, y)dx dy

=

∫ 1

0

∫ 1

0
e2πı(nx+my)ϕ(x, y)dx dy,

la cual puede ser escrita como

⟨g(x, y), ϕ(x, y)⟩ =

∫ 1

0

∫ 1

0
e2πınxe2πımyϕ(x, y)dx dy

= Cn,m(ϕ), n,m = 0, 1, 2, . . . , (4)

donde la notación Cn,m(ϕ), es utilizada para representar los respectivos coefi-
cientes de Fourier en dos variables, en particular para n = m = 0, se tiene

C0,0(ϕ) =

∫ 1

0

∫ 1

0
ϕ(x, y)dx dy,

es decir, el término constante en el desarrollo de Fourier de la función prueba ϕ.

Rev.Mate.Teor.Aplic. ISSN 1409-2433 (Print) 2215-3373 (Online) Vol. 21(2): 49–59, January 2015



CÁLCULO DE COEFICIENTES DE FOURIER EN DOS VARIABLES 53

Para ϕ ∈ Cq([0, 1]2) y teniendo en cuenta (1.1), se tiene la siguiente expre-
sión para los coeficientes Cn,m(ϕ),

Cn,m(ϕ) = c

∫ 1

0

∫ 1

0
ϕ(x, y)dy dx

+

q−1∑
j=0

(−1)jαj

∫ 1

0

(
∂jϕ

∂xj
(1, y)− ∂jϕ

∂xj
(0, y)

)
dy

+

q−1∑
j=0

(−1)jβj

∫ 1

0

(
∂jϕ

∂yj
(x, 1)− ∂jϕ

∂yj
(x, 0)

)
dx

+

q−2∑
i=0

q−2−i∑
j=0

(−1)i+jγi,j

(
∂i+jϕ

∂xi∂yj
(1, 1)− ∂i+jϕ

∂xi∂yj
(1, 0)

− ∂i+jϕ

∂xi∂yj
(0, 1) +

∂i+jϕ

∂xi∂yj
(0, 0)

)
+Rq,

donde el resto Rq = Rq(ϕ) se obtiene al aplicar (2) a la función ϕ.

Para hallar los coeficientes αj , βj y γi,j que figuran en la representación an-
terior, se introducen los polinomios de Bernoulli [1] y usando la representación
alternativa [5] se obtienen

αj =
(−1)j

(j + 1)!
⟨g(x, y), Bj+1(x)B0(y)⟩, (5)

βj =
(−1)j

(j + 1)!
⟨g(x, y), B0(x)Bj+1(y)⟩, (6)

y

γi,j =
(−1)i+j

(j + 1)!(i+ 1)!
⟨g(x, y), Bi+1(x)Bj+1(y)⟩. (7)
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Como B0(t) = 1, se sigue que

αj =
(−1)j

(j + 1)!
⟨g(x, y), Bj+1(x)⟩

=
(−1)j

(j + 1)!
⟨e2πı(nx+my)χ[0,1]χ[0,1](y)

, Bj+1(x)⟩

=
(−1)j

(j + 1)!

∫ 1

0

∫ 1

0
e2πı(nx+my)Bj+1(x)dy dx

=
(−1)j

(j + 1)!

(∫ 1

0
e2πı(nx)Bj+1(x)dx

)(∫ 1

0
e2πı(my)dy

)
=

(−1)j

(j + 1)!

(
e2πım − 1

2πım

)(∫ 1

0
e2πı(nx)Bj+1(x)dx

)
,

de modo que

αj =
(−1)j

(j + 1)!

(
e2πım − 1

2πım

)(∫ 1

0
e2πı(nx)Bj+1(x)dx

)
. (8)

Un cálculo similar establece que

βj =
(−1)j

(j + 1)!

(
e2πın − 1

2πın

)(∫ 1

0
e2πı(my)Bj+1(y)dy

)
. (9)

De (8) y (9) es suficiente con estimar la integral,∫ 1

0
e2πıstBj+1(t)dt. (10)

que corresponde a los coeficientes en la expansión de Fourier de los polinomios
de Bernoulli [3]:

B2q(x) = 2(−1)q+1(2q)!

∞∑
r=1

cos(2πrx)

(2πr)2q
(11)

y

B2q+1(x) = 2(−1)q+1(2q + 1)!
∞∑
r=1

sin(2πrx)

(2πr)2q+1
. (12)

Se sigue que (10) se puede escribir como

∫ 1

0
e2πıstBj+1(t)dt =

∫ 1

0
cos(2πst)Bj+1(t)dt+ ı

∫ 1

0
sin(2πst)Bj+1(t)dt

= C(s)(Bj+1(t)) + ıS(s)(Bj+1(t)), s = 1, 2, 3, . . .
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donde C(s) y S(s) representan los respectivos coeficientes de Fourier del poli-
nomio de Bernoulli Bj+1(t).

Por otra parte sabemos que,

Bk+1(t) =

∫ 1

0
Bk+1(t)dt+ 2

∞∑
n=1

C(n)(Bk+1(t)) cos(2πnx)

+2

∞∑
n=1

S(n)(Bk+1(x)) sin(2πnx)

= 2

∞∑
n=1

C(n)(Bk+1(t)) cos(2πnx)

+2
∞∑
n=1

S(n)(Bk+1(x)) sin(2πnx)

puesto que
∫ 1
0 Bk+1(t)dt = 0.

En particular, si tomamos k = 2q − 1, se obtiene

B2q(x) = 2
∞∑
n=1

C(n)(B2q) cos(2πnx),

de igual forma si k = 2q, se sigue que

B2q+1(x) = 2

∞∑
n=1

S(n)(B2q+1) sin(2πnx),

que al comparar con (11) y (12) nos da{
C(n)(B2q) =

(−1)q+1(2q)!
(2πn)2q

S(n)(B2q+1) =
(−1)q+1(2q+1)!

(2πn)2q+1 ,

y por lo tanto

∫ 1

0
e2πıstBj+1(t)dt =

{
(−1)q+1(2q)!

(2πs)2q
si j = 2q − 1

(−1)q+1(2q+1)!
(2πs)2q+1 si j = 2q.

(13)
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Es posible obtener los coeficientes αj y βj en (8) y (9) respectivamente a
partir de la expresión anterior. En efecto, si j = 2q se tiene

α2q =
(−1)2q(e2πım − 1)

2πım(2q + 1)!

∫ 1

0
e2πınxB2q+1(x)dx

=
(−1)2q(e2πım − 1)

2πım(2q + 1)!
S(n)(B2q+1(x))

=
(−1)3q+1(e2πım − 1)

ımn2q+1(2π)2q+2
,

mientras que si j = 2q + 1,

α2q+1 =
(−1)2q+1(e2πım − 1)

2πım(2q + 2)!

∫ 1

0
e2πınxB2q+2(x)dx

=
(−1)2q+1(e2πım − 1)

2πım(2q + 2)!
C(n)(B2(q+1)(x))

=
(−1)3q+3(e2πım − 1)

ımn2q+2(2π)2q+3
,

es decir,

αj =

{
(−1)3q+1(e2πım−1)
ımn2q+1(2π)2q+2 si j = 2q

(−1)3q+3(e2πım−1)
ımn2q+2(2π)2q+3 si j = 2q + 1.

Un cálculo similar, establece que

βj =

{
(−1)3r+1(e2πın−1)
ınm2r+1(2π)2r+2 si j = 2r
(−1)3r+3(e2πın−1)
ınm2r+2(2π)2r+3 si j = 2r + 1.

Por otra parte,

γij =
(−1)i+j

(i+ 1)!(j + 1)!
⟨g(x, y), Bi+1(x)Bj+1(y)⟩

=
(−1)i+j

(i+ 1)!(j + 1)!

∫ 1

0

∫ 1

0
g(x, y)Bi+1(x)Bj+1(y)dx dy

=
(−1)i+j

(i+ 1)!(j + 1)!

(∫ 1

0
e2πınxBi+1(x)dx

)(∫ 1

0
e2πımyBj+1(y)dy

)
,

las integrales que figuran en el lado derecho se obtienen, al igual que antes de-
pendiendo de que los subíndices i+1, j+1 son pares o impares, así por ejemplo
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si i+ 1 = 2r y j + 1 = 2s+ 1 para algunos r, s ∈ Z+ tenemos,

γ2r−1,2s =
(−1)2r+2s−1

(2r)!(2s+ 1)!

(∫ 1

0
e2πınxB2r(x)dx

)(∫ 1

0
e2πımyB2s+1(y)dy

)
=

(−1)2r+2s+1

(2r)!(2s+ 1)!

(
(−1)r+1(2r)!

(2πn)2r

)(
(−1)s+1(2s+ 1)!

(2πm)2s+1

)
=

(−1)3r+3s+1

n2rm2s+1(2π)2r+2s+1
.

De manera similar se obtienen

γ2r,2s−1 =
(−1)3r+3s+1

n2r+1m2s(2π)2r+2s+1
,

γ2r−1,2s−1 =
(−1)3r+3s−1

n2rm2s(2π)2r+2s

y

γ2r,2s =
(−1)3r+3s+2

n2r+1m2s+1(2π)2r+2s+2
.

Además, de esta manera se puede obtener la siguiente representación para
los coeficientes Cnm(ϕ),

Cnm(ϕ) = c

∫ 1

0

∫ 1

0
ϕ(x, y)dy dx

+
∑

0≤2r≤q−1

(−1)2r(−1)3r+1(e2πım−1)
ımn2r+1(2π)2r+2

∫ 1

0

[
ϕ(2r)
x (1, y)− ϕ(2r)

x (0, y)
]
dy

+
∑

0≤2r+1≤q−1

(−1)2r+1(−1)3r+3(e2πım−1)
ımn2r+2(2π)2r+3

∫ 1

0

[
ϕ(2r+1)
x (1, y)− ϕ(2r+1)

x (0, y)
]
dy

+
∑

0≤2l≤q−1

(−1)2l(−1)3l+1(e2πın−1)
ınm2l+1(2π)2l+2

∫ 1

0

[
ϕ(2l)
y (x, 1)− ϕ(2l)

y (x, 0)
]
dx

+
∑

0≤2l+1≤q−1

(−1)2l+1(−1)3l+3(e2πın−1)
ınm2l+2(2π)2l+3

∫ 1

0

[
ϕ(2l+1)
y (x, 1)− ϕ(2l+1)

y (x, 0)
]
dx

+
∑

γi,j +Rq(ϕ),

donde c = limx→∞ (limy→∞G(x, y) (C)), es decir, el límite distribucional en
el sentido Cesàro.
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Finalmente la suma que involucra los γi,j se puede escribir como,

∑
0≤2r−1≤q−2

∑
0≤2s≤q−2r−1

(−1)2r+2s−1 (−1)3r+3s+1

n2rm2s+1(2π)2r+2s+1
×

×
[
ϕ2(r+s)−1
xy (1, 1)− ϕ2(r+s)−1

xy (1, 0)− ϕ2(r+s)−1
xy (0, 1) + ϕ2(r+s)−1

xy (0, 0)
]

+
∑

0≤2r≤q−2

∑
0≤2s−1≤q−2r−2

(−1)2r+2s−1 (−1)3r+3s+1

n2r+1m2s(2π)2r+2s+1
×

×
[
ϕ2(r+s)−1
xy (1, 1)− ϕ2(r+s)−1

xy (1, 0)− ϕ2(r+s)−1
xy (0, 1) + ϕ2(r+s)−1

xy (0, 0)
]

∑
0≤2r−1≤q−2

∑
0≤2s−1≤q−2r−1

(−1)2r+2s−2 (−1)3r+3s−1

n2rm2s(2π)2r+2s
×

×
[
ϕ2(r+s)−2
xy (1, 1)− ϕ2(r+s)−2

xy (1, 0)− ϕ2(r+s)−2
xy (0, 1) + ϕ2(r+s)−1

xy (0, 0)
]

∑
0≤2r≤q−2

∑
0≤2s≤q−2r−2

(−1)2r+2s (−1)3r+3s+2

n2r+1m2s+1(2π)2r+2s+2
×

×
[
ϕ2(r+s)
xy (1, 1)− ϕ2(r+s)

xy (1, 0)− ϕ2(r+s)
xy (0, 1) + ϕ2(r+s)

xy (0, 0)
]
,

con resto dado por

Rq(ϕ) = (−1)q
∫ 1

0

∫ 1

0

{
(Gq,0(x, y)−Gq,0(0, y) +Aq(x))

∂qϕ

∂xq

−
q−2∑
i=0

Gi+1,q−i−1(0, y)
∂qϕ

∂xi+1∂yq−i−1
+ Cq(y)

∂qϕ

∂yq

}
dy dx.

4 Conclusiones

Queda claro en el artículo como a partir de una adecuada elección de la distribu-
ción g de dos variables con soporte contenido en [0, 1]2, se obtienen aproxima-
ciones para los coeficientes de Fourier en dos variables, como variante de las
fórmulas distribucionales del tipo de Euler-Maclaurin expuestas en [5].

El uso de los polinomios de Bernoulli permite hallar los coeficientes (5), (6)
y (7) que figuran en la representación obtenida para los coeficientes Cnm(ϕ), los
cuales a su vez puede ser implementadas para obtener información numérica de
los coeficientes de Fourier.
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Finalmente el procedimiento expuesto se puede aplicar en futuras investiga-
ciones, para obtener diversas fórmulas para métodos de cuadratura basados en
cuasi-interpolación o aproximaciones por splines.
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