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50 C.M. ULATE

Resumen

En el presente articulo, a partir de la férmula distribucional de sumacién
del tipo de Euler—Maclaurin y una adecuada eleccién de la distribucién, se
obtienen representaciones para los coeficientes de Fourier en dos variables.
Estas representaciones pueden ser usadas para la evaluaciéon numérica de
los coeficientes.
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Abstract

The present article, by considering the distributional summations of
Euler-Maclaurin and a suitable choice of the distribution, results in repre-
sentations for the Fourier coefficients in two variables are obtained. These
representations may be used for the numerical evaluation of coefficients.
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1 Introduccion

En [5] usando la teoria de distribuciones, se obtiene una versién distribucional
sobre la féormula de sumacién distribucional en dos variables. En efecto, si
g(z,y) es una distribucién de dos variables cuyo soporte esta contenido en el
cuadrado unidad [0, 1] con g integrable en un vecindario de la frontera del
cuadrado unidad y si se define

k=—00 j=—00

de modo que GG es periddica en ambas variables, al introducir las medias par-
ciales para distribuciones en dos variables [5] obtenemos que la siguiente for-
mula distribucional de orden ¢ es valida [5],
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G(z,y)xx(z,y) = cxx(,y)
—1

n Z a;(69D(z — M) — 9 (z — N)x(pg(y)

+ZBJ 89D (y = Q) — 69 (y — P))xpw.an ()

f] gq 2—1i 4 4
+3 D> 70z = M) = 69 (@ - N) YV (y - Q)
=0 j5=0
—6U)(y — P)) + Ry(,y), (1)
donde
Rq(az,y) = 8x‘1 [( qO(:I"ay) _Gq,O(an)+Aq(z))XX($>y)]

—2
Z @xmayq 1 [Gi1,4-i-10,)xx (2, y)]
=0

q

+ 9%
oy4

X = [N, M] x [P,Q] y {An(2) 1720, {Cn(y)}nZo ¥ {Grj(7,9) 170 €5 1a
familia de primitivas periddicas de orden n de Ag(z), Co(y) y Goo(z,y) =
G(z,y) — Ao(z) — Co(y) — ¢, respectivamente, ¢ es la mediade Gy

Cq(y)xx (z,y)], (2)

a;j =A;11(0), Bj=Cj+1(0), 7vij = Git1,;+1(0,0), 3)

son constantes.
Precisamente la aplicacién directa de (1) y (3) permite obtener férmulas
aproximadas para los coeficientes de Fourier de una funcién ¢ € C4([0, 1]2).

2 Preliminares

Denotando por C%([0, 1]2) el espacio de funciones diferenciables de orden ¢ so-
bre el cuadrado unidad, ademds D(RP) es el espacio de funciones de prueba
sobre R?, es decir, ¢ € D(RRP) si ¢ es infinitamente diferenciable y supp(¢) es
compacto. Su dual, D’ (IRP) es el espacio de distribuciones sobre R? [2, 4].
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52 C.M. ULATE

Cuando G(z,y) es una distribucién periddica de dos variables, con periodos
p > 0, ¢ > 0, es posible definir las medias parciales [5]

A(z) = lim G(z,y) (C),
Y—+00
es decir, el limite distribucional en el sentido Cesaro
(A(z), 6(@)) = lim (G(z,9), 6(x)) (),

¢ € D(R). De manera similar se define C(y) = lim,_,o, G(x,y) (C), precisa-
mente A(x) y C(y) son periddicas, y las medias respectivas coinciden, con un
valor comtin, que es la media de G.

Similarmente que en el caso de una variable la media se anula si y s6lo si
existe una dnica familia de distribuciones {Gy,; (z,y) }17; tal que [5]:

GO,O('T) y) = G(SC, y)v

Grjx+p,y+q) = Grjz,y),
0Gy;
NS ¥ S G s kE>1
O k—1,55 )
0Gy, _
Tyj = Ggj-1, j =1

3 Coeficientes de Fourier en dos variables

Considere la funcién g(x,y) = eQm(ermy)X 0,1](%)X[0,1(¥), 2 € C. Si tomamos
X =1[0,1]2, tenemos que para toda ¢ € Cq([O 1]2) vale la expresion

e dtan)) = [ [ g @)t e dy

1,1
_ //ezm(naﬂrmy)qg(x,y)dxdy,
o Jo

la cual puede ser escrita como

(9(z,y), d(z,y)) = / / 2T 2T b (3 ) da dy
= (), m,m=0,1,2,..., 4

donde la notacién Cy, ,,,(¢), es utilizada para representar los respectivos coefi-
cientes de Fourier en dos variables, en particular para n = m = 0, se tiene

1 1
00,0(¢)=/0 /0 ¢(x,y)dx dy,

es decir, el término constante en el desarrollo de Fourier de la funcién prueba ¢.
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Para ¢ € C4(]0, 1]) y teniendo en cuenta (1.1), se tiene la siguiente expre-
sién para los coeficientes Cy, 1, (),

+% 1( 1>Jaj/0 (g;f<1,y>—§f<o 0)dy

7=0
= D¢ .
7=0
q—2 q—2—1 S
az+y¢ 81+J¢
1+
+ 4 ( 1) ﬁyl,j <8$13y1( ) 8.’1}7“8:1]]( 9 )
=0 35=0
i+j¢ 8i+j¢
- 8%183/3( ) )+ 8$18y7( 70))
+Ry,

donde el resto R, = R,(¢) se obtiene al aplicar (2) a la funcién ¢.

Para hallar los coeficientes o5, 8 y 7;,; que figuran en la representacion an-
terior, se introducen los polinomios de Bernoulli [1] y usando la representacion
alternativa [5] se obtienen

(=1
aj = m(g(%y%Bﬂl(ﬂi)Bo(y)), )
B = a9 Bo@) By ), ©
y
(_1)i+j

Vi = (9(z,y), Biv1(z)Bj+1(y))- (7)

(FJ+ D+ 1)
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54 C.M. ULATE

Como By(t) = 1, se sigue que

o = ; .<g(x,y),Bj+1(:):)>

-1 J mi(nz+m
- = <e2 (o y)X[01]X[01(y>ij+1($)>

27rz nm+my j+1($)dy dax

1
_ 27rz (nx) 2m(my)
J + 1 < Bile )dx) </0 ‘ dy>
2mm 1
_ — 27rz(nx) .
J +1)! < > < 0 Bﬁl(m)dw) ’

de modo que

o (_1)j 2 — 1 ! 2mi(nz) o |
= (g ) ([ 0 Ba@e) .

Un célculo similar establece que

-1 J 2mn 1 1
b= (E +)1)! <e 2min > (/0 e%Z(my)Bj+1(y)dy> . ()

De (8) y (9) es suficiente con estimar la integral,

1
/ ™ By (t)dt. (10)
0

que corresponde a los coeficientes en la expansion de Fourier de los polinomios
de Bernoulli [3]:

- > 2
Bute) = 21" 0 3 G an
y [o¢]
in(2
Bagei(z) = 2(—1)T1(2¢ + 1)! Z_; m (12)

Se sigue que (10) se puede escribir como

1 1 1
/ B (Hdt = / cos(2mst) Bj41(t)dt + z/ sin(2mst) Bj41(t)dt
0 0 0

= CO(Bj1(t) +1SO(Bjya(t), s=1,2,3,...
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donde C®) y S(®) representan los respectivos coeficientes de Fourier del poli-
nomio de Bernoulli Bj41(t).
Por otra parte sabemos que,

Bra(t) = / Byyi(t)dt +2 Z C™ (Bjp1(t)) cos(2mna)

n=1

+2 Z S ( By () sin(2mna)
= 2 Z C"™)(Byy1(t)) cos(2mna)

+2 Z ST By (z)) sin(2mna)

puesto que fol By1(t)dt = 0.
En particular, si tomamos k = 2g — 1, se obtiene

Byy(x) =2 Z cm( (Bag) cos(2mnx),
n=1

de igual forma si k = 2¢, se sigue que
Bogti1(z) =2 Z s B2q+1 ) sin(27nx),

que al comparar con (11) y (12) nos da

(2mn)24

S (Byyy1) = P (2at1)!

C(”)(ng) _ (=1)7H(29)!
{ (@rn)2aFl >
y por lo tanto
(=1 (29)!

1 (=D (2g)! =291
2mist 1 . _ (2ms)2e StJ q
TR (dt = (13)
/0 j+ { % si = 2q.
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Es posible obtener los coeficientes o; y 3; en (8) y (9) respectivamente a
partir de la expresion anterior. En efecto, si j = 2¢ se tiene

(_1)2q(€27mm _ 1) 1 oo
2mm(2g + 1)1 Jo € Bag1(z)dx

(_1)2q(€2mm _ 1) )
2mum(2q + 1)! S (Bag+1(x))

(_1)3Q+1(627r7,m _ 1)
amn2atl(2m)2a+2

Q2q

mientras que si j = 2q + 1,

(_1)2q+1(€2ﬂ'zm _

1) ! 2mne
= T B d
Y2+l 2mm(2q + 2)! /0 € 2+2(7)dz
(71)2q+1(627mm o 1)

2mm(2q + 2)!
(_1)3q+3(62mm o 1)
imn2a+2(2r)2a+3 7

c (Ba(g+1)())

es decir,

-1 3q+3 271'7,777,_1 . .
(lmZqu+2((e2ﬂ)2q+3) st 7= 2(] + 1.

(_1)3q+1(e27'r7,'m_1) . -
imn2aF1 (2 )2a 2 st j=2q
Qj =

Un célculo similar, establece que

3r+3(g2min_q . 3
ijl2r+2((2ﬂ_)zr+3) Ss1 ) = 2r + 1.

137‘+1 2min 1 . 3
B = { (zn72z27+1((27r)2’+2) st j=2r
J

Por otra parte,

P i( (#,9), Bi+1(x) Bj1(y))
i ( )' j+1) i+ J+

( gy
i+7
N (i + 1'2j+1 // 9(z,y)Biy1(7)Bj11(y)dz dy
)
(

- %( / e2mnT B, ()dm) < /0 2’”W’Bj+1(y)clz/>,

las integrales que figuran en el lado derecho se obtienen, al igual que antes de-
pendiendo de que los subindices 741, j + 1 son pares o impares, asi por ejemplo
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sii+1=2ryj+1=2s+1paraalgunos r,s € Z" tenemos,

1 2r+2s—1 1 5 B ( )d 1 )
- s TINTDO2r (X i 7Tlmy
(2r)1@s + 1)1 </ ¢ >(/0 ¢ B%*l(”dy)

(-1)
2r)!(
( 1)2r+2s+1 1>r+1(2r>! (_1)s+1(28+1)!
s (e ) ()
(_1)37‘+3s+1

Y2r—1,2s

n2rm?2s+1 (27T)2r+2s+1 :

De manera similar se obtienen

(_1)3r+3s+1

T2r2s—1 = n2Him2s (27)2r 2541
(_ 1)3r+3571
T2r—1,25—1 n2rm2s(2m)2r+2s

(_ 1)3r+35+2

V2r,2s = n2r i 25t () 22542

Ademds, de esta manera se puede obtener la siguiente representacion para
los coeficientes Ch,, (),

Crm(@) = / 1 / (. y)dy da

1
2r 3r+1 27rzm 1
+ Z zm(n21+1(27r()2r+2 ! /0 [¢§2’”)(Ly)—¢§2’”)(0,y)} dy

0<2r<g—1
1
_1\2r+1/_1\3r+3 6271'7,777,71 - -
+ Z (= zmn(27'i)2(2ﬂ)gr+3 ) [gb;(z? +1)(17y) - gb;(z? +1)(07y):| dy
0<2r+1<g—1 0
1
2l 3l+1 627r1n 1
+ Z = 1mm21+1 27r()2l+2 )/ |:¢§/21)(£C, 1) — ¢§/21)(£C,0):| dx
0<21<q—1 0
1
_1\2l4+1/_1\3l+3 e27r7,'n,71
+ Z - mm(2l+1%(27r)gl+3 ) / |:¢g(/2l+1) ('T7 1) - ¢§;2l+1) (‘T’O)} dx
0<2l+1<q—1 0
+D i+ Re(9),

donde ¢ = lim, ;o (limy—o G(x,y) (C)), es decir, el limite distribucional en
el sentido Cesaro.
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Finalmente la suma que involucra los y; ; se puede escribir como,

(_1)3r+3s+1

2r+2s—1
Z Z (=07 n2rm2s+1(2m)2r+2s+1 x

0<2r—1<q—2 0<2s<g—2r—1

x (@271, 1) = G2I(L,0) = 62010, 1) 4 620)71(0,0)]

(71)37‘4’384—1

2r4+2s—1
— X
+ Z Z ( 1) n2r+1m23(2ﬂ-)27‘+25+1
0<2r<g—2 0<2s—1<q—2r—2

[¢2 r+s)— ( ) ¢2 T+s)— ( ) ¢2(r+8) 1(0 1) + ¢2 rte)- (Oa 0):|

(_1)3r+3371

2r+2s5—2
5 I D

0<2r—1<g—2 0<2s—1<q—2r—1

« [ igurs) (1 1) 2(r+s) ( ) ¢2(r+s) 2(0 1)_|_¢x r+5)— (0,0)}
(_1)3r+3s+2

2r+2s
> >, 1 R It (o )2ri2ste

0<2r<qg—2 0L2s<q—2r—2

% [(b (r—l—s)(l 1) (b (7"""5)(1 0) ¢ (H_S)(O 1) + ¢ (r+s) (070)] s

con resto dado por

R = 0 [ [ {(Gaate) - Gual0) + A4(a) 50

019 04¢
- Z Git1,4-i-1(0, y)qu—i—l + Cq(y)a—yq dy dz.
i=0

4 Conclusiones

Queda claro en el articulo como a partir de una adecuada eleccién de la distribu-
cién g de dos variables con soporte contenido en [0, 1]2, se obtienen aproxima-
ciones para los coeficientes de Fourier en dos variables, como variante de las
férmulas distribucionales del tipo de Euler-Maclaurin expuestas en [5].

El uso de los polinomios de Bernoulli permite hallar los coeficientes (5), (6)
y (7) que figuran en la representacion obtenida para los coeficientes Cyy, (), los
cuales a su vez puede ser implementadas para obtener informacién numérica de
los coeficientes de Fourier.
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Finalmente el procedimiento expuesto se puede aplicar en futuras investiga-
ciones, para obtener diversas formulas para métodos de cuadratura basados en
cuasi-interpolacién o aproximaciones por splines.

Referencias

[1] Estrada, R.; Kanwal R.P. (1994) Asymptotic Analysis: A Distributional Ap-
proach. Birkhauser, Boston.

[2] Kanwal, R.P. (1997) Generalized Functions: Theory and Technique, 2% edi-
cion. Birkhauser, Boston.

[3] Lyness, J. N. (1970) “The calculation of Fourier coefficients by the Mobius
inversion of the Poisson summation formula, Part I. Functions whose early
derivatives are continuous”, Math. of Comp. 24: 101-135.

[4] Schwartz, L. (1966) Théorie des Distributions. Hermann, Paris.

[5] Ulate, C.M.; Estrada, R. (1998) “Una férmula distribucional de sumacién
del tipo de Euler-Maclaurin en dos variables”, Divulgaciones Matemdticas
6: 93-112.

Rev.Mate.Teor.Aplic. 1SSN 1409-2433 (Print) 2215-3373 (Online) Vol. 21(2): 49-59, January 2015






