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Introduccion

En los dltimos afios, un nuevo enfoque matematico ha emergido como una disci-
plina importante: la geometria no conmutativa. Una de sus motivaciones primarias
ha sido la fisica cudntica, que sugiere que para describir la “geometria del mundo”,
las tres (o cuatro) coordenadas cartesianas no son suficientes. Por otro lado, la
geometria algebraica moderna pone gran énfasis en el tratamiento categérico de las
variedades, mas alld de los conjuntos de soluciones de ecuaciones polinomiales;
este tratamiento ha dado lugar a diversos tipos de “espacios generalizados”.

Desde 1980, cuando surgi6 el primer ejemplo de un espacio generalizado con
una geometria diferencial bien definida, estas tendencias han sido concretadas en
una teoria impulsada por Alain Connes y sus seguidores. Este seminario pretende
ser una invitacion a los fundamentos de esta nueva geometria. El prerrequisito
esencial es un buen curso de algebra lineal.

Programaticamente, esta disciplina es una fusién de temas del dlgebra y del
andlisis con los tdpicos propios de la geometria. En este sentido, ejemplifica la
unificacion de las matemdticas que caracteriza el siglo XXI. Como tal, es un tema
“transversal” al pensum ordinario de matematicas en pregrado, ya que no se subdi-
vide facilmente en cubiculos.

Conceptualmente, se trata de una extension de la geometria diferencial ordi-
naria. Una variedad diferencial puede ser descrita, en buena medida, por su dlgebra
de coordenadas, es decir, la coleccidn de funciones suaves definidas sobre ella (con
valores reales o complejos, dependiendo del caso). En particular, un punto queda
determinada por la “evaluacién” en dicho punto, la cual asigna a cada funcion coor-
denada un valor numérico especifico. La generalizacion esencial consiste en reem-
plazar el juego de coordenadas por un dlgebra no conmutativa —de ahi el nombre
de nuestra tematica— para luego extraer de ella la informacién geométrica deseada.
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Abhora bien: las dlgebras no conmutativas admiten pocos funcionales andlogos
a las evaluaciones puntuales; por lo tanto, hay un riesgo de perder la posibilidad de
identificar puntos en el “espacio generalizado” subyacente. Esto es precisamente
una de las dificultades que presenta la fisica cuantica cuando impide la determi-
nacion simultdnea de la posicién y momento de una particula elemental: hay que
aprender a tolerar “espacios sin puntos”. Un hilo conductor de la geometria no
conmutativa es la posibilidad que ofrece de contemplar el mundo subatémico.

En este seminario, partiremos de unas variedades diferenciales muy sencillas
de baja dimensién y alta simetrfa: la recta R y el circulo S!, en dimensién uno; el
plano R?, el toro T? y la esfera S?, en dimensién dos; y sus andlogos R3, T3 y S3
en dimension tres. Ademads, conviene consider el ejemplo humilde de un espacio
finito F', el cual es un ejemplo trivial de variedad diferencial de dimension cero.

Nuestra tarea consiste primeramente en aprender como comprender cada uno de
estos espacios desde sus algebras de coordenadas. En seguida, hay que darse cuenta
de las diversas maneras de generalizar estas dlgebras coordenadas para introducir
las llamadas “espacios cudnticos” que son sus primos hermanos. Un proceso apo-
dado “torcedura” da lugar al foro no conmutativo ’JI% y al plano de Moyal ]R%. Una
receta diferente, llamada “g-deformacion”, produce las esferas cudnticas Sé y Sg.
En cada caso, los nuevos objetos no son Unicos, sino que dependen de uno o mas
pardmetros reales 0 6 ¢g. (En dimensién uno no se obtiene ejemplos nuevos.)

Los espacios no conmutativos pueden estudiarse en diversos niveles. En el
nivel topoldgico, donde lo imporante es determinar si el espacio es compacto o
conexo, basta usar (el andlogo de) un dlgebra de funciones continuas como sus
coordenadas. En el nivel diferencial, hay que usar dlgebras de funciones suaves.
En el nivel métrico, hay que emplear una herramienta que, ordinariamente, permite
medir la distancia entre dos puntos. Esta herramienta, que se toma prestado de la
mecanica cuantica, es el llamado operador de Dirac.

Es imperativo saber como calcular el tamafio global (longitud, drea o volumen,
segtin la dimensién) de una espacio métrico de tamaio finito —en el caso ordinario,
de una variedad compacta. Una de los resultados mds profundos de la geometria
no conmutativa es que esta informacion reside en los autovalores del operador de
Dirac. Se ejemplificara este calculo en cada uno de los casos concretos menciona-
dos anteriormente.

A continuacion, se ofrece un indice de los topicos que se pretende estudiar en
el seminario. Este podrd sufrir pequeiias modificaciones de acuerdo con el interés
de los participantes.




MA-707: Geometria No Conmutativa 3

Temario

*

*

Espacios finitos discretos y no discretos: un preaviso de espacios cudnticos.

Algebras conmutativas de coordenadas. La correspondencia de Guelfand, el
teorema de Guelfand y Naimark. Introduccidn a las C*-dlgebras.

El concepto de fibrado vectorial y su médulo de secciones. Mddulos proyec-
tivos. La correspondencia de Serre y Swan.

El circulo S'. La coordenada z = ¢’® y los polinomios de Fourier. Sus fibra-
dos de linea y la franja de Mobius. El operador —id /d6 y sus autovalores, la
férmula de la longitud de arco.

La geometria de la esfera S?: coordenadas angulares y complejas. Fibrados
de linea sobre S?, el fibrado de espin. Métricas, conexiones de Levi-Civita y
acciones de Clifford; formulas para el caso de S?. Arménicos esféricos y la
diagonalizacion del operador de Dirac.

La geometria de la esfera S*: dngulos de Euler. El grupo de Lie SU(2) y el
isomorfismo entre SU(2) y S3. El fibrado de espin de S? y su operador de
Dirac. Calculo del espectro de este operador, con sus multiplicidades.

El toro no conmutativo ’]I%. La relacion de conmutacién de Weyl. Funciones
suaves sobre T? y sus series de Fourier. La traza normalizada y un espacio
de Hilbert para el toro ']I%. El espacio de espinores y un operador de Dirac
para ']I‘ze.

La medicion de distancias: de las geodésicas al método espectral. El con-
cepto de triple espectral.

El concepto de g-deformacion de un dlgebra de coordenadas. Las coorde-
nadas del grupo cudntico SU,(2) y su dlgebra de simetria. El estado de Haar
y las representaciones de SU,(2). Su operador de Dirac isospectral.

Area y volumen en geometria no conmutativa. Trazas de operadores e inte-
grales de funciones, la férmula de Connes. Célculo de Area(S?) y Vol(S?)
por el método espectral.
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1 Espacios y algebras de coordenadas

Isaac Newton public su gran libro sobre las leyes de movimiento y la gravitacion'

en 1687. Su tercera parte fue titulado De mundi systemate y explica como la ley
de gravitacion concuerda con los movimientos de los planetas, satélites, cometas y
demds componentes del “sistema del mundo” (modernamente apodado el “sistema
solar”); de ahi se infiere su aplicabilidad a todo cuerpo celestial, incluyendo las
estrellas. Newton quiso entender el sistema del mundo, es decir, la composicién
del universo, mediante leyes universales de la fisica. Hoy en dia enfrentamos un
proyecto mas modesto: ;coémo entender la geometria del mundo?

Durante los siglos XIX y XX, la ciencia empez6 a comprender el universo en
escalas microscopicas, en contraste con la escala cosmologica que atrajo la atencion
de Newton. Con la teoria atomica de Dalton (anticipada, aunque sin respaldo
empirico, por los griegos antiguos) se llegé a comprender que la materia no es
indefinidamente divisible, sino que se compone de dtomos; los cuales, a su vez,
contienen protones, neutrones, electrones y diversas otras particulas; los protones
y neutrones son compuestos de tres “quarks” cada uno. Aquéllas particulas que
aparentemente no tienen estructura interna, como los quarks, electrones y neutri-
nos, son los “constituyentes fundamentales de la materia”, en la terminologia de
los fisicos.

Abhora bien, estos constituyentes fundamentales no se comportan como los “par-
ticulas puntuales” de la mecdnica clédsica, ni obedecen estrictamente las leyes de
movimiento de Newton. Cldsicamente, un cuerpo pequeiio (Newton hablaba de
corpusculi) se caracteriza por ciertas variables ¢y, ...,q, de configuracion (posi-
ciones y angulos) que tienen parejas py,..., p, (momentos y momentos angulares).
Una coordenada, es decir, una funcion especifica f(q1,...,qr,P1,---,Pr), Propor-
ciona informacién no ambigua sobre el estado fisico de la particula de marras. Sin
embargo, en escalas subatomicas no es posible determinar todas estas variables con
total precision, debido al principio de incertidumbre descubierto por Heisenberg:
(Aq;)(Ap;) > 4nh, donde h = 1.0545716 x 10~3* Joule-segundos es una pequefia
constante fisica, llamada la constante de Planck.?

Por lo tanto, en la geometria en escalas subatémicas el concepto de “punto”

saac Newton, Philosophice Naturalis Principia Mathematica, Londres, 1687.

2Aqui Ag; denota la desviacién estandar en la medicién de la variable g;; la desigualdad expresa
el hecho experimental de que una medida precisa de g; es incompatible con una medida precisa
de p;. La constante introducida originalmente por Planck fue # = 27#, pero la version 7 es mas
usado actualmente.




MA-707: Geometria No Conmutativa 6

pierde relevancia. De hecho, se estima que seria imposible efectuar medidas de
longitud mds pequefias que la longitud de Planck fp = 1.6163 x 1073 metros.
Evidentemente, esta longitud es tan pequena que puede despreciarse a escalas
macroscopicas; pero es relevante no sélo para la fisica de particulas elementa-
les sino también para la cosmologia (podria ser el radio del universo un instante
después del “Big Bang”).

Estas consideraciones histéricas motivan el problema matemético de concebir
una geometria sin puntos que eventualmente, con suficiente desarrollo, podra mo-
delar la “geometria del mundo”. Este proyecto matematico se llama la geometria
no conmutativa.

1.1 Las coordenadas de espacios finitos

No hay problema fundamental alguno de
la mecdnica cudntica que no puede en-
tenderse en términos de matrices 2 X 2.
(Pero eso nos dice algo importante acer-
ca de las matrices 2 X 2.)

— Eugene P. Wigner

La idea clave de la geometria no conmutativa es la de reemplazar los espacios
(con o sin puntos) por sus dlgebras de coordenadas. Esta idea también estd pre-
sente en la llamada geometria algebraica, donde una variedad algebraica es sustitu-
ida por su anillo de funciones regulares.> Pero hay algunas diferencias de énfasis
entre los dos enfoques. En primer lugar, debido a sus origenes en ideas fisicas, el
cuerpo de base suele ser R (los nimeros reales) o bien C (los niimeros complejos).
En geometria algebraica, debido a su patrocinio por la teoria de los nimeros, el
cuerpo de base es arbitrario, muchas veces de caracteristica no cero, y el ejemplo
de mayor interés es (Q (los nimeros racionales). En afos recientes, ha habido un
rapprochement entre las dos teorias, pero por ahora solamente en la frontera de

investigacién.*

3Una variedad algebraica V en un espacio vectorial K" (sobre un cuerpo K) es un conjunto en
donde se anulan ciertos polinomios de n variables; el cociente del anillo de polinomios por el ideal
de aquellos polinomios que se anulan sobre V se llama el anillo de funciones regulares en V.

4El libro reciente de Alain Connes y Matilde Marcolli, Noncommutative Geometry, Quantum
Fields and Motives (American Mathematical Society, Providence, RI, 2008) explora esta frontera
entra la geometria no conmutativa y la teoria de los nimeros.
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El calificativo no conmutativa indica que las coordenadas puedan formar un
algebra no conmutativa, en contraste con la situacién “clasica” en donde un con-
junto de puntos posee un algebra de coordenadas conmutativa.

Antes de seguir, conviene aclarar ciertos términos.

Definicion 1.1. Un cuerpo K es un grupo abeliano bajo una operacién suma, junto
con un producto asociativo, conmutativo y distributivo sobre la suma, con elemento
unidad 1, tal que cada elemento no cero a € K posee un inverso multiplicativo a~!,
esdecir,aa ! =a la=1enK.

Un anillo R es un grupo abeliano bajo una operacién suma, dotado con un
producto asociativo y distributivo sobre la suma, con elemento unidad 1, que puede
ser conmutativo o no. Algunos de sus elementos no ceros, quizas no todos, poseen
inversos; ellos forman un grupo multiplicativo R*.

Un espacio vectorial V sobre el cuerpo K es un grupo abeliano bajo una ope-
racién suma, que posee una operacion de multiplicacion escalar (A,v) — Av €V,
para A € K, v € V, que es distributiva sobre la suma y cumple lv=v parav € V.

Un algebra A sobre un cuerpo K es un anillo que es a su vez un espacio vectorial

sobre K, tal que A(ab) = (Aa)b =a(Ab) paraA € Ky a,b € A.

Los ejemplos familiares de cuerpos incluyen Q, R y C. El anillo de cuater-
niones H (que se estudiard en detalle més adelante) cumple todas las propiedades
de un cuerpo salvo la conmutatividad. Las matrices n X n con entradas en K forman
un dlgebra sobre K, denotada M,,(K); no es conmutativa si n > 1.

En lo sucesivo, todas las dlgebras discutidas serdn complejas (es decir, con C

como su cuerpo de base), salvo indicacién contraria.’

» SiX = {xi,...,x,} es un conjunto finito, llimese coordenada de X una asig-
nacion de un valor numérico a cada punto de X. De este modo, una coordenada es
una lista ordenada (f(x),..., f(x,)) de nimeros (complejos), es decir, un elemento
de C"; o equivalentemente, una funcién f: X — C. Tradicionalmente, la palabra
“coordenada” se aplica a una sola entrada f(x;) de esta lista, pero es preferible para
nuestros propositos considerar todos las entradas a la vez. Para precisar el punto

3/ Por qué conviene usar escalares complejos en vez de reales? Esto también es un legado del
principio de incertidumbre. Para dos cantidades observables A y B, hay un observable C que acota
inferiormente la observabilidad simultidnea en un estado cudntico ¢, es decir, (AyA)(AyB) > ¢(C)
para todo ¢, siy sélo si se usa el cuerpo C; la férmula apropiada es C = i[A, B]. Para una discusién
axiomadtica, véase el libro de Gérard G. Emch, Algebraic Methods in Statistical Mechanics and
Quantum Field Theory (Wiley, New York, 1972).
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x; € X, basta considerar la coordenada f; que es la funcién de X en C definida por

1 sik=j,
filx) = {0 Sik .

(El lado derecho de esta férmula es la llamada delta de Kronecker, 0jx.) Fijese que
las coordenadas forman un espacio vectorial sobre C, del cual {fi,...,f,} es una
base. Con el producto puntual dado por

(fg)(xx) = f(xx) g(xn),

las coordenadas forman un dlgebra conmutativa sobre C, de dimension finita n.
Esta algebra serd denotada por C(X).

La notacién C(X) suele usarse para denotar la totalidad de funciones conti-
nuas sobre X (de valores complejos, salvo indicacion contraria). Pero ;cudl es la
topologia de X en este caso? Por definicion, f: X — C es una funcion continua
si la preimagen de cada disco abierto {z € C: [z—zg| < €} es una parte “abierta”
de X. Para que toda funcién sea continua, es suficiente que toda parte V C X sea
abierta, es decir, que X tenga la topologia discreta.

Conviene recordar la definicion de una topologia, antes de continuar.

Definicion 1.2. Una topologia sobre un conjunto X (no necesariamente finita) es
una familia T de partes U C X tales que:

1) XeT,0eT;

(ii) T contiene uniones arbitrarias de sus miembros: si {Uy: a € A} C T, en-
tonces Jyeqa Ua € T

(iii) J contiene intersecciones finitas de sus miembros: si Vi,...,V, € 7T, entonces
r

El par (X, T), un conjunto X dotado de una topologia especifica, se llama un espa-
cio topoldgico.® Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos, o simplemente
abiertos, de X.

Dos ejemplos triviales de topologias son la topologia discreta, para la cual
T = P(X), la totalidad de partes de X; y la topologia indiscreta, para la cual T =
{X,0}.

®Es comtn omitir la mencién de 7 si el contexto la determina, para poder decir “X es un espacio
topolégico”.
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Una funcién f: X — Y se llama funcién continua si la preimagen f~' (V) =
{x€ X : f(x) € V} de cualquier abierto V de Y es una abierto de X. Si X tiene la
topologia discreta, cualquier funcién f: X — Y es continua. En cambio, si X tiene
la topologia indiscreta, las tnicas funciones continuas de X en Y son las funciones
constantes.

» Considérese un conjunto finito X = {xy,...,x,} con la topologia discreta. Este
espacio topoldgico posee dos propiedades importantes. Primero, X es compacto,
es decir, cualquier coleccién de abiertos { Uy : @ € A} cuya unién es X posee una
subcoleccion finita {Uy,,...,Uq, } que cubre X, es decir, Uy, U---UUy, = X. (La
compacidad es trivial cuando X es finito.)

Ademds, este espacio topolégico es de Hausdorff:” dos elementos distintos
x,y € X pueden ser “separados” por abiertos, es decir, hay dos abiertos U > x,
V >y ytales que UNV = 0. Esta propiedad es trivial cuando la topologia es
discreta, porque se puede tomar U = {x}, V = {y}.

La topologia usual de R estd formada por las uniones de intervalos abiertos
(s,¢):={reR:s<r<t}. Entonces R no es compacto, porque { (n—1,n+1) :
n € 7} es un cubrimiento por abiertos que no posee un subcubrimiento finito. Pero
R si es de Hausdorff, porque si s < 7, sea 8 := (s —1)/2; los intervalos abiertos
U:=(s—08,s+8)yV:=(t— 9,1+ ) separan los puntos s,z.

Ejercicio 1.3. Mostrar que el plano complejo C, con su topologia usual de uniones
de discos abiertos D(zg;r) := {z € C: |z—z0| < r}, no es compacto pero si es de
Hausdorff.

Cuando un espacio topdlogico X es compacto y de Hausdorff, el dlgebra C(X)
de las funciones continuas f: X — C proporciona informacién completa sobre X,
por un teorema famoso de Guelfand y Naimark, que luego veremos.

» Sobre el conjunto de dos puntos Z = {x,y} es posible establecer tres topologias
diferentes: la discreta T; = {Z, {x},{y},0}; la indiscreta T; = {Z,0}; y la llamada
topologia de Sierpinski, Ty = {Z, {x},0}. Fijese que en esta dltima, el singulete {x}
es abierto pero {y} no lo es; tampoco hay dos abiertos que separan los puntos x, y.

Los dos puntos x,y de Z (con la topologia discreta) se distinguen por sus coor-
denadas: basta hallar una funcion f: Z — C tal que f(x) # f(y). Por ejemplo, la
funcién fi: x— 1, y — 0 cumple el propésito.

"Felix Hausdorff (1868—1942) estableci6 la teorfa de espacios topolégicos en su libro Grundziige
der Mengenlehre (Veit, Leipzig, 1914).
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Ahora bien, supéngase que se quiere borrar la distincién entre x y y mediante
un artificio con las coordenadas: ;cémo se debe proceder?®

Una posibilidad es de fundir los dos puntos al considerar solamente las coor-
denadas f: Z — C para las cuales f(x) = f(y). Estas forman una subdlgebra, de
dimensién 1, del dlgebra bidimensional C(Z). En otras palabras, se reemplaza C?
por su “subdlgebra diagonal” C. Esto corresponde al proceso de pasar del espacio
topoldgico Z = {x,y} a un espacio cociente con un sélo punto (Figura 1.1).

Figura 1.1: Cociente de un espacio de dos puntos

Alternativamente, se puede mantener el conjunto Z = {x,y} mientras se reem-
plaza la topologia discreta por la topologia indiscreta: las Unicas funciones conti-
nuas f: Z — C que son continuas, en el segundo caso, son las funciones constantes,
es decir, aquellas f que cumplen f(x) = f(y). Con sélo estas coordenadas, no es
posible distinguir entre x y y.

Hay otra manera de concebir la indistinguibilidad de los dos elementos de Z,
la cual, en vez de reducirse a una subalgebra de C2, 1a sustituye con un algebra
mas grande. Consideremos x, y como dos “estados” de un sistema abstracto en
donde se permite cambiar (o no cambiar) de estado con el avance del tiempo. En-
tonces conviene asignar pardmetros numéricos fi := f(x), fyy := f(») a los dos
estados cuando no se cambian, pero ademads se asignan otros dos parametros a las
transiciones entre dos estados:

fxixr—ry, foiyr—x

Estos cuatro nimeros forman un elemento de un espacio vectorial de dimension 4
(sobre C). Para obtener un producto apropiado de dichas “coordenadas”, con-
sidérese una transicion en dos pasos al combinar dos procesos representados por
coordenadas g (la primera transicion) y f (la segunda transicién). Si h:= fg es la

8Una motivacién para hacerlo viene de la fisica cudntica: la estructura molecular de un dtomo
como el litio (niimero atémico 3) s6lo se comprende si sus tres electrones son indistinguibles. Véase,
por ejemplo, Jens Peder Dahl, Introduction to the Quantum World of Atoms and Molecules (World
Scientific, Singapur, 2001).
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coordenada del proceso completo, el numero #,, representa la combinacion de dos
transiciones x — y:

8yx
X ——

AN
8xx l hyx l f -yy
N\

X —)
Jyx
lo cual sugiere la regla de combinacion

hyx := fyx8xx t+ fry&yx-

De igual manera, se obtiene /iy 1= fuc&ux + fry&yx> My = frx&xy + fry&yy Y ademas
hyy := fyx&xy + fyy&yy- Estas férmulas pueden resumirse en la férmula general

hij = Yk fix8k;-

En otras palabras, el dlgebra de coordenadas apropiada es M, (C), las matrices 2 x 2
con entradas en C; una coordenada tipica es una matriz

f _ (fxx fxy)
f yx f yy
Las dos dlgebras C (unidimensional) y M,(C) expresan la fusién de los dos
puntos de Z, pero no son isomorfos: la segunda algebra M, (C) no es conmutativa.
Estas algebras si estdn relacionadas de otro modo: son equivalentes en el sentido de

Morita.® Un concepto importante en lo sucesivo es que es permisible mudar entre
dos dlgebras de coordenadas equivalentes, si fuere oportuno.

» Para obtener un ejemplo mas intrincado del paso al cociente, considérese las
rotaciones de un circulo S!. La rotacién por un dngulo « lleva z € S! en ze'®.
Las iméagenes del punto z € S! bajo repeticiones de esta rotacién (y de su rotacién
inversa) forman una érbita {ze™* : n € Z} bajo una accién del grupo aditivo Z.
Sio/2n=p/q€Q,donde p € Z, g € N con med(p,q) = 1, dicese que esta
es una rotacion racional: cada 6rbita es un conjunto finito de g elementos —véase
la Figura 1.2. Aqui hay una accién “efectiva” del grupo ciclico finito Z/q: las

9Dos dlgebras finitodimensionales A y B se dicen equivalentes en el sentido de Morita, si hay
un B-médulo a la derecha E cuya dlgebra de endomorfismos es isomorfo a A: Endg(E) ~ A. En
este caso, resulta que E es también un A-médulo a la izquierda, cuyos endomorfismos recuperan B:
AEnd(E) ~ B. Véase, por ejemplo: Nathan Jacobson, Basic Algebra II (W. H. Freeman, New York,
1980).
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Figura 1.2: Orbitas en el circulo bajo una rotacién racional: o = 27/6

Orbitas estdn en una correspondencia biunivoca con el arco circular semiabierto
C,:={e*™9 .0 < ¢ < 1/q}, porque hay un solo representante de cada 6rbita
en C,. El espacio de 6rbitas S'/(Z/q) posee una topologia cociente natural: un
juego de érbitas se declara abierta si la unién de las érbitas es abierta en S'. O
bien, es cuestion de identificar los dos extremos del arco C;: el espacio topoldgico
cociente es otro circulo.!?

Ahora bien: en el caso de una rotacion irracional, o./2n ¢ Q, cada érbita
{ze™* :n € Z} es infinita y es densa en el circulo S': cualquier arco abierto de
S! contiene un punto (de hecho, infinitos puntos) de cada 6rbita. En este caso, el
tinico abierto no vacio de S' que es una unién de 6rbitas es S! mismo. El juego de
6rbitas S! /7 estd bien definido como conjunto, pero su topologia es indiscreta.

En términos de coordenadas, el algebra apropiada para describir el espacios de
Orbitas bajo una rotacion de angulo « es

A={feC(S"): f(e%) = f(z), paraz e S'}.

En el caso racional, oo = 27mp/q, estas son funciones periddicas sobre el circulo,
con perfodo e2%/4. La correspondencia C(S') — A : g — f dada por

f(z) == g(%)

es un isomorfismo de dlgebras. En el caso irracional, las dnicas funciones continuas
que cumplen la condicién definitoria de A son las funciones constantes, asi que

10M4s generalmente, cuando un espacio topolégico X posee una relacién de equivalencia ~, hay
una aplicacién sobreyectiva 7: X — Y donde ¥ = X/~ es el conjunto de clases de equivalencia. Se
declara U C Y un “abierto de Y si y sélo si 77! (U) = {x € X : [x] €U } es un abierto de X; asi se
define la fopologia cociente sobre Y.
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A =~ C en ese caso. Esto plantea el siguiente problema: ;serd posible asociar al
juego de 6rbitas S /Z un 4lgebra de coordenadas (no conmutativa) que mejor revela
la estructura del espacio cociente? Como se verd adelante, una tal dlgebra debe
tener dimension infinita.

» ;Cuadles dlgebras finitodimensionales son posibles édlgebras de coordenadas?
Para conservar el papel de los niimeros reales en el contexto de dlgebras sobre C,
se pide que el dlgebra sea involutiva.

Definicion 1.4. Una involucion sobre un dlgebra compleja A es una biyeccion de
A en A, denotada a — a*, la cual

* es antilineal: (Aa—+ ub)* = Aa* + ib*, paraA,u € Cya,b € A;
* es involutiva: (a*)* = a paratodo a € A;

* es un antihomomorfismo: (ab)* = b*a* para todo a,b € A.

Ejemplos son el propio C, con conjugacién compleja, 1* := A; y el dlgebra de
matrices M, (C), donde [a;;]* := [aj;] es el adjunto (o conjugado hermitico) de [a;;].

Un algebra sobre C dotado de una involucién se llama algebra involutiva, o
bien x-algebra.

(Cudl es la ventaja de emplear la x-dlgebra M, (C) en vez de la x-dlgebra con-
mutativa C para describir el espacio de dos puntos fundidos? Resulta que la primera
posee mds *-automorfismos (aplicaciones lineales del dlgebra en si mismo que
preservan el producto y la involucion.) En efecto, si u es una matriz unitaria 2 x 2,

u= a p ue cumple wu*=uwu=1,= 1o
— y S q p — — 12 = 0 1 ;

entonces a — uau™ es un automorfismo de M,(C); este automorfismo es trivial si
y s6lo si u = A 1, con |A| = 1. En cambio, el dlgebra unidimensional C no posee
automorfismos no triviales.

» Las x-dlgebras de dimension finita son faciles de describir: hay un ndimero finito
de enteros positivos ky, ...,k tales que

A~ M, (C)®M,(C)@®--- B M, (C). (1.1)

Como generalizacion del ejemplo anterior del espacio de dos puntos, esta puede
considerarse como el dlgebra de coordenadas de un conjunto X de k; +--- + &,
elementos, con una topologia que sélo permite distinguir r de esos elementos.
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Ejercicio 1.5. Describir una topologia sobre ese conjunto X que corresponde al uso
de esta dlgebra de coordenadas.

Para algunas aplicaciones de la geometria no conmutativa, hace falta considerar
dlgebras reales en vez de complejas. Entonces entran en juego las dlgebras de
matrices My (R), con involucién trivial; y también las dlgebras My (H) sobre las
cuaterniones H. Las cuaterniones tienen la forma

a=ap+ayi+ayj+ask, con agp,aj,az,a3 € R,

y su producto obedece i? = j? = k* = ijk = —1, lo cual implica que ij = k = — ji.

Ademds, H = C @ Cj como un espacio C-vectorial!!

y posee la involucion dada
por i* = —i, j* = —j, k* = —k. Las algebras involutivas reales se clasifican como
sumas directas anédlogas a (1.1), donde los sumandos son dlgebras de matrices sobre

R, C o bien H. Un caso histéricamente importante es el dlgebra
A=CoHeM;(C),

que se ha propuesto como el dlgebra de la “geometria finita” asociado al Modelo
Estandar de particulas elementales.!?

1.2 La correspondencia de Guelfand

Cuando se trata de asignar coordenadas a un espacio no necesariamente finito, hay
que tomar bien en cuenta su topologia. El caso “ordinario” es un espacio topoldgico
compacto 'y de Hausdorff. Se pide compacidad para evitar complicaciones innece-
sarias, al principio: se verd luego como remover esta restriccion. La propiedad de
Hausdorff permite hallar un dlgebra de coordenadas conmutativa.

Sea X, entonces, un espacio topolégico compacto y de Hausdorff.!> Con-
sidérese el dlgebra

A=C(X)={f: X — C, continua},

Ffjese que H es un dlgebra sobre R pero no sobre C: ;por qué no?

121 as particulas elementales obedecen ciertas simetrfas (aun no se sabe exactamente por qué) que
podrian aparecer como automorfismos de dlgebras no conmutativas. Una posible justificacion del
dlgebra C & H @ M3 (C) aparece en el articulo reciente: Ali H. Chamseddine y Alain Connes, “Why
the Standard Model”, Journal of Geometry and Physics 58 (2008), 38—47.

13En la geometria algebraica, se emplea las llamadas topologfas de Zariski, que en general no son
de Hausdorff. Sus practicantes usan el término cuasicompacto para designar un espacio topolégico
que no es de Hausdorff pero en donde cada cubrimiento por abiertos posee un subcubrimiento finito.
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con el producto puntual de funciones, fg(x) := f(x) g(x). La conjugacion compleja
de funciones es una involucion:

f1(x) = ).

Cada funcién continua sobre un espacio compacto es acotada: la siguiente cantidad
es finita, para cada f € C(X):

171l := sup{|f(x)] : x € X }. (1.2)

La asignacion f — ||f]| € R" es una norma sobre C(X), porque cumple estas tres
propiedades: 4

* |Af|l = |A]|If]l, paratodo A € C, f € A;
* [l +gll < [I71+ llgll, para todo f, g € A;
* ||f|l > 0, con igualdad si y sélo si f =0enA.

Ademas, C(X) es un algebra normada involutiva, porque la norma es submulti-
plicativa y la involucién es isométrica:

* [|fgll <11 flllgll. para todo f,g € A;
* || ¥l = || f]|, para todo f € A.

La norma define una topologia sobre C(X), al declarar abiertos las uniones arbi-
trarias de bolas abiertas B(fo;€):={f €A:||f—fol <€}

Las propiedades de la lista anterior expresan la continuidad de las operaciones
algebraicas. Por ejemplo, si f € B(fo;€) y g € B(go;€), entonces

1fg — fogoll = Il fg — fgo+ fgo— fogoll < [l f&— fgoll +1fg0 — fosgoll
< | f1lllg —goll +[1.f = foll llgoll
< ([l foll +¢€)llg = goll + Il.f — foll llgoll
< (|l foll+ llgoll +€)-

De ahi se ve que el producto (f,g) — fg es continuo.
En el dlgebra normada C(X) las sucesiones de Cauchy convergen, porque si una
sucesion {f,,} obedece || i, — ful| < € para m,n suficientemente grandes, entonces

14 Aqui R* = [0,0) denota los nimeros reales no negativos.
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también vale | f,,(x) — fu(x)| < € para todo x € X; definase f(x) := lim,_co f;,(X)
en C. Es facil mostrar que la funcién f: X — C es continua y que ||f, — f]| = 0
cuando n — eo. Entonces el dlgebra normada C(X) es completa: se dice que C(X)
es un dlgebra de Banach.!’

Hay élgebras de Banach involutivas y conmutativas que no son dlgebras de fun-
ciones continuas sobre espacio alguno. Un ejemplo conocido es el dlgebra L!(R)

116

de funciones integrables sobre la recta real,’® con la operacién de convolucion:

f*g(x):= [g f(t)g(x—1)dt. Para caracterizar las dlgebras de funciones continuas
(con producto puntual), hace falta imponer una condicion extra sobre la norma.

Definicion 1.6. Una C*-algebra es un algebra de Banach involutiva A (no nece-
sariamente conmutativa), cuya norma satisface

|a*al| = ||a||®>, paratodo a € A. (1.3)

Es evidente que C(X) es una C*-algebra conmutativa, porque

F* £l = sup{ | f(x) f(x)| s x € X } = sup{ | f(x) P :x € X } = | £

El dlgebra de matrices M,(C) también es una C*-dlgebra (no conmutativa si
n > 1). Sunorma se define como

lall := sup{lag| : ¢ € C*,||G[| < 1},

donde la longitud ||& || del vector & € C" es la euclidiana, ||& || := | &[> +- - -+ &%
Con el producto escalar usual

Em)y =&m+-+Emy,

la desigualdad de Schwarz dice que

ETm] < NENIn]l. (1.4)

En consecuencia, cuando a € M,(C) y ||&|| < 1, vale

lag || = (a€ |a&) = (& |a"a&) < |I&]la*ag | < ||a"all.

15Stefan Banach (1892-1945) [pron. ba-naj] inauguré el estudio sistemdtico de operadores line-
ales con su libro Teoria operacji, tom I: Operacje liniowe (Kasa Mianowskiego, Varsovia, 1931),
traducido al francés en 1932.

16Sunormaces || f||1 := fg | f(t)| dt. Para eliminar funciones no negativas de integral cero, procede
declarar equivalentes dos funciones integrables f, g si [ | f(t) —g(¢)| dt = 0; entonces, los elementos
de L! (R) no son funciones strictu sensu, sino clases de equivalencia médulo funciones nulas.
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De ahi se obtiene ||a|?> < ||a*al|. Ademds, vale ||a*al| < |la*||||a|| = ||a|* y se
concluye que ||a*al| = ||a||>.

Las estimaciones para la norma de M, (C) siguen vélidas en dimensién infinita,
donde C" queda reemplazada por un espacio de Hilbert cualquiera.

Definicion 1.7. Un espacio de Hilbert H es un espacio C-vectorial normado y
completo (es decir, un espacio de Banach) cuya norma proviene de un producto

escalar:
1E11:= V(& [&).

Con mas detalle: un producto escalar sobre un espacio C-vectorial asocia un
nimero (€ |n) € C a cada par de vectores £, 1, de tal manera que

* (n[&)=(&In);
* (Clag+Bn)=a(C|&)+B({|n), paratodo a, B € C;

* (E|&) >0, con igualdad siy sélo si & = 0.

Fijese que el producto escalar (- | -) es lineal en la segunda variable pero antilineal
en la primera variable;!” en otras palabras, es una operacion sesquilineal. Su tercera
propiedad dice que es definida positiva.

Al igual que C", cualquier espacio de Hilbert posee una base ortonormal, esto
es, una familia de vectores {e;} jcs tales que (e;|ex) =0 para j#ky |e;| =1 para
todo j, donde ademds cada vector & tiene una expansién convergente que cumple
la formula de Parseval:

E=Y(ej|E)e; con [EI2=Y|(e;1E)
jeJ jeJ

Se dice que un espacio de Hilbert es separable si posee una base ortonormal nu-
merable (finita o infinita). Un ejemplo conocido de un espacio de Hilbert separable
es H = L*(R), con producto escalar

(lg)i= [ FOsw)ar

—00

17 Algunos libros de matematica ponen, equivocadamente, la linealidad en la primera variable.
Aunque formalmente ese habito es aceptable, la fisica cudntica nos ensefia que la linealidad a la
derecha es mas acorde con las buenas costumbres.
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Definicion 1.8. Un ejemplo de una C*-algebra no conmutativa es £ (H ), la totalidad
de aplicaciones lineales y continuas de H en H. Una aplicacién lineal (u operador)
T: H — H es continua si y solo si su norma es finita, donde

1T :=sup{|TG|: G € H,[lg]| <1}.

El adjunto 7" de un operador se define por la receta

(§1T™n):=(TS|n), para &, MEH.

El producto en £(H) es la composicién de operadores: ST (&) := S(T&). En par-
ticular, es £(C") ~ M,(C): un isomorfismo concreto viene de elegir una base
ortonormal para C". Los célculos hechos para M, (C) muestran, mutatis mutan-
dis, que ||T*T|| = ||T||* en £L(H).

» En un famoso articulo en 1943, Guelfand y Nafmark establecieron!® que estos
dos ejemplos de C*-algebras son paradigmas para toda esta familia de algebras,
mediante el siguiente par de teoremas:

1. Cualquier C*-dlgebra conmutativa es isomorfa a C(X) para algiin espacio
topologico compacto y de Hausdorff, X ;

2. Cualquier C*-dlgebra, conmutativa o no, es isomorfa a alguna subdlgebra
cerrada'® de L (H), para cierto espacio de Hilbert, H.

(Hay que tomar en cuenta que esta informacion no es suficiente para clasificar to-
das las C*-dlgebras, porque hay una enorme cantidad de subélgebras de £L(H) que
no son isomorfos entre si. En el caso finitodimensional, la férmula (1.1) com-
prende todas las posibilidades;?® pero cuando H es infinitodimensional y separa-
ble, la clasificacion de todas sus subdlgebras cerradas es una tarea de investigacion
abierta.)

Conviene indicar, sin dar una demostracion completa, como se obtiene el pri-
mero de estos teoremas. Para empezar, dado un espacio X que es compacto y de
Hausdorff, ;cémo se puede describir un punto x € X en términos del dlgebra C(X)?
Hay dos opciones.

181srael Moiseyevich Guelfand y Mark Aronovich Naimark, “On the embedding of normed rings
into the ring of operators in Hilbert space”, Matematicheskii Sbornik 12 (1943), 197-213.

19Una parte Y de un espacio topoldgico X es cerrada si su complemento X \ 'Y es abierto. Un
conjunto cerrado contiene los limites de todas sus sucesiones convergentes.

20Hay una tinica norma sobre el 4lgebra de matrices (1.1) que cumple las propiedades de una
C*-algebra; en el caso finitodimensional, la clasificacion algebraica es suficiente.
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* La evaluacion g;: C(X) — C: f+ f(x) es un caracter del dlgebra, es decir,
es una aplicacion lineal y multiplicativa (un homomorfismo de dlgebras) no
nula, con valores escalares.

* El subespacio I, := {g € C(X) : g(x) =0} es un ideal maximal de C(X).

Como I, = ker g, estas dos nociones son equivalentes: el nicleo de un caricter es
un ideal maximal; el paso al cociente por un ideal maximal C(X) — C(X)/I ~C
define un caricter.

Lema 1.9. Sea M(C(X)) el conjunto de todos los ideales maximales de C(X). En-
tonces hay una correspondencia biunivoca X <— M(C(X)).

Demostracion. Un ideal maximal I C C(X) es por definicién propio, es decir, no
es todo C(X). Para ver que I debe ser I, para algin x, es suficiente mostrar que toda
funcidén g € I se anula en al menos un punto x (luego, I C I, y la maximalidad de /
muestra la igualdad).

Si esto no fuera cierto, en cada y € X habria un elemento £, € I tal que £, (y) # 0;
por la continuidad de la funcion Ay, valdria h,(z) # O en una vecindad abierta V,
de y. Como X es compacto, habria un juego finito de puntos yy,...,yr € X tal que
X =V, U---UVy,; ahora la funcion

k k
. T 2
8= Z hyjhyj - Z |hy]'|
=1 =1

serfa un elemento de 7 tal que g(z) > 0 para todo z € X. Pero entonces su reciproco
1/g seria también continuo, asi que 1 = g(1/g) € I, de modo que I no seria propio.

Ademds, si x # y, los ideales I, e I, no coinciden, porque siempre puede hallarse
feC(X)tal que f(x) =0y f(y) = 1, por ser X compacto y de Hausdorff.?! ]

Considérese ahora una C*-dlgebra conmutativa con unidad, A. El conjunto
M(A) de los ideales maximales de A es un candidato obvio para un espacio topolo-
gico X, si se quiere mostrar que A ~ C(X). Hace falta, entonces, identificar una
topologia sobre M(A) para que sea compacto y de Hausdorff.

Como cada I € M(A) es de la forma I = ker u, donde u: A — C es un caréacter
de A, se puede reemplazar [ por 1 y considerar M (A) como el espacio de caracteres

21Este es el llamado Lema de Urysohn: un espacio compacto y de Hausdorff X posee la propiedad
de normalidad: si x #y en X, hay f: X — [0, 1] continua, tal que f~!(0) sea una vecindad de x
mientras que f~'(1) es una vecindad de y.
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de A. Ahora bien, cada u € M(A) es, en particular, un funcional lineal sobre A. Los
funcionales lineales continuos ¢ : A — C forman un espacio vectorial A*, que posee
una norma natural

191l := sup{|¢(a)| : a €A, [la] <1}

Resulta que cualquier cardcter u es automaticamente continuo,?” con ||u|| = 1. En-
tonces M(A) es una parte de la bola unitaria A7 :={¢ € A* : ||¢|| < 1} y esta parte
es cerrada (el limite de una sucesion de caracteres es un caracter, por la continui-
dad de las operaciones algebraicas). Pero ahora hay una dificultad importante: la
bola unitaria de un espacio normado de dimension infinita no es compacta, en la
topologia dada por la norma.??

Sin embargo, la bola A} admite una topologia diferente en la cual si es com-
pacta. Sus abiertos son uniones de intersecciones finitas de las “franjas” de la forma
{9 €Aj:190(b)—¢o(b)| <1}, parab e A, ¢y € Aj. De este modo, A} aparece como
una parte cerrada del producto cartesiano de intervalos reales, [T0 (2], [|6]/]-
Un teorema basico de Tijonov (1935) dice que un producto cartesiano cualquiera
de compactos es compacto,’* lo cual fue usado por Alaoglu (1940) para mostrar
que A} es compacto (y de Hausdorff). En consecuencia, su parte cerrada M(A) es
también compacto y de Hausdorff en esta topologia de Guelfand.

Definicion 1.10. Sea A una C*-dlgebra conmutativa con unidad y sea M(A) su
espacio de caracteres, dotado de la topologia de Guelfand. La transformada de
Guelfand de un elemento a € A es la funcién continua @: M(A) — C dada por

a(p) := p(a). (1.5a)

(La definicion de la topologia de Guelfand garantiza la continuidad de esta funcion

22Estas propiedades de funcionales lineales y caracteres estdn explicadas en muchos textos de
andlisis. Véase, por ejemplo, George F. Simmons, Introduction to Topology and Modern Analysis,
McGraw-Hill, New York, 1963.

23Esta falta de compacidad de bolas unitarias en dimensién infinita fue descubierta por Frédéric
Riesz en 1918, cuando identificé una sucesién de vectores con ||x;|| = 1 pero |jx; — x| > % para
J # k; luego esta sucesioén no puede tener una subsucesion convergente. Véase la seccion II1.2 de:
Kdsaku Yosida, Functional Analysis, 6a edicién Springer, Berlin, 1980.

24:Qué cosa es un producto cartesiano de una cantidad no numerable de conjuntos? Para identi-
ficar uno de sus elementos, hay que elegir simultdneamente un nimero no numerable de entradas.
Por tanto, la construccién de Tijonov usa ineludiblemente el famoso axioma de eleccion de la teoria
de conjuntos. Los trabajos corolarios de Alaoglu, Guelfand y Nafmark cimentaron el papel del
axioma de eleccién en el andlisis contemporaneo.
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de evaluacion.) La transformacion de Guelfand es la aplicacion
G:A—CM(A)):a—a. (1.5b)

El (primer) teorema de Guelfand y Naimark® dice que la transformacién
Ga: A — C(M(A)) es biyectiva, respeta la involucién —esto es,

Ak

a*(n) = a(u) = pu(a) = p(a*) = a*(w);
y ademas es isométrica (respeta las normas) porque
4]l := sup{|a(u)| : w € M(A) } = [|al|, paratodo a€A.

En otras palabras, G4 es un x-isomorfismo isométrico entre Ay C(M(A)).

Este no es el lugar para demostrar el teorema de Guelfand y Naimark en de-
talle.?6 Sin embargo, conviene hacer un par de aclaraciones. En primer lugar,
la transformacidn (1.5) estd definida para otras dlgebras de Banach conmutativas;
pero en general no es inyectiva ni sobreyectiva. En segundo lugar, la propiedad
isométrica ||¢|| = ||c|| se demuestra inicialmente para los elementos de A de la forma
¢ = a*a; luego se concluye que

~112 A% A PN 2
al]* = [la*all = [|e]| = llell = lla"all = |,

en vista de la férmula esencial (1.3).

Los elementos de la C*-dlgebra A de la forma a*a se llaman elementos posi-
tivos (admitiendo 0 = 0*0 como elemento positivo honorario). Es evidente que, si
t > 0, entonces t(a*a) = (v/ta)*(\/ta), asi que el juego de elementos positivos es
invariante bajo dilataciones positivas. No es nada evidente, pero si es cierto, que
la suma de dos elementos positivos de una C*-dlgebra es positiva: dados a,b € A,
existe ¢ € A tal que a*a+ b*b = c*c. [En el caso conmutativo, esto se puede ver,
una vez establecido el teorema de Guelfand y Naimark, al comprobarlo cuando
A=C(X).]

» Hay una version del teorema de Guelfand y Naimark para C*-dlgebras sin
unidad. En general, si A es un algebra compleja sin unidad, se forma la suma

2Este teorema es el “Lemma 17 del articulo citado de 1943.

26yéase el libro de Simmons, op. cit. para una prueba completa. Para una discusién abrevia-
da de las ideas de la demostracion, véase la seccién 1.2 del libro (en adelante denotado E-NCG):
José M. Gracia Bondia, Joseph C. Vrilly y Héctor Figueroa, Elements of Noncommutative Geome-
try, Birkhduser Advanced Texts, Birkhduser, Boston, 2001.
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directa de espacios vectoriales AT := A @ C, con la involucién obvia; su producto
se define con la receta:

(a,t)(b,u) := (ab+tb+ua,tu) para a,bcA;t,ucC.

Entonces A" es un algebra con unidad (0,1), que incluye A, al identificar a € A
con (a,0) € AT, como subdlgebra de codimensién 1. Si A es una C*-dlgebra, se
introduce una norma en A" por

l(a,0)|| := sup{[lab+1b|| : b € A, [[b]| < 1}.
Con esta norma, A" es una C*-dlgebra con unidad.
Ejercicio 1.11. Verificar que ||(a,t)*(a,t)|| = ||(a,?)||* para (a,t) € A™.

Cada carécter 1 € M(A) se extiende a un cardcter de A™ al definir u(a,t) :=
t(a)+1t. La C*-dlgebra AT posee exactamente un cardcter extra: la aplicacién
(a,t) — t, que extiende el functional cero sobre A. De este modo, se ve que

M(AT) = M(A) W {0},

la union disjunta de M(A) con un elemento extra.

En topologia, hay un proceso andlogo. Si Z es un espacio topologico compacto
y de Hausdorff, la omisién de un elemento zy € Z produce X = Z\ {z0}, que es un
espacio localmente compacto: cada elemento de X posee una vecindad compacta.
En la otra direccion, si X es localmente compacto (y de Hausdorff), se le puede
agregar un elemento extra ~ de modo que X ™ := X W {0} sea compacto. Se definen
las “vecindades abiertas de «”” como los complementos de partes compactas de X.
(Por ejemplo, en el caso X = R, se usan los conjuntos {x € R : |x| > r} W {oo},
para r > 0, como vecindades bésicas de «.) Este proceso X ~» X se llama la
compactificacion por un punto de un espacio localmente compacto.

Si X es localmente compacto (y de Hausdorff), se dice que una funcién continua
f: X — C se anula en el infinito si, para cada € > 0, hay una parte compacta K C X
tal que |f(x)| < € para x ¢ K. Se denota la totalidad de funciones continuas que se
anulan en el infinito por Cy(X). Es evidente que cada f € Cy(X) se puede extender
a una funcién continua sobre X * al colocar f(e0) := 0. Ademads, cualquier funcién
continua g: X — C tal que g(e) = 0 se restringe a un elemento g|x € Co(X). Si se
identifica el escalar z € C con la funcién constante de valor z sobre X, se obtiene
una correspondencia biunivoca

C(XT) +— Cy(X)@C.
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Ademads, esta biyeccion es lineal, multiplicativa, preserva la conjugacién compleja
de funciones y mantiene la norma ||g|| := sup|g(y)| : y € XT; en otras palabras, es
un *-isomorfismo isométrico.

Se ha comprobado el isomorfismo C(X ) ~ Cy(X)™, para X localmente com-
pacto y de Hausdorff. Por otro lado, si A es una C*-algebra sin unidad, se obtiene
un homeomorfismo M(A™") ~ M(A)*, al identificar el cardcter trivial de A™ con el
“punto en el infinito” de M (A).

1.3 La equivalencia entre espacios y algebras

El teorema de Guelfand y Naimark establece la existencias de dos corresponden-
cias, X — C(X) y A — M(A), que son mutuamente inversos. Asi se relacionan
espacios topoldgicos compactos y de Hausdorff, por un lado, con C*-algebras con
unidad, por el otro lado. De hecho, esta es un ejemplo importante de una equiva-
lencia de categorias.

Las “categorias” fueron introducidas en los afios cuarentas para formalizar co-
rrespondencias parecidas, entre distintos tipos de objetos matematicos.?’ Es muy
importante que, ademds de asociar los objetos subyacentes, también se asocian las
aplicaciones apropiadas entre dichos objetos. La definicion formal es la siguiente.

Definicion 1.12. Una categoria C consta de una clase de objetos Ob(C), acompa-
fiado de una familia de conjuntos Hom¢ (A, B), uno para cada par de objetos A, B;
los elementos de Homc (A, B) se llaman morfismos de A en B. Ademds, debe
haber una regla de composicion de morfismos, la cual a cada par de morfismos
f €Homc(A,B)y g € Hom¢(B, D) les asocia un morfismo gf € Homc(A, D). Hay
tres requisitos obligatorios:

(a) Los conjuntos de morfismos Hom¢(A,B) son disjuntos: cada morfismo f
determina univocamente dos objetos A, B tales que f € Homc(A, B).

(b) Para cada objeto A € Ob(C) hay un tnico morfismo idéntico 14 € Hom¢(A,A)
tal que f14 = fy 14g = g cuando f € Homc(A,B), g € Hom¢(D,A).

(c) Lacomposicion es asociativa: si f € Homc(A,B), g € Homc (B, D) y ademas
h € Hom¢ (D, E), entonces vale

h(gf) = (hg)f en Homc(A,E).

27El articulo seminal es: Samuel Eilenberg y Saunders MacLane, “General theory of natural
equivalences”, Transactions of the American Mathematical Society 58 (1945), 231-294. En este
ensayo se introdujo el término “categoria” por primera vez.
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Hay muchas categorias ya conocidas:

* Los conjuntos son objetos de una categoria Set; el conjunto de morfismos
Homge: (X,Y) es simplemente la totalidad de funciones f: X — Y.

* Los grupos son objetos de una categoria Gr; sus morfismos son los homo-
morfismos entre grupos.

* Los espacios vectoriales sobre un cuerpo K son objetos de una categoria
K-Vect, cuyos morfismos son las aplicaciones K-lineales.

* Las algebras sobre K son objetos de una categoria K-Alg; sus morfismos
son los homomorfismos de dlgebras, es decir, aplicaciones K-lineales que
preservan productos.

* Los espacios topologicos son objetos de una categoria Top, cuyos morfismos
son las funciones continuas.

La categoria Comp de los espacios topoldgicos compactos y de Hausdorff for-
man una subcategorfa de esta tltima.?8

La categoria C*-AlgCom de C*-dlgebras unitales conmutativas tiene como mor-
fismos los llamados *-homomorfismos: un elemento ¢ € Homc«_pjgcom(A,B)
es una aplicacién C-lineal ¢: A — B que preserva tanto el producto como la in-
volucion:

plad) = (a)p(d),  o(a")= o),
para a,a’ € A. Una propiedad importante de estos morfismos es que cada @ es

automdticamente continua,?® porque ||@(a)|| < ||a|| para todo a € A.

» Sif: X — Y esuna funcion continua entre dos espacios compactos y de Haus-
dorff, la composicion a la derecha Cf: h— ho f lleva C(Y) en C(X) y es facil
ver que Cf es un morfismo de C*-dlgebras; por ejemplo, se ve que (h+h')o f =
ho f+Hh o f al evaluar los dos lados en cualquier elemento x € X. En otras palabras,

f €Homcomp(X,Y) produce Cf € Home:_ajgcom(C(Y),C(X)). (1.6)

Del mismo modo, si ¢: A — B es un s-homomorfismo de C*-dlgebras unitales
conmutativas, la composicién M@ : 1 +— p o ¢ lleva cada cardcter 4 € M(B) en un

28Esta subcategoria es plena, en el sentido de que Homcomp(X,Y) = Homrep (X, Y) para todo
X,Y € Ob(Comp).

29Esta propiedad no es evidente; su verificacién requiere el estudio del “espectro” de un elemento
de una C*-dlgebra.
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cardcter it o @ de M(A) y asi define una funcién M¢: M(B) — M(A). Esta funcién
es continua en virtud de la topologia de Guelfand de M(A), ya que es necesario y
suficiente que do M@ : M(B) — C sea continua para todo a € A. Pero

aMo(n)) =d(poe)=(Log)(a)=pu(e(a) = ¢a)(u),

asi que doM@ = @(a) es efectivamente una funcién continua sobre M(B). La
conclusion es que

¢ € Home+-ajgcom(A,B) produce M@ € Homcomp(M(B),M(A)).  (1.7)

En resumen, los procesos X — C(X), f — Cf y respectivamente A — M(A),
¢ — M@ son ejemplos de funtores (contravariantes).

Definicion 1.13. Un funtor covariante 3: C — D entre dos categorias consta de:
* una aplicacién Ob(C) — Ob(D) : A — FA;

* y una familia de funciones Hom¢ (A, B) — Homp(FA,FB) : h — Fh para
todo A,B € Ob(C),

que respeta unidades y preserva el orden de composicion:
(a) Fly = 144 paratodo A € Ob(C),
(b) F(kh) = (Fk) (Fh) toda vez que h € Homc (A, B), k € Homc(B,C).
Un funtor contravariante (a veces llamado cofuntor) G: C — D consta de:
* una aplicacion Ob(C) — Ob(D) : A — GA;

* y una familia de funciones Hom¢(A,B) — Homp($B,5A) : h — Gh para
todo A,B € Ob(C),

que respeta unidades y revierte el orden de composicion:
(@) G1a = 1gx paratodo A € Ob(C),
(b") G(kh) = (Sh) (Sk) toda vez que h € Homc (A, B), k € Hom¢ (B, C).

Lema 1.14. Las dos correspondencias C: Comp — C*-AlgCom, respectivamente
M : C*-AlgCom — Comp, son funtores contravariantes.
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Demostracion. En vistade (1.6) y (1.7), basta comprobar las propiedades (a’) y (b')
de la Definicion 1.13, en ambos casos.

Para mostrar que C 1y = l¢(x) para X compacto y de Hausdorff, s6lo hay que
notar que, paratodo f: X — Y y k: Z— X continuas, las composiciones f — foly
y k — lx ok son triviales.

Para mostrar que M 14 = 1j4(4) para A una C*-dlgebra unital conmutativa, s6lo
hay que notar que, para todo ¢: A — By y: C — A x-homomorfismos, las com-
posiciones ¢ — @olsy y— 140y son triviales.

Para mostrar que C(go f) =CfoCgcuando f: X — Y y g: Y — Z son conti-
nuas, s6lo hay que notar que, para cada h: W — X continua, vale

C(gof)(h) =ho(gof)=(hog)of
=Cf(hog) =Cf(Cg(h)) = (CfoCg)(h),

usando la composicién ordinaria de funciones continuas.
Para mostrar que M(yo @) =M@ oMy cuando ¢: A — By y: B— C son
x-homomorfismos, basta notar que, para cada x-homomorfismo ) : D — A, vale

M(yo@)(x)=xo(yop)=(xoy)op
=Mo(xoy)=MeMy(x)) = (MooMy)(x),

usando la composicion ordinaria de *-homomorfismos. [l

» Debe ser evidente que la composicién de dos funtores contravariantes es un
funtor covariante. El Lema 1.14 entonces muestra que hay dos “endofuntores” (de
una categoria en si mismo) dados por MC: Comp — Comp y CM : C*-AlgCom —
C*-AlgCom. Sin embrago, MC no es el “funtor identidad” X — X, f — f; y CM
tampoco es el funtor identidad A — A, @ — @.

En otras palabras, los funtores C y M no son inversos uno del otro; se puede
afirmar que las categorias Comp y C*-AlgCom no son “isomorfos”. En efecto,
el concepto apropiado es bastante mas sutil. Se trata de dos categorias que son
equivalentes, en un sentido mas amplio que el mero isomorfismo. (Se ampliard
este concepto en el apartado 2.6, més adelante.)

Para ver que no hay pérdida de informacioén al pasar de la categoria de espacios
Comp a la categoria de algebras C*-AlgCom, hay que razonar como sigue.

Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Si x € X, la evaluacion f +— f(x)
define un carécter €, € M(C(X)), y la funcién €x: x — & : X — M(C(X)) es un
homeomorfismo, es decir, una biyeccidn continua con inverso continuo.
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Por otro lado, Si A es una C*-dlgebra unital conmutativa, la transformacion de
Guelfand G4: a+ d: A — C(M(A)) es un x-isomorfismo.*"

Las familias { &x : X € Ob(Comp) } y { G4 : A € Ob(C*-AlgCom) } dan lugar a
dos diagramas:

X Y A ¢ B (1.8)
le ieY 9A\L lgB
M(C(X)) 2L m(c(v)) C(M(A)) L c(m(B))

que son diagramas conmutativos. Por ejemplo, para ver la conmutatividad del
segundo diagrama, tdmese a € A, v € M(B); entonces

(CM@oGa)(a)(v) = (CM9)(a)(v) = C(M@)(a) (V) = a(M(p)(V))
=a(vog) =v(¢(a)) = @(a)(v) = (Sso@)(a)(v),

de modo que CM@ o G4 = Gpo ¢, en efecto. De manera similar se verifica que
MCfoex =¢€yof.
La conmutatividad de los diagramas (1.8) dice que las flechas verticales cons-
tituyen “morfismos entre funtores”, & : lcomp — MC'y Se: 1ce-AlgCom — cM3!
Las flechas verticales son reversibles, porque cada €x [respectivamente, cada
G4] es un isomorfismo en la categoria apropiada. De hecho, el Lema 1.9 dice que

ex: X — M(C(X)) es una biyeccién (después de identificar el caricter &, con el
ideal maximal I, = ker €) y no es muy dificil comprobar que €x y su aplicacion in-
versa son continuas. Por otro lado, el teorema de Guelfand y Naimark dice precisa-
mente que cada G4: A — C(M(A)) es un x-isomorfismo isométrico de C*-algebras.
Mediante la familia de transformaciones de Guelfand G, cada concepto rela-
cionado con espacios compactos y de Hausdorff puede emparejarse con un con-
cepto analogo para C*-algebras unitales conmutativas. De este modo, la topologia
de X puede expresarse completamente en términos de la estructura algebraica de
C(X). La “topologia no conmutativa” entonces consiste en “olvidar” la conmuta-
tividad del algebra y abarcar el estudio de la C*-dlgebras unitales en general.

30En general, un morfismo f € Homc (A,B) se llama isomorfismo si hay otro morfismo g €
Homc(B,A) tal que go f = 14 y f o g = 1. Un homeomorfismo es un isomorfismo en la categoria
Comp; un *-isomorfismo de dlgebras involutivas es un isomorfismo en la categoria C*-AlgCom.

31Si Cy D son dos categorias fijas, es posible crear una categoria Fun = Fun(C, D) cuyos objetos
son los funtores covariantes de C en D. Una transformacion natural, o morfismo de funtores en
Homp,n (F,9) es una familia 6, = {64 : A € Ob(C) }, con 64 € Homp(FA,GA), que entrelaza las
acciones de ¥y G sobre morfismos: Gho 64 = O o Fh para h € Homc (A, B). Dicese que 6, es un
isomorfismo natural si cada morfismo 6,4 es invertible.
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2 Fibrados vectoriales y médulos proyectivos

En esta seccién nos dedicaremos a averiguar qué tipo de objeto es el andlogo no
conmutativo de un fibrado vectorial (sobre una variedad diferencial compacta M).

La forma de hacerlo es a través del teorema (o correspondencia) de Serre y
Swan,! el cual dice que existe una equivalencia entre la categoria de fibrados vecto-
riales sobre una variedad diferencial compacta M y la categoria de mddulos proyec-
tivos finitamente generados sobre el dlgebra C*(M) de funciones suaves sobre la
variedad.

2.1 Variedades diferenciales

Una variedad diferencial es un espacio topoldgico, cada uno de cuyos puntos posee
un vecindario que se ve como un conjunto abierto en R", donde el mismo 7 sirve
para todos estos puntos. Dichas descripciones locales se llaman cartas. Para com-
pletar la definicion de una variedad diferencial, hay que pedir que si dos cartas
describen vecindarios distintos de un mismo punto, entonces el cambio entre esas
descripciones locales sea “suave”.

Al valor comin n se le llama dimension de la variedad. Intuitivamente, las
curvas son variedades diferenciales de dimension uno, n = 1, las superficies son
variedades diferenciales de dimension dos, n = 2, los sélidos son variedades dife-
renciales de dimension tres, n = 3, etcétera.

Definicion 2.1. Sea M un espacio topoldgico de Hausdorff, conexo” y paracom-
pacto.3 Un atlas (o estructura diferencial) n-dimensional en M es una familia
(U, Pa) aea de partes abiertas Uy, C My homeomorfismos @ : Uy — @ (Uqy) C
R" tales que:

'La versién original aparece en: Jean-Pierre Serre, “Faisceaux algébriques cohérents”, Annals of
Mathematics 61 (1955), 197-278; en el contexto de fibrados vectoriales en variedades algebraicas
sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Richard Swan publicé unos afios mds tarde “Vector bun-
dles and projective modules”, Transactions of the American Mathematical Society 105 (1962), 264—
277; una versién complementaria, que trata de fibrados vectoriales sobre variedades diferenciales
compactas.

En general las variedades diferenciales no tienen por qué ser conexas, y pueden estar formadas
por diversos componentes, de modo tal que las condiciones para variedad se satisfacen en cada
componente con la misma dimension n en todos.

*Dicese que M es paracompacto si cada cubrimiento por abiertos (Vy)y de M tiene un refi-
namiento localmente finito, i.e., un cubrimiento (WB) p tal que cada Wg es una parte de algtin Vy
y cada punto p € M tiene un vecindario U con U N Wy # 0, solamente para una cantidad finita de
los 3. Un espacio compacto es evidentemente paracompacto.
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* la coleccion (Ugy)gea €s un cubrimiento abierto de M;
* cada Qg (Ug) es abierta en R" y toda vez que Uy NUp # 0, la aplicacién
P50 Py Pa(UaNUg) — @p(Ua NUg)

es un difeomorfismo entre partes abiertas de R".

M

%(Ua): ¢ (Ug)

0uUaNUp) S~ ps(UanUp)

%0%71

Figura 2.1: Una funcién de transicion entre dos cartas locales

Al espacio M junto con una familia maximal* que cumple esas dos propiedades,
se le llama una variedad diferencial de dimensiéon n. Cada par (Uy, @) es una
carta (local) de la variedad diferencial M. La aplicacién inversa ¢y ' : ¢(Uy) — Ug
se le llama parametrizacion local de M.

Para cada carta (Uy, @), escribimos @y = (xk,...,x%) donde cada x,: Uy —
R es una funcién continua. A los x, se les llaman coordenadas locales determi-

nadas por la carta (Ugy, @ ). Las aplicaciones suaves

®p oyl 0a(UaNUp) = @p(Ue NUp)

“La maximalidad del atlas no es indispensable. Cualquier atlas, puede ser extendido a un atlas
maximal por el Lema de Zorn, usando el orden parcial: (U,¢) < (V,y)siysélosiU CV'y
y|u = ¢. De este modo, dos atlases definen la misma variedad diferencial si su unién es también
un atlas, en cuyo caso se dice que los atlases (o las estructuras diferenciales) son compatibles.
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son las funciones de transicion de este atlas: véase la Figura 2.1.
Ejemplo 2.2. Algunas variedades diferenciales:

1. El espacio euclidiano R"” con la sola carta 1g.: R” — R". En este caso el
atlas maximal esta dado por los pares (U, 1y) con U abierto en R”. En con-
secuencia, la dimensién de R"” como variedad diferencial coincide con su
dimensién como espacio vectorial.

En forma similar, cualquier abierto U C R" con 1y : U — U es una variedad
diferencial n-dimensional.

2. Cualquier parte abierta V de una variedad diferencial M es también una va-
riedad diferencial de la misma dimension. Para cada carta (Uy, @) de M tal
que Uy NV #£ 0, témese (Uy NV, Qg |y) como una carta para V.

3. Elcirculo S' = {(x,y) € R? : x> +y?> = 1} es una variedad diferencial unidi-
mensional. Unas posibles cartas estdan dadas por

U=S"\{(=10)},  ¢u=Wl(rm) "

v =s"\{(1,0)}, ov = (¥lo2m) "
donde y(t) := (cost,sent).
4. LaesferaS" = { (x!,..., a1 e R**1: (x1)2 .-+ (x**1)2 = 1}. (Cudles

serian las cartas y cudl es la dimensién? O

» Las cartas locales permiten trasladar la nocion de aplicaciones diferenciables de
R" a las variedades diferenciales.

Definicion 2.3. Una aplicacion continua f: M — N entre variedades diferencia-
les es diferenciable si para cada carta (U, ) de M y cada carta (V,y) de N, la
composicion de aplicaciones

wofoe lipUNf (V) CR" - R"

es diferenciable.

> Aqui se ha usado la notacién “categérica” de escribir 1y para denotar la aplicacién identidad
sobre un conjunto X. Otros autores escriben id o a veces Id, con resultados lamentables.
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Si wo fop~! es suave,® entonces la aplicacién f también se le llama suave.

Usando en R la sola carta 1g: R — R, una funcion continua g: M — R es
diferenciable [respectivamente, suave] si para cada carta (U, @) de M la funcién
go@ ' @(U) CR" — R es diferenciable [respectivamente, suave].

» La forma natural de identificar variedades diferenciales es un difeomorfismo,
i.e., una aplicacién diferenciable e invertible con inverso diferenciable.’

Definicion 2.4. Una aplicacion suave f: M — N es un difeomorfismo si es una
biyeccién y su inverso es suave,® en tal caso las variedades M y N se llaman difeo-
morfas. La aplicacién f se llama un difeomorfismo local en el punto p € M si
existen vecindarios U de py V de f(p) tales que f|y: U — V sea un difeomor-
fismo.

De la definicidn se sigue que si (U, @) es una carta local entonces ¢: U — ¢(U)
es un difeomorfismo.

Ejemplo 2.5. Algunas variedades diferenciales difeomorfas:
1. EnR? considérese { (x,0) € R?:x € R}, el eje x, y el grafo { (x,e*) : x € R}
de la funcién f(x) = ¢*. La biyeccién obvia (x,0) — (x,e*) es un difeomor-
fismo.

2. Cualesquiera dos esferas {(xl, LX) ERM: (xl)2 4.4 (x”)2 — rlz} con
ri # 0 # r, son difeomorfas.

3. Sin # m, las esferas S” y S” no son difeomorfas.’ O

Definicion 2.6. Sea M una variedad diferencial de dimension n. Una parte N C M
es una subvariedad d-dimensional de M si para todo p € N existe una carta (U, @)
de M con p € U tal que 9(UNN) = (R? x 0)N@(U). En tal caso se dice que n —d
es la codimension de N en M.

®Una funcién f: R" — R™ es suave, o indefinidamente diferenciable, si posee derivadas par-
ciales continuas de todos los ordenes.

"Dicho de otro modo: un difeomorfismo es un isomorfismo en la categoria de variedades dife-
renciales.

8 Algunos autores llaman difeomorfismo a una biyeccién diferenciable con inverso diferenciable,
sin requerir suavidad (es decir, sin hablar de derivadas parciales de orden superior). Aqui se usa la
categoria VarDif cuyos objetos son variedades diferenciales y cuyos morfismos son aplicaciones
suaves. Es factible considerar morfismos que son diferenciables una sola vez, pero se trata de una
categoria distinta.

9Esto no es evidente. De hecho, " y S” tampoco son homeomorfas, por el llamado teorema de
invariancia del dominio.
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» Para obtener las propiedades globales de una variedad diferencial a partir de sus
cartas locales, que son copias de R”, se puede usar el siguiente instrumento.

Definicion 2.7. Sea M una variedad diferencial y sea (Vy)q un cubrimiento por
abiertos de M. Una familia ( fﬁ) p de funciones suaves fg: M — R es una particion
de la unidad, subordinada al cubrimiento (V). si:

* fp(p) > 0 para cada p € M,

x los soportes!® Wg := sop(fg) de cada funcién fg forman un refinamiento
localmente finito de (Vy);

* Y5 fp(p) = 1 para todo p em.M

Teorema 2.8. Sea M una variedad diferencial. Para cada cubrimiento por abiertos
(Vo) o de M existe una particion de la unidad subordinada a él. Si M es compacta,
hay una particion finita de la unidad.

Demostracion. Sea B, :={x € R": ||x|| < r} la bola abierta de radio r centrado en
el origen. Hay una funcién suave 4: R"” — IR tal que

hx)=1 si |x] <1,

0<h(x) <
h(x)

1 osi 1<|x|| <2,
0 si x| =2,

Por ejemplo, témese A(x) := g(||x||), donde g: [0,00) — [0, 1] es una funcién suave
tal que g(t) = 1 para0 <t <1y g(¢r) =0 parat > 2. La existencia de una funcion
suave g con estas propiedades es una ejercicio estandar de cilculo diferencial.!?
Dada el cubrimiento (Vi) de M, se puede fabricar un atlas (Ug, ¢g)p para M
tal que U = @5 !(B3) para cada B y tal que (Ug)p sea un cubrimiento localmente
finito de M que refina (Vy)q —esto es, para cada 8 hay algin @ = a(f3) con

10Si X es un espacio topolégico, el soporte de una funcién g: X — R (o bien g: X — C) es la
clausura de la parte de X donde g no se anula: sopg:={ye€ X :g(y) #0}.

"En cada punto p € M, la sumatoria Y5/ (p) es una suma finita, en virtud de la “finitud local”
del recubrimiento (Wg)g. Si M es compacta, se puede asumir que tanto (Vg )e como (fg)g sean

familias finitas.

12Es posible fabricar g con modificaciones apropiadas de la funcién suave f(t) := eV st # 0,
£(0) := 0. Esta funcién cumple f*)(0) = 0 para todo k > 1, luego no coincide con la suma de
su serie de Taylor en t = 0. Es un ejemplo de una funcién de una variable real que es suave pero
no analitica. No hay funciones de una variable compleja con dicha propiedad, lo cual implica la
inexistencia de particiones de la unidad para variedades holomorfas.
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Ug C V. Si M es compacta, se puede suponer que (Vg)o y luego (Ug)g son
cubrimiento finitos. Entonces, para p € M, se pone

_ Jh(eg(p)) sipelUp ~ hg(p)
hg(p) == {0 sip¢UB} y fp(p) = —Zﬁhﬁ(P)'

Nétese que esta definicion de fg tiene sentido pues en cualquier punto p € M resulta

~—

que hg (p) > 0 para algin B pero sélo para una cantidad finita de los f; de modo
que 0 < Y.ghpg(p) < oo. Ademds, resulta que sop(fg) = sop(hg) C Ug C Vg (p). De
este modo, las funciones (fg)p forman una particion de la unidad subordinada al
cubrimiento (Vg )q. O

2.2 Fibrados vectoriales

Los fibrados vectoriales son una estructura que, intuitivamente, afiade a una varie-
dad una copia de un mismo espacio vectorial en cada punto, de modo que se obtiene
una nueva variedad.

Un fibrado vectorial es un caso particular de una estructura mas general (que se
llama simplemente fibrado).

Definicion 2.9. Un fibrado
n:ESm
consiste de cuatro elementos: tres variedades diferenciales E,M y F' llamadas res-
pectivamente el espacio total, el espacio base, y la fibra (tipica); y una aplicacién
suave y sobreyectiva w: E — M (usualmente llamada la proyeccion) de modo
.13
que:

x para cada x € M, la preimagen E, := 7~ !(x) es una subvariedad diferencial
de E la cual es difeomorfa a F'; a E, se le llama la fibra sobre x,

* 7 define localmente una estructura de producto (cartesiano) sobre E en el si-
guiente sentido; cada punto de M posee un vecindario O y un difeomorfismo

v: 1 1(0) = OxF,

de modo que IIj oy = 7, donde Il;: O X F — O es la proyeccion sobre el
primer factor.

138i se considera m como el elemento esencial del fibrado, entonces se obtiene una forma de
descomponer E en “hojas”. Si se considera F' como el elemento esencial, entonces lo que se logra
es construir una nueva variedad diferencial que proyecta sobre M.
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Ejercicio 2.10. Mostrar que dimE = dimM +dim F'.

Sea : E — M un fibrado con fibra F, y sea (Og )¢ un cubrimiento del espacio
base M por abiertos de modo tal que cada 77! (Oy,) sea difeomorfo a Oy x F. Para
cada o hay un difeomorfismo

% n_l(Oa) — O X F
de modo que I1; o y = . De este modo podemos escribir

Va(b) = (¥, Va.x(b))

donde b € 771(0y) con x = 7(b). Asi, Wu.: Ex — F es un difeomorfismo entre
la fibra sobre x y la fibra tipica.

Si B # oy Oq N Op # 0 entonces para cualquier x € Oy M Og la fibra sobre
x se identifica con la fibra F' de dos maneras; mediante Y » y mediante yg ,. La
comparacion entre ambas produce un difeomorfismo

Wa,xoll//;)lc3F_>F'
Definicion 2.11. Para cada punto x € Oy N Op corresponde un difeomorfismo de F,

y asi una aplicacion Y, g de Oq M Og hacia el grupo de difeomorfismos de F', lla-
mado la funcion de transicion sobre O, N Ogp, definida mediante

Wap (%) = Va0 Y .

Lema 2.12. Las funciones de transicion satisfacen

Waﬁ(x):ll/ﬁa(x)_l para x € 0qNOg,
Vap © Wpy(X) = Way(x) para x € OgNOgMOy.

Observacion. En casos de interés la fibra F' posee estructuras adicionales. Esta
estructura puede ser de espacio vectorial, de espacio con producto interno, o de
grupo de Lie,'* por ejemplo. Los difeomorfismos de F que preservan dicha estruc-
tura muchas veces forman un grupo de Lie. Se dice que la fibraciéon w: E — M
es compatible con la estructura de F' si cada fibra de E posee dicha estructura y
si ademads cada Yy , €s un isomorfismo en el sentido apropiado, para alguin cubri-
miento (Ogy)q de M.

14Un grupo de Lie es una variedad diferencial que posee una estructura de grupo, tal que las
operaciones de producto e inversién sean aplicaciones suaves. Los ejemplos “cldsicos” son los
grupos de matrices invertibles que comparten alguna propiedad particular, como por ejemplo las
matrices ortogonales, unitarias o unimodulares.
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En el siguiente ejemplo se ve como usar un subgrupo G del grupo de automor-
fismos sobre F para definir un fibrado sobre M.

Ejemplo 2.13 (La cinta infinita de Mobius). Sea M el circulo S!, F = R la recta
real, y G el grupo de dos elementos {1,—1}, actuando en R por multiplicacion.
Cubramos el circulo con dos partes abiertas O, O cada uno difeomorfo a un in-
tervalo abierto, de modo que O1 M O3 es la unién de dos componentes disjuntas,
Py Q, cada una difeomorfa a un intervalo abierto. Sea yj»(x) := 1 para x € P
y Yi2(x) := —1 para x € Q. Las condiciones para las funciones de transicién del
Lema 2.12 estan satisfechos. Definamos E como la totalidad de las clases de equi-
valencia de triples (x,i,z) dondexe M;i=162;z€F, mediante!?

(x,i,z)w(y,j7w) siysolosi x=y, WZII/ji(x)Z'
El resultado es un fibrado llamado la cinta infinita de Mobius. O

Definicion 2.14. Sean M y F dos variedades diferenciales. El fibrado trivial con
base M y fibra F es el fibrado que se obtiene al considerar como espacio total
la variedad diferencial E = M X F junto con la proyeccion sobre el primer factor
.= Hl.

Todo fibrado es localmente difeomorfa a un fibrado trivial mediante una trivi-
alizacion local y: ©=1(0) — O x F. Si es posible tomar O = M “globalmente”,

el fibrado también se llama trivial. En detalle, ©: E i> M es un fibrado trivial si
existe un difeomorfismo y: E — M x F tal que [l oy = 7.

» Para empezar el camino hacia la algebraizacion de los fibrados, conviene intro-
ducir el concepto basico de seccion.

Definicién 2.15. Una seccién del fibrado 7: E 25 M es una aplicacion suave

s:M—E, talque mwos=1y,

I5Este es un caso particular de una construccién més general que permite recuperar un fibrado
a partir de sus funciones de transiciéon. De hecho, supéngase que se conoce el conjunto de fun-
ciones de transicion { Yop : &, B € A} asociadas al cubrimiento (O¢)aea del espacio base M y que
satisfacen las propiedades del Lema 2.12. Como el espacio total témese el conjunto de clases de
equivalencia { (x,0,y) : ¢ €A, x € Og, y € F } /~, donde (x,a,y) ~ (x',3,)') siy s6lo si x =x/,
¥ = Wga(x)(y). La proyeccién es 7m[x,a,y] := x. La identificacién de la fibra sobre x con F se
obtiene al fijar & y de la aplicacién [x,a,y] — y. Por dltimo, 7~!(Oy) se identifica con Oy x F
mediante la aplicacién [x, o, y] — (x,y).
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es decir, Tos es la aplicacion identidad de la base M. El conjunto de secciones
suaves'® del fibrado sera denotado por I'(M, E).

La existencia de tales secciones “globales” exige un buen didlogo con las fun-
ciones de transicion. Pero no hay obstaculo si se restringe el dominio a un vecin-
dario que admite una trivializacién local.'” Una seccién local es una aplicacién
suave s: O — E tal que wos = 1y, para alguna parte abierta O de M.

Una seccién de un fibrado es una forma de elegir un punto s(x) en la fibra E,
para cada punto x de la variedad base de un fibrado, de manera compatible con
las estructuras diferenciales involucradas. Grosso modo, esta eleccion generaliza la
nocion del grafo de una funcion.

Ejercicio 2.16. Una aplicaciéon suave de M en F puede describirse como una
seccion del fibrado trivial de base M y fibra F'. ;Como?

Definicién 2.17. Un fibrado 7: E 2 M se llama fibrado vectorial'® si cada fibra
E, es un espacio vectorial (real o complejo,'® de dimensién finita) y cada aplicacién
Yo x de la fibra E a la fibra tipica V, la cual se puede tomar como R¥ 0 bien C* para
algtn k, es un isomorfismo lineal. El rango del fibrado vectorial es la dimension,
k, de la fibra tipica.

» Se pueden formar combinaciones lineales de secciones de fibrados vectoriales
usando como coeficientes unas funciones suaves sobre la variedad base. De hecho,

16 A veces conviene usar secciones que son solamente continuas, sin pedir diferenciabilidad. Al
sustituir la palabra “suave” con “continua” por doquier, es posible definir variedades topoldgicas y
fibrados topoldgicos: sus funciones de transicion serian homeomorfismos en vez de difeomorfismos,
etc. Cada fibrado diferencial es también topolégico, porque toda funcién suave es automaticamente
continua. Esta es una instancia del uso de un funtor olvidadizo de la teorfa de categorias.

7En el caso particular de fibrados vectoriales, siempre existen al menos una seccién global: la
seccion cero, que asigna a cada punto x € M el cero del espacio vectorial E.

I8E1 ejemplo por excelencia es el fibrado tangente 7'M a una variedad diferencial n-dimensional
M, cuya fibra sobre cada punto x € M es el espacio tangente T,M. Si ¢ = (x!,...,x") es una
carta local alrededor del punto x € M, el espacio vectorial real 7,.M posee por base el conjunto de
aplicaciones lineales {(d,1 )y, . .., ()} de C*(M) en R definidas por las derivadas parciales en R”,
(20):(£) = (Fo o) 4 (9(x).

198i bien los fibrados vectoriales mejor conocidos en la geometria diferencial, el fibrado tangente
y el fibrado cotangente de una variedad n-dimensional poseen como fibra tipica R", en la geometria
no conmutativa se encuentran muchas fibrados vectoriales complejos. El contexto dird si es mejor
usar escalares reales o complejos.
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sea 7: E < M un fibrado vectorial complejo?® y sean s; y 5o dos secciones del
fibrado, y f1, f> € C*(M). Como para cada punto x € M existe un vecindario O de
x y un difeomorfismo y: 77'(0) — O x V, de modo que ITj o y = 7, se puede
definir f1s1 + f252 como la seccién cuyo valor en x € M estd dado por

(fis1+ fos2)(x) ==y (x, fi(x) o yosi (x) + fo(x) o yosy(x)),  (2.1)

teniendo en cuenta que V es un espacio C-vectorial. Como mo y~! =TIIj, se ob-

serva que 7((fis1+ fas2)(x)) = x.

Para ver que dicha seccion estd bien definida, hay que mostrar que no depende
del par (O, y) y que es una aplicacién suave de M en E. Esta se comprueba en
seguida, al usar las funciones de transicion.

Lema 2.18. La expresion (2.1) define una nueva seccion del fibrado vectorial
n:E M.

Demostracién. Primero, considérese otro vecindario O’ de x y otro difeomorfismo
v': n71(0') = O’ xV, de modo que IT; o ' = 7. Escribimos

y(b) = (x,y2(b)) 'y V' (b) = (x, (b)),

parab € 7~ (ONO’) con x = (b). Con esta notacion, la férmula (2.1) para y’ se
escribe como

(fist+ fas2)(x) = ¥/~ (o, f1(0) Wels1 (x)) + 2 (x) W52 ().

Ambos Yy, w.: E;, — V son difeomorfismos. Su cociente produce un difeo-
morfismo .oy ! : V — V, la cual es ademds una transformacién lineal. De este
modo, se obtiene

(fis1+ f252) (x) = W'~ (x, filx) w1 (%) + (0w (52(x)))
=¥ (w vou (AW Ys(s1(0) + A () Ya(s2(x))))
=y (x, i) yels1 (1) + L) a(s2(x)),
lo cual demuestra la independencia del par (O, ¥) en la definicién de fis; + fos.
La suavidad de la aplicacion fisy + fos2: M — E es consecuencia de su ex-

presion explicita (2.1), y de la suavidad de y, y~!, 51, 52, fi, f> y las proyec-
ciones. [

20La elementos de C*(M) son funciones suaves f: M — C, de valores complejos. Si se prefiere
trabajar exclusivamente con funciones suaves reales f: M — R, toda la discusién sigue valida al
cambiar CF a R¥ y C*(M) a C*(M,R).
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La conclusién es que el conjunto I'(M, E) de secciones de 7w: E Yy M es un
espacio vectorial sobre C y ademds es un mddulo®! sobre el dlgebra C*(M).

Observacion. La trivialidad local de un fibrado vectorial asegura la existencia de
bases de secciones locales. Dado un abierto O del espacio base M que admite una
trivializacion local, hay un juego de secciones locales s1,...,s; : O — 771 (0) tales
que para cada x € O, {s1(x),...,s¢(x)} es una base vectorial para la fibra E,.

La naturaleza de la fibras de un fibrado vectorial nos permite realizar multiples
operaciones con los fibrados vectoriales, por ejemplo formar fibrado duales y sumas
directas o productos tensoriales de dos o mas fibrados vectoriales. Se examinard
algunas de estas construcciones oportunamente.

2.3 Moédulos sobre anillos

En este apartado se estudiard los médulos proyectivos sobre anillos. Los médulos
son una generalizacion de los espacios vectoriales, si para el cuerpo (que propor-
ciona los coeficientes para las combinaciones lineales de vectores) se sustituye un
anillo cualquiera. Los mddulos de mayor interés para la geometria no conmutativa
tienen una propiedad adicional, la de proyectividad, que los espacios vectoriales
poseen automaticamente.

Conviene recordar las definiciones de anillo y de 4lgebra (Definicién 1.1).

Ejemplo 2.19. El conjunto C*(M) de funciones suaves (de valores complejos)
sobre una variedad diferencial M es un anillo conmutativo.?? De hecho, C*(M) es
un algebra sobre C. O

Definicion 2.20. Un A-médulo derecho E sobre un anillo A es un grupo abeliano
(E,+) junto con una operacién E x A — E (llamada multiplicacion escalar) de
modo tal que para todo a,b € Ay x,y € E se satisfacen:

* (x+y)a=xa+ya;

21 Los médulos estdn discutidos ampliamente en la proxima subseccion.

22Por definicién, un anillo posee un elemento unidad 1. En C*(M), esta es la funcién constante
de valor 1 € C. Si M no es compacta, el anillo C*(M) es muy grande y es preferible reemplazarlo
por C3 (M) = C*(M) N Cy(M), las funciones suaves que se anulan en el infinito; véase la discusién
al final del apartado 1.2. (Cualquier variedad diferencial es localmente compacta.) Ahora bien,
Cy (M) no es unital si M no es compacta: las funciones constantes no ceros no se anulan en el
infinito. En parte para evitar los llamados “anillos sin unidad”, conviene limitarnos por ahora al
caso de variedades compactas.
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* x(a+b) = xa+ xb;
* x(ab) = (xa)b;
* x1 = x para la unidad 1 de A (i.e., todos nuestros mddulos son unitarios).

En forma similar se definen los A-mddulos izquierdos.23 Si B es otro anillo, dicese
que E es un B-A-bimoédulo si E es un médulo derecho sobre A y a la vez es un
mdédulo izquierdo sobre By si ademads las acciones de B 'y A conmutan: b(xa) =
(bx)a paratodox € E,a € A, b € B.

Si el anillo A es conmutativo, cada A-mddulo a la derecha E resulta ser también
un A-médulo a la izquierdo (y vice versa) al poner ax := xa paraa € A, x € E. En
este caso, se habla de “A-mddulo” sin ambigiiedad.

Si A es un cuerpo, un A-mdédulo es, ni mds ni menos, un espacio vectorial
sobre A.

Una funcién f: E — E’ entre dos A-médulos (derechos) es un homomor-
fismo>* de A-médulos (o bien un A-homomorfismo) si paratodoa,b €Ay x,y € E
se tiene que

f(xa+yb) = f(x)a+ f(y)b.

Un epimorfismo (monomorfismo, isomorfismo, respectivamente) de A-médulos
es un A-homomorfismo sobreyectivo (inyectivo, biyectivo, respectivamente).

Ejercicio 2.21. Comprobar que el espacio I'(M, E) de secciones de un fibrado vec-
torial 7: E < M es un médulo sobre C* (M).

Ejemplo 2.22. Considérese el espacio vectorial C" como la totalidad de “vectores
de columna” con n entradas. Este es un médulo izquierdo para el dlgebra de ma-
trices B = M, (C), bajo el producto de matrices por columnas. Por otro lado, la
multiplicacion por escalares xA = Ax hace de C"" un C-mddulo derecho; entonces
C" es un M,,(C)-C-bimédulo. O

» Cualquier espacio K-vectorial (finitodimensional) posee una base, es decir, un
juego (finito) de vectores que genera el espacio vectorial y a la vez es linealmente
independiente. Estas dos propiedades de una base no se generalizan a A-mddulos

23 Algunos textos de dlgebra hablan de A-médulos (a la izquierda) y de médulos-A (a la derecha).
Es mejor evitar semejante pedanteria, pero resulta ttil nombrar las categorias de estos médulos
como 4Mod y Mody, respectivamente.

24En el caso particular de espacios vectoriales sobre cuerpos, los homomorfismos son precisa-
mente las transformaciones lineales.
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cualesquiera. Sin embargo, hay dos clases de mdédulos que admiten familias fini-
tas de elementos espaciales: los médulos libres y mas ampliamente, los mdédulos
proyectivos. (Cada médulo libre es proyectivo.)

Definicion 2.23. Si E es una A-médulo derecho, una parte X genera E si>
E={xia1+-+xa,:neN, x;€X,a; €A}

En particular, si E tiene una parte generante X de cardinalidad finita, se dice que E
es finitamente generado como A-mdédulo derecho.

Si ademads el conjunto X es A-linealmente independiente, esto es, si la relacién
xiai + -+ +xua, = 0 para todo x; € X, a; € A implica necesariamente que cada
aj =0, se dice que X es una base de E. Un A-médulo derecho E se llama libre si
y s6lo si posee una base.

Ejemplo 2.24. En contraste con el caso de espacios vectoriales, un A-médulo no
posee una base necesariamente (si A no es un cuerpo). Por otro lado, si A" denota
la totalidad de columnas con n entradas que son elementos de A, entonces A" es
un A-médulo derecho con una base estdndar. En efecto, sea u; la columna cuya
J-€sima entrada es 1 y cuyas demads entradas son 0. Entonces uja; + - - - + uya, es
la columna (ay,...,a,) ', la cual es nula®® si y sélo si cada a; = 0.

Si J es un conjunto arbitrario (no necesariamente finita), hay un A-mdédulo libre
AV) =@ jesA cuya base tiene la cardinalidad de J. Esta es una suma directa?®’ de
copias de A, indexada por los elementos de J. O

Definicion 2.25. La suma directa E @ F de dos A-mddulos derechos E y F es la
totalidad de pares ordenados { (x,y) : x € E, y € F }. La operacién de suma y la
accion de A se definen “entrada por entrada”, como es de esperar:

(x1,y1) + (x2,¥2) 1= (x1 +x2,y1 +2), (x,y)a:= (xa,ya) para a€A.

Es usual identificar E con E® 0y F con 0® F, para poder considerar £ y F' como
submoédulos de E G F.

Las expresiones xjaj + - - - +x,a, se llaman combinaciones lineales de los elementos x1, ..., xp,
por supuesto. Para n = 0, el elemento nulo 0 € E se cuenta como una “combinacién lineal vacia”.

26La notacién | significa transpuesta. A veces se escribe columnas como transpuestas de filas.

*Se emplea la notacion A’ =[] ;<A para el producto cartesiano de |J| copias de A; sus elementos
son fodas las funciones j +— a; de J en A. Los elementos de A’ tales que a ; = 0 excepto por una
cantidad finita de indices j forman la llamada suma directa, denotada por AV,
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Si H es un A-mdédulo derecho isomorfo a E @ F, se dice que H es “una” suma
directa®® de E y F. Por ejemplo, es A2 ~ A @® A y mds generalmente, se ve que
AT~ ATV AT

De igual manera, se define la suma directa de tres o0 mds A-mddulos derechos;
por ejemplo, se define EGF &G := {(x,y,z) :x € E, y € F,z € G }. Hay isomor-
fismos evidentes (E®F) &G ~E®F &G ~E® (F&G).

Definicion 2.26. Un A-mdédulo derecho E es proyectivo si es un sumando directo
de un A-médulo derecho libre. En otras palabras, E es proyectivo si (y solo si) hay
un A-moédulo libre L y si hay otro A-mddulo derecho F' tales que E G F ~ L.

Fijese que todo A-mddulo libre L es proyectivo: basta tomar F = 0, porque
LP0~L.

Ejemplo 2.27. He aqui un ejemplo tipico de un A-médulo derecho proyectivo pero
no necesariamente libre. Considérese A" como A-mddulo derecho libre y sea p €
M, (A) una matriz tal que p*> = p; se dice que p es un elemento idempotente del
anillo M, (A). Definase

E:=pA"={px:xcA"}, (2.2)

donde px denota el producto de la matriz p por la columna x; el resultado es la

columna cuya i-ésima entrada es Z;f:] pijxj € A. Es mas o menos evidente que £

es un A-submdédulo derecho de A", porque (px)a = p(xa) para todo a € A.
Larelacién p? = p implica que la matriz 1 — p € M,,(A) es también idempotente:

(1—pP=1-2p+p*=1-2p+p=1—p.

definase F := (1 — p)A" = {x— px:x € A" }. Entonces F es otro A-submédulo
derecho de A". Si z € ENF, entonces 7z = py = x — px para algunos x,y € A". Esto
implica que

z=py=p’y=pz=px—px=px—px=0.

Se concluye que ENF = 0. Ademads, cada elemento x € A” cumple la ecuacién
x=px+(x—px) e EQF.

Se concluye que E & F ~ A"; luego, E es proyectivo. O

28LLos textos de dlgebra hacen alarde de una distincioén entre la suma directa externa E ® F, que es
la definicién actual, y una suma directa interna: este es un A-médulo derecho H que incluye copias
de E y F como submdédulos que satisfacen E N F = 0. Hay un isomorfismo evidente (E® F) ~ H.
El punto de vista categérico desprecia las distinciones entre objetos isomorfos.
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Este ejemplo es “tipico” porque cada A-mddulo derecho proyectivo y finita-
mente generado tiene esta forma. Si E es generado por un juego finito de sus
elementos {xi,...,x,}, hay un A-homomorfismo sobreyectivo ¢ : A" — E determi-
nado por ¢ (u;) :=x; para j = 1,...,n. Es posible mostrar que hay un idempotente
g = q*> € M,(A) tal que gA" = ker ¢ como submédulos de A*; y que (1 —g)A" ~
im¢@ ~ E. Entonces es cuestién de tomar p := 1 — g. Para los detalles, remitimos a
cualquier texto de dlgebra superior.?

» La siguiente caracterizacion de modulos proyectivos por “diagramas y flechas”
suele ser bastante util.

Lema 2.28. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) E es un A-modulo proyectivo;

(b) dados dos A-homomorfismos f: E — Gy g: F — G con g sobreyectivo,
existe un A-homomorfismo h: E — F tal que goh = f. En otras palabras, el

siguiente diagrama conmuta:>°
E
h s/
],
-
F——G——0
(c) toda sucesion exacta corta
f 8
0 C D E 0 (2.3)

(i.e., f es un monomorfismo, g es un epimorfismo y kerg = im f) de A-homo-
morfismos de médulos, escinde (i.e., D ~C&E).

Demostracion. Ad(b) = (c): Dada la sucesion exacta corta (2.3), hay un dia-
grama conmutativo cuya flecha vertical es 1g:

E

Y
h
// \L]E

‘g

0 C D E 0,

29Hay un tratamiento muy detallado en: Lekh R. Vermani, An Elementary Approach to Homolo-
gical Algebra (Chapman & Hall/CRC Press, Boca Raton, FL, 2003). Para un bosquejo mads terso,
véase el apartado 2.A del libro E-NCG.

3En el diagrama la fila inferior es exacta en G: la sobreyectividad de g dice que img = G =
ker(G — 0).
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La existencia de h: E — D tal que goh = 1 viene de la condicién (a). Definase
un A-homomorfismo j: C®E — D por j(cDe) := f(c) +h(e). Si j(che)=0
entonces f(c) = —h(e) y 0 = gf(c) = —gh(e) = —e de donde e = 0; y ademads
¢ € ker f = 0; luego j es inyectivo. Por otra parte, cualquier d € D cumple g(d —
h(g(d))) =0, asi que d — h(g(d)) € kerg = im f; luego existe ¢ € C con f(c) =
d —h(g(d)) y por tanto es posible escribir d = f(c) 4+ h(g(d)) = j(c® g(d)); se
concluye que j es también sobreyectivo. En resumen, j es un isomorfismo entre
COEyD.

Ad(c) = (a): Todo médulo proyectivo E es la imagen bajo un homomor-
fismo de un médulo libre. Si el conjunto {x;: j € J} genera E, sea L := A’, un
A-médulo libre con la “base estdndar” {e; : j € J}. Entonces hay un homomor-
fismo sobreyectivo g: L — E determinado por g(e;) := x; para todo j. Ahora, si
K = kerg, entonces la sucesion corta de A-homomorfismos

0—>K—>1-1-F 0,

donde i es la inclusiéon de K en L, es exacta. La condicién (b) dice que hay un
isomorfismo L ~ K G E, asi que E es proyectivo.

Ad(a) = (b): Si existe un A-mddulo libre L y un A-médulo K tales que
L~K®E,seaq: L— E el A-homomorfismo sobreyectivo dado por (k,e) — ey sea
i: E — L el A-homomorfismo inyectivo dado por e — (0, ¢); fijese que goi = 1g.
Considérese el siguiente diagrama de A-homomorfismos de médulos:

L—"~E
| s/
W h/ if
Yo
F—G——0.
Como L es libre y por ende proyectivo, hay un A-homomorfismo #': L — F tal
que goh' = fogq. Ahora sea h: E — F el A-homomorfismo compuesto /& := h' oi.
Entonces goh=goh'oi= foqgoi=f. O

2.4 Operaciones con fibrados vectoriales

A continuacion desarrollamos una poco de intuicidn sobre la relacién entre fibrados
vectoriales y médulos proyectivos.
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Definicion 2.29. Sean 7;: E’ Yom ym: E” W, M dos fibrados vectoriales sobre
la misma base, de rangos respectivos k y [. Su suma de Whitney es el fibrado
vectorial con base M, de rango k + [, cuya fibra sobre x € M es la suma directa

EL0E! =n ' '(x)~VeWw.

Para completar la descripcion de este fibrado, hay que describir su estructura
local como producto cartesiano. Si ( B) gy (0%)y son cubrimientos por abiertos
de M que admiten trivializaciones locales de E ! y E” respectivamente, tienen un
refinamiento comun formado por todas las intersecciones no vacias 023 N 03;. De
este modo, se construye un atlas (Og, @g)q de M que trivializa los dos fibrados
dados simultdneamente.

El espacio total E de la suma de Whitney es el conjunto

E:={(,): ek " cE" m()=m(")}.

Asi, ¢ € E/ y e; € E quedan en dos fibras sobre el mismo punto x = 7 (¢) =
my(e”) de M. Definase la aplicacion w: E — M mediante (¢’ e”) := mi(e') =
my(€"). Para dotar a E de estructura de variedad diferencial, considérese el atlas
formado por las cartas (Uy, Py )¢ donde Uy := =1 (0g) y Pg : Uy — R+ estd
dado por dado por

(/ﬁa(e/?e//> = ((Pa l/’ocx V[&x // )7

donde x = 7(¢’,¢”), mientras Y : E, -V ~Rfy yj : E/ — W ~ R’ son los
isomorfismos lineales>! determinados por las trivializaciones locales de E’ y E”.

De este modo, 7: E Y25 M es un fibrado vectorial con fibras E, ~ E.®E].
Sus trivializaciones locales son las aplicaciones

Vo : Uy — O X (VEW) : (e,€") = (x ‘I/ax( l/’ocx e")).
Es usual escribir E’ @ E” := E para denotar el espacio total de la suma de Whitney.

Los fibrados vectoriales reales y complejos son los objetos de dos categorias,
Vectr y Vectc, con los siguientes morfismos. (Para mayor comodidad, omitimos
la mencién explicita del cuerpo R o C.)

31En la notacién, se ha supuesto que las fibras tipicas V' y W son espacios vectoriales reales. Si
se trata de fibrados vectoriales complejos, cada @ lleva Uy, en R 2642
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Definicién 2.30. Un morfismo entre fibrados vectoriales 7: E < M , 7w E Yomr
es un par de funciones suaves f: E —E'y g: M — M’ tal que gom = 7’ o f y para
cada x € M, larestriccion de f a las fibras E; — E é (x) €S Una transformacion lineal:

f|Ex
E——F Ex——= Ey,

ni g | ﬂl E
{x} —{g(x)}

Un tal morfismo es invertible si f y g son biyecciones suaves con inversos suaves
f Y E —E, g': M — M, en cuyo caso (f~!,g~!) es un morfismo inverso
de (f,g); dicese que (f,g) es un isomorfismo de fibrados y que estos dos fibra-
dos son isomorfos. Para que haya isomorfismo, es necesario que dimE = dimE’,
dimM = dimM’ y que los rangos coincidan.

En el caso particular en que M = M’ y g = 1), se obtiene una subcategoria>
Vect(M) de fibrados vectoriales con base M, cuyos morfismos de denotan simple-
mente por f en vez de (f, 1y):
flEx E' )

{69
n./

L. p E,
NN A
{x}

Un isomorfismo en esta categoria se le llama una equivalencia de fibrados vecto-

E

riales sobre M. Obsérvese que un fibrado vectorial 7: E Yy M es trivial si y s6lo si
es equivalente al fibrado I1;: M xV Yo m.

» En la categoria Vect(M), la suma de Whitney cumple el mismo papel de la suma
directa en la categoria An de anillos. Hay un “objeto cero”, el cual es el fibrado
nulo 1,: M % M de rango cero, usualmente denotado por 0. Para cada fibrado
vectorial w: E — M podemos identificar M con la subvariedad so(M) de E, donde
so es la seccion global nula. Asi, el fibrado nulo se identifica con un subfibrado33

3Por definicién, una subcategoria D de una categoria C consta de una subclase de objetos
de C, denotada Ob(D) y partes Homp(A,B) C Homc(A,B) para todo A,B € Ob(D), tales que:
(a) 14 € Homp(A,A) para todo A € Ob(D); (b) si f € Homp(A,B) y g € Homp(B,E), entonces
gfHomp (A, E). Estas condiciones garantizan que D sea también una categoria.

33Un subfibrado de un fibrado vectorial 7: E — M es un fibrado vectorial 7’ : E' — M tal que
E’ es una subvariedad de E, | = ' y para todo x € M la fibra E., es una subvariedad de la fibra E,.
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de cada fibrado vectorial. Hay morfismos inyectivos f’: ¢ — (¢,s5o0n'(¢/)) y
e (shom’(e"),e"), con s y s; las respectivas secciones nulas; y también
hay morfismos sobreyectivos g': (¢/,¢") — €'y g": (¢/,€") — €” tales que las dos
composiciones:
1 I n 8
0—E —FE ®FE" —FE —0,
n 1" n 8 g
O—EFE —E®E —E —0,
sean sucesiones exactas cortas>* de fibrados vectoriales sobre M.

» El siguiente resultado permite concluir que un morfismo entre fibrados vectoria-
les es un isomorfismo si su restriccion a cada fibra es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Lema 2.31. Si f es un morfismo entre fibrados vectorialest: E M yn': E' - M
(con la misma base) cuya restriccion a cada fibra fy : Ex — E, es un isomorfismo
de espacios vectoriales, entonces los fibrados vectoriales son equivalentes ( f es un
isomorfismo).

Demostracion. Basta mostrar que f es un difeomorfismo entre las variedades dife-
renciales E y E’ (lo cual garantiza que f~!: E/ — E es suave). De la teorfa de
variedades diferenciales se sabe>> que es suficiente mostrar que dyf es un isomor-
fismo entre los espacios tangentes T,E y Tf(y)E’ , para cada y € E. Como ambas
variedades diferenciales E y E’ poseen la misma dimensién, ambos espacios tan-
gentes LE y Ty, E ' poseen la misma dimension. Basta, entonces, mostrar que cada
dyf es un monomorfismo. De la relacién 7’ o f = 7 se obtiene d ) n'od,f =dym
por la regla de la cadena. Si d,f(v) =0, entonces d,7(v) = 0, lo cual implica que
v queda en el subespacio TyEy () de T,E 3% Hay una identificacién natural entre los

3Si f: A— By g: B— C son morfismos de anillos, el triple A L. B-%.C se dice exacto en B
si kerg = im f. Una cadena de dos o mds morfismos que es exacta en cada anillo intermedio se

llama una sucesion exacta. Una sucesion exacta corta es de la forma 0 — A LBi>C—>O;
su exactitud dice que f es inyectiva, g es sobreyectiva y ademas kerg = im f. Este concepto tiene
sentido en cualquier categoria abeliana, como Vect(M), por ejemplo.

3La diferencial dh de una aplicacién h: M — N entre variedades diferenciales es una familia de
aplicaciones lineales dh(x) = dih: TuM — TN, para x € M, entre los espacios tangentes corres-
pondientes. Los diferenciales cumplen la regla de la cadena d(g o h), = dj,)g o dyh.

36Como 7 es una proyeccion, dym: TyE — Ty(,)M es sobreyectiva para todo y € E. Por el teorema
del rango, dim(kerd, ) es igual a la dimension de cada fibra. De la definicién de d, 7 y de la regla
de la cadena se concluye que Ty(n ™! (7(y))) = TyEy,) estd incluido en kerd, 7.
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espacios vectoriales TyEy () = Ep(,). Como cada restriccion de f a las fibras es un
isomorfismo lineal, podemos identificar estos espacios con E 7’t, (Fo) = Ty E 7’T, (FO))
mediante v — d, f(v), de modo que v = 0. O

Lema 2.32. Sobre una misma base M, toda sucesion exacta corta

0——> g Lo g 5o gy 0 (2.4)

de fibrados vectoriales escinde: el término medio es la suma Whitney de sus dos
vecinos, E ~E' G E".

Observacion. Antes de demostrar el lema, conviene hacer algunas observaciones
sobre su enunciado.
Para cada x € M, la respectiva sucesion de restricciones a las fibras

g
E)/C Ex Ex glEX E)/C/ O (2.5)

es una sucesion exacta corta de aplicaciones lineales entre espacios vectoriales. En
particular kK’ + k" = k, g es sobreyectiva y f es inyectiva, dado que la restriccién a
las fibras es una transformacion lineal.

El cero 0 al inicio y al final de la sucesion (2.4) representa el fibrado trivial
M x 0 — M de rango cero. De este modo, 0 — E’ es la aplicacién que envia cada
punto (x,0) € M x 0 hacia el punto en ) (x) € 7'~ !(x) C E’, donde se usa la seccién
(global) nula 7 del fibrado vectorial E/ — M. En forma andloga, la aplicacién
E" — 0 envia cada punto b” € E” al punto (n”(b"),0) € M x 0.

Por exactitud en el nodo E, se entiende que go f(b') = 7; (x), para todo b’ € E’
con 7'(b") = x. Aqui, 7} es la seccion (global) nula del’ fibrado vectorial E' — M.

Demostracion. Como para cada x € M, el espacio vectorial E! es un médulo li-
bre, se sabe del lema 2.28 que la sucesion exacta corta (2.5) escinde. Entonces
resulta que Ey ~ E. & E! para cada x, aunque eso no es suficiente para garantizar la
equivalencia deseada de fibrados vectoriales E ~ E'  E” .

Témese un cubrimiento abierto (Oy)q de M Localmente finito, por ser M
paracompacto) de modo que los fibrados vectoriales E’, E y E” son triviales so-
bre cada Oy (véase la Definicion 2.29). Para cada x € M, elijase Oy que con-
tiene x, junto con los difeomorfismos correspondientes y': 7’ _I(Oa) — Og XV,
v: T N 0g) = Og x (VEW) y y": 7" 1(0g) — Og xW.

La exactitud de la sucesion corta de fibrados sobre la base O,

0—> (1) 1(0y) > 710 —*> () 0) —0 (26
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con las respectivas restricciones, es una consecuencia de la exactitud de (2.4). De
este modo, la sucesion corta asociada

0—> 0 xV Lo ox(vaw) -5~ 0,xW —=0 27

de fibrados vectoriales triviales, con f := wo foy 'y g:=y"ogoy™! es
también exacta.

Al identificar Oy x (V @ W) con la suma de Whitney (Og x V)@ (0Oq x W), es
inmediato que la sucesion (2.7) escinde. Usando los difeomorfismos locales,
71 (00) ' (00) LY 00 XV ® 0g x W ~ 0g x (VOW) Y 771(04),
se concluye que la sucesion (2.6) también escinde. Asi, para cada o hay un mor-
fismo de fibrados vectoriales invertible entre 771(0g) y 7’71 (0g) @ "1 (0g).
De la observacion que sigue a la demostracion del Lema 2.28, se sabe que existe
un morfismo jq : (77)~1(0y) — 77 1(0¢) tal que go j, = L 1(04)-

Sea (hg)q una particién de la unidad subordinada al cubrimiento localmente
finito (O )¢ de M. Ahora definase un morfismo j: E” — E mediante j:=Y 4 hg jo.
De este modo go j = 1g y podemos concluir que E ~ E' G E”. O

: 1% . .
Lema 2.33. Si w: E — M es un fibrado vectorial con M compacto, entonces existe

otro fibrado vectorial T’ E’ Yo M tal que E ® E' sea equivalente a un fibrado
trivial.

Demostracion. Por hipétesis, podemos asumir que existe un cubrimiento finito
{01,...,0,} de M de modo que el fibrado vectorial E es trivial sobre cada O;.
Si el rango de este fibrado es k, por la trivialidad local existen secciones locales

Sily---,Sik: Of — E tales que s;1(x),...,si(x) son linealmente independientes para
cada x € O;. Elijase una particién de la unidad {hy,...,h,} subordinada al cubri-
miento {O1,...,0,}; entonces cada h;s; ;j se anula fuera de O;.

Definase una aplicacién g: M x C¥" — E mediante g(x,t) := Y jtijhisij(x).
Por su definicién, g es un morfismo sobreyectivo de fibrados,?” por lo cual podemos
formar la sucesion exacta corta, donde E’ := kerg:

OHE/4f> MX(Ckm L>E'4>O

3La aplicacién g es sobreyectiva porque para cada y € E existe una secciéon s con y =
s(m(y)) —véase la demostracién de unicidad en la Proposicién 2.45— y con x = 7(y), los
{hisi1 (x),...,hisg(x)} expanden la fibra E;.
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donde f es la inclusién candnica. Se obtiene E G E' ~ E' ® E ~ M x C*, del
Lema 2.32. ]

Observacion. Las hipotesis del enunciado se satisfacen si M es una variedad dife-
rencial, no necesariamente compacta. No es evidente, pero si es cierto, que para un
fibrado vectorial dado E — M, es posible encontrar un cubrimiento abierto finito
de M que trivializa el fibrado (es decir, cada E|p, — O; es un fibrado vectorial

trivial).3® La finitud de un tal cubrimiento es evidente si M es compacta.

Lema 2.34. Si E = E' ©E" es una suma de Whitney de fibrados vectoriales sobre
M, entonces U(M,E) =T(M,E") & T(M,E") como médulos sobre C*(M).

Demostracion. En la notacién de la Definicion 2.29, si s € I'(M, E) entonces es
posible definir s’ € ['(M,E") y s” € ['(M,E") mediante

s'(x) ;=TI os(x), s"(x) :=Tl,os(x), paratodo x€M,

donde IT;: E'®E" — E', II,: E' ® E” — E” son las sobreyecciones naturales.
Como resultado se identifican s(x) <> (s'(x),s”(x)) € E. ® E! para todo x € M, y
entonces

['(M,E)~T(M,E"Y®T(M,E"). O

Corolario 2.35. Sim: E 2 M es un fibrado vectorial sobre una variedad diferen-
cial compacta M, entonces su C*(M)-mddulo de secciones I'(M,E) es finitamente
generado y proyectivo.

Demostracién. De la suma de Whitney E @ E’ ~ M x CF se obtiene la suma di-
recta de médulos de secciones (M, E) ®T'(M,E") ~T'(M,M x CF™). Ahora bien,
una seccién del fibrado trivial M x C¥" —; M es simplemente un juego de km fun-
ciones fi,..., fim: M — C, de modo que I'(M,M x CF™) ~ C*(M)*". En otras
palabras, I'(M, E) es un sumando directo del C*(M)-mddulo libre de rango km; lo
cual establece su proyectividad.

La generacion finita de I'(M, E) sigue de la demostracién del Lema 2.33. De
hecho, las secciones { h;s;; :i=1,...,m; j=1,...,k} generan I'(M,E). H

Ejemplo 2.36. Veamos ahora como encontrar el idempotente p asociado (por el
Ejemplo 2.27) al C*(M)-médulo de secciones I'(M, E) de un fibrado vectorial de
rango r sobre una variedad diferencial compacta M.

38Para una demostracién, véase el Teorema 7.5.16 de: Lawrence Conlon, Differentiable Mani-
folds, 2a edicién, Birkhiuser, Boston, 2001.




MA-707: Geometria No Conmutativa 50

En este caso A = C*(M) y se identifica A” = I'(M,M x C").* Se busca una
matriz cuadrada p € My(C™(M)) para alglin k, tal que p> = py

[(M,E) ~ pA* = { px: x € AF}.

Por hipétesis, existe un cubrimiento finito {Oy,...,0,} de M tal que el fi-
brado vectorial E es trivial sobre cada O;. También existen funciones no negativas
fi,---, fm tales que {fZ,...,f2} es una particién de la unidad subordinada a este
cubrimiento; en particular, se cumple fl2 o2 =1,

Para cada funcién de transicion y;;: O;NO0; — GL(r,C), definase la funcién
pij == fifjVij, de modo tal que

Zplkpkj Zflfkfjl/’lkl”kj flfJ(ka)lVl]_pl]

k=1

Témese como p = p? la matriz mr x mr en M,,,(C*(M)) cuyas entradas son es-
tos pij.

Si s es una seccién en I'(M, E ), entonces la restriccion de s a cualquier O; coin-
cide con una seccion local s;, de modo que s; = ;s sobre O;NO;. De esta manera,
s puede considerarse como el vector columna s = (fisy,..., fmsm) € C(M)™ tal
que

(PricSiSs - Pk fesk) T = Y (FLIEWIRSKs -+ FnfE WonkSk)

k=1

S
||
agE

~
I
_

(flfksl7 o SufEsm) T =s.

I
s

Esta identificacién muestra que I'(M,E) ~ pA™. O

2.5 La correspondencia de Serre y Swan

La asociacion que envia un fibrado vectorial 7: E Yy M de base compacta a su
C>(M)-médulo de secciones I'(M,E) es biunivoca, como se verd en esta seccion.
Esta asociacién nos permite expresar las propiedades geométricas de un fibrado
vectorial en un lenguaje algebraico. Como muestra un botén!

Lema 2.37. Un fibrado vectorial : E Y M es trivial si y s6lo si su C*(M)-mddulo
de secciones T'(M,E) es libre.

390 bien C*(M,R)" =T'(M,M x R"), en el caso real.
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Demostracion. Sea ¢: E — M x V un isomorfismo de fibrados vectoriales y sea
{ey,...,e;} una base vectorial de V. Para cada x € M, definase s;(x) := ¢ ! (x,¢;).
El conjunto {sy,...,s¢} es una base para el C*(M)-médulo I'(M,E) y por tanto
este modulo es libre.

Para el reciproco, si I'(M, E) es un médulo libre con base {sy, ..., s}, entonces
la aplicacién ¢ : E — M x CK dada por

k
Z tisi(x) — (e, 19
i=1

es un isomorfismo de fibrados vectoriales. ]
Ejercicio 2.38. Verificar los detalles de la demostracion del Lema 2.37.

Corolario 2.39. Si E es un C*(M)-mddulo libre con un niimero finito k de ge-
neradores, entonces E es isomorfo como C*(M)-mddulo al médulo de secciones
del fibrado trivial M x C*. Dicho de otro modo: existe un fibrado vectorial cuyo
modulo de secciones es isomorfo a E.

Teorema 2.40. Para M una variedad diferencial compacta (y conexa), un C*(M)-
mddulo P es isomorfo al médulo de secciones I'(M,E) de un fibrado vectorial
. E — M sobre M siy solo si P es finitamente generado y proyectivo.

Demostracion. Por el Corolario 2.35, el médulo de secciones I'(M, E) de todo fi-
brado vectorial 7: E — M es proyectivo y finitamente generado.

Ahora sea P un C*(M)-médulo proyectivo y finitamente generado cualquiera.
Hay que fabricar un fibrado vectorial 7: E — M tal que P sea isomorfo al médulo
de secciones I'(M, E).

Por el lema 2.28, P es un sumando directo de un C*(M)-mdédulo libre y por el
Corolario 2.39, podemos tomar dicho médulo libre como el médulo de secciones
I'(M,M x V) del fibrado trivial M x V, donde dimV = k para algiin k. Escribimos
['(M,M xV)=P& Q, para algin C*(M)-médulo Q.

Para cadax € M definase E, :={p(x) e V:peP}yF. :={qx)eV:qcQ}.
Veamos que E, G F, =V. Parab €V sea s € I'(M,M x V) una seccién tal que
s(x) = (x,b) yescribase s =: p+qconp € Py g€ Q. Asi, b= p(x)+q(x) € Ex+F;.
Por otra parte, si b € E;NF,, entonces b = p(x) = g(x) para algunos p € Py g € Q
y (p—¢q)(x) =0. Como M xV es un fibrado trivial, existe una base global de
secciones {sy,..., st} de modo que

ko ko ko
p—q=Y fsi=Y fpi+) flai
i=1 i=1 i=1
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para algunas funciones f* € C*(M) y cada s; = p; +q; € P® Q. Sin perder genera-
lidad, se puede asumir que f'(x) =0 parai=1,...,k. Como PN Q = 0 se ve que
p=YK | fipi Asi, b= p(x) =0y porende E,NF, = 0.

Veamos ahora que la unién disjunta E := |#,¢), Ex de todos los E,, x € M,
constituye un fibrado vectorial sobre M (de hecho, un subfibrado de M x V) y que
P coincide con su médulo de secciones I'(M,E).

Primero, la dimensién de E, no depende de x. Sead = dimE, y sean py,...,pg
secciones en P tales que los py(x),..., ps(x) generan el espacio vectorial E,. Basta
con usar la continuidad de las secciones para concluir que en un vecindario U
de x los p1(y),..., pa(y) son linealmente independientes*” para todo y € U. Asi,
dimE, > dimE, mientras y € U. Un argumento similar muestra que dimF, >
dimF,. Como dimE, +dimF, = k es constante, se concluye que dimEy es una
funcidén localmente constante. Como M es conexa, esta es una constante global.41

Segundo, si {p;(x),...,ps(x)} es una base para E, para algin x € M, entonces
el conjunto {p;(y),...,pq(y)} forma una base para el espacio E, para todo y en
un vecindario de x, por lo cual los E, poseen localmente una base que depende
suavemente de x y por tanto podemos identificarlos con una parte abierta de Gy 4,
el grassmanniano.*?

Tercero, P coincide con I'(M,E). Por construccién, es P CT'(M,E). Sis €
I'M,E) CT(M,M xV),existen pe P,ge Qcons=p+gq. Como ExNF, =0y
s(x) — p(x) = g(x) para todo x € M, se concluye que ¢ =0y por lo tanto s € P. [

“0En una base para E, los vectores pi(x),...,ps(x) poseen una representacién matricial cuyo
determinante es diferente de cero (pues son linealmente independientes). Como la funcién deter-
minante es continua, y cada p; es continuo, se obtiene una funcién continua que no se anula en el
punto x. De ahi que hay un abierto U 3 x tal que el determinante de la representacién matricial de
los p1(y),...,pa(y) no se anula para todo y € U.

4Por definicién, una funcién f: X — Y entre espacios topolégicos es localmente constante si
cada x € X posee un vecindario V tal que f|y sea contante. Por lo tanto, f es constante en cada
componente conexo de X; o bien, en todo X si X es conexo.

42| espacio grassmanniano G, ,, es el conjunto de todos los subespacios m-dimensionales
de R”. Al tomar coordenadas (xl X2 ,X") en R" y al ser U la totalidad de los subespacios de
dimensién m que satisfacen el sistema de ecuaciones X = ):;‘":1 a; jxj ,parai=1,...,n—m, con
@: U — R™"=™) 1a aplicacién que envia cada subespacio a los coeficientes del sistema, se obtiene
una carta local (U, @). Para cubrir el espacio G, basta con permutar el orden de las coordenadas.
La compatibilidad de las cartas se obtiene de la dependencia suave de las soluciones del sistema
sobre sus coeficientes. Como resultado, G, es una variedad diferencial de dimensién m(n —m).
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2.6 Una equivalencia de categorias

El teorema de Serre y Swan puede expresarse de modo elegante como una equi-
valencia de categorias. Recordemos la Definicién 1.12 de una categoria. Cabe
preguntar ahora qué significa que dos categorias sean “esencialmente la misma”.

Definicion 2.41. Dos categorias C y D son equivalentes si hay un funtor §: C — D
que satisface las siguientes condiciones:

*x F es pleno: para todo A, B € Ob(C), la aplicacién h — Fh : Hom(A,B) —
Hom(FA,FB) es sobreyectiva;

* F es fiel: para todo A, B € Ob(C), esa aplicacién es inyectiva; y

* JF es esencialmente sobreyectivo: para todo D € Ob(D), existe A € Ob(C)
tal que FA y D son isomorfos.*?

En tal caso dicese que el funtor I es una equivalencia entre las categorias Cy D.

Ejemplo 2.42. Al final de la subseccién 1.3 se construyd, avant la lettre, una
equivalencia entre las categorias Comp y C*-AlgCom. Dada un funtor F: C — D
que cumple las propiedades de la Definicién 2.41, no es dificil construir un funtor
G : D — C con las mismas propiedades, el cual, aunque no sea un inverso strictu
sensu de T, si es un “inverso hasta isomorfismo”, en el siguiente sentido. Si I¢
es la identidad tanto sobre los objetos como los morfismos de la categoria C, hay
isomorfismos naturales** entre funtores GF ~ IcyFG ~ 1p.

Los dos funtores C: Comp — C*-AlgCom y M : C*-AlgCom — Comp, definidos
anteriormente, son equivalencias de categorias. O

Ejemplo 2.43. La coleccién de médulos (a la derecha) sobre un anillo A, junto con
sus A-homomorfismos, forma una categoria denotada por Mod,. Los A-mdédulos
proyectivos finitamente generados forman una subcategoria plena ModPFG4. ¢

Hay un funtor evidente entre la categoria Vect(M) de fibrados vectoriales de
base M, y la categoria Modc=(3;) de modulos (a la derecha) sobre el anillo A =
C*(M).

“3Esto es: hay un morfismo invertible en Homp (FA, D).
44V éase la tltima nota al pie de la subseccién 1.3.
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Ejemplo 2.44. La aplicacién I” que asigna a un fibrado vectorial® 7: E Vs M su
C*(M)-médulo de secciones I'(M,E), y a cada morfismo f: E — E’ —esto es,
f € Homyeey(ar) (E, E')— le asigna el C*(M)-homomorfismo de médulos I'f que
envia cada seccién s € I'(M,E) alaseccion I'f(s) e ['(M,E’) dadapor T'f(s): x —
f(s(x)), obienT'f(s) := fos.

En efecto, hemos definido un funtor I': Vect(M) — Modc=(y).

La igualdad I'lg = 1y p) es evidente. Para verificar que para cada f en
Homyect(y) (E, E) se obtiene un elemento I'f en Hommod ., (T(M, E),T'(M, E')),
debemos comprobar la C**(M)-linealidad de s — fos. En efecto, si sy, sp € T'(M,E)
y h € C*(M), entonces

Cf(s;+hsy) = fo(si+hsy) = fosi+hfosy=Tf(s1)+hTf(s2)

por la C-linealidad de cada fy: E, — E}(x), esto es, f(h(x)s2(x)) = h(x) f(s2(x)).
Por ende, I'f es un C*(M)-homomorfismo de médulos.

Por tltimo, si f: E — E'y g: E' — E” son morfismos de fibrados vectoriales,
entonces

[(gof)(s) = (gof)os=go(fos) =Tg(l'f(s)) para seTl(M,E),

asi que I'(go f) =T'go'f. En fin, las correspondencias E — I'(M,E), f — T'f
cumplen las propiedades de un funtor covariante. O

Proposicion 2.45. Para cada dos fibrados vectoriales T: E Yom yn': E YoM
sobre una variedad compacta M, el funtor 1" determina una biyeccion entre los
morfismos en Homyecy(pr) (E, E') y en Hompog,. ,,, (I(M,E),T'(M,E")).

Demostracion. Vamos a mostrar que para cada C*(M)-homomorfismo de médulos
¢ € Hompoder ([(M,E),T'(M,E")) existe un tGinico morfismo de fibrados vecto-
riales f € Homyec(u)(E,E') tal que T'f = ¢.

Para la unicidad: si f,f’: E — E’ cumplen I'f = I'f’, entonces para toda
seccion s € I'(M,E) y todo x € M se verifica f(s(x)) = f/(s(x)). Ahorasib € E,
entonces b € Ey para x = w(b) € M. Si O es un abierto alrededor de x sobre el
cual podemos trivializar E localmente, es facil definir una seccién local s: O — E
con s(x) = b. Al multiplicar s por una funcién suave que se anule fuera de Oy
de valor 1 en x, se extiende s a una seccién global con valor b en x. Por lo tanto,
f(b) = f'(b) paratodo b € E y se concluye que f = f’.

43Serfa mds correcto denotar este funtor por I'(M,—) y asi se hace en algunos textos. Aqui
dejamos fija la base M para poder simplificar un poco la notacién.
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Para la existencia: si ¢ es un C*(M)-homomorfismo de médulos entre I'(M, E)
y I'(M,E") y si b € E, entonces b € E, para algin x € M. Justo como en el
parrafo anterior, existe una seccién s € I'(M, E) tal que s(x) = b. Definase f(b) :=
¢(s)(x) € E;. Hay que comprobar que f estd bien definido, que f es un morfismo
de fibrados vectoriales de E en E' y que I'f = .

Si sy s’ son dos secciones de E con s(x) = s'(x) entonces (s —s)(x) corres-
ponde al punto (x,0) bajo cualquier trivializacién local de E. Como la restriccién
a cada fibra es una transformacién lineal, también ¢ (s —s')(x) corresponde al
punto (x,0) bajo cualquier trivializacién local de E’. De este modo, se ve que
©(s)(x) = @(s')(x), por lo cual f estd bien definido.

Por su definicion, T = 7’ o f y es facil verificar que la restriccién de f a cada fi-
bra es una transformacion lineal. Para concluir que f es un morfismo entre fibrados
vectoriales; falta verificar que f sea suave. Sea O un vecindario de x sobre el cual
tanto E como E’ son triviales. Como la suavidad es un asunto local, basta verificar
que la restriccion de f a 7~!(0) es suave.

Parat € T(0,771(0)) y x € O se ve que

Fla10) 1) = @o(0) (), 2.8)

donde @ es un C*(0)-homomorfismo entre I'(0, 771 (0)) y I'(0, (x')~1(0))) in-
ducido*® por @. Como estos dos médulos son libres (gracias al Lema 2.37), pode-
mos elegir bases para cada uno de ellos de modo que podemos representar ¢p
como una matriz sobre el anillo C*(0). Por la relacién (2.8), esta misma matriz
representa a la restriccién de f a 7~ !(0); por lo tanto, dicha restriccion es suave.
Por dltimo, I'f(s)(x) = f(s(x)) = @(s)(x), paratodo s € ['(M,E) y x € M. Por
lo tanto I'f(s) = ¢@(s) para todo s y entonces I'f = ¢. O

46Sea A un anillo conmutativo y S C A una parte multiplicativa (contiene al 1, no contiene al
0 y es cerrado bajo multiplicacién). En el conjunto A x S se define la relacién de equivalencia
(a,s) ~ (d',s') siy sélo si existe s” € S tal que s”(as’ —a's) = 0. La totalidad S~'A de las clases
de equivalencia [a,s] =: a/s es un anillo bajo la suma y producto usuales de fracciones, llamado la
localizacién del anillo A sobre S. Hay un homomorfismo canénico A — S~'A:a s a/1.

Si P es un A-médulo se define similarmente S™'P := (P x S)/~ con (p,s) ~ (p',s') si y sélo si
existe s” € S tal que s”(s'p —sp’) = 0. Esta es la localizacién de P sobre S.

En resumen, a cada parte multiplicativa S C A se le asigna un funtor de la categoria Mod, a la
categoria Modg-1,.

Ahora bien, si O es un abierto en M y si S ={f € C*(M) : f(x) = 0 parax € O}, entonces
§~1C*(M) = C(0) y el homomorfismo canénico C*(M) — C*(0) coincide con la restriccién
f = flo- Dejamos la verificacion de los detalles al lector, quien puede consultar: Jet Nestruev,
Smooth Manifolds and Observables, Graduate Texts in Mathematics 220 (Springer, Berlin, 2003).
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Observacion. Por el Teorema 2.40, el funtor I entre las categorias Vect(M) y
ModPFGe= () es esencialmente sobreyectivo. Por la Proposicion 2.45, el funtor
I" es tanto pleno como fiel. Es decir, las categorias Vect(M) y ModPFGe=(5y) son
equivalentes.

» En estas notas utilizamos médulos sobre el dlgebra C*°(M). En su trabajo ori-
ginal,*” Swan consider6 fibrados vectoriales topolégicos m: E —M sobre una
base compacta M (las trivializaciones locales son continuas pero no necesariamente
suaves), junto con sus secciones continuas I'cont(M, E), que forman un médulo so-
bre el dlgebra C(M) de funciones continuas; obtuvo una equivalencia de categorias
entre Vectiop(M) y ModPFGc(yy)-

» Motivados por estas equivalencias, nos atrevemos a definir un fibrado vecto-
rial no conmutativo como un A-médulo (derecho) proyectivo y finitamente gene-
rado € para un édlgebra A, no necesariamente conmutativa. En general, A serd una
subdlgebra densa de una C*-algebra A.

4TLa referencia es: Richard G. Swan, “Vector bundles and projective modules”, Transactions of
the American Mathematical Society 105 (1962), 264-277.
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3 Elcirculo S!

Continuando con las motivaciones sobre la geometria no conmutativa como una
geometria sin puntos, en esta seccion desarrollamos un caso particular de uno de los
resultados centrales de la geometria no conmutativa.! Trabajando sobre el circulo
S!, vamos a ver como es posible recuperar la distancia d(p,q) entre dos puntos p
y g (usualmente la longitud del arco més corto que los une), como el supremo

sup{|f(p)—f(@)|: feA, Ifle<1}=4d(p,q),

donde A en una subdlgebra del dlgebra de funciones continuas sobre el circulo.

El circulo S! como parte de R? es tradicionalmente descrito en los cursos de
célculo como el lugar geométrico de los puntos (x,y) que satisfacen la ecuacién
x?> +y? = 1. Si deseamos tomar como base el plano complejo, podemos identificar
el circulo S' con el conjunto de puntos z € C tales que |z
férmula de Euler, estos puntos z € S! satisfacen z = ¢/?, para algiin 6 € R, donde

=1, y gracias a la

para obtener unicidad de dicha representacion seria necesario restringir la variable
0 a un intervalo semiabierto de longitud 27.

Como parte de C (o bien de R?), el circulo S' hereda una topologia que lo hace
un espacio de Hausdorff y compacto. Mads ain, como vimos en el ejemplo 2.2,
S! posee una estructura de variedad diferencial unidimensional. Como tal, pode-
mos considerar el dlgebra C*(S!) de funciones suaves sobre S!. Si s6lo tomamos
en cuenta su naturaleza como espacio topoldgico, podemos considerar un algebra
mds amplia, C(S'), la cual consiste sélo de las funciones continuas de S' en C.
Evidentemente, C*(S!) c C(S!).

3.1 Una complecién de C(S')
Sobre el espacio vectorial C(S!) podemos definir el producto escalar

dz

(fle)i=5- [ Fese®ae = [ Fae) S, @

'Este resultado aparece por primera vez en: Alain Connes, “Compact metric spaces, Fredholm
modules, and hyperfiniteness”, Ergodic Theory and Dynamical Systems 9 (1989), 207-220.
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el cual hemos normalizado para obtener?

<Zk|Zl>:L/n ei(l—k)edez 1 S?k:l’
TJ-n 0 sik#l

Es decir, el conjunto de funciones {z ++ 7% : k € Z} es una familia ortonormal en
C(S"), con la norma inducida por el producto escalar (3.1),

| :
I£13:= (1) =57 | 1) as. ¢2)

El espacio de funciones f: S' — C tales que || f||» < o suele denotarse £?(S").
Si f,g € £L2(S') son tales que

= [ 17~ gl Pav =0,
TJ-=x

no es necesariamente cierto que f sea igual a g, por ejemplo si f(e'?) # g(e') sélo
en una cantidad contable de puntos ¢®. Vale la pena entonces identificar estas dos
funciones. Se declara una relacién de equivalencia en £2(S!) al tomar f ~ g si 'y
s6losi || f — g||» = 0. Estas clases de equivalencia forman un espacio normado,® que
se denota L*(S'). Este es un espacio normado completo, segiin el teorema de Riesz
y Fischer* de hecho, en vista de que || f||3 = (f| f) por (3.1), este es un espacio de
Hilbert.

Ahora bien, si dos funciones continuas f,g € C(S') cumplen | f — gl = 0,
entonces la funcién continua no negativa 8 — | f(e'®) — g(¢'®)|? es idénticamente
cero. Por tanto, cada clase de equivalencia en L?(S') contiene a lo sumo un solo
representante continuo. Dicho de otro modo, la aplicacién f +— [f] : C(S') —

2Gracias a la férmula de Euler:

i/n i(l—k)Gdefi/?r (;os(lfk)9d94»i/7r sin(l—k)0d0
21 —71:6 C2n -7 2n J-n '

3El espacio cociente £L2(S!) /~ hereda la seminorma (3.2), en vista de la desigualdad triangular;
y por definicién, || f|l» = 0 implica f ~ 0, asi que la clase de f es nula en L*(S).

“Frigyes Riesz (1880~1956), matematico hingaro, alcanzé la fama con su “teorema de repre-
sentacién de Riesz” (1909), en la cual mostr6 que cada funcional lineal continuo sobre C([a,b]) es
una integral de Stieltjes con respecto a alguna funcién de variacién acotada sobre el intervalo [a, b].
El austriaco Ernst Sigismund Fischer (1875-1954) completd, en 1907, un trabajo anterior de Riesz,
al estudiar a fondo la convergencia de funciones en la norma del integral del cuadrado; en particular,
mostré la completitud del espacio L?([a,b]).
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LZ(SI) es inyectiva. Entonces, se acostumbra cometer el pecado venial de llamar
“funciones” a los elementos de L?(S'), al escribir f en vez de [f]. De este modo,
se considera C(S') como un subespacio vectorial de L*(S!), sin ambigiiedad, y es
permisible escribir C*(S') c C(S') c L*(S1).

El espacio normado C(S') no es completo en la norma (3.2). De hecho, con-
sidérese la sucesién de funciones continuas f,: S! — C dadas por

20

fn(eie) = /4

1 si—r<0<-7 6 F<6<m,

n
: T T
si —5 <6< 7,

y sea f la funcién que vale 0 para —% < 6 < 7 y 1 en cualquier otro punto. Por la
simetria O <> —0 de los integrandos, se obtiene

2 (/2 /20 2n 1 1
||fn—f||%:E/0 <7> de:/o tz”dt=2n+1—>0 cuando 5 — oo,

Por lo tanto, (f,), es una sucesion que converge en la norma || - || a la funcién f.
En particular, (f,), es una sucesion de Cauchy —con respecto a esta norma— en
C(S") cuyo limite es una funcién discontinua; y no hay funcién continua alguna
que sea equivalente a esta f en el sentido antedicho.’

» Es legitimo preguntarse ;cémo se puede verificar que la complecién de C(S!)
en lanorma || - |2 es todo L2(S')?

Dado que el conjunto de funciones {z > z* : k € Z} es una familia ortonormal
en C(Sl), con respecto a la norma (3.2), una forma natural de responder a esta
pregunta es generar un espacio —necesariamente un subespacio de L? (S")— con
dichos elementos y luego tratar de identificarlo.

Con un poco mas de generalidad, supongase que hay una familia ortonormal
contable de funciones (i), en un espacio de Hilbert H y considérese un elemento
de H generado por los u; de la forma Y aug, con a; € C. Entonces

HZkakukH; = (Tearue | Lparur) = Xy |agl?, (3.3)

al usar la continuidad del producto escalar en H. Por lo tanto, los posibles coefi-
cientes de una tal serie deben de formar una sucesion de cuadrado sumable en C.
Al retomar el caso u(z) = zZF en L?(S'), se llega a la siguiente definici6n.

SEn la seccién 1.2, se consideré otra norma sobre el espacio C(S!), es decir, la norma del
supremo (1.2). Resulta que C(S!) si es completo en esa norma, la cual define la topologia de
convergencia uniforme sobre C(S'). Por un teorema cldsico de Weierstrass, un limite uniforme de
funciones continuas es continua, sea en un intervalo compacto real [a,b] o bien en S'. De esta forma
se aprende que la norma || - |2 no es equivalente a la norma del supremo.




MA-707: Geometria No Conmutativa 60

Definicién 3.1. Para una funcién f € £2(S!) se definen sus coeficientes de Fourier
(ax)x mediante

L M ; 1
ai= @)= 5= [ a0 = o [ F1)

dz
oW '

4

Si la serie

Ff(z) =Y a (3.4)

es convergente en la norma (3.2), se le llama la serie de Fourier para la funcién f.

A las sumas parciales )/ a;Z* se les llama polinomios de Fourier de f.

Observacion. De (3.3), si Ff es convergente en la norma (3.2), entonces sus coe-
ficientes forman una sucesion de cuadrado sumable. Por la desigualdad triangular,
las funciones sobre S! cuyas series de Fourier convergen en la norma (3.2) forman
un subespacio vectorial de L? (S' ). En el corolario 3.2 se vera que este subespacio
es todo L*(S1).

Para una funcién f € L?(S!) y cualesquiera nimeros by, € C,
2 a T /—7[
n

=[£G+ Y |6kl — (abx + aiby)

k=—m

=1FIB+ Y lax—bil* — |ax]*. (3.5)

k=—m

n 2
f(eie)_ Z bkeike d6

k=—m

‘f— Z b2t

k=—m

De este modo, la integral es minima cuando by = a, los coeficientes de Fourier de
f,y endicho caso

2 n
= 15—} Jal* (3.6)

k=—m

Hf(z)— Y ok

k=—m

Corolario 3.2. La suma parcial Y __ aiz* de la serie de Fourier (3.4) de una
funcion f(z) es la que minimiza el lado izquierdo de (3.5). Ademds, los coeficientes
de Fourier ay de f satisfacen

15712 =Y lal® < [I£113.

ke

En particular, si f € L>(SY), la serie de Fourier Ff es convergente en la norma
(3.2) y define un elemento de L*(S").
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Observacion. En general, para cualquier familia ortonormal (u;); en un espacio de
Hilbert H, para cualquier f € H es valida la desigualdad

;m\mz <|I£13

y se le conoce como desigualdad de Bessel.

Lema 3.3. Si (by )i es una sucesion de cuadrado sumable en C, entonces existe una
funcion f € L2(S") tal que los by, son precisamente los coeficientes de Fourier de f

y ademds
Y bel* = |I£113-
keZ

Demostracion. Basta con definir la funcién f := Y biz*. Esta funcién tal vez no
converge puntualmente en S!, pero tiene sentido como limite de sumas parciales
en L(S'). Por construccién, los by son los coeficientes de Fourier de f y dado
que los z¥ forman una familia ortonormal completa,® resulta || f||5 = ¥ |b|* vy f €
L*(Sh). O

Por (3.6), la convergencia a f de la serie de Fourier de f en la norma (3.2) es
equivalente a la identidad de Parseval:

IFAB = Y lael® = 1113, (3.7)
keZ
1.e., el caso de igualdad en la desigualdad de Bessel. La identidad de Parseval es
valida en todo espacio de Hilbert H con una familia ortonormal completa (u )x:

;\m 1017 = IIF13.

Este tltimo argumento es la parte central del llamado Teorema de Riesz y Fischer.’

En resumen, dada una funcién f € L?(S'), la serie Ff converge (en norma)
precisamente a la funcién f. Se ve, entonces, que los monomios z€ generan un
subespacio denso de L*(S").

®Una familia ortonormal (u;); en un espacio de Hilbert H se dice completa, o que es una base
ortonormal, si es maximal; o lo que es equivalente, si (u; | x) = 0 para todo k implica x = 0.
Para las familias ortonormales completas, la desigualdad de Bessel se cumple con igualdad. La
maximalidad de la familia ortonormal {z* : k € Z} en L?*(S!) es un teorema del andlisis cldsico;
consultese el Teorema I1.9 del libro: Michael Reed y Barry Simon, Functional Analysis (Academic
Press, New York, 1972).

"Para los detalles, consiiltese, por ejemplo: Reed y Simon, op. cit.
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Observacion. Como los polinomios de Fourier son funciones continuas (de hecho,
son funciones suaves) sobre S! la complecién del subespacio C (Sl) [o bien, del
espacio C(S!)] en la norma de L*(S') es todo L*(S!). Asi, C(S') y C*(S') son
subespacios densos de L*(S'). Mis atin, el subespacio O(S!) de los polinomios
de Fourier es también denso en L?(S!), aunque este subespacio no es completo en
norma alguna.® Hay, entonces, una cadena de subespacios densos:

osh cc=sh ces!) c LA (sh.

3.2 Operadores de multiplicacion

De la seccién anterior identificamos en forma preliminar el dlgebra A = C(S!)
de funciones continuas sobre el circulo, y el espacio de Hilbert H = L*(S') de
funciones de cuadrado integrable, dentro del cual el algebra forma un subespacio
denso.

Cada elemento a del édlgebra A define un operador lineal acotado sobre el
espacio de Hilbert H de la siguiente manera:

M,: f—af, paratodo feH.

De hecho, .
ﬂ . .
laflB= 5 [ lale®)r(e®)Pas < Jal | fI (8

donde ||@||e := sup{ |a(z)| : z € S' } es 1a “norma del supremo” (1.2) introducida en
la seccidn 1.2; se usa el subindice oo para distinguirla de la norma de los elementos
de Lz(Sl ). Luego, el operador M,, el cual denotamos también por a simplemente,
estd bien definido y es trivialmente un operador lineal. A este operador le llamamos
multiplicacion por a. La relacion (3.8), gracias a la linealidad, muestra ademas
que el operador M, es acotado y por tanto continuo® en la topologia que la norma
determina sobre el espacio de Hilbert H.
Sobre un espacio de Hilbert H la cantidad

||} == sup{IA(A)]l2: I1fll2 <1, f € H}, (3.9)

8Un espacio de Banach (un espacio normado y completo) no puede tener dimensién infinito

contable, debido a un teorema de Baire. Véase Reed y Simon, op. cit.

9En general, una aplicacién lineal A entre dos espacios normados es continua si y sélo si satisface
una estimacién de la forma ||A(f)|| < C||f|| para alguna constante no negativa C; la menor C posible
coincide con la norma dada por la férmula (3.9).
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llamada la norma del operador A, define una norma sobre el espacio de operadores
lineales continuos £(H). De (3.8) se ve que

|M,|| < sup{la(z)|:z € Sl} =:||lal|w, paratodo a€A= C(Sl).

Para mostrar que esta desigualdad se cumple con igualdad, como S! es compacto,
existe z. = €% € S! tal que ||a|| = |a(z+)|. Para cada € > 0, suficientemente
pequefio para que a(z) # 0 si z = ¢’ con |6 — 6, < &, definase la funcién

0, siz=e"con |6 —6,] > ¢,
fe(z):=q Ce
a(z)’

donde la constante ¢, satisface

siz=e"con |6 -0, <e,

T )
|c;;|2 = Einf{|a(z)|2 :z7=¢'% con 6 —06,] <e}.

Primero, obsérvese que

1/0*-1-8 |c£|2 16 €|c£|2

2
HngZ 2 0, —¢ |a<619)|2 — lnf{ |a<Z)|2 7= el9 con |6 — 9*| S 8}

Segundo, fijese que

5 ) 1 0i+¢ 5
IMaf)IB = NafelF =5 [ leelds
0.—¢
= inf{|a(z)|*: z=€"% con |0 — 6,] < r} — |a(z.)?
cuando € — 0, lo cual muestra que
|M,|| = |la||l» paratodo a€A=C(S!). (3.10)

Por otra parte, con f = 1, la funcién constante —que cumple ||1]|, = 1 en vista
de (3.2)— se obtiene |M,(1)||2 = ||a||, paratoda a € A = C(S'), de donde

lallz < [[Ma]l = ]l

(Entre otras cosas, esta desigualdad muestra que la inclusién C(S!) < L*(S') es
continua.)

En el caso particular en que consideramos a(z) := z* para algiin k € Z, la iden-
tidad de Parseval muestra que

I (i) | = [Eia |l = ([ ]; = Ll = L]l
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Es decir, ||z¥ f||2 = ||f||]2 para todo f € L?>(S') y en consecuencia el operador de
multiplicacién por z¥ posee norma 1, para todo k € Z.1°
3.3 La formula de la longitud de arco

Como ya sabemos que toda funcién f € L?>(S!) puede escribirse como una serie en
los z usando los coeficientes de Fourier de £, tiene sentido considerar el operador

d : , .
—: f(e) = Z age*® —s Z ik ay e™*®
do keZ keZ

En el caso particular en el que f € C(S!), f’ existe y pertenece al espacio C*(S').
De este modo, usando integracion por partes, se obtiene

re) =X (57 [ e moreap )
T

keZ
—itk+1)0 4 (4 io k6
e ()0 )e

e~ (k+1)(]))f(ei¢)d¢)eik0

=¥ (55 )
% (5 Lo
pET

l
k—|—1) —i(k+1) ¢f( l¢)d¢)

RS —ik¢ o/ id i(k—1)0 _ —zed i0
kezzk<27r/—ne fle )d¢)e = —ie 0 (£(e)),

al ajustar los indices en la dltima serie. Es decir, el operador d/d 6 esta bien definido
en C*(S!), el cual es denso en L*(S!), y en este subespacio!! actia mediante

) =i (), obien (/@) =iz @)

La relacion

(Yard | LilbZ') = Yikaghy = (L —ikap 2 | by,

k

10L0s operadores de multiplicacién por z* son operadores unitarios, es decir, operadores U en
un espacio de Hilbert que satisfacen las relaciones U*U = UU* = 1y, donde el operador adjunto
U*: H — H esté definido por la férmula (f |U*g) := (U f | g), para todo f,g € H. En nuestro caso,
(*)* =z * dado que (Y ;! ** | Lb;z/) = Y aibjx = L.a;xbj = (Laiz | bz 7).

"Basta con considerar el subespacio C!(S!).
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sugiere que (d/d6)* = —d/d6. Para obtener un operador que sea formalmente
autoadjunto'? al actuar sobre C(S'), conviene ajustar el operador d/d® multi-
plicandolo por una constante imaginaria.

Lema 3.4. El operador

— d . 0 kO ikO 0 ¢/ i0
D:—l%.f(e’ ):keziake’ >—>k§ikakel =evf (), (3.11)

estd bien definido sobre C(S') —incluso sobre C'(S')—, es lineal y satisface

(f|Dg) = (Df|g), paratodo f,g€C (S"). B

Observacion. Si f € C'(S') es una funcién una vez continuamente diferencia-
ble, entonces D(f) € C(S') es una funcién continua. Por tanto, sus coeficientes
de Fourier forman una sucesién de cuadrado sumable: si f(e®) = ¥y are™®,
entonces Y ez [kaiy|*> < . Para f € C!(S'), se obtiene D(f) € C'(S!), luego
D*(f) = D(D(f)) existe y pertenece a C(S'); por ende, la sucesién (k’ay); es
de cuadrado sumable. Por induccidn, se concluye que las coeficientes de Fourier

(ax)x de una funcién suave f € C*(S!) cumplen la regla
(k"ay)r  es de cuadrado sumable, para todo r € N. (3.12)

Un juego (ay)r de nimeros (reales o complejos) que satisface la condicion (3.12)
se le llama sucesion rapidamente decreciente o bien sucesion declinante (en
francés).!?

En resumen: los coeficientes de Fourier de una funcién suave forman una
sucesion ripidamente decreciente. Hay un resultado inverso (el cual es un caso
particular del llamado Lema de Sobolev): cualquier elemento de L>(S') cuyos co-
eficientes de Fourier forman una sucesion radpidamente decreciente es (equivalente
a) una funcién suave sobre S!. Dicho de otro modo: la condicién caracteriza los

elementos de C*(S') dentro de C(S') o de L*(S").

12La férmula (y| T*x) := (Ty|x), que define el adjunto de un operador T sobre un espacio de
Hilbert finitodimensional H, resulta insuficiente para definir el concepto de adjunto en los casos
infinitodimensionales, mas aun si 7" sélo estd definido en un subespacio denso, como en el caso del
operador d/d6 de marras. Entonces suele decirse que T es formalmente autoadjunto sobre un
subespacio V C H si la relacién (y| Tx) = (Ty|x) es vélida para vectores x,y € V, sin prejuicio de
lo que pueda ocurrir para vectores fuerade V.

I3A veces la condicién de decrecimiento rapido aparece como “la sucesién (k"'ay ) es acotada,
para todo m € N”. Es un ejercicio de andlisis comprobar que esta condicién es equivalente a (3.12).
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» Como para cada k € Z resulta que D(z¥) = kz*, es evidente que cada k € 7Z
es un autovalor de D con autovector zX correspondiente. Los niimeros enteros
{k : k € Z} forman una lista, tal vez parcial, de los autovalores de D. ;Existiria
algdn otro autovalor para D, aparte de estos? Resulta que no: en efecto, D(f) = A f
siy sélosi Y (k—A)ae*® =0, siy sélosi (k— A )a; = 0 para todo k € Z —gracias
a la identidad de Parseval— si y sélo si A = k para algin k € Z y a; = 0 para todo
[ #k.

La invocacion de la identidad de Parseval es apropiada porque la lista de auto-
vectores {7* : k € 7} genera L*(S') como espacio de Hilbert.'* (De hecho, cons-
tituyen una base ortonormal.) Por tanto, no puede haber otro autovector para D que
fuera ortogonal a todos los anteriores; e ipso facto, no puede haber mds autovalores
para D. Como cada autovector ZF conlleva un autovector k distinto, también se con-
cluye que todos los autovalores de D tienen multiplicidad 1, es decir, el subespacio
{f € L*(S") : D(f) = k f} es unidimensional en cada caso.

Mis atin, dado que cada |||, =1y

IDE) 12 = [lk2]|2 = K],

perdemos toda esperanza de extender el operador D a un operador acotado!> sobre

L*(S"). Sin embargo, el conmutador entre D y el operador de multiplicacién z*

satisface

[D,Zk] (Zl a eile) — D(Zl a ei(k-i—l)e) _Zkleal eile
— Zl(k+l) a ei(k+l)6 _ leal ei(l+k)9
— Zlkal ei(k+1)9 — kaZl a eil@7
de donde [D,z*](f) = kZ* f. Este es otro operador de multiplicacién, el cual es

acotado por (3.8). Por lo tanto, se puede extender [D,zk] en forma Unica (por su
continuidad) a todo L?(S'), para cualquier k € Z. Evidentemente dicha extensién,

14Es decir, las combinaciones lineales de los z* forman un subespacio denso de este espacio de
Hilbert.

15El operador D es un ejemplo de un operador no acotado. Un operador lineal T: E — F entre
dos espacios de Banach puede estar definido s6lo en un subespacio denso Dom7 C E (su dominio).
En el caso de un operador entre espacios de Hilbert 7: H — K, la densidad del dominio DomT es
suficiente para la existencia de un operador adjunto. Siy € K es tal que x — (Tx|y)k es un operador
lineal y acotado sobre Dom 7', entonces se extiende por continuidad a todo H y asi, por un teorema
de representacién de Riesz, hay un tnico vector z € H tal que (Tx|y)x = (x|z)n. El operador
adjunto 7*: K — H se define por T*y :=z.
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la cual se denota también mediante [D,z*], coincide con el operador de multipli-
cacién por kz¥.
En general, si f,g € C*(S'), entonces [D, f](g) := D(fg) — f D(g) es la funcién

e 2(f(28(2) ~ F(2)2g (2) = 2/ (D)8 (2) = D(F)(2) 8(2),
y asi el conmutador [D, f| es igual al operador de multiplicacién por D(f): z +—
zf'(z), para toda funcién f € C*(S").
Observacion. La igualdad (3.10) permite calcular la norma del operador acotado

[D, f] para f € C*(S!):

1D, £11 = Nlzf' @)oo = 1f Il

De hecho, esta igualdad es vilida para f € C'(S'); no se requiere derivar f mas de
una sola vez.

La distancia como un supremo sobre coordenadas. Si p = ¢/% y g = ¢'% (con

0 < 6, < 6, < 27) son dos puntos en S', entonces la distancia d(p,q) entre p y g
(sobre S!) es precisamente la longitud del arco mds corto'® que une p con ¢. Sin
pérdida de generalidad supongamos 0 < |6, — 6,| < 7.

SifeC 1 (Sl), por el teorema del valor medio, existe un valor 6 entre 6, y 6,
tal que

£(0) = F@) | = (%) = £(e%)] = (8, 6| ()]
<16, = Ogl 11 llo- = |6 — 64| I[D; £1II
donde usamos (3.10). Por lo tanto,
sup{|f(p) = f(@)| : f €C'(S"), .1 <1} <16, — 64| =d(p,q)-
Evidentemente, si A C C'(S') es un 4lgebra de funciones, sigue siendo cierto que

sup{ [f(p) —f(@)|: fFe A, |ID,flll 1} <16, — 04| =d(p,q).

Uno de los resultados centrales de la geometria no conmutativa establece que
hay igualdad en la desigualdad anterior.

16Ge rechaza el uso de la distancia cordal, es decir, la longitud \eiep — ei9’1| de la cuerda del
circulo cuyos extremos son p y g, porque la medicién de esa cuerda depende del encaje del circulo
en el plano R?. La longitud del arco circular, en cambio, depende de la geometria intrinseca del
circulo, sin referencia a su colocacién dentro de una variedad de dimension superior.
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6p
St .
2
8
0,—1 0,+m
88 o 640, 6 Oty

Si0<6,— 6, <m, existe una funcion f, , tal que

6, si 6,<6<86,

0
fr—q(e”) = . 0,46 . 0,46
-0, si 52 -71<60<6,-71 6 6,+7n<0< 514,

ypara6, -1 <6 <6,y 6, <0 < 0,+ 7 se define de modo que f), , pertenece a
A = C!(S') —o alternativamente A = C*(S')— con || f}_, [l < 1.
Para esta funcién, f,_,(e’%) — f,_,(e/%) = 6, — 6,, y entonces

Si p — g = 7 la funcién f; estd dada por

6 si 6,<6<6,

fn(ew) _

. [¢) , 0
—0 si 2% _g<o<0,-7n 6 g +n<0<®lyn

la cual es de clase C'(S') excepto en los puntos €% y ¢%. No obstante, esta
funcién fr si cumple la condicion de Lipschitz | fr(e'*) — fr(eP)| < |ot — B| para
cada par de puntos de S'.
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En este caso,

sup{[f(p) = f(q)]: f € A, [[D: fllleo <1} = |6, — 64| = d(p,q), ~ (3.13)

donde el dlgebra A C C(S') es la totalidad de funciones de Lipschitz sobre el
circulo.

La féormula (3.13) es una de las piezas claves de la geometria no conmutativa,
porque mide la distancia entre dos puntos p y ¢ sin hacer referencia a los posibles
puntos intermedios entre estos dos extremos. En otras palabras, se mide la longitud
del arco entre p y ¢ sin mencionar los demds puntos de este arco, sino solamente
las coordenadas que pertenecen a un dlgebra apropiada y un operador especial D.
De hecho, el operador D entra en la férmula solamente a través de sus conmuta-
dores [D, f], que son también coordenadas. El lado izquierdo de (3.13) indica la
separacion maxima entre coordenadas, de gradiente no mayor que 1, evaluados en
los dos puntos de interés. Esta separacion maxima resulta ser una distancia entre p
y g porque el operador D es un operador muy especial. En los capitulos que siguen,
la presencia de un operador distinguido D jugara el papel principal.




MA-707: Geometria No Conmutativa 70

4 La geometria de la esfera S*

Hasta ahora, los ejemplos que ilustran los principios generales de la geometria no
conmutativa han tenido escaso contenido geométrico, por su baja dimension. Los
espacios finitos, cuyas algebras de coordenadas son finitodimensionales, poseen
“dimension cero” en un sentido geométrico que se espera aclarar préximamente.
El circulo S! es unidimensional como variedad diferencial, aunque su dlgebra de
coordenadas (una complecion del dlgebra de las series de Fourier) incluye una in-
finitud de elementos linealmente independientes (los monomios z¥, por ejemplo).
En este capitulo se abordara el ejemplo de una variedad diferencial compacta bidi-
mensional: la esfera S2.

Nuestro programa, hasta donde se podrd percibir a esta altura, comienza con
espacios “ordinarios” cuyas dlgebras de coordenadas son conmutativas, antes de
proceder al caso no conmutativo. (En realidad, un nombre més exacto para esta
disciplina habria sido “geometria no necesariamente conmutativa” pero este apela-
tivo incumple los requisitos de marketing.) En todo caso, uno de nuestros objetivos
es asociar a una variedad diferencial M de dimensién n un concepto de dimensién
que es transferible a casos no conmutativos pero que debe coincidir con n = dimM
en el caso ordinario.

Ahora bien: un paso inicial es ejemplificar este proceso en el caso de una va-
riedad ordinaria de dimensién 2. El ejemplo evidente serfa el plano R?; pero como
este espacio no es compacto, habria que abordar algunos considerandos técnicos
antes de examinarlo. Hay dos ejemplos compactos bidimensionales que pueden
sustituir al plano: el toro T> = S' x S!, el producto cartesiano de dos circulos,' o
bien la esfera S?, que resulta ser homeomorfo a la compactificacién de un punto
del plano: (R?)* ~ S?, véase el final de la seccién 1.2. El estudio del toro serfa
esencialmente una repeticion del capitulo anterior, porque se reduce al estudio de
series de Fourier en dos variables. La esfera S* exhibe unos fenémenos nuevos.

4.1 Fibrados de linea sobre la esfera

La esfera es una variedad de dimension 2: si se omite un punto cualquiera, el
complemento es homeomorfo al plano R2. Si se omite un par de puntos antipodales
N y S, se obtiene dos abiertos Uy := S?\ {N} y Us := S\ {S} cuya unién es
toda S2. Este es un cubrimiento por abiertos homeomorfos a R?; s6lo falta verificar

'El producto cartesiano de 7 circulos, T” = S! x --- x S! (n veces) se llama un toro n-dimen-
sional —de ahf viene la letra T. Paran = 1, se usa T como sinénimo de S'.
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que en la interseccion hay una funcién de transicién suave.

Hay tres maneras bien conocidas para describir la esfera S*> mediante coorde-
nadas locales. Una de ellas es considerar la esfera como una superficie encajada
en R3:

S?={(x1,x0,13) eER¥: 3+ 3 +x5 =1},

El uso de las tres coordenadas cartesianas (x1,x2,x3), una de las cuales seria redun-
dante, exige un manejo delicado de la ligadura x% —|—X% —i—x% = 1. Alternativamente,

se puede optar por el uso de las coordenadas esféricas (6,¢), con atencién a su
2

comportamiento singular en los polos norte y sur.

La tercera opcién, que mejor nos conviene, es considerar S como la compacti-
ficacién de un punto del plano complejo:

S? & Coo = CW {oo}.

Como de costumbre, se escribe z = x + iy para identificar C con R2; una fraccién
¢/0, donde ¢ # 0 en C, se identifica con el punto extra . La proyeccion estereo-
grdfica h: Co, — S? es la funcién dada por’

he) = 2x -2y x4y -1
Xy 4+ U242+ 12 +y2+1

), h(e) := (0,0, 1).

En contraste con la costumbre en los libros de calculo integral, aqui 6 denota la coordenada
polar mientras ¢ denota la coordenada acimutal; en cuyo caso, las férmulas de cambio de variable
son x; =sen6Bcos@P, x, =senBsend, x3 = cosH.

3Esta funcién h combina la proyeccién estereografica tradicional —dada por lineas rectas que
pasan por el polo norte y cortan la esfera y el plano— con la reflexién z — Z, para que & preserve
las orientaciones usuales del plano y de la esfera.
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Aqui se estd usando implicitamente en encaje de S* en R3. No es dificil ver que esta
h es una biyeccién continua, cuyo inverso z = A~ ! (x1,x2,x3) == (x; —ixz) /(1 —x3)
se expresa en coordenadas esféricas por la férmula

z=e ¥ ctgg. (4.1a)

(Fijese que en los polos norte, donde 0 =0y z =o0; y sur,donde 0 =y z=0, el
valor de ¢ es irrelevante.) Si se excluye el polo norte N de S? y el punto co de C..,
esta funcion inversa define una carta local (Uy, @), donde @y: Uy — C = R2 es
el homeomorfismo 4~ ! |y, .

Considérese también la férmula

§=eltgl. (4.1b)

La aplicacién (0,¢) +— ¢ lleva S? en C.. de otro modo, pero ahora el polo norte
6 = 0 corresponde con { = 0 mientras el polo sur 8 = 7 corresponde con § = oo.
Al excluir el polo sur, se obtiene una carta local (Us, @s), donde @g: Us — C = R?
es un homeomorfismo.

Al comparar las dos féormulas en (4.1), es evidente que

1
{=—- en UynUs,
<

asi que la funcién de transicién z — { es la funcién racional z — 1/z, la cual es
suave.* Luego estas dos cartas locales determinan una estructura de variedad dife-
rencial bidimensional sobre la esfera S.

Observacion. Al conjunto C. = C W {oo} se le llama la esfera de Riemann.

Con el uso de las férmulas (4.1), se puede reemplazar todas las férmulas tradi-
cionales que usan las coordenadas esféricas (60,¢) por formulas que emplean z,Z
en Uy, o bien ,{ en Us. Conviene introducir las cantidades reales positivas

2
1—cos@’

2

=1 (=—— .
1 +6¢ 1+4+cosB

q:=1+zz=

Como 7 = €/ ctg %, las diferenciales dz y dz satisfacen

o9 Py

dz = (d6+isin0d¢), dz = (d6 —isin0d¢),

" 1—cos@ " 1—cos@

“De hecho, la funcién z — 1/z es holomorfo en el dominio C\ {0}; por lo tanto, como aplicacién
de R?\ {0} en si mismo, es suave (y ademds obedece las ecuaciones de Cauchy y Riemann).
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de modo que
g 'dz=—1eT?(dO +isin0dp), g 'di= 1 (dO —isinBdg).
De igual manera, se obtiene
g7 'd¢ =1e?(d0+isin0dg), ¢ 'dl=1e(dO—isin6d9).
La forma de drea para S estd dada por
©=sin0dONdp =2iqg >dzNdz=2iq >d¢ NdC. (4.2)

En general, para cada expresion en las variables z,Z hay una expresion analoga
en las variables ¢, que se obtiene ficilmente de la transformacién { = 1/z. En
adelante se usara mayormente las variables z,7 en la carta (Uy, @y), dejando al
lector la tarea de obtener las férmulas andlogas para la otra carta (Us, @s).5

» Sobre la variedad S? hay varios fibrados de linea complejos, es decir, fibrados

vectoriales complejos de rango 1. Cada fibrado de linea 7: L €, S esta caracter-
izado por su médulo de secciones suaves & = I'(S?,L) en vista de la equivalencia
categodrica de la seccion 2.6. El teorema de Serre y Swan (Teorema 2.40) dice que €
es un médulo proyectivo finitamente generado sobre el dlgebra A = C*(S?). Como
tal, es £ ~ p A" en vista del Ejemplo 2.27, donde n € Ny p € M,,(A) es una matriz
idempotente. La demostracién del teorema sefala que en cada x € S?, el rango de
la matriz p, € M,(C) debe ser 1 para que la fibra L, = p,C" tenga dimension 1.
Hace falta, entonces, encontrar los idempotentes p € M,,(A) de rango constante 1.

Esta tarea se simplifica un poco al darse cuenta que es suficiente considerar
aquellos idempotentes que son también autoadjuntos:

p2 =p=p" eneldlgebra M,(A).

Definicion 4.1. Si A es un dlgebra involutiva sobre C, un elemento p € A que
es idempotente y autoadjunto, p?> = p = p*, es un proyector (a veces, proyector
ortogonal).

2

Lema 4.2. Para cada elemento idempotente e = e~ en una C*-dlgebra B, hay un

proyector p € B que cumple: ep = p, pe = e.

SEsta es una 2-forma diferencial, donde la operacién A es antisimétrica: d0 Ad¢ = —d ¢ Ad6.

®E] lector perezoso puede consultar la siguiente referencia, que de hecho forma la base de todo
este capitulo: William J. Ugalde Gémez, “Operadores de Dirac en fibrados de base esférica”, tesis
de maestria, Universidad de Costa Rica, 1996.




MA-707: Geometria No Conmutativa 74

Demostracion. Considérese, en la C*-algebra B, el siguiente elemento:’
ri=ee"+(l—e")(1—e)=1+(e—e")(e* —e).

Este r es positivo e invertible, porque es de la forma 1+ b5*b, donde b = ¢* —e. En
particular, es r* = r. Es facil comprobar que

er=cee=re y e'r=ce'ec” =re'.

Como r conmuta con e y e*, su inverso 7~ también conmuta con e y e*.

Definase p := ee*r~!. Entonces p* = r~lee* = p; y ademads

2 2

pr=eetee’ r 2 =ele*r)r 2 =ee'r ! =p,

usando las relaciones ya establecidas. Luego, p es un proyector en A. Es claro que

2 % ..—1 2

ep=c’er ! =ee*r ' =pyaquee

resulta pe = (per)r~! = (er)r~! =e. O

= e. Por otro lado, como per = ee*e = er,

Ejemplo 4.3. Si A = M,,(C), cualquier idempotente es semejante a una matriz

1 ¢

de bloques ¢ =
d (0 0
demostracion anterior dan

o 1 0 oot — I4+cc* 0 . 14 cc* 0 (10
“\¢t 0)° “LU o o) "TU 0 14e¢¢) P70 0

en donde las relaciones ep = p, pe = e son obvias. O

) donde ¢ es una submatriz rectangular. Los pasos de la

Observacion. En el Lema 4.2, la hipdtesis de que B sea una C*-dlgebra se usa
Unicamente para garantizar que un elemento de la forma 1+ b*b es invertible. Esta
propiedad es vélida en algunas otras dlgebras, por ejemplo en B =M, (C(M)) para
M una variedad compacta.

En particular, el resultado del Lema 4.2 es aplicable cuando B = M,,(A) con
A = C>(S?). Las relaciones ep = p y pe = e garantizan que e A" = pA". Para
clasificar los médulos proyectivos finitamente generados de la forma € = p A" con
p idempotente, no hay pérdida de generalidad si se asume que p es también autoad-
junto.

Hay que exhibir proyectores p € M, (C*(S?)) que tengan rango constante 1.
Para clasificar los fibrados de linea, resulta ser suficiente examinar el caso n = 2 de
matrices 2 X 2.

"Esta manera de obtener p a partir de e aparece en el Teorema 26 del libro: Irving Kaplansky,
Rings of Operators (Benjamin, New York, 1968). Es una versién abstracta del Ejemplo 4.3.
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Definicion 4.4. Las matrices de Pauli® son las siguientes tres matrices hermiticas

en M,(C),
01 0 —i 10
o) = (1 0), oy = (i 0’), oy = (0 _1). (4.3)

.. 0 ) . .
Fijese que 07 = 05 = 07 = ( y que 0107 = i 03, 02,03 = i O], 0301 = i 0.

01
Estas matrices anticonmutan: 0;6; = —0;0; para i # j, asi que
[61762] :2i63; [62763] :2i617 [63761] =2i0.

Las cuatro matrices {1, 01, 02,03} forman una base del espacio vectorial M>(C).

Ejercicio 4.5. Si A =agl +aj01+ax0r+a303 =agl +d-6y B=bhyl +b-6
son dos matrices hermiticas en M>(C), con ag,bg € Ry d,b € R3, verificar que

AB = (aob0+ﬁ-z) 1 +(a05+b0c‘i+ic‘i><5) - 0.
Comprobar que cada proyector de rango 1 en el dlgebra M;(C) es de la forma
_l I+n3 ni—iny\
p_z n+iny 1—ns3 N

donde 7 € S%; es decir, 71 € R3 y se cumple n% + n% + n% =1.

(1+7-0), 4.4)

B[ —

» Este ejercicio permite obtener todos los proyectores en M,(C>(S?)) de rango
constante 1, al interpretar el vector 7 de la férmula (4.4) como 7 = 7i(X), con una
dependencia del punto ¥ € S?. Dicho de otro modo, hay que considerar /7 como una
funcidn suave ii: S — S2.

Una modificacion suave de esta funcion 7 cambia el proyector p y de rebote
cambia el fibrado correspondiente en otro fibrado equivalente. Pero no siempre es
posible cambiar una aplicacién suave (o continua) de S? en S? en otra mediante
deformaciones continuas: hay un invariante discreto, el grado de la aplicacion, que

clasifica tales 7.

8Wolfgang Pauli (1900-1958), fisico austriaco, fue uno de los fundadores de la mecanica
cudntica. En 1924 propuso su principio de exclusion, que prohibe que dos electrones ocupen el
mismo estado cudntico; esto conlleva que cada electrén tenga un nuevo grado de libertad, su espin.
Logré expresar los operadores cudnticos asociados con el espin mediante estas tres matrices 2 x 2.
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Es mejor transferir el cdlculo de la esfera encajada S? a la esfera de Riemann
Cw al poner

X1 —ixp ny—iny

=hT'®)="—"",  fl@)=h""(i¥) =

1—X3 1—n3 .

En este caso, el proyector (4.4) se convierte en la funcion p: C. — M>(C) dado
por
- L (WP 5@
L@\ f) 1

Fijese que esta matriz tiene traza constante 1, lo cual se espera de un proyector de
rango constante 1.

Si m € N, el monomio f(z) := z™ es una aplicacién de grado m sobre la esfera
de Riemann: deja fijos los polos 0 y e y permuta los circulos |z| = r, para r > 0.
Mientras z recorre uno de estos circulos una vez, 7 recorre un circulo de la imagen
m veces. En cambio, la aplicacién conjugada z — 7" recorre ese mismo circulo
m veces en el sentido contrario; su grado es —m. Cada elemento de Z es entonces

el grado de alguna aplicacién suave de la esfera en si mismo.”

9La clasificacién de los médulos proyectivos “de rango uno” sobre A = C*(S?) por el grado
de la aplicacién f depende de dos consideraciones mds. Primero, que dos médulos p1A? y pyA?
corresponden con fibrados de linea equivalentes si y sélo si las funciones correspondientes f; y f
son homotopicas, es decir, continuamente deformables entre si. Segundo, que la totalidad de clases
de homotopia de aplicaciones continuas (o suaves) de S* en S? constituyen un grupo denotado
m(S?) y que un teorema de Hurewicz establece que 7,(S?) ~ Z: el grado de una aplicacién la
clasifica hasta homotopia. De ahf se concluye que, con sélo exhibir un proyector en M,(C*(S?))
para cada grado m € Z, se obtiene todos los fibrados de linea complejos sobre S?, hasta equivalencia.
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La funcién idéntica f(z) := z, de grado 1, proporciona el llamado proyector de

Bott: !0
1 (27 z 1 0
Pl(Z)—C—I(Z 1>, P1(°°)—(0 0)-

Mis generalmente, los siguientes proyectores { pp, :m >0}y {p_p :m >0} co-
rresponden con fibrados de linea inequivalentes L™, L™

O=1rmm (o O=1mz
P& = mam \ em 1 ) P& T e\ m )

0

0 1
y el médulo pgA? = 0@ A es un submédulo libre de A> = A @ A. El fibrado de
linea asociado es el fibrado trivial S* x C.

Fijese que para m = 0, donde f(z) = 0, el proyector po(z) = ( ) es constante

» Conviene elegir bases locales de secciones para estos fibrados; como son de
rango uno, basta tomar una sola seccién local en cada caso. Para m € N, definase
SmN € F(UN,Lm), Sms € F(UN,Lm) por

@)= (1) ld) = ﬁ ()

Una seccion global s € €, estd dada por un par de funciones suaves fy: Uy — Cy
fs: Us — C que cumplen fy s,y = fssms en Uy NUs. En otras palabras, estas dos
funciones son relacionadas por una transformacion de gauge:

fn(2) = (/2" fs(z~") para z#0. (4.52)

Para los médulos € _,,, haya férmulas analogas con los intercambios z <+ 2y § <+ .
Se definen secciones locales s_,, v € I'(Uy,L™"), s_jms € I'(Uy,L™™) andloga-
mente; un elemento de €_,, consta de dos funciones gy: Uy — Cy gs: Us — C
que cumplen gy s N = gsS—_m,s €n Uy NUs, asi que

gn(z) = (z/2)"%gs(z”") para z#0. (4.5b)

192 suma de Whitney de fibrados vectoriales complejos (de rango cualquiera) sobre una varie-
dad M corresponde con la suma directa de proyectores (de tamafio matricial ilimitada). Bajo esta
suma directa, unos clases de equivalencia de los proyectores generan un semigrupo. Hay una cons-
truccién natural que convierte este semigrupo en un grupo abeliano, denotado K°(M). En el caso
M = §?,1a clase [p1] es el generador del grupo K°(S?) ~ Z. Este elemento de Bott juega un papel
central en las pruebas modernas de un teorema de periodicidad de Raoul Bott (1923-2005) que
establece patrones repetitivos en la homotopia de ciertos grupos de Lie.
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Definicion 4.6. La recta proyectiva compleja CP' es el conjunto de los subes-
pacios unidimensionales de C2. Si (z9,z1) # (0,0) en C?, denétese'! por [zg : z1]
el subespacio C(z9,z1) = { (Az0,Az1) : A € C}. Cada una de estas rectas es de la
forma [z : 1] para algin z € C, con la sola excepcion de la recta [1 : 0]. Al escribir
z:=2z1/20 8120 #0y § :=z0/z1 si z1 # 0, se ve que hay biyecciones obvias entre
los conjuntos CP'; S? = Uy U Us; y Co, tales que [1 : 0] <> N <> oo.

El fibrado L= S? cuyo médulo de secciones es &, = I'(S?, L) admite la si-
guiente descripcion. A cada punto [zg : z;] de CP' se le asocia la propia recta
Lizy:z) := C(z0,21) como fibra. No es dificil comprobar, sobre Uy = {z9 # 0} y
sobre Us = {z; # 0}, que esto define un fibrado localmente trivial complejo de
rango 1. Este es el fibrado de linea tautolégico sobre CP'. La seccién local en
I'(Uy,L) dada por [z: 1] — (zA(z),A(z)), donde A: Uy — C es alguna funcién

suave, se identifica con el elemento z — (Zf((z))) =A(2) <i) de €.
Z

También se define el fibrado de hiperplanos H —— CP! como el dual del fi-
brado de linea tautologico: la fibra Hp ., | := L?zo:m] es el espacio vectorial dual de
la fibra correspondiente de L. De modo mas concreto, se puede definir Hy, .. | 1=

s

C(Zo,71), de modo que secciones locales sobre U, son los multiples de i , asi
que I'(S?,H) ~ € _;.

2
Lema 4.7. El fibrado de rango dos L& H L S? es trivial.

Demostracion. Basta comprobar que el médulo &; @& E_1 ~ (L@ H,S?) es un
. . . 0 1 o
mobdulo libre. Obsérvese que la matriz unitaria u = ( ! 0) cumple la siguiente

relacion:
L (0 1\ [z 2\ (0
Pt =17 21 0)\z 1/ o
1 (1 —z) (1 o) 1 (zz z)
— - _ _ = — - _ :l—pl,
1+z2z2 \-Z ZZ 01 1+zz \z 1

Es necesario establecer una equivalencia p; + p_1 ~ p1 +up_ju~' =1 que con-
lleva un isomorfismo &; & E_| = p; AZ+ p_1A2 ~ A2 y de este modo trivializa

el fibrado vectorial L & H. Esta equivalencia estd dada por una deformacion suave

Estas son las llamadas coordenadas homogéneas de un punto de la recta proyectiva.
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de 1 en u en el dlgebra My(A) = My(C™(S?)), la cual no puede cambiar los gra-
dos de las aplicaciones de S en si mismo. Es suficiente considerar la familia de
matrices constantes'?

cost  sent
Vv = , para 0<t<
—sent cost

SIE

que satisfacen vo = 1, vi = u. L]

Definicién 4.8. El fibrado espinorial sobre S? es el fibrado trivial L H G2,
Su médulo de secciones suaves es el médulo espinorial § = 8" @© 8™, donde se
escribe 8t = &1, 8~ = €_4. A los elementos de 8 se les llama espinores sobre la
esfera.!3

En concordancia con (4.5), cada espinor estd dado por dos pares de funciones

(v, wy) y (wg , g ), sujetos a las reglas de transformacién:

WE=VIZYET, w@=Vezw ). (4.6)

Por ejemplo, los pares de funciones
W\ _ 1 (1) yi(O\ _ 1 (C)
yy(@)) Vit \ys () 1+ g\

v )eS.
v

+

cumplen las condiciones (4.6) y por ende definen un espinor Y =

7~ N\

4.2 La geometria métrica de la esfera

La esfera S? es un espacio curvo. ;Cémo se aborda el concepto de curvatura en
términos de coordenadas sobre la esfera?

Una métrica riemanniana sobre una variedad M atribuye una longitud a cada
vector tangente y determina un dngulo entre dos vectores tangentes en el mismo
punto de M. Se trata de la asignacion de un producto escalar (real) a cada espacio

12En la terminologia de la topologia algebraica, esta funcién ¢ — v, es una homotopia suave
entre sus extremos 1 y u. Entonces ¢ — (1 @ v,) es una homotopia entre p; @ p_; y 1 en M4(A). Un
lema de la llamada K-teoria establece que si dos proyectores en una C*-dlgebra son homotdpicos,
entonces sus rangos son médulos isomorfos. Véase, por ejemplo: Gerard J. Murphy, C*-Algebras
and Operator Theory (Academic Press, San Diego, 1990).

3Los elementos de los submédulos 8* son llamados medioespinores por los matematicos, pero
espinores quirales por los fisicos.
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vectorial tangente T,M, el cual es una fibra del fibrado tangente TM Eom. Al
considerar estos productos escalares en todos los puntos de M simultidneamente, la
métrica asigna una funcién sobre M a cada par de secciones del fibrado tangente.
La definicién formal es la siguiente.

Definicién 4.9. Sea M una variedad diferencial de dimension n. Sea Cg(M) la
totalidad de funciones suaves f: M — R con valores reales.!* Esta es un dlgebra
sobre R. Un campo vectorial real sobre M es una derivacion de esta dlgebra, es
decir, una aplicacién R-lineal X : Cg (M) — Cg (M) que cumple la siguiente regla
de Leibniz:

X(fh)=fX(h)+X(f)h paratodo f,heCg(M). 4.7

Se denota X (M) la totalidad de campos vectoriales reales; este es un médulo sobre
el anillo conmutativo Cg (M), al escribir h X : f — hX(f) para h € Cg(M).

En una carta local (U, @) de M que define coordenadas locales ¢ = (x!,...,x"),
véase la Definicion 2.1, las derivadas parciales

)

I= o
forman una base local: se puede escribir X = f19; +--- + f"d, con coeficientes

1 o
fl.. o ffeCgU).
Una métrica riemanniana sobre M es una funcién

g Xr(M) x Xg(M) = Cg (M)

que es Cg (M)-bilineal y simétrica, y cumple g(X,X) > 0 para X # 0 en Xr(M).
En términos de una base local, g se expresa mediante una matriz simétrica [g;;] de
elementos de Cg (U ), dados por g;; := g(9;,9;).

Resulta que los campos vectoriales pueden identificarse como las secciones

suaves del fibrado tangente TM &M. De hecho, un vector tangente X; € TM
no es mas que una aplicacién R-lineal X;: Cz (U) — R, para algin vecindario U
de ¢, que cumple la regla de Leibniz X;(fg) = f(¢)X;(g) + X;(f) g(¢). De igual
manera, la métrica g puede considerarse como una seccion de un fibrado cuya fibra
en ¢ es la totalidad de formas bilineales simétricas definidas positivas sobre T;M.
Sin embargo, el punto de vista “no conmutativo” proclama que es mejor trabajar
directamente con las secciones de estos fibrados.

14Si se quiere, estas son las funciones suaves complejas en C*(U) que son iguales a sus conjuga-
dos complejos, f = f.
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Definicion 4.10. Una forma diferencial real de primer grado (una 1-forma diferen-
cial) es una aplicacion a: Xg(M) — Cg(M) que es lineal sobre el anillo Cg (M),
esto es,15

(a,hX)=h{a,X) paratodo heCr(M), X € Xp(M).

Ellas constituyen un médulo A} (M) sobre Cg(M).
En una carta local (U, ) de M, hay una base local de 1-formas {dx!,... dx"}
la cual es dual a la base local de campos vectoriales:

. , 1 sii=j
(dx',0j) = 6; = o
0 sii#j.
Esto dice que es posible escribir localmente & = a dx! + - - -+ a, dx".

La métrica g se expresa localmente como una suma de productos simétricos de
estas 1-formas locales:

g = gijdx'dx/,

donde se sobreentiende una sumatoria'® sobre los dos indices i, j=1,...,n. De
esta manera, la evaluacion de g en dos campos vectoriales locales es

g(f 0i,h 0)) =gij 1.

Observacion. Es util considerar campos vectoriales y 1-formas de valores comple-
jas en vez de reales. (En general, cualquier espacio vectorial real V da lugar a una
“complexificaciéon” V€ =V @iV.) De esta forma, se puede reemplazar Cr(M)y
XRr (M) por sus complexificaciones C*(M) y X (M), con supresion de la etiqueta C.
Entonces X(M) es un mddulo sobre C*(M); de hecho, es el médulo de secciones
suaves del fibrado (TM)® — M, cuyas fibras son (T,M)* = T,M ©i T, M.

De igual modo, las 1-formas complejas A' (M) son un médulo sobre C*(M).
Por ejemplo, si z=x-+iy € C, se escribe dz = dx+idy y también dZ = dx — idy.
Su producto simétrico es dzdz = (dx)? + (dy)>.

15Se usa la notacién (o, X) = a(X) para la evaluacién de una 1-forma sobre un campo vectorial
para enfatizar la dualidad entre estos dos objetos. Esta notacién tiene la ventaja de mermar las
cantidades de paréntesis empleados.

16Este es el convenio de Einstein: se suma sobre cada indice repetido que aparece una vez abajo
(como subindice) y una vez arriba (como exponente). Fue introducido en: Albert Einstein, “Grund-
lage der allgemeinen Relativitatstheorie”, Annalen de Physik 49 (1916), 769-822.
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Ejemplo 4.11. La métrica redonda sobre la esfera S? est4 dada en coordenadas
esféricas o complejas por:

g=d6%+sin’0d¢> =4q 2dzdz=4q"2dC dC. (4.8)

Esta métrica se dice redonda porque es invariante bajo una accidn natural del grupo
de rotaciones de la esfera.
Fijese que los campos vectoriales locales sobre el abierto Uy dados por

E| = %q&x, Ey = %qay
forman una base ortonormal local para X (Uy):
8(ELE) =g(Ey,Er) =1,  g(E1,E) =0,
porque g = 4q~2 (dx)?> +4q~2 (dy)? sobre Uy. O

Por su definicion, la métrica g es definida positiva y en particular es invertible,
en el siguiente sentido. La matriz de funciones [g;;] en M, (Cg(U)) tiene un de-
terminante que es una funcidn estrictamente positiva en U; por tanto, existe una
matriz inversa [g"”*] € M, (Cg(U)), la cual es la expresién local de una funcién
Cg (M)-lineal, simétrica y definida positiva

g L AR(M) x A (M) — CR(M).

Localmente, se obtiene g’ = g~ !(dx”,dx®) como las entradas de la matriz in-
versa.!’

Con esta forma bilineal positiva, se puede definir la ortogonalidad de 1-formas
diferenciales. En la esfera, una base ortonormal local de 1-formas sobre Uy esta
dada por

8l i=2¢7lax,  ©%:=2¢"'dy,
y se obtiene g~ (8!, 91) = g7 (92, 9%) =1, g1 (®!,82) = 0.

17La positividad definida de g establece unos isomorfismos musicales X — X° : X(M) — A' (M)
y a— af: AY(M) — X(M) por las recetas (X*.Y) := g(X,Y) y g(af,¥) := (a,Y). De ahi se
obtiene la relacién g~ («, B) = g(af, B¥). En coordenadas locales, las férmulas son (J;)° = g;j dx/
y (dx")* = g" ;. Estas férmulas subtienden lo que los fisicos llaman “el yoga de subir y bajar
indices”.
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» La coordenada compleja z sobre Uy (y también { sobre Us) se aprovecha mejor
cuando se reemplazan estas bases ortonormales locales por bases isotropicas lo-
cales.'® Es cuestién de tomar

q0. = E| —iE;, g 'dz= 10! +iv?),
q0. = E; +iEs, g 'dz=1(v!—iv?), (4.9)

donde se escribe 9, := d/dz = 3(Jy —idy) y también 0,:=0d/d7 = 3(0c+idy)

como abreviaturas.!®

» Una métrica Riemanniana influye en el calculo diferencial sobre una variedad M
a través del concepto de la derivada covariante o conexion que induce en los fibra-
dos tangente y cotangente.

. .’ L . V g
Definicion 4.12. Una conexion en un fibrado vectorial £ — M es una familia de
aplicaciones C-lineales?”

Vx:T(M,E) -T(M,E), paratodo X € X(M),
que es C*(M)-lineal en X:
Vxiy=Vx+Vy y Vux=hVx para heC”(M), X,Y € X(M).
y que cumple la siguiente regla de Leibniz:
Vx(sf) = (Vxs)f+sX(f), para scIT'(M,E), feC*(M). (4.10)

En el caso particular en que E = T'M es el fibrado tangente (o su complexificacion),
se dice que V es una conexion afin. En coordenadas locales, una conexion afin

18Si V es un espacio vectorial real dotado de una forma R-bilineal simétrica d, se puede extender
d a una forma C-bilineal y simétrica (no hermitica) sobre la complexificacion Ve =vaiv al
tomar d(u+ iv,u' + V') := d(u,u’) +id(u,v') +id(v,u’) — d(v,V'). Dicese que un vector w € VC es
isotropico si d(w,w) = 0. Si d es definida positiva sobre V, el tinico vector isotrépico en V o en iV
es el vector cero; pero cualquier vector de la forma u + iv, con {u,v} ortonormal en V, es un vector
isotrépico no nulo en VC.

198i z =x+iy con x,y € R, se escribe d/dz:= 1(d/dx—id/dy) y /97 := £(d/dx+id/dy),
con atencion a los signos. Las ecuaciones de Cauchy y Riemann para una funcién h(z,Z) entonces
toman la forma dh/dz = 0, de modo que “h depende s6lo de z y no de 7.

20Hay una manera de “eliminar X” usando ciertos productos tensoriales sobre el anillo A =
C>(M). Escribase A!(M,E) :=T(M,E) ®4 A'(M). La forma diferencial df, para f € C*(M),
se define por (df,X) := X(f) cuando X € X(M). La correspondencia X — Vy determina una
aplicacién C-lineal V: T'(M,E) — A!'(M,E) cuya regla de Leibniz es V(sf) = (Vs) f +s®df.
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queda determinada para una familia de funciones Ff.‘j € C*(U) llamadas simbolos
de Christoffel, definidos por

V5,0 =T}; 0 @.11)

En mds detalle: cada V, lleva X(U) en X(U); y si X = f'0; € X(U), entonces
Vx 8j = fi Vs, 8j. El lado derecho de (4.11) es el desarrollo del lado izquierdo en
labase local {dy:k=1,...,n} de X(U).

Definicion 4.13. En la presencia de una métrica riemanniana g, hay una unica
conexion afin que es (a) libre de torsion; y (b) compatible con la métrica. Estas
condiciones se expresan mediante las siguientes férmulas:>!

VxY —VyX =[X,Y], paratodo X,Y € X(M), (4.12a)
e(VzX.Y)+g(X,VzY)=Z(g(X,Y)) paratodo X,Y,Ze€X(M). (4.12b)

En coordenadas locales, la tinica solucién a estas ecuaciones resulta ser?2

1"5.‘}. = %gkl(aigﬂ ‘|—ajgil - algif>‘

La conexién afin V determinada por las condiciones (4.12) se llama la conexion de
Levi-Civita para la métrica g sobre la variedad M.

Para la carta local (Uy, @), la métrica redonda g de (4.8) tiene matriz [g;;] con
gij =4q % §;; paraz = x! +ix*; luego gt = }tqz 5"y ademds 9)g;; = —16x/g73§;;.
Los simbolos de Christoffel en estas coordenadas locales son

Ffj = —2¢ 1(x' 6}-‘+xj 8k —xk8)).

Ejercicio 4.14. Verificar las siguientes relaciones para los campos locales Eq que
son ortonormales?? sobre Uy, con ¢ = 1,2:

VEaEﬁ = (5aﬁx7’— ngﬁ)Ey,

en vista de la regla de Leibniz (4.10).

2IEl corchete [X,Y] se define por [X,Y](f) := X (Y (f)) — Y (X(f)) para f € C*(M). El corchete
cumple la regla de Leibniz (4.7), asi que pertenece a X(M). La libertad de torsién es equivalente a
la simetria de los simbolos de Christoffel en sus dos subindices: Fi-‘j = F’;i.

22Estas férmulas se obtienen por un calculo sencillo pero largo; consiiltese cualquier libro mo-
derno de geometria diferencial. Recomendamos: Theodore Frankel, The Geometry of Physics
(Cambridge University Press, Cambridge, 1997).

23Es tradicional usar indices latinos i, j,k para los campos vectoriales basicos como dy,d> pero
indices griegos o, 3,y para los campos vectoriales ortonormales como E|, E».
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Al emplear las versiones complejas (4.9), se obtienen las siguientes férmulas:

anz(qaz) =-Zq0,, anz(qu) :qum
V,3.(q9:) =290, V,35.(99:) = —240-. (4.13a)

Las expresiones al lado derecho de estas ecuaciones son secciones locales del fi-
brado tangente complexificado (7S?)© — S?. Habida cuenta de la regla de Leib-
niz (4.10), se ve que V4 y ngz son operadores diferenciales de primer grado
sobre tales secciones.

Sobre las secciones locales del fibrado dual —este es el fibrado cotangente com-
plexificado (T*Sz)(C ——S?— se definen operadores diferenciales de primer orden
por el mismo proceso. Las secciones de este fibrado son precisamente las 1-formas
diferenciales (complejas). Sobre las 1-formas se define una nueva conexién V,
que también suele llamarse una conexion de Levi-Civita, por la siguiente regla de
compatibilidad:>*

(Vxa,¥) =X((a.Y)) — (@, VxY),

donde la conexidn afin ya considerada aparece al lado derecho. Si (@,Y) es una
funcién constante, el término X ({a,Y)) se anula, asi que los simbolos de Christof-
fel para la nueva conexion son los negativos de los anteriores de (4.11):

Vg dxt = —T; dx’.

Para las 1-formas complejas, en el abierto Uy, esta conexion de Levi-Civita viene
dada por:

Vyaq dz) =247 dz, Volqg 'd2) =—2q7"dz,
V,5.(q7"d2) = —zq ' dz, V5(q ' dz) =zq7"dz (4.13b)

» Sobre la carta (Us,@s) se puede escribir férmulas totalmente andlogas. No
hace falta escribir los detalles, pero vale la pena considerar las transformaciones
de gauge para las I-formas. Si & = fy(z)¢~'dz+gn(z)q ' dZ es una 1-forma

24Esta férmula, reescrita como X (o, Y)) = (Vxa,Y) + (a, VxY), es una nueva regla de Leibniz
para el campo vectorial X. En la teoria general de conexiones, se habla de conexiones asociadas
sobre dos fibrados. Esta asociacién suele definirse en términos de las acciones de grupos de simetria
sobre las diversas fibras. Aqui es preferible adoptar un recetario pedestre, en términos de reglas de
Leibniz. Para una discusion detallada, véase: Werner Greub, Stephen Halperin y Ray Vanstone,
Connections, Curvature, and Cohomology (Academic Press, New York, 1972).
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cualquiera, cuya expresién sobre Us es o = —f5({) ¢~ ' d — gs(£) ¢’ ' d{ conun
signo negativo por convenio, las formas bdsicas se relacionan sobre Uy N Us por

_ Z _ z _ 1,5 T, _o . VAN
g7 Al == (—zPde) = —=q 'z, ¢7MAl=Z(—2de) = —1q 'z,
q z q Z
las funciones coeficientes son ligadas, necesariamente, por

@) =G/, av(z) = (2/2)gsz). (4.14)

Al comparar estas reglas de transformacion con las férmulas generales (4.5), se
concluye que
ANS?) = &) B E ().

La equivalencia categorica dada por el teorema de Serre y Swan permite concluir
que el fibrado cotangente complexificado es una suma de Whitney de fibrados de
linea, (T*Sz)(C ~[2pL2, y como tal, este fibrado de rango 2 sobre la esfera no
es trivial.2

Ejercicio 4.15. Obtener las reglas de transformacién para los campos vectoriales
complejas

X =hn(z)q0:+kn(2) g9 = —hs(§) gdg —hs(£) q ¢

sobre Uy N Us; concluir que X(S?) ~ E(—2) D E(p) como C7 (S?)-médulos.?®

4.3 El operador de Dirac para la esfera S?

Las derivadas covariantes de campos vectoriales y 1-formas, dadas explicitamente
por las formulas (4.13), no son suficientes para crear un calculo diferencial so-
bre los espinores en 8 =~ (1) & £(_y), porque estos sumandos no aparecen como
submédulos de X(S?) ni de A!(S?). Para derivar espinores, hace falta introducir
un ingrediente nuevo.

23El lector astuto habra notado que no hemos definido explicitamente el fibrado cotangente sobre
una variedad. Para los efectos de la geometria no conmutativa, ya no es necesario hacerlo: las
1-formas, locales y globales, contienen toda la informacién pertinente.

26E] isomorfismo X(S?) ~ A!(S?) dado por este ejercicio coincide con el isomorfismo musical
X — X’, con inverso o — o/f: fijese en los signos en la férmulas (4.9).
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Definicion 4.16. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita n y sea d una
forma bilineal simétrica no degenerada®’ sobre V. El dlgebra de Clifford C/(V,d)
es el dlgebra real generada por elementos { ¢(v) : v € V } tal que v — ¢(v) es lineal,
sujeta a las relaciones

c(u)c(v)+c(v)c(u) =2d(u,v)1, paratodo u,veV. (4.15)

En particular, cada c(u)? = d(u,u) 1 es un escalar (esto es, un miltiplo de la iden-
tidad 1 del dlgebra).

Sobre la complexificacién V€ =V @iV se define C¢(V) := CL(VC,d), gene-
rado por { c(u+iv) = c(u)+ic(v) :u,v € V }. Este es un dlgebra de Clifford com-
pleja.

Hay varias maneras de mostrar la existencia y la unicidad (hasta isomorfismo)
del dlgebra de Clifford C/(V,d). Por ahora, la siguiente construccién serd sufi-
ciente.”® Sea {e1,...,e,} una base ortonormal®® de V, cuyos elementos satisfacen
d(ej,ej) =0 parai## jyd(ejej) ==l para todo j. En vista de (4.15), los pro-
ductos c(e;, ) c(ej,) ...c(ej,), coniy <ip < --- < i, junto con la identidad 1 (para el
caso trivial kK = 0), forman una base lineal para C/(V,d). Entonces

dimg C¢(V,d) = dimc CE(V) = Y (Z) —on,
k=0

El dlgebra compleja C4(V) es un dlgebra involutiva, al definir ¢(w)* := c¢(w)
paraw = u+iv € VC, conw := u — iv. Entonces (c(w) c(z))* = c(Z) c(w), etcétera.

?Dicese que una forma bilineal d es no degenerada si la condicién “d(u,v) = 0 para todo u”
implica v = 0. Una forma definida positiva (o0 negativa) es no degenerada, obviamente. Por un
teorema de Sylvester, cualquier forma bilineal simétrica real puede ser expresada, con respecto a
una base apropiada, como d(u,v) = ujvy + -+ 4+ UpVy — Uy 1 V41 — *++ — UppsVris; €sta forma es no
degenerada si y sélo si r+s = n. Al entero r — s se la llama la signatura de d.

28LLa clasificacién de las algebras de Clifford reales y complejas viene de articulo seminal:
Michael F. Atiyah, Raoul Bott y Arnold Shapiro, “Clifford modules”, Topology 3 (1964), 3-38.
Hay varias exposiciones detalladas; véase, por ejemplo, el capitulo 5 de E-NCG, o bien el primer
capitulo de: H. Blaine Lawson and Marie-Louise Michelsohn, Spin Geometry, (Princeton Univer-
sity Press, Princeton, NJ, 1989).

2Si d es definida positiva, entonces d(e j,ej) = +1 para cada j. Sila signatura de d es r —s,
con r+s = n, habrd r casos de d(ej,e;) = 41y s casos de d(e;,e;) = —1. En el caso complejo, se
puede tomar todos los signos positivos, al sustituir e — i ey si fuera d(ey,e;) = —1. La signatura es
un invariante hasta isomorfismo sélo en el caso real.
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El elemento quiral y € C/(V) se define por>”

=2 3
%= (—i)"cler)c(er)...clen) para {0 ° (4.16)
n=2m-+1.

Las propiedades esenciales de este elemento son:

X =2 =1, xe()=(=1)""le(v)y para veV.

En una representacion matricial, } corresponde a una matriz hermitica con auto-
valores +1. Cuando n es impar, X es central, es decir, conmuta con todos los
elementos del dlgebra, sin ser un escalar. Cuando n es par, X anticonmuta con
todos los generadores del dlgebra (pero si conmuta con el producto de un ndmero
par de generadores).?!

» En el caso concreto que nos interesa, tomese V = R2, con base ortonormal
{e1,e2}. Los generadores correspondientes son las primeras dos matrices de Pauli:

cle)) :==0] = ((1) (1)> ) cler) = =0y = ((l) :)l> ;

y el elemento quiral es la tercera matriz de Pauli (4.3):

¥ :=—i0|0, =0 = ((1) _01) .

Como VC = €2, conviene introducir combinaciones complejas de los generadores:

. 01 _ ) 00
G+::%(Gl+l(72):(0 O)’ c ::%(61—162):(1 O)'

Fijese que yo© = 0~ perocy = Fo™.

30Un cambio de base ortonormal de V se efectiia por e; — Ae; donde A es una matriz ortogonal.
La expresion (4.16) cambia mediante y — (detA)y = +x. Luego, la féormula que define x es
independiente de la base ortonormal, si se conserva su orientacion al demandar det A = +-1.

31 Las representaciones de C/(V) forman un subcapitulo interesante de algebra. Para n = 2m, par,
resulta que el dlgebra C4(V) es simple, con C¢(V) ~ My(C) donde N = 2™. Paran =2m+ 1, impar,
se obtiene C/(V) ~ My(C) @ My (C) con N = 2. En ambos casos, se identifica ¥ con una matriz

1
de bloques (0 _1
Groups (American Mathematical Society, Providence, RI, 1996).

). Véase, por ejemplo: Barry Simon, Representations of Finite and Compact
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Ejercicio 4.17. Mostrar que las siguientes tres matrices 4 X 4 generan el dlgebra de
Clifford compleja C/(C?). Identificar el elemento quiral correspondiente:

{01 0 (02 0 (o3 0
n=1 o)’ 2= )’ k=1 o)

Sobre una variedad compacta M, esta estructura puede replicarse en cada es-
pacio tangente 7,M, donde la métrica g induce una forma bilineal simétrica g,; o
alternativamente en cada espacio cotangente 7,*M, donde g~ !
bilineal simétrica g, !. De esta manera, es posible construir un fibrado vectorial
cuyas fibras son las dlgebras involutivas C/(T;M).

Sin embargo, es preferible trabajar directamente con las secciones del fibrado
de dlgebras C/(T*M) — M, mediante la definicién que sigue.

induce una forma

Definicion 4.18. Dada una variedad compacta M con una métrica riemanniana g,
una accién de Clifford de las 1-formas A! (M) es una familia de operadores c(a),
parametrizada por o € A!(M), tal que & > c(t) sea C*(M)-lineal y que satisface
las siguientes relaciones de anticonmutacion:

c(a)c(B)+c(B)c(a) =2¢ ' (a,B)1, paratodo o,B e A (M). (4.17)
Dichos operadores deben preservar un C*(M)-mddulo 8, esto es,
c(a):8—8, para aecA(M).

El médulo 8, si existe, serd llamado un mddulo espinorial para el par (M,g).
Antes de discutir el caso general, conviene examinar el ejemplo de la esfera S?,
donde el modulo espinorial ya ha sido definido.

Lema 4.19. En el caso M = S?, las relaciones (4.17) estdn satisfechos sobre Uy por
una familia de matrices c(ot) € Mp(C=(Uy)), donde a — c(a) es C*(Uy)-lineal,
determinados por las dos formulas siguientes:

clg ' dz) =" = (8 (1)> (g ' dz) =0 = (‘1) 8).

Demostracion. Si & = fy(z)q 'dz+gn(z) g ' dz en Al(Uy), es inmediato que
c(a) = fy(z)c(qg~'dz) +gn(z) c(¢~ ' dZ). Como la expresién g~ ! (o, B) es bilineal
en o y B para el anillo de coeficientes C*(Uy ), basta examinar las 1-formas bésicas
g 'dzyq'dz.
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Por las relaciones (4.9) y la ortonormalidad de {9', 92}, se obtiene
g (g " dzg  d2) =g (¢ dz.q 7 d2) =0, 2¢7 (¢ 'dzq dz)=1.

Por otro lado, las matrices 6 y o~ cumplen las relaciones

(6" =(c7)= (g 8) : oo +o0 o= ((1) ?) .

Entonces las relaciones (4.17) quedan satisfechas para o,8 = ¢ 'dz 6 ¢~ 'dz,
como habia que mostrar. [

La demostracién del lema anterior aprovecha que el médulo A'!(Uy) es libre
sobre C*(Uy). Sobre el abierto Us, se obtienen relaciones andlogas. Mediante las
transformaciones de gauge (4.14), se comprueba la compatibilidad de las férmulas
para c(@) en las dos cartas, de modo que c(a) € My (C™(S?)) para a € A'(S?).
Dicho de otro modo, la férmula

0 fN(Z))

c(fv(z)q ' dz+gn(z)q ' dz) = (gN @ 0

determina a — ¢(a) globalmente sobre S2.

Lema 4.20. El médulo espinorial 8§ = 8 @® 8~ es un bimédulo para la accion a la
derecha del dlgebra C*(S?) y para la accién a la izquierda del dlgebra B generado

por{c(a): o € AY(S?) ).
Demostracion. Por la Definicion 4.8, un espinor ¥ € § se escribe como una ma-

+
triz 2 x 1 de la forma y = (Zﬁ_) cuyas funciones coeficientes cumplen (4.6). El

dlgebra C*(S?) actiia a la derecha, al multiplicar y* y y~ para la misma funcién
suave. El dlgebra B, cuyos elementos son matrices 2 x 2, actia a la izquierda me-
diante el producto de matrices.

Si o = fy(z) g~ 'dz+gn(z) g~ dzZ, entonces

@v= (o ") (o) ~ o)

y las reglas de transformacién (4.6) y (4.14) muestran que el lado derecho es
también un elemento de 8:

In(z =VZ/2fsNws 7Y, enlz =Vz/zgs( ) wd ).

Es claro que las acciones de B y de C“(Sz) conmutan. O
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» Hay dos estrategias posibles para establecer la existencia de la familia de opera-
dores c(o) en general, para una variedad compacta M con métrica g. Una de ellas
es trabajar fibra por fibra, mostrando que C/(T M) ~ L(Sx), donde los Sy son las
fibras de un fibrado espinorial S— M. (Habra que tener cuidado con las depen-
dencias suaves del punto x y con los cambios de cartas locales.) La otra estrategia
es considerar el dlgebra B =T'(M,Cl(T*M)) generado por unos ¢(a) que cumplen
(4.17) in abstracto, establecer su existencia como subdlgebra densa de una cierta
C*-algebra, y buscar un bimddulo § para las dlgebras B y A. El teorema de Serre y
Swan, posteriormente, permitird identificar & como las secciones suaves de cierto
fibrado vectorial: § =T'(M,S).

Hay un teorema de Plymen que ejecuta la segunda estrategia.>®> Dada una va-
riedad compacta M con métrica riemanniana g, siempre es posible construir un
algebra B, tnico hasta isomorfismo cuando n = dimM es par, cuyos generadores
c( o) satisfacen (4.17). La bisqueda de un B-A-bimédulo 8, sin embargo, no siem-
pre es posible: hay una “obstruccién” topoldgica en general.>3 Las variedades para
las cuales § existe se llaman variedades de espin; S se llama su mddulo espino-
rial; al poner 8§ =T'(M,S), el fibrado S — M se llama su fibrado espinorial, cuyo
rango es 2. Cuando hay al menos una solucién, puede haber varias soluciones
inequivalentes: se habla de un surtido de “estructuras de espin” sobre M.

En el caso de la esfera S?, que resulta ser una variedad de espin con estructura
de espin unica, el Lema 4.20 exhibe la solucién explicitamente.

Definicion 4.21. Sea M una variedad de espin compacta con métrica riemanniana g
y sea V la conexion de Levi-Civita sobre las 1-formas, Vx : A'(M) — Al (M) para
todo X € X(M). Sea 8§ =I'(M,S) un médulo espinorial para (M,g), es decir, un
B-A-bimédulo donde A = C*(M) y B es el dlgebra generado por una accién de
Clifford {c(a) : a € A'(M)} sobre 8.

32E] trabajo original es: Roger J. Plymen, “Strong Morita equivalence, spinors and symplectic
spinors”, Journal of Operator Theory 16 (1986), 305-324. Es un resultado fundamental de la
geometria no conmutativa. Para una exposicion, véase el Capitulo 9 de E-NCG.

3Para que haya un fibrado espinorial S, se requiere que la llamada clase de Dixmier y Douady
8(M) € H*(M,Z) se anule. En el caso contrario, las versiones locales (triviales) del fibrado espino-
rial no se pueden compaginar para formar un fibrado globalmente bien definido. Si 6(M) = 0, se
dice que M posee una estructura de espin. Luego, hay una obstruccién secundaria, la anulacién de
la llamada clase de Stiefel y Whitney w(M) € H*(M,Z/2), para que el fibrado espinorial tenga una
version real. Si w(M) = 0 también, se dice que M posee una estructura de espin. Estos grupos de
cohomologia también sirven para parametrizar las diversas estructuras de espin que pueden existir
sobre M. Véase el capitulo 9 de E-NCG y también el libro de Lawson y Michelsohn, op. cit.
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La conexién de espin para § es la familia VS de operadores C-lineales

V5 :8—8, paratodo X € X(M),

que es C*(M)-lineal en X y que cumple las dos reglas de Leibniz siguientes:>*
Vx(yf) = (Vxy) f+vX(f), (4.18)
Vi(c(@)w) = c(Vxa) y+c(a) Vi v, (4.18b)

paraX € X(M), w €8, f € C*(M)y a € A'(M). La primera regla dice que V5 es
una conexién; la segunda es su compatibilidad con la accién de Clifford de A! (M),

Ejemplo 4.22. Para el caso de la esfera S?, hay que exhibir los operadores dife-
renciales V}g( en la carta local (Uy, @y). Una vez mds, podemos considerar y € 8,
restringido a Uy, como una columna de dos funciones suaves. Los siguientes ope-
radores definen la conexion de espin:

Voo, =40+ 3%%, Vo5 =q9:= 52X (4.19)

Para comprobarlo, se puede calcular los casos basicos uno por uno, usando el for-
mulario (4.13b). Por ejemplo,

Voo (clg™ d2) w) = qd.(cy) + 3210ty =qd (6T y) + 320ty
=zo y+gqd.oTy—Lzoty
=zoty+ 0" (qo v+ 30y
=c(zqg ' da)y+clq ' d) Vi, ¥
=c(Vgo.(q " d2)) w+clg ' d2) Vi, ,

donde también se ha usado las identidades y6© = ot y 607y = —o*. Dejamos
los demas casos al lector. O

Ejercicio 4.23. Usar las férmulas (4.6) para comprobar que los operadores dife-
renciales (4.19) preservan 8, es decir, que los componentes q&zl//;,r (z) + %Z IVX,F (2),
qo-yy (z) — 32y (2) de Vfl 5, W obedecen la regla de transformacion (4.6); y simi-
larmente para los componentes de Vig V.

3*Se omite una prueba de la existencia y unicidad de esta conexién de espin. Los célculos que
siguen para la esfera S? sirven para indicar la estructura de esa prueba. En el préximo capitulo
aparecerd una férmula més general para V5.
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Definicion 4.24. Sea M una variedad de espin compacta con métrica riemanniana g,
médulo espinorial 8 y conexién de espin VS sobre 8. El operador de Dirac ) es
el operador lineal sobre 8 dado por:3

D= —ic(dx’) ng :8— 8. (4.20a)

(Hay una sumatoria implicita sobre j, por el convenio de Einstein; el factor —i
garantiza autovalores reales para Jp.)°

Esta es una expresion en coordenadas locales, al parecer. Sin embargo, como
a— c(a) y X = V5 son C*(M)-lineales, cualquier cambio de coordenadas locales
induce jacobianos inversos d; — h’J‘. Oy dx" — frdx*, con [f]] = [hlj‘-]_l, de modo
que se recupera la expresion andloga en las nuevas coordenadas. En particular,
esta observacion se aplica a las funciones de transicion donde dos cartas locales
traslapan: la férmula (4.20) da un operador globalmente bien definido.

Igualmente, se puede cambiar las bases locales {dy,...,d,} y {dx',...,dx"}
para X(M) y A'(M) en bases ortonormales locales {Ej,...,E,} y {®',..., 9"},
mutuamente duales. En este caso, la férmula (4.20a) se convierte en

P=—ic(0*) Vg, :8—8. (4.20b)

Ejemplo 4.25. Considérese el caso del circulo, M = S'. Este es un grupo mul-
tiplicativo: tiene un cubrimiento por abiertos que son traslaciones (alrededor del
circulo) de un vecindario de 1. Concretamente, se puede tomar S! = U UV, donde

U:={e% —n<0<nl=S"\{-1}, V:={%:0<0<2n}=S"\{+1}.

En los dos casos, d/d6 es un campo vectorial local; de hecho, este es un campo
vectorial global porque las dos versiones coinciden sobre U NV. Por lo tanto,
X(SY) = {f(e®)d/d6 : f € C*(S")} es un médulo libre*” de rango uno sobre
C>=(S'), con base {d/d8}.

35En breve, se extendera como un operador autoadjunto (no acotado) sobre un espacio de Hilbert
que incluye 8§ como subespacio denso. Esta version extendida es lo que se entiende comtinmente
como el “operador de Dirac”. Sin embargo, las propiedades algebraicas de ) son determinadas por
su accion sobre 8; conviene empezar ahi.

3%La notacién Ip, una letra D rayada, sigue una costumbre iniciado por Feynman. Los fisicos
escriben la férmula (4.20a) como p = —iy# Vfl donde los “matrices gamma” y* = c(%*) son
generadores del dlgebra de Clifford. También usan otras abreviaturas como p := y*p, para la
accion del cuadrivector de momento, etcétera.

. R . .
37En consecuencia, el fibrado tangente TS' —S! es trivial. Desde luego, es fcil probar que
TS' =~ S! x R por los métodos convencionales de la geometria diferencial.
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De igual manera, la diferencial d@ es una 1-forma global, porque sus dos ver-
siones en U y V coinciden sobre UNV. Luego A!(S') = {h(e®)d6 : hc C=(S")}
es otro médulo libre de rango uno sobre C*(S!). Para definir una métrica rieman-
niana g sobre S', s6lo hay que declarar que

g(d/de,d/d0) =1, g '(d6,do)=1.

Como médulo espinorial, témese § := C(S'), trivial de rango uno.®® La accién
espinorial también es trivial; hay que tomar ¢(d6) := 1. La conexién de espin
queda determinada por Vg 1do "= d/de.

Como resultado, el operador de Dirac es simplemente ) := —id/d6, definido
en primera instancia sobre C*(S!). Los autovalores y autovectores de este operador
han sido discutidos en la seccion 3.3. O

El caso de S? es menos trivial, porque los médulos X(S?), A'(S?) y 8 no son
libres. Aqui se puede usar ademds las combinaciones lineales (4.9) de Ej,E> y
B!, 92 para obtener

D=—iclg ' dz) Vflaz —ic(qg ' d?) Vgg,

SV A | S =1 A\ oS
=—ic(q dC)Vq/ag ic(q dC)Vq,ag.
La primera de estas expresiones es

. 4uS S
Pp=—-ic"V, —ic anz

=—io" (qaz‘f’%ZX) —io (qu_ %ZX)

qaz—%z 0

Observacion. Hay una notacién comoda para las dos operadores diferenciales que
aparecen en la tltima matriz:°

0,:=qd.— %z,  0,:=qd.— 1z (4.21)

3Hay que advertir que este no es la tinica posibilidad para el médulo espinorial 8 sobre S'. La
otra alternativa es tomar las secciones de una cinta infinita de Mobius.

3La letra d (pron. eth) fue una variante de la letra ‘d’ en el viejo abecedario anglosajon; se usa hoy
s6lo en el islandés y en el faroés. Fue introducido para representar los componentes de este operador
de Dirac sobre S? en: Edward T. Newman y Roger Penrose, “Note on the Bondi-Metzner—Sachs
group”, Journal of Mathematical Physics T (1966), 863-870.
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Aqui los términos ¢, %Z, %z son operadores de multiplicacién sobre C*(S?) y por
ende no conmutan con el operador diferencial d,. Es facil comprobar que

qd:—32=¢"*00.0q47 "/

donde el lado derecho es la composicién de tres operadores sobre C*(S?). Con esta
notacion, la expresion local del operador de Dirac sobre Uy es

(0 B,
— (@ 0). (4.22)

Vale la pena calcular el cuadrado de ). Se obtiene

2 _ _5z§z 0
b _( 0 —9.0,

qazqu 0

- 1g(zd. 470, +1)— 12z
0 1300, +5q(z0;+2d,+1) — 322

= _q2 azgz + % + %ZZ-}- %Q<Zaz - Zgz) X
el cual es un operador diagonal (en términos de la expresion matricial 2 x 2). Sus

dos componentes diagonales son operadores diferenciales de segundo orden; en
adelante se vera que todos los autovalores de 1p2 Son positivos.

4.4 El espectro del operador de Dirac

Ya es hora de considerar espacios de Hilbert asociados con la esfera. Es posible
completar C (Sz) con respecto a una norma conveniente, tal como ya se hizo para S'.
Hay que introducir, entonces, una integral sobre la esfera y definir un producto
escalar de funciones. Si f,h € C(S?) se expresan en coordenadas esféricas, es
tradicional definir

(F|h) = /_Z/()ﬂf(e,q))h(e,d)) sen 646 do.

La forma de drea @ = sen8d6O Ad¢ es invariante bajo rotaciones.*’ En vista
de (4.2), también es posible escribir

(F| h) :2i//cmh(z)q_2dzd22Zi//CMh(C)q’_ZdCdé, (4.23)

“0Una rotacién de la esfera es una transformacién (6,¢9) — (6’,¢’) de la esfera que (a) es
isométrica, en el sentido de preservar la distancia geodésica entre pares de puntos; y (b) es ori-

entada, es decir, tiene jacobiano positivo. Las rotaciones forman un grupo de Lie, denominado
SO(3); resulta que sen 0’ d0’ Add’ = sen 0 d6 A d¢ para cualquier rotacién. Es tradicional omitir el
simbolo A en la cola de integracion sen 8 d0 d¢ al calcular integrales con respecto a esta drea.
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para f,h € C(S?), si se quiere parametrizar estas dos funciones por las coordenadas
locales de Uy o bien de Us.

La complecién de C(S?) en la norma | - ||» asociada a este producto escalar se
llama L*(S?, ®); este es un espacio de Hilbert.*!

» Una base ortonormal de este espacio de Hilbert emerge de las soluciones poli-
nomiales de la ecuacion de Laplace en R3:

92 92 02
_8x% B 3x% B 8x§ '

Af =0, donde A=

Se dice que f(x1,xp,x3) es una funcion armonica solida si Af = 0. Hay soluciones
que son polinomios homogéneos de grado [ € N,

— p
HZ(X1,X2,X3) = Z Cmnpx}]nxgxg,,
m+n+p=I
y estas soluciones forman un espacio C-vectorial** de dimensién 2/ + 1. Se ob-
tienen funciones bien definidas sobre S? al dividir estos polinomios arménicos
H, por el factor de escala 7/, donde 2 := x% -l—x% —i—x%. Las funciones resultantes
Y; := r~! Hj satisfacen la ecuacién de Laplace modificada:
I(1+1)

AY;— =Y =0.
T

El operador diferencial —id/d¢ conmuta con A y sus autovalores m en este espa-
cio de polinomios cumplen |m| < /. Esto indica que las habrd 2/ + 1 soluciones
independientes de la ecuacién anterior de la forma ¥,,(6,¢) = 9 b,,,(0).

Definicion 4.26. Los arménicos esféricos {Y},, : | € N; m = —[,...,1} son las
funciones continuas sobre S? definidos, en términos de coordenadas esféricas, por

20+ (I—m)! imé pm
Yin(0,9) =1/ — - (Tm) © P"(cos6)
donde las " "
(=™ ™y
P[m(COS 9) = W Slan W sin“* 0

“IDe nuevo, se toma el espacio £2(S?, w) de funciones de cuadrado integrable con respecto a la
forma de drea w; y se identifican dos funciones f,h si ||f — k|2 = 0. Cada clase de equivalencia
contiene a lo sumo una funcién continua, asf que la inclusién C(S?) < L?(S?, @) estd bien definida.

“’Este es un simple ejercicio de conteo: hay (152) maneras de elegir los exponentes m,n, p; el
polinomio AH; es de grado [ — 2, asi que AH; =0 da (é) ecuaciones lineales para los coeficientes

Cmnp; €l nimero de soluciones independientes de dichas ecuaciones es (132) - (é) =2/+1.
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son las llamadas funciones asociadas de Legendre.*> Con la normalizacién dada,
los Y},, forman una base ortonormal de L?(S?, o).

Ejercicio 4.27. Comprobar que las armonicos esféricos tiene la siguiente forma en
las coordenadas locales (z,Z) de la carta (Uy, ¢n):

Yim(2) =cmg™" Y <l> <l>z’(—z)“, con (4.24a)

s—r=m \T’ S
20+1 /(0 =
clm:(—l)l_m\/ 4; VA +ml)!( m)! (4.24b)

» Resulta, sin embargo, que LZ(SZ, o) no es el espacio de Hilbert “correcto” para
nuestros propositos. Hay que tomar una complecion, no del algebra de funciones
C(S?), sino del médulo 8 = 8 @8~ de los espinores.

Lema 4.28. Los operadores 9y 0 de (4.21) son formalmente antiadjuntos; es decir,
para cada par de espinores Y, @ € 8, se cumple

(@7 |0:y7) = =007 |y7) (4.25)
con respecto al producto escalar (4.23).

Demostracion. Laférmula emplea productos escalares de elementos de 8%, identi-
ficadas con funciones sobre @y (Uy) = C. De la expresion 0, = g9, — zz se obtiene

(o™ |0 y™) = /(C ¢+ (2) 0.y (2) g *dzdz
= [07@ow Qg Nddz—5 [ TRV (@) 2dedz
——/3z(q1q>+(Z)) dzdz——/<p+ )7y (2)q 2dzdz
/C] (97 (z) ll/_(z)dzd2+E/C(p*(z)il//_(z)q_zdzdi
—/(Cq_18z(p+(z) lf(z)dzdi—%%/(&@*(z) v (2)q %dzdz

_/@4‘25z<p+(z) ¥ (2)dzdz=— (30" |y "),

43La bibliografia sobre los arménicos esféricos es amplio y vasto. Recomendamos, para la no-
tacion tradicional y un buen catdlogo de resultados, el libro: Nikolai N. Lebedev, Special Functions
and their Applications (Dover, New York, 1972). Para un tratamiento moderno sin prerrequisi-
tos, véase: Miguel Pérez Saborid, “The coordinate-free approach to spherical harmonics”, preprint,
Sevilla, 2008, arXiv:0806.3367.
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donde la segunda igualdad es integracion por partes, la tercera viene de —d, (¢~ ') =
g 29.(q) = Zq~? puesto que ¢ = 1 +zZ. Esta g2 se combina con —%Zq_z del
segundo término para producir —I—%Z g~ 2. El resto es (o debe de ser) evidente. [

El lema anterior indica cémo hay que completar § para formar un espacio de
Hilbert espinorial.

Definicién 4.29. Dicese que un espinor y € § = I'(S?,S) es de cuadrado inte-
grable si sus componentes Wy y Wy estdn en £2(S?, @) donde ® = 2ig ' dz A\ dz.
[Como los factores de la transformaciones de gauge (Z/z)*! tienen valor absoluto 1,
esto es equivalente a la condicidn andloga para los componentes I/IS+ y Y para la
otra carta local.]

El espacio de espinores H para S? es el espacio de Hilbert obtenido al comple-
tar 8§ con respecto al producto escalar

(@l v) = (o [vi) + {0y | vy)
=(od v+ (o5 |vs)

donde los productos escalares al lado derecho son los de L>(S?, ®). En otras pala-
bras, H es la suma directa ortogonal** de dos copias de L*(S?, ).

0 g,

Proposicion 4.30. El operador de Dirac ) = —i (5 0
Z

) es formalmente auto-
adjunto sobre espinores en 8.
Demostracion. Si y, @ € §, la Definicion 4.29 da el producto escalar
(97| (O o im o=
- _ s = — 0 — 0

tolpw) =i (9)| (F0.)) =-ito* 1w ) ~ito [5.w)
donde se ha suprimido el subindice N de los componentes. Con dos aplicaciones
del Lema 4.28, se obtiene

(| Py) = (DPy|o) =iy [¢F)+i@.y o)
=i(" |0y ") +i(0.y*[97)
= —i (0.0 [y7) —i(y*[0.07)
=—i(@.0" | y7)—i(0.0” |y") = (Po|w),
para todo v, @ € 8. [

44La suma directa ortogonal de dos espacios de Hilbert H y K es el espacio vectorial H & K;
es cuestién de definir bien el producto escalar. Al poner ((£,1) | (&, n)) :=(E|E)+(n|n'), es
evidente que los dos sumandos H y K son ortogonales entre si.
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» Para determinar los autovalores y autovectores para el operador de Dirac, no es
suficiente que sea formalmente autoadjunto. Se requiere extender el dominio de D,
mas alld de los espinores suaves, para que el operador extendido sea autoadjunto
tout court. Como I) es un operador no acotado, este asunto es algo delicado.*> En
el caso presente, los problemas desaparecen: como ) es un operador diferencial
eliptico sobre una variedad compacta, tiene una extension autoadjunta que posee
un juego completo de autovectores, los cuales son espinores suaves.*®

El problema de hallar los autovalores de ) consiste en resolver un par de ecua-
ciones diferenciales (parciales) de primer orden. La solucién no es inmediata
porque hay una “condicién de frontera”: cualquier solucion local sobre Uy 6 Ug
debe cumplir las reglas de transformacién de gauge (4.6), para poder representar
un espinor. Nuestra estrategia es cortar el nudo gordiano al exhibir 1os autovectores
explicitamente.*’

Ejercicio 4.31. Comprobar las siguientes formulas para derivadas de polinomios
enz,zy q_l, sil,r,s > 0:

SZ (q_er(—Z)S) — (l + % . I’) C[_er(—Z)S+l + I’C[_er_l (—Z)S,
—0:(q ' (=2)") = (I1+5—95)q ' (-2 +sq ' (-2, (4.26)

(La primera es un calculo con la regla de Leibniz, la segunda sigue por conjugacion
compleja.)

4381 un operador A sélo est4 (inicialmente) definido en un subespacio denso DomA de un espacio
de Hilbert H, 1a validez de la férmula (A*& |n) := (£ |An) exige tomar el subespacio { E € H : 1 —
(E]An) es continuo } como DomA*. Dicese que A es hermitico (algunos autores dicen simétrico)
si DomA* D DomA, con A*§ = A& para & € DomA. Al repetir este proceso para formar el adjunto
doble A**, se obtiene DomA C DomA** C DomA*. El operador A es autoadjunto si es hermitico,
con DomA* = DomA, en cuyo caso se escribe A* = A, por supuesto. Esta condicion exige que el
dominio inicial de A no sea demasiado pequefio ni demasiado grande. (Si A es acotado, se extiende
por continuidad a todo H y estas consideraciones de dominios se vuelven triviales.)

4Dicese que un operador no acotado es esencialmente autoadjunto si posee una rinica extension
en operador autoadjunto. Un teorema de Wolf dice que un operador de Dirac sobre una variedad
de espin completa (en particular, compacta) es esencialmente autoadjunto. Para la prueba, véase el
Teorema 9.15 de E-NCG, o bien el libro de Lawson y Michelsohn, op. cit.

4TEstos autovectores fueron introducidos por Newman y Penrose, op. cit. y estudiados en detalle
en: Joshua N. Goldberg, A. J. Macfarlane, Edward T. Newman, Fritz Rohrlich y E. C. G. Sudarshan,
“Spin-s spherical harmonics and 07, Journal of Mathematical Physics 8 (1967), 2155-2161.

Cuenta la leyenda que el rey macedonio Alejandro, a su paso por Gordidn, la capital de Frigia,
en 333 a. C., aceptd el reto de desatar un nudo muy complicado; al no encontrar las terminaciones
del nudo, lo parti6 en dos con su espada.
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Las féormulas (4.26) indican una esperanza de formar autovectores para Ip con
ciertas combinaciones lineales de las funciones ¢~'z"(—Z)%, con [ y (s — r) fijos.
El otro requisito para esos autovectores es que sus dos componentes deben ser
medioespinores, es decir, deben cumplir una regla de transformacion de gauge.
Resulta que esta condicién impone restricciones sobre los exponentes /, 7, s.

En efecto, considérese una funcién de la forma

0(z):= Y a(rs)g 'Z(-2)",

r,s>0

donde la suma es finita, es decir, a(r,s) = 0 excepto por un nimero finito de pares
(r,s). Se ve de inmediato que

\/% (P(Z—l) — (_I)H-% Z a(r,s) q—lZl—%—r(_Z)H_j_S.

r,s>0

Para que ¢ represente un medioespinor en 8, se requiere (y es suficiente) que
0 (z) = \/Z/z0(z""). Los exponentes de z y 7 a los lados derechos de ambos desar-
rollos deben ser enteros no negativos. Esto exige que

[-3eN;  re{ol,....0-1},  se{0,1,....[+1}.

En otras palabras, es necesario que / € N+ % y que a(r,s) = 0 fuera de los rangos
indicados para ry s.

Para que ¢ represente un medioespinor en 8, sélo hay que intercambiar los
requisitos sobre r y s. Los coeficientes de las sumatorias también deben cumplir la
relacion de simetria a(r,s) = (—l)li%a(l F % —rnl+ % —5) para que ¢ € 8.

Estos consideraciones conducen a la siguiente definicién.*® Compdrese sus
féormulas con (4.24).

Definicion 4.32. Para cada [ € {%,%,%,} ycadame {—1,—1+1,....01— 1,1},
definase

r S

_1 1
Y,h(2) = Cimq ™" Z (l 2) (H_ Z)Zr(—Z)S, (4.27a)

r—s=m—y

1 _1
Y, (2):= Cimq ™" Z (l+ 2) (l 2)z’(—Z)S, (4.27b)

1 r N
r—s=m+x

“8Estas formulas, con un andlisis de su simetria, aparecen en Goldberg et al (1967), op. cit.
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donde las constantes Cj,, son

2041 [(I+m)!(I—m)!
Cim i= (=1)lm 4;: \/((11%3!51—1))!' (4.27¢)

2

Con estos componentes, definanse los siguientes espinores:

+ +
Y, = L (Ylm> Y] = 1 <_Ylm)
mooval,) VA,

Fijese que los indices m = s —r+ % son semienteros, al igual que los indices /.
L3 __3_113 . 49
Sil = 35, entonces m = —5,—5, 3,5, por ejemplo.

Es un ejercicio tedioso comprobar que todos estos espinores forman una familia
ortonormal en el espacio de Hilbert H. Por construccion, todos ellos pertenecen al
subespacio denso § de espinores suaves. Es menos evidente, pero cierto, que esta
P / "o 1 _
familia ortonormal {Y;,,Y;) :l € N+5, m=—I,...,l} yaesuna base ortonormal

para H, en donde se cumple la identidad de Parseval:>

w12 =Y [V )P+ (Vi | W) paratodo y € H.
I,m

Estos espinores son autovectores para 9, en vista del lema siguiente.

Lemad4.33. Sile {1,3,3,..}yme {-1,—1+1,...,1— 1,1}, entonces

01y, = (+3)Y,, ¥y BYh=—(+3)Y,.
Demostracion. En vista de la férmula (4.26), se calcula que
1

N /1—1
0:Y;,,(2) = Cma ™" Y, (z+2) (l 2) (145 =T (=2 +r 1 (-2)"]

1 r A
r—s=m+x

=Cmg ' Y 1 [(1+%—j) (lj;%) (,l;%l) +(+ I)Ci%l) (l;%ﬂzf(—z)".

El término entre corchetes es igual a

() ()

49La notaci6n estd motivada por la teorfa cuantica de momento angular, donde / cuenta el mo-
mento angular total (orbital y de espin) en unidades de %, mientrasm = —I,—[+1,...,l—1,l esun
“ndmero cudntico magnético”.

0La demostracién depende de la teorfa de representaciones de grupos de Lie compactos, fuera
de nuestra alcance: véase la Proposicion 9.28 de E-NCG.
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Por lo tanto, se obtiene

_1 1IN
@ = heme T (17)(7)P et = b

jszmf%
La segunda relacion del enunciado sigue por un célculo similar. ]

Corolario 4.34. Los espinores Y/,

DY, =(1+3)Y,, DY), =—(+3)Y,

y cada autovalor entero no cero £(1+ %) tiene multiplicidad (21 +1).

Y] son autovectores para el operador de Dirac:

Demostracion. La forma matricial (4.22) de ) muestra que

P :__(iﬁzn;>zi(<l+%>n;
"VaNBY ) VRN Y,

; (i0.Y 1/ (+hHyt
Y//:_L(l_zlm):_( 2 lm)z—l—}-lYﬂ.
@ Im \/§ _BZYI_,; \/5 _i(l+%)Yl;1 ( 2) Im

Para cada autovalor +(/ + %), hay (21 + 1) valores posibles de m, que corres-
ponden a autovectores linealmente independientes. Como la familia (Y/,,Y/" ), s
una base ortonormal para H, no puede haber més autovectores, asi que (2/+ 1) es
la multiplicidad de (I + %) en cada caso. [l

i

)=(1+%>Y/m,

Definicion 4.35. Si un operador autoadjunto 7' (no necesariamente acotado) sobre
un espacio de Hilbert H posee una base ortonormal de autovectores, la coleccion
de sus autovectores es el espectro de 7, denotado por sp(7'). Esta es una parte
discreta de la recta real R.

La multiplicidad m(A) de un autovalor A € sp(T) es la dimensién del subespa-
cio de autovectores correspondientes, esto es, m(A) := dimker(7T — A).

Mas generalmente, el espectro de un operador S sobre H, no necesariamente
autoadjunto, es la totalidad de los A € C para las cuales S — A no tiene un operador
inverso acotado. Si S es acotado, un teorema de Guelfand establece que sp(S) es
una parte compacta de C; y si $* = S, entonces sp(S) C R.

» En conclusién: para el operador de Dirac ) sobre la esfera S?, se ha comprobado
que

sp(P) = {£(1+ %) : 1 e N+ 3} ={£1,£2,43,...} = Z\ {0}.
Hay que notar que el valor 0 no pertenece a sp(?). Entre otras cosas, esto dice que
el operador ) posee un inverso acotado.
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5 La geometria de la esfera S°

Siguiendo con la agenda planteada en la seccién anterior, desarrollamos ahora el
ejemplo de la esfera tridimensional S3. En esta oportunidad se identificard la varie-
dad S con un grupo de Lie SU(2), para tratar de obtener ventaja de su estructura.

Al igual que en el caso de la esfera S?, el programa se divide en tres partes. '
Primero se dard una descripcién adecuada de la variedad en uso, en este caso S°,
con su métrica riemanniana. Segundo se determinara el fibrado de espinores sobre
la variedad. Tercero, se describird el operador de Dirac correspondiente.

El en ejemplo del circulo estos mismos tres pasos estaban presentes, aunque de
manera mas discreta, y al final pudimos ejemplificar como obtener la distancia in-
herente al circulo a partir de esta informacién. Uno de los objetivos de esta seccidn
y la anterior es prepararse para ilustrar como obtener la distancia entre puntos de
estas variedades diferenciales de baja dimension, haciendo uso de esta informacion
no conmutativa.

5.1 Laesfera S’ es un grupo

La esfera S* se define como el conjunto de puntos (to,#1,22,13) € R* que satisfacen
la relacion
e+ +5=1.

Como tal, es una variedad diferencial compacta, sin frontera, de dimensién 3.
Como en el caso de la esfera S?, existe un juego finito de cartas locales que la
describen. Esta vez, sin embargo, es preferible identificar la esfera S con el grupo
de Lie SU(2) para obtener ventaja de su estructura de grupo.

Por definicion, SU(2) es el grupo (bajo multiplicaciéon matricial) de matrices
2 x 2 con entradas complejas que son unitarias® y poseen determinante 1. Una tal
matriz tiene la forma

u:(“l_) b) € My(C), con aa-+bb=1. 5.1)

Al poner a = tg — it3, b = —tp — it], con los #; reales, se obtiene

u=tyl+ti+nj+nk,

'Los despachos militares desde Galia del proconsul C. Tulius Caesar, publicados posteriormente
como sus Commentationes de bello Gallico, comienza con la oracién: “Gallia est omnis divisa in
partes tres”.

2Una matriz compleja u es unitaria si uu” = u'u = 1, donde u' es su transpuesta conjugada.
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donde i <+ —ioq, j <> —i02, k <> —i03 corresponden a los tres cuaterniones imagi-
narios basicos (haciendo uso de las matrices de Pauli), mencionados al final de la
Seccién 1.1.

De este modo, el grupo SU(2) se puede ver como un subgrupo del grupo U (2)
de matrices unitarias 2 X 2, o bien como el grupo de cuaterniones de médulo 1.
Como 3 +17 +1t5 +1; = 1 porque detu = 1, hay una identificacién® de SU(2)
con S3.

Representaciones de SU (2)

Es usual estudiar un grupo abstracto al hacer uso de sus representaciones. Por
definicién una representacion de un grupo G en un espacio vectorial V (sobre un
cuerpo K) es un homomorfismo del grupo G en el grupo GL(V) de transforma-
ciones lineales invertibles de V en V, es decir, una aplicacion p: G — GL(V) tal
que p(gh) = p(g)p(h) para todo g,h € G. AV se le llama el espacio de la repre-
sentacion y an = dimV se le llama el grado (o dimension) de la representacion. Es
usual decir que V es un “G-moddulo”. Si n es finita. entonces se pueden identificar
GL(V) y GL(n,K).

Una representacion de un grupo describe el grupo parcialmente, en términos de
transformaciones lineales sobre espacios vectoriales. Si la representacion es fiel,
es decir, si p(g) = ly sélo para g = 1 € G, entonces los elementos del grupo y la
operacioén del grupo se pueden ver como matrices y multiplicacién de matrices.*

Para todo grupo G, en particular para SU(2), existe la representacion trivial uni-
dimensional, que lleva g — 1 para todo g € G. Una representacion no trivial sencilla
para SU (2) es la autorepresentacion dada por la inclusion SU (2) < M,(C).

Veamos una segunda representacién no trivial. Si v € SU(2) con trv =0, en-
tonces v es un “cuaternion puro” con parte escalar cero. De este modo,

V= —i(l‘l O]+ Oy +13 63) =—if-0

con 7 € S?. Es decir, se identifica S? con los elementos de SU(2) de traza cero.
Para u € SU(2) fijo, las propiedades de la traza implican que tr(uvu~') = tr(v).
La transformacion v — uvu ! es R-lineal, lleva R3 en R3 y S? en S?; esta es una

3Es usual escribir S* cuando se quiere “olvidar” la estructura de grupo de SU(2) y considerar
esta esfera solamente como variedad diferencial.

4Un grupo de Lie compacto siempre posee una representacion fiel finitodimensional. Véase, por
ejemplo: Theodor Brocker y Tammo tom Dieck, Representations of Compact Lie Groups, (Springer,
Berlin, 1985).
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rotacion R, de la esfera S?. Obtenemos asf una representacién 3-dimensional para
SU(2), dada en forma explicita por u — R,.>

El conjunto de las representaciones nos permite entender un grupo abstracto
determinado. Es valido preguntarse ;cudntas representaciones hay, hasta equiva-
lencia?® Para un grupo compacto como SU(2), cada representacién irreducible
debe ser finitodimensional,” y asi, el grado ayuda a distinguir las representaciones.
Mis atin, en el caso particular de SU(2), hay una nica representacion (hasta equi-
valencia) en cada dimension.

Denotamos con V; al espacio de la representacion compleja cuya dimension
es 2j+ 1, con V; ~ C¥*!, donde j € {0,3,1,3,2,3,3,...} es semientero® A la
representacion la llamaremos 7;: SU(2) — £(V;).

Es tradicional parametrizar SU (2) con tres dngulos de Euler «, 3,7y mediante’

e @N2cos 1B @M 25inlp N\
U= (_e—i(a—y)/z sinlp e—i(a—w)/zcos%ﬁ) = k() h(B)k(7), (5.2)

donde

) (eizﬂ e_g(ﬂ)) HB) = ( cos B sin%ﬁ)'

s o1 1
— Sin EB COS §ﬁ

SPuede considerarse como un homomorfismo de SU(2) en SO(3) = {M € GL(3,R) : MM " =
M'™M =1, detM = 1}, el grupo especial ortogonal de grado 3. El nicleo del homomorfismo
p:SUR2) — SO3):urs u(-)u! es el subgrupo de matrices escalares {£1}.

®Dados dos espacios vectoriales V 'y W y un grupo G, dos representaciones p;: G — GL(V) y
P2: G — GL(W) se llaman equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales y: V — W
tal que wp1(g)y " = pa(g), paratodo g € G.

"Una representacién p: G — GL(V) es reducible si V. =V, @ V,, con p(g)(Vi) C Vi y
p(g)(V2) C V, para cada g € G. Para un grupo compacto, resulta que (a) cada representacion ir-
reducible es finitodimensional; y (b) cualquier representacién puede descomponerse en una suma
directa de representaciones irreducibles. Véase, por ejemplo: Barry Simon, Representations of
Finite and Compact Groups (American Mathematical Society, Providence, RI, 1996.)

8El uso de etiquetas semienteras es un legado histérico de la teorfa cuantica de momento angular.
El llamado momento angular orbital de una particula subatémica, como un electrén, se describia
inicialmente por ciertos operadores, ligados a las representaciones del grupo de rotaciones SO(3),
con autovalores mh que son multiplos enteros de la constante de Planck 7. El espin fue introducido
como otra especie de momento angular, pero los autovalores bdsicos eran i%h, ligados al “cubri-
miento doble” SU(2) del grupo de rotaciones. Es usual tomar unidades fisicas en las cuales /i = 1.
De este modo, el llamado momento angular total (orbital mas espin) posee autovalores semienteros.

Toda las parametrizaciones y los cilculos relativos a la teorfa de SU(2) y sus representaciones
pueden encontrarse en: Lawrence C. Biedenharn y James D. Louck, Angular Momentum in Quan-
tum Physics: Theory and Application (Addison-Wesley, Reading, MA, 1981).
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Su imagen en SO(3) es la composicion de una rotacion en el eje y con un angulo 3,
entre dos rotaciones en el eje z por dngulos respectivos o y ¥.!°

Con esta parametrizacion, se puede escribir explicitamente las entradas de las
matrices (complejas) cuadradas, de lado 2j + 1, que representan SU(2) sobre el
espacio vectorial V;. Las filas y columnas son etiquetadas por

mmne{—j,—j+1,....5—1,j}, (5.3)
asi que 7; (k(ct) h(B) k(Y)) = [Di(c, B,7)], donde
i (—l—l’l)'(—l’l)' i(na+m : j
DI (a,B.y):= (J,J+m)!<j__m)!e< ) (sin 1 gy
% Z(_l)j+m—r <J ‘l;m) (ri;qn_’l n) (ctg %ﬁ)Zr—m—n'

Observacion. Los armoénicos esféricos Y, y los arménicos espinoriales de la sec-

cién 4.4 son casos particulares:!!

20+1
Yin(8,9) = |/ = Dou(~6,6,0),
—i [20+1
Yl;;tfl(e Z¢Ctg%6): ?D;%ym(_qjaea_q))

5.2 Lamétrica y la conexién de Levi-Civita en S°

Como para cada punto p = (fo,t1,t2,83) € S°, el espacio tangente T,,S3 es (un
traslado al nuevo origen p de) un subespacio vectorial de R*, podemos conside-
rar como producto interno g, sobre TpS3 la restriccion del producto escalar usual
de R*. De este forma, la métrica en S* es precisamente la métrica inducida'? por
la métrica riemanniana en R*:

8s3 () (,v) = gga(p)(u,v) = u-v.

19En particular, los cuaterniones parametrizan el grupo de rotaciones: esta es una observacion
de Rodrigues (él de las férmulas), en: Olinde Rodrigues, “Des lois géométriques que régissent
les déplacements d’un systéme solide dans 1’espace, et de la variation des coordonnées provenant
de ces déplacements considérés indépendamment des causes qui puevent les produire”, Journal de
Mathématiques S (1840), 380-440.

Estas férmulas se obtienen por sustitucion directa. Véase también E-NCG, p. 418; y Goldberg
et al, op. cit.

12La longitud de curvas en S® con respecto a esta métrica inducida es simplemente la longitud
usual de estas curvas en R*,
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Recordemos que v = (vo,v1,v2,v3) € T,S? si y sélo si v- p = 0. Ahora bien,
el elemento unidad del grupo SU(2) corresponde al punto 1 = (1,0,0,0) € S*. En
este punto,

TiS® = {(0,vy,v2,v3) € R*},

por lo cual
81((0,v1,v2,v3), (0,w1,wp,w3)) = viwy +vawp +v3ws3.

En T;S? los vectores E(1); = (0,1,0,0) = 9y, E(1); = (0,0,1,0) = 05, E(1)3 =
(0,0,0,1) = 05 forman una base ortonormal. Evidentemente, para cada TpS3 pode-
mos elegir una base ortonormal. La estructura de S* = SU(2) nos permite hacerlo
en forma canodnica.

Para cada u € SU(2) la aplicacion A, : v — uv es un difeomorfismo de SU(2)
en si mismo, y entonces su diferencial es un isomorfismo entre 7,S3 y T,,S>. Quer-
emos verificar que dicho isomorfismo preserva los respectivos productos internos.
De hecho, de cualquier curso de geometria diferencial sabemos que este isomor-
fismo estd dado por A, mismo, es decir

dp(A)(v) = Au(v) € TMPS3,

para todo p € S*, v € TPS3 y u € SU(2). Mas aiin, un célculo largo pero sencillo
muestra que A, preserva el producto interno:

85 (P) (v, ) = 853 (Au(P)) (Au(v), Au(w)).

En conclusién, A, transporta la base ortonormal {E(1)1,E(1)2,E(1)3} de T1S> a
una base ortonormal E (u); = A,(E(1);) de T,S?. De ahora en adelante se suprimir4
la referencia al punto en la notacién al escribir simplemente E; = E(p);. En forma
explicita, si u € SU(2) corresponde con el punto (fy,,12,13) € S® obtenemos tres
campos vectoriales'® en R*:

E| = (—t1,t0,13,—t2) = —11 dy+ 1o d1 + 1302 — 12 93,
Ey = (—tp,—13,10,11) = —12 dy — 1301 + 19 +1 03,
Ez = (—t3,th,—t1,t0) = —130) + 1291 —t1 D +10 3, (5.4

3E1 campo vectorial radial (o “campo de Euler”) en R* es Eq :=1tqdy+ 191 + 120> +13 03, el
cual es ortogonal a los otros: gp4(Eo,E;) = 0 para i = 1,2,3. El espacio tangente T,,S3 puede ser
identificado con el complemento ortogonal del vector E(p)o en R*.
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donde las expresiones de la derecha representan la forma en que los campos vecto-
riales E, actiian sobre una funcién f. Por ejemplo, en el punto p = (t,1;,12,13),

d d d d
Eif(p)=—1 a—t];(p) +1o a—tfl(p)+t3 a—g(p) —1 a—g(p)-

Calculemos ahora la conexién de Levi-Civita para S correspondiente a la mé-
trica inducida por R*. Para esto usamos la férmula de Leibniz y la propiedad
V50 = Ffjﬁk = 0 en R* (véase la expresion para Ffj en términos de coordenadas
locales en la Definicidn 4.13).

Vig(h 9;) = f'Va(h 9j) = £ 9i(h) dj+ f'hIV 5,0, = f'Oi(h)0;.
Al usar las expresiones explicitas para los E,, obtenemos que Vg E, =0y
Vg Ey =E3=—VgE), VgE3=E =-VgkEk, Vgk =E =-VgkE;.

Observacion. Es una vieja costumbre denotar el simbolo totalmente antisimétrico
sobre tres indices por &, esto es,

312 2 3 1
€ = &3 =& = +1, E3=8&)=¢&p=—1.

También se define €, := 0 si dos indices coinciden.
En resumen: la férmula Vg, E;, = €, E. (sin suma sobre c), donde €/, es anti-
simétrico en sus tres indices con 8132 = 1, expresa los simbolos de Christoffel para

S3, para la base ortonormal de campos vectoriales.

Recordemos que A]ﬁ(Sg’) es el mddulo de secciones del fibrado sobre S* cuyas
fibras son TP*S3; este fibrado real tiene rango 3. La base de 1-formas {89!, 92,97}
para AL (S?) dual a la base ortonormal {E}, E», E3} de Xg(S?) estd dada, como es
usual, por (¥, E,) = §;. En forma explicita,

O = —11di® +todt' +13d1> — rr dr>,
8?2 = —1,di® —rdt' +1odt* +1, dP>,
93 = —13dt° + o dt! — 1, di* + 1y dr°,

con los dr* 1a base dual'* en AL (R*) de los o.

R3 R? ..

141 0s fibrados tangente 7S® — S? y cotangente 7*S* — S? son triviales porque S* es un grupo
de Lie. Por tanto, sus médulos de secciones (globales) poseen bases. En cambio, los fibrados
tangente y cotangente de la esfera S? no son triviales; para ellos, hubo que usar bases de secciones
locales.
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Veamos ahora la extension de la conexion de Levi-Civita a las 1-formas,
Vx: ALS?) = ALS?)

para todo X € X(S?). Por definicién, si a € A'(S?) y X,Y € X(S?), entonces
Vxya € .A] (83) y
(Vxa,Y) :=X({(a,Y)) — (o, VxY).

En particular
(Vx(fa),Y)=X((fa,Y)) = (fa,VxY) = f(Vxa.Y) +X(f)(a.Y),
para cada f € C*(S?). Luego, si fi, f», f3 € C*(S?) entonces
(Vx(fa®),Y) = fa (VX0 Y) + X (fa) (9°.Y).

Dado que cada 9%y Vx©’ es C*(S*)-lineal sobre X(S*) y V xat = f Vxa, nos
basta con determinar Vg, para cada a,b = 1,2,3.
Si Vg, 02 = fo, 01 + £5,9% + 5,93, entonces

falz’c = <VEa19b7EC> = Eﬂl(<ﬁb>EC>) - <19b>VEuEC> = _856 <l9b7Ed> = _gc?c‘

Por lo tanto Vg, 9¢ = —¢, ©° donde €, es antisimétrico en sus tres fndices con
3
g, =1.

5.3 La conexi6n de espin en S°

De la definicién 4.18, dada la variedad compacta S® con la métrica g inducida por
la métrica de R* y una accién de Clifford ¢ de las 1-formas A'(S?), si existe un
C>(S?)-médulo 8, tal que

c(a):8—8, para aecA(M),

a dicho médulo le llamaremos un médulo espinorial para el par (S, g). Para
identificar este modulo espinorial, es cuestion de identificar las fibras S, de un
fibrado espinorial S de modo tal que cada fibra S, es invariante bajo los c(@)(p);
entonces se pone 8 = I'(S?, ), el médulo de secciones sobre el fibrado § — S3.
Como para cada & € A!(S?), la correspondencia & + () es C*(M)-lineal y
cada c(ot)(p) es un operador lineal sobre la fibra S, del médulo espinorial, para
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obtener una accion de Clifford hay que identificar y* = ¢(19¢) para a = 1,2,3. Del
Ejercicio 4.17 se sabe que las tres matrices

P00 %) (T ) (TS

generan el dlgebra de Clifford compleja C¢(C?), cuya base est4 formada por los 8

elementos
17 ’}/17’}/27 }/37 ’}/1’}/27 ’)/1’)/37 ’},2))/37 y1y2y37

donde el elemento quiral correspondiente estd dado por la matriz 4 x 4 (escrito en
bloques 2 x 2):

x=—iy1727'3=<(1) O)-

—1

Ahora bien, una 1-forma o € A!(S?) estd dada por una combinacién lineal de
la forma o = f, ¢, con f, € C*(S?). Al aplicar c se obtiene

_ a _ (J101+ 200+ f303 0
) = Jaclv') = ( 0 —f101 —fzﬁz—f303) '

Es facil ver, dada la forma explicita de los o, que el espacio vectorial S;, que es
invariante bajo el dlgebra C/(C?) es precisamente C*. Los c(a) actian sobre este
espacio en forma de matrices diagonales en bloques 2 x 2, donde el bloque inferior
es simplemente el negativo del bloque superior. En el lenguaje de representaciones,
esto quiere decir que la accion del dlgebra de Clifford sobre el fibrado espinorial es
reducible."> Para obtener una accién irreducible, se limita la accién de cada c(a)
a su bloque superior, y en lugar de considerar como fibrado espinorial al fibrado
trivial S® x C4, se considera § = S® x C2, de modo tal que cada seccion de este
fibrado, es decir un espinor y € 8§ = I'(S3,S), es una aplicacién suave de S* en
C?, donde la accién del dlgebra de Clifford estd dada solamente por la accién del
bloque superior. En particular, fijese que, Y ¥ = y para todo y € 8.

» Veamos ahora la conexion de espin para 8. De la definicién 4.21, se sabe que
dicha conexién es la familia V¥ de operadores C-lineales

Vy:8—8, paratodo X € X(S?%),

SLa aplicacién ¢, que lleva el dlgebra A'(S?) en operadores lineales sobre un médulo E de
secciones, es una representacion de dlgebras, porque preserva las operaciones de suma, producto y
multiplicacion escalar. Como en el caso de las representaciones de grupos, dicha representacion se
llama reducible si E = E| @ E, donde c(a)(E1) C E1 y c(a)(Ea) C E, para cada o € A'(S?). En
el caso presente, los elementos de E aparecen como columnas de 4 funciones; en los submoddulos
E1 y E, se anulan las 2 entradas inferiores o las 2 entradas superiores, respectivamente.
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que es C*(S?)-lineal en X y que, de acuerdo con (4.18), cumple las dos reglas de

Leibniz siguientes:

Vx(wf) = (Vi) f+wX(f),
Vi (c(o)y) = c(Vxa) y+c(o) Vyy,
paraX € X(S?), w €8, f€C(S}) y a € A(S?).

Como 8 =T'(S3,S? x C?) = C*(S*) ©C>(S?), cada espinor y se puede repre-
sentar como una columna de dos funciones suaves f;: S?® — C, o bien, como una
C>(S?)-combinacién lineal de dos espinores globales bésicos y':

_ (N 1 0\ _. 1 2
V= (fz) =h (0) +f2(1) = fiy +hHy".

Para identificar V)S( nos basta con identificar 12 funciones suaves héi € C=(S?) tales

que .
Vi = h Y
paraa =1,2,3ei,j= 1,2, dado que la regla de Leibniz implica

VE W =VE (A + Ay = E(f)W' + Ed(L)W + VeV + HVE W

hal al

' ' 1 2
= EqY + fihgi V' + fahi W' = Eay + (hl i )
a2 a2

La clave es la relacion
Vi (c(®")y') = ¢(VE,0) ¥+ c(0")VE, ¥ = —ebyc(9) y' + b jc(0”) y/

Con b =3¢ei=1, obtenemos

hiy W = Vi v = Vi (c(0)y') = —&5, c(9")y' + hyje(97) v/,
donde c¢(9)y'!' = s3y! = yly c(93)yw? = o3> = —y?. De este modo,
Mam 4 =1 =0

Similarmente, con » = 1 e i = 1, obtenemos

2 i 2 gl 2 1 2 gl 2 2 sl
hiy=—3, hip=hy, hy=—3, hyp=hy, h3=0, h3=i+hs.
También se puede calcular que
12 g1 42 1 2 i
hiy=hiy =hy =hy»p =0, h3;=—3, hyp=73.
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Al identificar y, = 7 := ¢(19“), para facilitar la notacion, la conexién de espin
sobre S3 estd dada por la relacion:

1 c
VY = EaW = 2€5, V%Y,

=)= (2iom)

Como para nuestro médulo espinorial 8§ = C*(S?) & C*(S?), los generadores 1*
del élgebra de Clifford actian como las matrices de Pauli 6% = 6,, cona = 1,2,3,
entonces la férmula anterior para la conexién de espin sobre S? se reduce a

donde

1
Vi =Ey— Zegb o’o. y. (5.5)

5.4 El operador de Dirac en S°

Ya tenemos todo lo necesario para plantear el operador de Dirac Ip para S, visto
como aplicacién del médulo espinorial 8 en si mismo. La férmula general (4.20b)
dice que

P=—ic(0")Vy, :8—8,

empleando una base ortonormal de campos vectoriales (E,), y su base ortonormal
dual de 1-formas (9),. En el caso de S estamos usando ¢(9%) = 6 y al emplear
la férmula (5.5) se obtiene

1 3
D:=-ic* (Ea—ZEEbiGc) =—i0E,— 3. (5.6)

Para a = 1, por ejemplo, se obtiene

i

4 200 1

i i ) I /1 0
Glefbcbccz161(0263—6362):161(210'1):— ( )
Los casos a =2 y a = 3 contribuyen otros —% cada uno, asi que el segundo término
del operador de Dirac es la constante —3 /2 (multiplicado por una matriz identidad
2 x 2); como operador, este término es Y > —% V.

» Para investigar los autovalores del operador (5.6), hay que completar el médulo
espinorial § = C*(S?) @ C*(S?) para formar un espacio de Hilbert, de la forma
H=L*S*aL*(S%).
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Para definir L?(S?) con mds precisién, es necesario determinar su forma de
volumen, esto es, la “cola de integracion” que entra en la definicién del producto
escalar. En la parametrizacion (5.2) por los dngulos de Euler, se define

21 T T -
iyi=oms [ |7 [ FaBnta.p.y) senpdadpar.

El factor 1/167 es una normalizacién convencional, para que la funcién constante
de valor 1 tenga norma uno, esto es, ||1|| = 1. Esta 3-forma es invariante bajo
traslaciones a la izquierda en el grupo SU(2): si se escribe, como de costumbre,'®

1
du = @ Senﬁdadﬁd}/,

de modo que (f'|h) = [gy (o) f(u)h(u) du, entonces resulta que

/ F(v_lu)du:/ F(u')du'.
SU(2) SU(2)

En consecuencia (al tomar F = fh), se obtiene (A,f | A,h) = (f|h) para todo
v € SU(2): los operadores de traslacion f — A, f, definidos anteriormente, son
operadores unitarios sobre L*(S?).

Ejercicio 5.1. Comprobar esta invariancia, con el uso de la factorizacion u =
k(o) h(B)k(y) dada en (5.2). Si se escribe u' = vu, es suficiente considerar los ca-
sosv=k(¢)yv=~h(0). Enel primer caso, se obtiene u' = vu = k(o + ¢)h(B)k(y)
y du’ = du es evidente. En el segundo caso, el cdlculo es més intrincado.

» Los autovectores del operador de Dirac para la esfera S resultaron ser expre-
siones polinomiales en ciertas variables locales; en aquél caso, los componentes
de los espinores Y/, y ¥,/ eran polinomios en z,Z,q~". Esto nos motiva a buscar
autovectores polinomiales también para el caso de la esfera S>. Como antes, es
preferible usar variables complejas en vez de reales. Introducimos

Z7:=1y—it3, wi=—bh —ify,

16Esta costumbre de denotar la cola de integracién por “du” va en contra de su naturaleza como
3-forma diferencial. Algunos autores hablan de du como una medida de integracién, determinada
por la 3-forma de volumen (1/167°) senfBda AdfB Ady. Este es un ejemplo de una medida de
Haar: por un teorema de Haar, cada grupo localmente compacto posee una medida invariante a la
izquierda, que es unico hasta un factor de escala; si el grupo es compacto, es posible tomar el factor
de escala, que es 1/ 1672 para SU (2), para que la funcién constante 1 tenga integral 1.
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de modo que
ZAww =+l +5 415 =1

Esta misma identificacién de S* con SU(2) ya aparece en el despliegue (5.1):

uz(z_ W)GMQ((C), con zZZ+ww=1,
—Ww Z

pero ahora usamos (z,w) en vez de (a,b) con la intencién de considerar esta matriz
como punto de la esfera S3, “olvidando” su estructura de grupo. Fijese que las
variables z,Z, w,w son 4 pardmetros reales para C*> = R*, y la ligadura zz+ww = 1
determina la esfera S en términos de estas variables.

Ejercicio 5.2. Comprobar que los campos vectoriales ortonormales Ey, E>, E3 de
(5.4) se expresan en las variables z,Z, w,w de este modo:!’

Ei = —iwd, +iwd, —iz0y +iZ 0,
Ery=wd.+Wwd,— 20— 70,
E3 = —iz0. +i70. 4wy, — iw . (5.7)

Usando la ortonormalidad g(E,, Ep) = 8,p, obtener la formula g = dzdZ+ dwdw
para la métrica riemanniana (en R* y también, por restriccién, en S3).

Si se expresa (5.6) como

Ey E — iEg)

3
—=—ic'E;=—i
P+3=—io"k, l(EH—iEz _E;

se observa que al igual que en el capitulo anterior, vale la pena introducir dos cam-
pos “isotropicos’:
E,:=E| —iE)= —2iwd, +2iZd,,
E_:=E\+iEy= 2iwd,—2iz0dy,
que cumplen g(E. E1) = g(E_,E_) =0y g(E4,E_) =2.
El conmutador [E+,E_] = ELE_ — E_E_ es un operador diferencial de primer

orden, porque en la diferencia de los productos se cancelan los términos de se-
gundo orden; por ejemplo, 4wwd, d, — 4wwd, d, = 0 por la igualdad de segundas

'7E] cuarto campo radial Eq (campo de Euler) es Eg = z0. — 29, +wd,, —wd,,. Obsérvese que
E,(zZ+ww)=0paraa=0,1,2,3.
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derivadas parciales mixtas. Por la regla de Leibniz, sobreviven los términos como
—2iw d,(—2iz) d,, = —4wd,,. Se obtiene

[E\,E_| =470, — 470, —4w0d,, +4wd,, = 4iE;.
De este modo, se obtienen tres conmutadores de campos vectoriales:

[E3,Ey] =4wd, —470,, = 2iE,
|E3,E_| = —4Wwd.—4z0,, = —2iE_,
[E\,E_| =470, — 470, —4w0d,, +4wd,, = 4iE;. (5.8)

Estas relaciones de conmutacion seran ttiles en el calculo del espectro del operador
de Dirac.

k=l

» Obsérvese, en primer lugar, que el monomio z°Z'w”'w" es formalmente un auto-

vector para el operador diferencial E3:
E3 = —iz0,+i20, 4 iw 0y — iw 0y,
E3(ZFZw™") = i(1 — k+n —m) (K2 wmwm).

Para j € %N: {0,%71,%,2,...} yparame€ {—j,—j+1,...,j—1,j} —fijese
que los nimeros (j+m) y (j—m) son enteros en {0, 1,2,...,2j}— considérese el
polinomio

|j,m) := 2/, (5.9
La notacién |j,m) se usa cuando se considera este polinomio como vector en el

espacio de Hilbert L*(S?). (Este tipo de notacién fue introducido por el propio
Dirac.)'8

Lema 5.3. Los vectores | j,m) son autovectores de E3. Ademds, el indice m cambia
por un monto de +1 bajo los operadores de escalera E ., E_:

E3 |]am> = _2lm|]7m>7
E+ |],I’I’l> = _2l(]+m) |jam_ 1>7
E_|jm) = —2i(j—m)|j,m+1) (5.10)

181 0s matematicos suelen escribir un autovector como v si el autovalor correspondiente es A.
Dirac escribi6 |1) simplemente; ademés de ahorrar la letra v para otros usos, estos autovectores se
combinan de una forma elegante: el producto escalar de |A) y |1} es (1| ). Si un vector es un
autovector simultdneo de dos operadores, puede denotarse por dos etiquetas, como nuestro |j,m). A
veces es preferible estipular que |A) tenga norma 1, pero en el ejemplo actual no lo haremos, porque
todavia no es evidente cémo calcular la norma de |j,m).
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Demostracion. Los sumandos iZd, — iw d,, de E3 anulan los monomios “holomor-
fos” z/T™Mw/ =™ asi que E3 actda en efecto como si fuera —iz d, + iw d,,. Como

20T = GAm) Ty wa(w ) = (j—mwI ",
se obtiene
E3(Zj+m ijm) = (—i(j+m) +i(j — m)) LI o i

lo cual demuestra la primera relacion.
De manera similar, £, = —2iwd, + 2iZd,, actia como —2iw d, sobre el poli-
nomio z/ " w/~™ y lo transforma en

E (27" w/™m) = —2iw 0.2/ wi ) = —2i(j + m) 2w L
Del mismo modo, E_ = 2iWwd,, — 2iz d,, actiia como —2iz d,,, asi que
E_ (z”’" wj"") = —2i(j—m) Zm+li—m=1 B

En particular, fijese que E |j,—j) =0y E_|j, j) = 0. Tomando en cuenta las
relaciones (5.8), el dlgebra generado por los tres operadores E3, E, E_ preserva el
espacio finitodimensional'®

Vi=lin(|jm):m=—j,—j+1,....j—1,j)

para cualquier j € %N. Los |j,m) son linealmente independientes, porque son
monomios de diferentes exponentes, asi que dimV; = 2j+ 1.

» Los mismos considerandos rigen para los monomios ‘““antiholomorfos”
. . =zj—m —j+m
|j,m)" =TT,

aunque la accion concreta de E3, E, E_ es levemente distinta. Para j fijo, estos
vectores generan otro subespacio V/, también de dimension 2 + 1, que tiene inter-

seccion nula con cualquier V. Todos ellos son subespacios finitodimensionales de
L*(S?).

19La notacién V; indica que estos espacios también son espacios de representacién del grupo
SU(2). Asi sucede, en efecto; pero no se requiere la representacién explicita en el trabajo entre
manos. Resulta que los campos vectoriales E1, E;, E3 constituyen una version “infinitesimal” del
grupo de Lie SU(2), llamado su dlgebra de Lie; y su accién da lugar a una representacién de SU (2)
por un proceso de exponenciacién. Consiltese el libro de Simon, op. cit.
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Mas generalmente, considérese los monomios “mixtos’:

]j,m)” = Zj1+ml ij*mz wi1—m szerz’
toda vez que ji + jo = j y m; +myp = m. De hecho, para cada entero 2 j, fijo en el
rango {0,1,2,...,2/}, se repite el patrén del caso holomorfo, en donde 2j, = 0; o
del caso antiholomorfo, en donde 2j, = 2.

En resumen: el espacio de Hilbert L?(S*) contiene (2 + 1) copias del espacio
V;, cuya suma directa tiene dimension (2 + 1)2; las bases de los diversos sumandos
cumplen las relaciones (5.10), bajo la aplicacién de los operadores E3, E, E_.

Ademds, todos los vectores de la forma |j,m)” resultan ser ortogonales en
L?*(S?). Al normalizarlos apropiadamente, se obtiene una familia ortonormal en
L?(S%). Lo dificil, como siempre, es probar que esta familia es una base ortonor-
mal de este espacio de Hilbert. Esta es consecuencia de un teorema de Peter y Weyl
(1927), no demostrado aqui.?"

» Con estos preparativos, podemos obtener el espectro del operador ) sobre el
espacio de Hilbert H = L?(S?) @ L?(S?), por un método sugerido por Hitchin.?!
Partiendo del operador

3 . (E3 Ey
—=—i0'E;=—
es facil calcular su cuadrado:

E}1EE. [Eg,m)
[E_,E;] E3+E_E4

@37 =

En vista de las relaciones de conmutacién (5.8), esto es

E2+E.E_ 2E
332 — _ 3 + +
(P+32) ( 2iE_ E32+E_E+)’

20E] teorema de Peter y Weyl es la pieza clave de la teorfa de representaciones de un grupo
compacto G. En el dlgebra C(G) de funciones continuas, hay ciertas funciones f cuyos traslados A, f
generan un subespacio finitodimensional; ellas forman una subdlgebra O(G) de C(G). El teorema
afirma esta subdlgebra es densa en C(G) en la norma || - ||.. Como corolario, O(G) también es densa
en el espacio de Hilbert L?(G) para la norma || - ||>. Por tanto, una familia ortonormal que genera
O(G) como espacio vectorial es una base ortonormal para L?>(G). Para los detalles de la prueba,
constltese el libro de Brocker y tom Dieck, op. cit.

2lyéase le articulo: Nigel Hitchin, “Harmonic Spinors”, Advances in Mathematics 14 (1974),
1-55.
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asi que el siguiente operador es “diagonal”:

E? —2iE; +E.E_ 0

3\2 3 3 3

D+3)?-2(p+3)=— .
( 2) ( 2) < 0 E% +2iE3 +EE+>

Mas aun, la relacién EL E_ — E_E = 4i E3 muestra que los dos términos diagona-
les son iguales. Basta entonces averiguar los autovalores de cualquiera de ellos, en
el espacio de Hilbert L2(S?).

Lema 5.4. El vector | j,m) := z/""w/=™ en el subespacio V; de L*(S?) es un auto-
vector para el operador —(E32 —2iE3+E(E_), con autovalor 4% 4 4.

Demostracion. Si se aplica uno de los productos ELE_ o E_E_ a este vector, se
obtiene del Lema 5.3:

E_Ei|jm)==2i(j+m)Ey|jm—1)=—4(j+m)(j—m+1)|j,m).

Como |j,m) es también un autovector para E3, con autovalor —2im, es evidente
que

—(E3 —2iEs+ELE_)|j,m) = (4m* +4m+4(j —m)(j+m+1)) | j,m)
= (42 +4))|j,m). O

En consecuencia, si A es un autovalor (necesariamente real) del operador au-
toadjunto ) + % entonces se verifica la ecuacidn cuadratica

A2 -2 =42 +4j,

o bien (A — 1) = (2 + 1)2, cuyas soluciones son A =2j+2y A = —2j. Los
posible autovalores para Ip serfan:

A—3=2j+3, A-3=-2j-3.

Cada 2j es un ndmero entero no negativo; los autovalores de ) entonces son
semienteros (positivos y negativos) pero no enteros.

Veamos ahora la multiplicidad de cada uno de estos autovalores. Queremos
encontrar vectores (u,v)" en el espacio vectorial V; @ V; que sean autovectores
para el operador Ip + % con autovalores —2j 6 (2j+2), con j € %N.

En lo sucesivo, el vector |j,m) representa un monomio (holomorfo, antiholo-
morfo o mixto) de la base de cualquiera de las (2j + 1) copias de V; incluido en
L?(S?). Cada autovector exhibido con primer indice j es uno de (2;+ 1) variantes;
luego hay que contar su multiplicidad (27 + 1) veces.
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Lema 5.5. Las siguientes relaciones determinan autovalores y autovectores para
el operadorlp—i—% en el subespacio 'V, param = —j,—j+1,...,j—1:

(2 S o

(2 ). e

Demostracion. Sea y = (&) un espinor en V; & V; tal que (]p + 3)y = Ay para

algun autovalor A. Entonces sus componentes son

J J
Vi = Z.am“am)v Y- = Z bm|.]7m>7

m=—j m=—j

para algunos coeficientes a,,, b, € C. Entonces

j J
Ave =Y Aanljm)=—i Y anEs|j,m)+buEy|j,m)
m=—j m=—j

J
=-2 amm|jam>+bm(j+m)|jvm_1>a
m=—j

j j
Ay_ = Z Aby|j,m) = —i Z amE_|j,m) — by E3|j,m)

m=—j m=—j

J
=<2 Y an(j—m)|jm+1)—bum|j,m).
m=—j

Por lo tanto,

Y Gt2manlimy=—2 Y bulitm)ljm—1)

m=—j m=—j+1
j—1
=-2 bm+1(j—|—m+1)|j,l’I1>,
m=—j
J j=1
Y, (A=2m)by|j,m)=~2Y, an(j—m)|jm+1)
m=—j m=—j

J
=-2 Y aua(j—m+1)|jm),
m=—j+1
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al ajustar los indices de las sumatorias al lado derecho por m — m =+ 1. La indepen-
dencia lineal de los vectores | j,m) entonces muestra que

(1-1-2]')61]':0, (A+2j)b_j:0,
y ademds, paracadam € {—j,—j+1,...,j— 1}, se cumplen

(A +2m)ay+2(j+m+1)by1 =0,
2(j—m+ay—1 + (A —2m)b,, = 0.

Es necesario que (A 4+2m) : 2(j+m+1) =2(j—m) : (A —2m —2) para que estas
ecuaciones sean consistentes, lo cual implica unas ecuaciones cuadraticas para A:

(A +2m)(A —2m—2) = 4(j +m+1)(j — m).

Todas ellas se simplifican a A> — 24 = 42 44, como era de esperar; asi que
A =2j+20bien A = —2j.
En el caso A =2+ 2, se obtiene

aj=0, b_j=0, y aw=—buy para m=—j,....j—1.

Entonces ¥ es una combinacion lineal de los 2j espinores independientes (5.11a).
En el caso A = —2, se obtiene

(j—m)am = (j+m+ )by para m=—j, ..., j—1,

y los valores de a; y b_; quedan libres. En este caso, ¥ es una combinacion lineal
de los 2 espinores independientes (5.11b) y de los dos espinores siguientes:

() v (525) G12

En sintesis, hay 2j espinores independientes para el autovalor 2j+2; y hay 2j +2
espinores independientes para el autovalor —2j. ]

El Lema 5.5 muestra un total de 2j+ (24 2) =4 j +2 autovectores linealmente
independientes en cada subespacio V; @V}, de dimensién 2(2j + 1). Los espinores
(5.11) y (5.12) generan este subespacio, asi que la lista es completa. Ahora bien,
cada uno de estos casos se repite (2j+ 1) veces, para las distintas versiones de
Vi en L?(S?). Como punto final, hay que restar % de cada autovalor, ya que los
autovalores de [P son de la forma A — % El resultado final es el siguiente.
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Teorema 5.6. Los autovalores de IP para la esfera S® son:

(2j+3%), para j>0;  conmultiplicidad 2j(2j+1),
3), para j>0,  conmultiplicidad (2j+2)(2j+1). -

Obsérvese que la sustitucion j =k — %, en el caso positivo, restaura la simetria
entre los autovalores positivos y negativos. El espectro de ) es simétrico alrededor
de cero; en efecto, estos autovalores son

(2k+3), para k> 0; con multiplicidad  (2k +2)(2k+ 1),
—(2j+3), para j>0, con multiplicidad (2j+2)(2j+1).

Si se omite la multiplicidad, el espectro de Ip es
sp(P) = {£3.£3.£]...}.

Fijese, en particular, que O no pertenece a sp(ID).
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6 El toro no conmutativo

La geometria no conmutativa, entendida como una teoria de “espacios no conmuta-
tivos” en los cuales actia una geometria diferencial, comenz6 a finales de los afios
setentas con el estudio de los toros no conmutativos. Hubo varios antecedentes
historicos: en la mecdnica cudntica, con la version integrada de Weyl de las rela-
ciones de conmutacion de Heisenberg; y también en la llamada teoria ergddica,
con la foliacién de Kronecker del toro bidimensional por una rotacién irracional.
Alrededor de 1980, se logré una clasificacion “topoldgica” de ciertas dlgebras no
conmutativas de coordenadas ligadas al toro; el avance clave fue dado por Connes,
con la introduccién de su estructura diferencial.!

6.1 Las algebras de coordenadas de toros no conmutativos

En la Seccién 3.1, se ha visto que cada funcién continua sobre el circulo S! admite
un desarrollo en una serie de Fourier, de tal manera que los monomios . para
k € Z, forman una base ortonormal para el espacio de Hilbert L?>(S!), que incluye a
C(S") como subespacio denso. Aqui z = ¢’ es el generador del dlgebra involutiva
O(S") de los polinomios de Fourier. Esta x-dlgebra O(S!) es conmutativa, al ser
generado por un solo elemento unitario, y su complecion C (Sl) es, ipso facto, una
C*-4lgebra conmutativa.’
El producto cartesiano de varios circulos es un toro. Se escribe

T :=S!' xS'x---xS' (con [ factores).

(Cuando ! = 1, la nomenclatura T es sinénimo de st aunque es usual emplear T
cuando se considera el circulo como grupo multiplicativo; mientras S! denota el
circulo como variedad unidimensional, al “olvidar” su estructura de grupo.)? Para
parametrizar el toro T/ como variedad diferencial, debemos emplear [ variables
angulares ¢y,...,¢;. Es comodo usar la notacion francesa en la cual 0 < ¢ < 1

Los articulos principales son estos tres: Mihai V. Pimsner y Dan Voiculescu, “Imbedding the
irrational rotation C*-algebra into an AF-algebra”, Journal of Operator Theory 4 (1980), 201-210;
Marc A. Rieffel, “C*-algebras associated with irrational rotations”, Pacific Journal of Mathematics
93 (1981), 415-429; Alain Connes, “C*-algebres et géométrie différentielle”, Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris 290A (1980), 599-604.

?La unitariedad de z es la relacion zZ = zz = 1. Obsérvese de nuevo que O(S') estd dotado de
dos normas y por ende posee dos compleciones: su complecién en la norma || - || es la C*-dlgebra
C(S"), mientras su complecién en la norma || - || es el espacio de Hilbert L*(S').

3En la teorfa de los grupos de Lie y su aplicacién a las particulas elementales, se denota el grupo
T por U(1), es decir, el grupo de matrices unitarias 1 x 1.
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parak=1,...,1, en vez de recorrer un rango de 27, por ejemplo.* De esta manera,
el desarrollo de Fourier de una funcién f € C(T') se escribe asf:

f(o1,....,¢) = Z Crezm(rlfl)1+'”+rz¢1)‘ (6.1a)
reZ!
Fijese que r € Z! es un multiindice, es decir, r = (ry,. .., r;) es un juego de / niimeros

enteros.
Las funciones suaves

we(@1,..., ) :=e*™%  para k=1,...,1

generan el 4lgebra de polinomios de Fourier, O(T'). Sus elementos son de la
forma
f=Y couu? . u (6.1b)
reZ!

donde la suma es finita (es decir, ¢, # 0 sélo para una cantidad finita de los multi-
indices r). En general, cada f € C (TZ) puede representarse en esta forma —por una
generalizacion directa de los argumentos para el caso / = 1, del circulo— donde la
suma en general es infinita y habria que poner atencion a su convergencia.

Al denotar por u;, el conjugado complejo de la funcién uy, es inmediato que los
uy, son elementos unitarios del dlgebra O(TZ ), esto es,

upuy = uguy = 1,
y que ademas los uy conmutan entre st
upuj = ujui, paratodo jk=1,...,[

La complecién C(T') de O(T') es entonces una C*-dlgebra (unital, conmutativa)
generado por estos [ elementos unitarios. Su espacio de caracteres es el toro T/, de
acuerdo con el teorema de Guelfand y Naimark; cada carécter es una evaluacién

[ 10, 1)
Aparte de las relaciones anteriores que expresan su unitariedad y su conmuta-
tividad, no hay otra relacién algebraica alguna entre los generadores u1,...,u;.

“Los practicantes del andlisis de Fourier todos conocen la igualdad fundamental: “27x = 1.
Mejor dicho, como todos los célculos estan plagados de factores de 27, es preferible ignorarlos
hasta el momento de determinar alguna constante. La “solucién francesa” a esta dificultad consiste
en colocar el factor de 27 en los exponentes, al escribir > en vez de ¢%; o bien, si se quiere, al
medir dngulos con el pardmetro ¢ = 0 /2.
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» Hay una variante no conmutativa de estas relaciones cuando / > 2. Para aliviar
la notacidn, conviene enfatizar el caso mas sencillo, / = 2. Escribiremos u := u;,
v := uy, asi que en C(T?) estos u,v son dos elementos unitarios que conmutan:
uv = vu.

Definicion 6.1. Sea 6 € R un nimero real cualquiera. La notacion Ag denotara
la C*-algebra universal generado por dos elementos unitarios u,v que cumplen la
relacion de conmutacion

vu = 2™ yy, (6.2)

La relacién (6.2) es una de las férmulas bésicas de la mecdnica cudntica.’

Lema 6.2. Sobre el espacio de Hilbert L*(R) de funciones f: R — C de cuadrado
integrable, hay operadores unitarios Ug y Vg, dados por

Upf(1) :=€"" f(1),  Vaf(t):=[f(t+8). (6.3a)
Estos operadores cumplen la relacion
VoUg = ™0 UygVy. (6.3b)

Demostracion. El producto escalar en L?(R) estd dado por

(F [ ) = L CF () dr.

Las relaciones (Ug f |Ugh) = (f|h) y (Vo f | Voh) = (f | h) son evidentes, la segunda
de ellas por la invariancia por traslaciéon® expresada vulgarmente en la férmula
de cambio de variable d(r + 6) = dt. Como también se verifica (Ugf | Ugh) =
(f|UgUgh) por la definicién del operador adjunto Uy, se concluye que UsUg = 1
y de igual modo VyVp = 1. Ademds, los operadores Ug y Vg son obviamente

SHeisenberg introdujo un par de operadores, Q y P, para representar observables de “posicién”
y “momento” (para un solo grado de libertad) en un sistema cudntico, notando que los resultados
experimentales implicaban la relacién de conmutacion QP — PQ = ih 1. Esta relacién no puede
realizarse con matrices de tamafio finito, porque las matrices QP y PQ tendrian los mismos auto-
valores —un buen ejercicio del dlgebra lineal— y no podrian diferir por una constante. Luego P
y Q deben ser operadores no acotados, cuyo manejo es problematico. Hermann Weyl resolvié el
problema analitico al introducir los grupos uniparamétricos de operadores unitarios U (z) := C y
V(s) := €, que cumplen relaciones de conmutacién de la forma (6.2).

®La recta R es un grupo abeliano no compacto; la invariancia por translacién de la medida de
Lebesgue ‘dt’ dice que ésta es una medida de Haar para el grupo R.
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7 asf que Ugl =Upy V(;l = V,. Luego, los operadores Ug y Vjp son

biyectivos,
unitarios.

La relacion de conmutacion para Ug y Vi es consecuencia de un calculo directo:

(VoUaf)(t) = Ug f(t +8) = *™0) f(1 + 0)
— 627ri0 eZm't f(l—|— 9) _ eZﬂiG eZm't Vef(l)
= ™0 (UVo /) (). =

Podemos identificar L?(S') con un subespacio de L?>(R), que consiste de las
funciones periddicas f, con periodo 1, que son de cuadrado integrable:

LS~ {fel’(R): ft+1)=f(t) }.

Es evidente que tanto Ug como Vj dejan invariante este subespacio —hay que in-
terpretar (1 4+ 6) “modulo 17, por supuesto— de modo que, al restringirlos a este
subespacio, se obtiene un par de operadores unitarios sobre L? (S') que satisfacen
las férmulas (6.3). Hemos exhibido un ejemplo concreto de la relacién (6.2). En
adelante llamaremos Ag a la C*-subdlgebra de £(L?(S')) generada por estos ope-
radores Ug y Vjg.

Es posible mostrar que este ejemplo es universal: dado algin otro C*-dlgebra
A generado por dos unitarios u,v que cumplen (6.2), la correspondencia Ug — u,
Vo — v se extiende, por linealidad y continuidad, a un morfismo de C*-algebras
7. Ag — A. Cuando 6 es un nimero irracional, este morfismo es un isomorfismo.3
Estos considerandos muestran la existencia (y unicidad, hasta isomorfismo) de la
C*-algebra universal de la Definicion 6.1.

De esta definicion, es evidente que Ag.,, >~ Ag para cualquier m € Z, porque

2mi(0+m) — 2710 Como yy = e 270

vu, el intercambio u <+ v conlleva un iso-
morfismo Ag ~A_g ~ A;_g. Resulta que no hay otros isomorfismos: el intervalo

0<oe< % parametriza una familia de C*-algebras no isomorfos.

"Una matriz w que cumple w'w = 1 también cumple |det w|?> = 1, asi que w es invertible, con
w~! = w' y en particular ww' = 1. En dimensién infinita, por contraste, un operador W sobre
un espacio de Hilbert es una isometria si W*W = 1, porque esta condicién es equivalente a la
propiedad (W f|Wh) = (f | h) para todo f,h; pero una isometria no es necesariamente unitaria,
salvo si también es biyectiva.

8La existencia del morfismo 7 no es dificil, pero requiere un poco de la tecnologia de las C*-
algebras. Se obtiene un isomorfismo en el caso irracional, porque en ese caso Ag resulta ser una C*-
algebra simple (no tiene un ideal cerrado propio). Véase, por ejemplo, la Seccién 12.3 de: Niels Erik
Wegge-Olsen, K-theory and C*-algebras: a Friendly Approach (Oxford University Press, Oxford,

1993).
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Cuando 6 = 0, la relacion de conmutacién (6.2) se reduce a vu = uy. La C*-
4lgebra conmutativa A es simplemente C(T?), generados por los dos monomios
de Fourier uy,u,.

Lema 6.3. Si 0 es un niimero racional 6 = p/q no entero (con p,q € N relativa-

mente primos), A, es isomorfo al dlgebra de secciones continuas Fcont(’]l‘z, E) de

p/q
un fibrado cuya fibra tipica es el dlgebra finitodimensional M, (C).

Demostracion. Sean uy,uy los monomios de Fourier que generan C(T?). Escribase
A = €*™P/4, Las dos matrices en M, (C) dadas por

, (6.4)

0 Adl 0 1 0

son unitarias (sus columnas forman bases ortonormales de C?) y cumplen las rela-
ciones
R1=1, S§1=1, RS =ASR.

Si f € C(T?), T = [t;j] € M,(C), dendtese® por T ® f el elemento de M,(C(T?))
cuya entrada (i, j) es t;; f. Los elementos u := S®u; y v := R®up de M,(C(T?))
son unitarios y cumplen vu = A uv.

Pero estos elementos no generan todo el dlgebra M,(C (T?)). Hay dos endo-
morfismos'® que dejan fijos a u 'y v:

@1: T @ubuly — RTR™'@ A uku, 02: T @ufub — STS ' @ Al ubudl.

Estos endomorfismos conmutan y satisfacen (plq = (pzq = 1, asi que generan un grupo
abeliano H de orden ¢>. El dlgebra A
M,(C(T?)) dejada fija por @1 y ¢».
Ahora bien, M,(C(T?)) no es més que el dlgebra de secciones continuas del
fibrado trivial E; = T? x M,(C) — T? cuyas fibras son copias del dlgebra fini-
todimensional M,(C). Por el teorema de Serre y Swan, a la accién del grupo H

p/q generado por u y v es la subdlgebra de

9Esta es una instancia del producto tensorial de dlgebras: M,(C(T?)) es isomorfo al producto
tensorial M,(C) ® C(T?), cuyos elementos son sumas finitas de “tensores simples” de la forma
TRf.

10Un endomorfismo de una C*-algebra A es un morfismo (una aplicacién lineal y multiplicativo
que respeta la involucién) de A en si mismo.
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sobre las secciones le corresponde una accién paralela por morfismos de fibrados,
dados por

gi: (z1,2:T) = (A 'z1,25RTR™Y), g2t (z1,2:T) = (21,A2;STS ™),

donde (z1,72) = (e*™91,¢2%92) son los elementos del espacio base T?. A las sec-
ciones fijas por el grupo H le corresponde las secciones de un fibrado cociente
E,/H —T?/H, cuya fibra tipica sigue siendo M,(C).

La base T?/H del nuevo fibrado es el cociente de T? bajo rotaciones (z1,22) —
(A k7 , llzZ). Al poner wy := z(f, wy 1= zg, sus elementos pueden identificarse con
los puntos (wy,w>) de una nueva versién de T2. Junto con E := E,/H, se obtiene
un fibrado E — T2, que ya no es trivial, pero es tal que A plq = Ceont(T2,E). [

El dlgebra A/, obtenida por la construccion anterior no es conmutativa: su
centro consiste de las secciones continuas s: T? — E donde cada s(w;,w;) es una
matriz escalar. Este centro es isomorfo a C(T?): una funcién es la asignacién de
un nimero escalar en cada punto.

En el caso irracional, 6 ¢ Q, la situacion es mds grave: el centro de Ag es
simplemente C (multiplos escalares de la unidad 1) en ese caso. Sin embargo,
resulta que los polinomios de Fourier también pueden definirse en todos los casos,
lo cual permite la construccion de una subalgebra de “funciones suaves”.

6.2 El algebra suave de un toro no conmutativo

En el Capitulo 3 sobre el circulo (véase la observacion después del Lema 3.4) se
caracterizaron las funciones suaves en C*(S') como aquellos elementos de la C*-
dlgebra C(S') cuyos coeficientes de Fourier formaban una sucesion rdpidamente
decreciente.

La misma observacién es aplicable a la subélgebra C*(T?) de C(T?), con la
tnica complicacion de trabajar con dos indices. La serie de Fourier (6.1b) para
f € C(T?) es simplemente

f=Y cuu'v (6.5)
1,SE€Z
para el caso 8 = 0. Se dice que la sucesion (ars)ns, cuyo conjunto indice es 72, es
rapidamente decreciente si y solo si

(r"s"ays)rs es de cuadrado sumable, paratodo m,n € N,

como generalizacion directa de (3.12). Las funciones suaves sobre T? son aquellas
f cuyos coeficientes de Fourier c¢,; son rdpidamente decrecientes.
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Hasta ahora, no se ha hablado de la fopologia mas adecuado para el espacio
vectorial C*(M) asociado a una variedad compacta. Para el caso M = T2, los
desarrollos de Fourier ofrecen una manera directa de definir normas sobre C*(M).

Definicién 6.4. Para cada k € N, definase una norma py sobre el espacio C*(T?)
por
pe(f)? =) (L +59) el
1,SE€Z

si f tiene el desarrollo de Fourier (6.5). Cada sumatoria pi(f)? es finita porque
(crs) es rapidamente decreciente. Por su definicion, las normas py crecen con k,
esto es, pr(f) < prs1(f). Ellas definen una topologia de Hausdorff sobre C**(T?),
donde los conjuntos Uy ¢ := { f : px(f) < € } forman una base de vecindarios de 0.
Sin embargo, esta topologia no estd dada por una sola norma.'!

Una sucesién de funciones (f;,), en C*(T?) es una sucesion de Cauchy si es de
Cauchy para cada norma py por separado: pi(f, — fin) — 0 cuando m,n — oo para
cada k. Similarmente, se dice que (f,), converge a un limite f si pi(f, — f) — 0
cuando n — oo para cada k. Una sucesion de Cauchy debe converger: en princi-
pio, podria haber un limite para cada k, pero el ordenamiento de las p; garantiza
que estos limites coinciden. Luego, el espacio vectorial C*(T?) es completo en la
topologia dada.!?

Definicion 6.5. La subalgebra suave Ay de la C*-dlgebra Ag (generada por unita-

rios u,v que cumplen vu = 2™ uy) es la totalidad de elementos de Ag de la forma

a= Z arsu'Vv' con (ar) rapidamente decreciente.
1,SEZL

Con respecto a la familia de normas dadas por

pk(a)2 = Z (1 + 12 4 52)k ]ars\z (6.6)
1,S€ZL

definidas inicialmente sobre las sumas finitas de términos a,, u’v*, esta es un dlgebra
cuya topologia es completa. La inclusion Ag < Ag es continua y densa.

""Una familia alternativa de normas esta dada por g (f) := sup, ez (1+ 12+ 52)¥/2 |c 5. Resulta

que las dos familias de normas {p; }x y {gx }x determinan la misma topologfa sobre C*(T?). Como
q0(f) = || fll= y Po(f) = || ]2, las inclusiones C*(T?) < C(T?) y C*(T?) — L?(T?) son continuas.

I2E] espacio vectorial completo, cuya topologia estd definida por una familia contable de
(semi)normas, es un espacio de Fréchet. Cualquier espacio de Banach (normado y completo)
es de Fréchet, pero C°°(’]I‘2) no es de Banach. Un dlgebra con una familia contable de (semi)normas,
cuyo producto es continuo en la topologia que ellas definen, se llama un algebra de Fréchet.
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Para una 0 fija, se adopta el siguiente convenio de notacion:
Ag=C(T3), Ag=C>(T3), lin(u"V' :rscZ)=0(T3).  (6.7)

Entonces O(T%) C C(T%) C C(T3). Al objeto misterioso T presente en esta
notacion,!? se le 1lama el toro no conmutativo con parametro 0.

Con A = ¢*™9, las férmulas para el producto y la involucién en O(T%) son

ab = Z Ar—nm A" by sV, a = Zl” a_p—su'v'. (6.8)

M,n,1,s 1,$

A la hora de calcular py(ab), se toma el médulo cuadrado |c,|? de cada coeficiente
crs de u"v'. Luego, las potencias de A son irrelevantes porque |A| = 1. Basta
entonces comprobar la continuidad del producto en el caso conmutativo A = 1. Por
otro lado, es evidente que py(a*) = py(a) para cada k. Estas operaciones continuas
se extienden a la complecion Ag = C”(T%), asi que ésta también es un dlgebra
involutiva.

6.3 Un espacio de Hilbert para el toro no conmutativo

La introduccién de algebras de coordenadas no conmutativas, que extendio el estu-
dio de las funciones (sobre variedades) a los operadores (sobre espacios de Hilbert)
dio un nuevo sesgo a la vieja pregunta ,cudl es la integral de una funcion? Si
se considera una integral como un proceso de ‘“sumar todos los valores” de una
funcion, el proceso andlogo que seria aplicable a operadores es la de “sumar todos
sus autovalores”. Aunque en ambos casos hay que considerar ciertas sutilezas —
como la de ponderar las integrales con ciertas funciones de densidad, o manipular
operadores que no poseen un espectro discreto de autovalores— el andlogo directo
de la integral de funciones es la traza de un operador.

En los afios cincuentas, Irving Segal propuso una teoria de integracion no
conmutativa'® para el dlgebra £(H) de todos los operadores sobre un espacio de

3Lo que hay en juego con esta notacién es una dualidad categérica. Si 8 ¢ Z, Ag no conmuta
y el teorema de Guelfand y Naimark no ofrece un espacio topoldgico cuyas funciones continuas
devuelven Ag. Entonces la escritura de C (']I%) es una mentira piadosa. Sin embargo, conviene
alegar la existencia de un tal espacio no conmutativo ']I% (se dice espacio cudntico en polaco) para
poder usar el lenguaje de espacios topoldgicos y variedades diferenciales directamente, y no sélo a
través de sus dlgebras de coordenadas.

14E] articulo seminal es: Irving E. Segal, “A noncommutative extension of abstract integration”,
Annals of Mathematics 57 (1953), 401-457.
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Hilbert H. La “integral” de un operador A, segin Segal, es su traza Tr(A); cuando
A =T*T es un operador positivo, con espectro discreto, Tr(A) es la suma de los
autovalores de A si esta suma converge. Como hay muchas funciones no inte-
grables, también hay muchos operadores no trazables en £(H). Sin embargo, Se-
gal mostré que la traza se parece a una integral en muchos aspectos, debido a su
propiedad bdsica Tr(AB) = Tr(BA).

La dificultad esencial con el dlgebra £L(H) es que el operador unidad no es
trazable cuando H es infinitodimensional, porque Tr(1) = dimH. Sin embargo,
para ciertas subdlgebras unitales de £(H) —una clase que contiene todas la C*-
algebras unitales, por el segundo teorema de Guelfand y Naimark— es posible
encontrar algunas trazas finitas.

Definicion 6.6. Sea A una C*-dlgebra unital. Una aplicacion lineal ¢: A — C es
un forma lineal positiva si ¢(a*a) > 0 para todo a € A; esto es, si lleva elementos
positivos de A en niimeros no negativos.!> Esta forma lineal positiva se llama fiel
si @(a*a) = 0 s6lo cuando a = 0.

Una forma lineal positiva es automaticamente continua, porque satisface

|p(a)| <|la|le(1l), paratodo ac€A.

Si @(1) = 1, se dice que @ es un estado de A.'°
Una traza (finita) sobre A es una forma lineal positiva 7: A — C que cumple

t(ab) = 1(ba), paratodo a,b€A. (6.9)

Mas generalmente, es posible considerar funcionales lineales positivos y trazas
que so6lo toman valores finitos en una subalgebra de A; este es el caso de la traza de
operadores en L(H).

Témese un valor 0 fijo en el intervalo [0,1]. Sobre la C*-dlgebra Ag = C(T?2)
del toro no conmutativo, hay una traza finita fiell7 1: Ag — C dada, sobre la

I5Hay que recordar que 0 = 0*0 es un elemento positivo, de oficio.

16 a terminologia viene de la fisica cudntica: un sistema fisico posee observables y estados. Se
puede afirmar, grosso modo, que los observables son las cantidades que se miden experimental-
mente; y que un estado del sistema asigna un valor (o valor esperado, si hay fendmenos aleatorios
presentes) a cada observable. En los sistemas cudnticos, los observables son elementos de ciertas
C*-dlgebras y un estado asigna un valor no negativo a cada observable positivo.

17Es evidente que t(a*a) > 0 cuando a # 0 es un elemento de la subdlgebra densa C*(T3). Por
desgracia, esto no es suficiente para asegurar la fidelidad de 7 en todo C (']I‘ze). La demostracion de
la fidelidad se encuentra en: Stephen C. Power, “Simplicity of C*-algebras of minimal dynamical
systems”, Journal of the London Mathematical Society 18 (1978), 534-538.
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subdlgebra C=(T%), por

t(a) :=apy cuando a= Z arsu' V.
1S€EZ

La positividad de 7, para elementos de C* (T%), viene de (6.8):

taa) =Y A7 an-wA " ap =Y lars|? > 0.

m,neZ r,SEZ

La propiedad tracial también sigue de (6.8):

T(ab) = Z A—pm A" by —m = Z bp,—m A" a_p ;= 1(ba).

mne’l m,ne’Z

Cuando 6 = 0, 7(f) es el término constante en la serie de Fourier para f €
C(T?). La Definicién 3.1 de estos términos para el circulo S', que se extiende
trivialmente al caso de T? = S' x S!, muestra que esta es la integral de f sobre T?:

1 rl . .
an= [ [ 7)oy do.

De esta manera, se ve que la traza T es una extension genuina de la integral (nor-
malizada para que la integral de la funcién constante 1 tenga valor 1) a los toros no
conmutativos.

» En el Capitulo 3, se construy6 el espacio de Hilbert L?(S!) a partir de la integral
normalizada sobre S'. El cuadrado de la norma || f||2, para f € L?>(S!), es la integral
de la funcién |f|?> = f f. De hecho, se defini6 || f||, inicialmente para los elementos
de la C*-dlgebra C(S!), antes de definir L?(S!) como la complecion de C(S') en la
norma || - ||2. Siguiendo los pasos de Irving Segal, se introduce ahora, por estricta
analogia, un espacio de Hilbert como una complecién de la C*-dlgebra Ag del toro
no conmutativo.

Definicion 6.7. Sobre la C*-dlgebra Ag = C (T%) se define un producto escalar
(a|b) :=1(a*b), paratodo a,bc Ay. (6.10a)
La norma correspondiente es
lall := v/7(a*a), paratodo a € Ag. (6.10b)
La continuidad de 7 y la relacién 7(1) = 1 implican que

lall3 = t(a*a) < ||a*a]| = [|al* para a € Aq,
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donde se ha usado la propiedad basica de una C*-algebra.

Definase L?(Ag,T) como la complecion de Ag en la norma || - ||,. Este es un
espacio de Hilbert, porque el producto escalar se extiende a la complecion.

Los elementos del dlgebra Ag son también elementos de L?(Ag, T), porque la
desigualdad ||a||, < ||a|| garantiza que cada ||al|| es finita. Conviene usar la no-
tacion de subrayar a cuando el elemento a € Ay es considerado como vector en el
espacio de Hilbert L?(Ag, 7).

» Cada elemento a € Ay define un operador de multiplicacion a la izquierda
sobre este espacio de Hilbert:
L,:bw— ab.

Como
Ly (b) = @ =L, (a/_b) =L4Ly (ll)7

la correspondencia lineal 7;: a — L, es lineal y multiplicativa. Ademas, se verifica
(La(c) | b) = (ac|b) = ©((ac)*b) = t(c"a’b) = (c| La+ (b)),

asf que 7¢(a)* = (Ly)* = Ly = mz(a*). En otras palabras, 7t;: Ag — £(L%(Ag, 7))
es un morfismo de C*-dlgebras. Equivalentemente, 7; es una representacion de la
C*-élgebra Ag sobre el espacio de Hilbert L? (Ag,T).

Fijese que esta es una instancia concreta del segundo teorema de Guelfand y
Naimark. La construccion de este espacio de Hilbert por complecién de una C*-
algebra en una nueva norma, junto con la representacion del dlgebra por operadores
de multiplicacion a la izquierda, fue otra contribucién de Segal: hoy en dia se le
llama la construccién GNS.'3

Para distinguir mejor entre un elemento del algebra a y el vector correspon-
diente a, considérese la siguiente aplicacion J;: L?(Ag,T) — L*(Ag, T):

Jr:b— b,

18La etiqueta ‘GNS’ es, por supuesto, un acrénimo de Guelfand, Nafmark y Segal. Obsérvese que
la propiedad tracial de T no es esencial: para cualquier estado ¢ de una C*-dlgebra A, se construye un
espacio de Hilbert L?(A, ¢) a partir del producto escalar (a |b) := @(a*b), y los operadores b ++ ab
definen una representacion 7, de A. El morfismo a — 7y (a) es inyectivo si y solo si @ es fiel. La
construccién aparece por primera vez en: Irving E. Segal, “Irreducible representations of operator
algebras”, Bulletin of the American Mathematical Society 53 (1947), 73—88. Una discusi6n detalla-
da aparece en el libro: Gerard J. Murphy, C*-algebras and Operator Theory (Academic Press, San
Diego, CA, 1990).
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Sobre el subespacio denso {b: b € Ay }, esta aplicacion J; es antilineal e isométrica
porque

e(®)ll2 = [1"]l2 = V/T(bb*) = \/2(b*b) = ||b]l2,

al emplear la propiedad tracial de 7. En particular, J; es continua y por tanto se
extiende por continuidad a todo L?(Ag, 7); se denota esta extensién por J; también.
Asf definida, J; es un operador antilineal acotado sobre L?(Ag, T), cuyo cuadrado
es la identidad: J2 = 1.

Ademads, J; es antiunitario: preserva el producto escalar con un cambio del
orden de los dos vectores. En efecto,

(J2(e)[J2(L)) = ([ BT) = T(cb”) = 7(b"c) = (b]c),

para todo b,c € Ag; como estos vectores forman un subespacio denso del espacio
de Hilbert, se concluye que

(Je(&)|Jz(m)) = (n]€) paratodo &.7m € L*(Ag,T).

Con la ayuda de J;, podemos considerar una segunda representacion de Ag
sobre L?(Ag, 7), dado por 7.(a) := J; :(a*) Jy; o bien

mp(a)(b) == T 7te(a") Jo(b) = Je e(a”) (b2) = Jo(a’b") = ba.

Entonces 7,(a) = R, es el operador de multiplicacion a la derecha por a, esto es,
R,: b+ ba. Este 7, revierte el orden de productos, 7. (ac) = m,(c) w,(a). Dicho
de otro modo, 7, es una representacion del dlgebra opuesta AP ~ A_, sobre el
mismo espacio de Hilbert.!?

La asociatividad del producto en Ag, manifestado en la relacién a(bc) = (ab)c,
implica que

n:(a)7.(c) = m.(c)m:(a) paratodo a,c € Ag.

En otras palabras, el espacio de Hilbert LZ(AQ,T) es un bimodulo para los dos
algebras Ag (a la izquierda) y A_g (a la derecha). El operador antiunitario J; que

19Si A es un dlgebra, el dlgebra opuesta A°? es el mismo espacio vectorial A con un nuevo pro-
ducto dado por a - ¢ = ca en términos del producto original. En el caso de los toros no conmutativos,
esto implica un cambio de generadores u <> v, lo cual es equivalente a la sustitucion 6 <> —6.
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entrelaza las dos acciones de estas dlgebras es la llamada involucién de Tomita>°
para la representacion ;.
6.4 Derivaciones y un operador de Dirac para ']I‘%

Para el toro ordinario T2, parametrizada por los dngulos (¢, ¢»), el cédlculo dife-
rencial estd determinada por las dos derivadas parciales d/d¢; y d/d@,. Si

f(91,¢2) = Z crsu' Vv’ Z crsezm(rq)l-H(Pz)’

rSEZ 1,SEZ
entonces
ﬁ — Z DTTir Cpg eZﬂi(r¢1+s¢2), ﬁ — Z DTis Cpg ez;:i(r¢1+s¢2)‘
8(])1 rSEL &(])2 1SEZ

Los coeficientes de Fourier de estas derivadas parciales se forman por las sustitu-
ciones cyg —> 2Tircps y Crs — 2Tis crg, simplemente. Esta observacion nos permite
generalizar las derivadas parciales a las dlgebras suaves de todos los toros no con-
mutativos.

Definicién 6.8. Definase dos aplicaciones lineales 8y, 8,: C*(T%) — C*(T%) por
01a= 6 (Zmars urv“) =Y, 2mirau'V’,

ha=& (Zr,s Ays urvs) = Zr,s 2Tisapsu'v'. (6.11)

Estas aplicaciones lineales son continuas como operadores sobre el dlgebra
suave C*(T%). En efecto, la férmula (6.6) muestra que

pi(81a)? Z 4722 (14 1% + 5%)% |ay |
1,SEZ

<4m? Y (1477 +51) " ay)? = 47% prsi (a)?,
rSEZ
asi que pr(81a) <27 pry1(a) y de igual modo py(6a) < 27 py.1(a). Estas esti-
maciones establecen la continuidad deseada.?!

20Las representaciones GNS para estados de una C*-dlgebra A que no son trazas requiere un
tratamiento mucho mas delicado del operador antilineal b — b* el cual no es acotado en general.
Tomita (1967) y luego Takesaki (1970) mostraron, con un trabajo de andlisis muy profundo, que
este operador posee una “‘descomposicion polar” como producto de un operador lineal positivo (que
es simplemente 1 en el caso tracial) y un operador antiunitario J, de tal modo que J¢(-)J; entrelaza
la accidén a la izquierda de A con el dlgebra de operadores que conmutan con esta accion.

21En mads detalle: para que el operador lineal sea continuo, basta ver que es continuo en 0. La
continuidad en O de J; es consecuencia de las relaciones & j_l (Ure) 2 Upyre J2n Para j = 1,2; porque
la preimagen de un vecindario basico de 0 es otro vecindario de 0.
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Lema 6.9. Los operadores 81, & son derivaciones de C*(T3), es decir, son linea-
les (sobre C) y cumplen las reglas de Leibniz:

8j(ab) = (8;a)b+a(8b),  j=1,2.
Estas derivaciones son simétricas y subordinadas a la traza 7:
(81a)* =01(a”), (6a)" = &(a"), 7(61a) = 1(dra) =0.

Demostracion. Basta ver el caso j = 1, el argumento para j = 2 es idéntico. El
coeficiente de Fourier (r,s) de d;(ab), a partir de la formula (6.8), es

27ir (Lo Ar—nm A" by s—m)
= Y 2Ti(r = 1) ar i A" by s+ Yo n Gr—nm A" (2T00) by s

y el lado derecho es el coeficiente de Fourier (r,s) de la suma (81a)b+a(8,b).
También se verifica

O1(a”) =2miy, srA"a  _su'v' =2miy, ra_, v'u'

=27y, (—r)arv " u " = 2wy, srays (V) (u")" = (81a)",

donde se ha usado la relacion vu = Auv unas rs veces para obtener A™ u"v: = v*u’;

! = u* porque u, v son elementos unitarios del dlgebra.

fijese que v~
Las relaciones 7(6;a) = 7(8a) = 0 son evidentes, porque los coeficientes cons-

tantes al lado derecho de (6.11) son ceros. [l

=Vviyu

» El toro ordinario T? posee una métrica riemanniana plana,”® que viene de su
identificacién como un espacio cociente T? ~ R?/Z?. (Este cociente se obtiene al
identificar el dlgebra de coordenadas C(T?) con la subdlgebra de funciones con-
tinuas f € C(R?) para las cuales f(¢,¢;) es periédica, con periodo 1, en ambas
variables.) Para la métrica plana, los campos vectoriales

son ortonormales, g(d;,d;) = 0;j; y F{.‘j = 0 porque V;.0; = 0.

22Hay otras métricas sobre el toro, que no son planas. Por ejemplo, dados dos radios a,b con
b > a > 0, hay un encaje de T? en R? dada por la ecuacién (r — b)* + 7> = a?
cilindricas; la métrica usual en R? restringida a esta superficie impone sobre T? una métrica curva,
es decir, una métrica con algunos coeficientes de Christoffel no nulos.

en coordenadas
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El toro T? también posee?? un médulo espinorial libre, § = C*(T?) ® C*(T?);
la accién de Clifford de A'(T?) sobre 8 estd dada por

C(dd)l) = 07y, C(d¢2) = 0.

La conexion de espin satisface Vg = d;, actuando como derivada parcial sobre los
J

dos componentes de un espinor, ya que cada Ffj = 0. Entonces el operador de Dirac
sobre T? esta dado por

ﬂ:z—iGlal—iGzazz—i( 0 al_iaz),

d)+ids 0

como operador lineal Ip: § — 8. Al completar 8§ = C*(T?) & C*(T?) al espacio
de Hilbert H = L*(T?) @ L*(T?), se obtiene un operator autoadjunto (no acotado)
sobre H, también denotado por .

Definicion 6.10. Para definir un operador de Dirac para un foro no conmutativo
T2, es cuestién de seguir estos pasos por estricta analogia, omitiendo aquellos pa-
sos que exigen construcciones “puntuales” (como por ejemplo, la identificacion
de un fibrado espinorial). Entonces C*(T?) se reemplaza por el 4lgebra suave
Ag = C(T3); las derivadas parciales d,d, —vistos como campos vectoriales
sobre T?>— se mudan en las derivaciones basicas 8,8, del dlgebra C*(T3). El
médulo espinorial para T? queda sustituido por la suma directa directa de dos
copias del dlgebra suave, § := C™(T3) &C>(T3). El operador de Dirac D se define
sobre este dominio como?*

56 0 (6.12)

El espacio espinorial es el espacio de Hilbert

D::—i6151—i6252:—i( 0 51_i62>.
H ::LZ(A97T) @LZ(A97T)7

en la cual 8§ es un subespacio denso. El operador D de (6.12) debe considerarse
como operador autoadjunto no acotado sobre H, con dominio denso 8.

23En contraste con los casos de S? y S3, hay varias posibilidades inequivalentes para el médulo
espinorial sobre T2. El caso libre, que corresponde a un fibrado espinorial trivial § = T2 x C?, es el
caso mds sencillo.

24En adelante, conviene reservar la notacién de Feynman Ip para el caso conmutativo, usando
la letra D para sus homénimos no conmutativos. Es fécil comprobar que tanto ) como D son
formalmente autoadjuntos sobre sus dominios 8 en cada caso. Un teorema de Wolf (1972) asegura
que ) se extiende a un dominio més grande, como operador autoadjunto; y lo mismo vale para D.
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Sobre el espacio espinorial H también se distinguen otro los siguientes opera-
dores, expresadas en una notacion matricial:

A R N )

El operador I', que coincide con 03 en este caso, es el andlogo directo del (operador
de multiplicacién por) x, el elemento quiral para la accion de Clifford sobre el
toro. Este I" es un operador de graduacion: es acotado, autoadjunto y unitario a
la vez; como tal, su espectro consta de dos autovalores, +1 y —1. La suma directa
H=1%(Ag,7)®L*(Ag,7) descompone H en los autoespacios correspondientes.

Los operadores { w(a) : a € A } constituyen una representacion de la C*-dlgebra
A= C(']I%) sobre H. Esta representacion es par, es decir, conmuta con la grad-
uacion:

n(a)T =T'rw(a) paratodo a€A,

porque es diagonal en su presentacion matricial.

En cambio, el operador “antidiagonal” J es impar, es decir, anticonmuta con I
y ademas, su cuadrado es —1:

JI=-T1J, JE=—1.

Una propiedad importante del operador de Dirac es que sus conmutadores con
los operadores de multiplicacién son operadores acotados. En este caso no con-
mutativo, se considera 7(a) como un operador de multiplicacién a la izquierda
sobre H. Para calcular, los conmutadores [D, (a)], conviene abreviar

0:=01—1i0y, 32:614—1'52,

de modo que

o= (8 8. (4 )= (s 5

Paraa,b € Agy j=1,2, se obtiene
[6), me(a)](b) = 6;(ab) — 7z (a) 6;(b) = 7:(8;a)(D),

porque 0j(ab) —adj(b) = dj(a)b en Ag. Luego [§,7;(a)] = m;(da) y también
[8,m:(a)] = m:(8a), asi que

D, 71(a)] = —i (nr(%a) ”T(:a)) , (6.13)
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el cual es un operador acotado, si a € Ag = C*(T3). Fijese que es necesario que
el elemento a esté al menos en el dominio comin de las derivaciones &; y & para
que [D, m(a)] fuera acotado.

El operador J es antiunitario si H es dotado de la suma directa de los productos
escalares de las dos copias de L2(Ag, T); esto es, (JE |Jn) = (n | &) para &, € H.
El uso de J permite definir operadores de multiplicacién a la derecha sobre H, por

w'(c) =Jn(c*)J " = (_JT”B(C*)J’ B M?(C*) JT) =" (ﬂéé(:) n;(zc))

Como cada 7}(c) conmuta con 7;(8a) y 7:(8a) para a,c € Ag, se concluye que
estos operadores sobre H también conmutan:

[D,m(a)] conmutacon 7'(c), paratodo a,c€ Ag. (6.14)

(Cudl es el significado de esta condicion? Si se regresa por un momento al caso
conmutativo 8 = 0, se ve que [D, w(a)], para a € C*(T?), es una matriz (impar)
de operadores de multiplicacion, porque Ip es un operador diferencial de primer
orden; mientras 7'(c) es una matriz (par) de operadores de multiplicacién, que
conmuta con aquella. La relacion (6.14) entonces expresa el sentimiento que D es
“moralmente” un operador diferencial de primer orden; por tanto, a esta formula
(6.14) se le llama la condicion de primer orden para los tres objetos Ag, H y D.
Esta es una primera instancia no trivial de un triple espectral.
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7 Distancia y dimension

El operador de Dirac sobre las variedades riemannianas compactas y con estructura
de espin ha sido, en las secciones anteriores, el objeto central de nuestra atencion.
En primer lugar, la interaccién del operador de Dirac con el dlgebra de coorde-
nadas de la variedad proporciona la distancia geodésica entre dos puntos,! como
ya fue ejemplificado en el caso del circulo en el Capitulo 3. En segundo lugar,
como luego veremos, el espectro del operador de Dirac determina la dimension de
la variedad. El operador de Dirac juega un tercer papel, que veremos mdas ade-
lante, porque facilita una realizacion algebraica de la forma de volumen sobre la
variedades riemanniana,

7.1 El operador de Dirac revisitado

Después de haber visto varios ejemplos particulares de operadores de Dirac en los
capitulos anteriores, ya es hora de recapitular su construccion en general. Nuestro
punto de partida es una variedad diferencial M compacta y sin frontera, dotada de
una métrica riemanniana g. A cada tal par (M, g) le corresponde una tinica conexién

V=V X(M)xX(M)—X(M): (X,Y)— VxY,

llamada de Levi-Civita, libre de torsién y compatible con la métrica en el sentido
de las relaciones (4.12). Después de una eleccion de bases locales {E, } de campos
vectoriales, que son ortonormales con respecto a la métrica: g(E,, Ej) = 0,4, dicha
conexion se expresa en la forma

Vi, E, =TS, E,,

para ciertas funciones suaves lA“Zb € C*(M).
La conexién de Levi-Civita es un primer ejemplo del concepto de una conexion
sobre el C*(M)-mddulo de secciones € = I'(M, E) de un fibrado vectorial E — M:

VE X(M)x & —&:(X,s) — Vs,

que es C(M)-lineal en X y C-lineal en s, de modo tal que cada aplicacion s — V)b;s
cumple una regla de Leibniz: VE(sf) = (VEs)f +sX(f) para f € C*(M).

'Esta propiedad de la distancia métrica fue observada en: Alain Connes, “Compact metric
spaces, Fredholm modules, and hyperfiniteness”, Ergodic Theory and Dynamical Systems 9 (1989),
207-220.
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En ciertos casos, es posible asociar una tal conexiéon VF a la conexién V de
Levi-Civita, si el fibrado E se construye a partir del fibrado tangente por alguna re-
ceta particular. Para el fibrado cotangente 7*M — M, cuyas fibras son los espacios
vectoriales duales de los espacios tangentes: T,'M = (T,M)* = Homyect(T:M,R),
hay una conexion dual (también denotado por V) de Levi-Civita:

VXM x AYM) — AYM) : (X, a) — Vxa,

donde A'(M) =T'(M,(T*M)®) es el médulo de 1-formas diferenciales complejas.
Si se eligen bases ortonormales locales {19“}, duales a las bases locales de campos
vectoriales {E, }, la conexion dual de Levi-Civita queda determinada por

Ve, 8¢ = —I¢, 9",

como ya fue ejemplificado en la Seccién 5.2.

El segundo ejemplo de una conexién asociada requiere que la variedad rie-
manniana posea una estructura de espin, dada por un un (bi)médulo espinorial S.
Este es un médulo (a la derecha, digamos) para C*(M) y a la vez un médulo a la
izquierda® para una accién de Clifford ¢ de las 1-formas A' (M) en el sentido de la
Definicién 4.18, dado por operadores

c(a):8—8, para oecA(M),

tales que esta accién sea irreducible.? Por el teorema de Serre y Swan, el mddulo
de Clifford § es de la forma § =T'(M,S), donde S— M es el fibrado espinorial
correspondiente. Hay una conexion de espin sobre 8§ asociada a la conexién de
Levi-Civita,

VS X(M)x8—8:(X,v)— Vyy,

Dicha conexion de espin se expresa localmente por la formula

Vi = E.y— 1T Y1,

?La acci6n de Clifford de A' (M) conmuta con la multiplicacién por funciones de C*(M) porque
c(a)f=c(fa) = fc(a). Entonces 8 debe ser un B-A-bimédulo, donde A = C*(M) es un dlgebra
conmutativa, mientras B es el dlgebra formado por sumas finitas de productos c(¢t)c(f)...c(k)
sujetas a las relaciones (4.17).

3Siempre es posible hallar médulos reducibles para una accién de Clifford de A' (M). Un ejem-
plo es A*(M) = &j_y A" (M), las formas diferenciales de todos los érdenes, al poner c(a)(®) :=
oA\ @ +1,: @, donde el segundo sumando es la contraccion de la forma diferencial @ con el campo
vectorial af. Pero este médulo de Clifford no es irreducible. La biisqueda de un médulo espinorial,
irreducible, enfrenta obstrucciones topoldgicos; la variedad M es de espin cuando estas obstruc-
ciones resultan superables. Véase, por ejemplo, la seccion 9.2 de [E-NCG].
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donde ¥, = ¥* := c(1¥%) son las llamadas “matrices gamma™ y E,y denota la
accion del campo vectorial E, sobre los componentes, en una base local, del es-
pinor y.

En la Definicion 4.24, introducimos el operador de Dirac como una aplicacion
lineal Ip: 8 — 8. Su expresion local (4.20) es independiente de las bases locales de
campos vectoriales y 1-formas usadas (siempre que estas bases sean mutuamente
duales). Con respecto a las bases locales ortonormales E,, este operador es

D =iV (E,— 0% 7). (7.1)

Para poder hablar sin ambigiiedades de los autovalores y autovectores de I, es
necesario completar el médulo espinorial 8 en un espacio de Hilbert H, a cuyos ele-
mentos se les llama espinores.” (El médulo 8 posee un producto escalar, cuya natu-
raleza serd discutida mds abajo.) Como la variedad riemanniana M es compacta,
resulta que el operador 1) no sélo es formalmente autoadjunto sobre su dominio 8,
sino que se extiende a un operador autoadjunto sobre H (definido en un dominio
mayor), con un espectro discreto pero no acotado.

“Por lo visto, cada conexién V£ asociada a V tiene el aspecto local V£ = X + 1(X), donde [
es una representacion “infinitesimal” del dlgebra de Lie generado por los campos vectoriales X;
esto es, una aplicacion lineal con valores el el fibrado de endomorfismos End E — X, que cumple
L([X,Y]) = [1(X),1(Y)]. Los coeficientes f;b son antisimétricas en los indices b,c, debido a la
ortogonalidad de los campos vectoriales E,. En cada punto x, la aplicacién f‘a, (%) — }fflb (x)Y*¥e
lleva matrices antisimétricas en End(7,M) en operadores lineales de End(S,), respetando los con-
mutadores. Esta es la llamada representacion de espin infinitesimal. Véase, por ejemplo, la
seccion 5.3 de [E-NCG].

>Un operador autoadjunto D sobre un espacio de Hilbert H cumple el teorema espectral, que
permite expresar D como un tipo de integral de Stieltjes D = [, A dE(A), de modo que la férmula
f(D) = [of(A)dE(A) es vélida para una amplia clase de funciones definidas sobre el espectro
Q = sp(D). Este espectro se define como sp(D) := {A € C: (D —A)~! no existe }. El operador de
Dirac sobre una variedad de espin compacta M posee un espectro discreto de multiplicidad finita y
esta integral es una sumatoria D = Y ; 4, E; donde cada A; es un autovalor y cada E;; es un proyector
ortogonal en £(H) con rango finitodimensional; con f(D) = ¥ f(4;)E;.

El espectro es real si D es autoadjunto. Si T es un operador acotado sobre H, su espectro es
una parte compacta de C; T posee una presentacion integral del mismo tipo. Toda esta maquinaria
requiere que H sea un espacio de Hilbert; un mero espacio de Banach no seria suficiente. La
completitud de H es necesario para garantizar la existencia de operadores como f(H) que podrian
definirse como limites de ciertas sumas de Riemann.
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7.2 Medicion de distancias con el operador de Dirac

De la expresion explicita (4.20a) para el operador de Dirac, se verifica la siguiente
formula® para el conmutador [, f] = [P, My], si f € C*(M),si y € 8:

D, fly =D(fy) — Py = =iV (E.fY) — fEW) = —i(E.f) V'V,

porque el operador de multiplicacién por f conmuta con el término ﬁfgb}ﬂyb Ye
de (7.1). Por lo tanto,

[D. fly = —i(Eaf) c(0°)y = —i(9;f) c(dx )y = —ic(df)y,

donde df = (9;f)dx/ = (E,f) ¥ es la diferencial de f. En particular, [, f] es
un operador acotado sobre el subespacio denso 8§ de H; como tal, se extiende
por continuidad a un operador acotado sobre H, que serd denotado por el mismo
nombre:

[P, f] = —ic(df) € L(H). (7.2)
Para confirmar que c(df) es efectivamente un operador acotado, hay que explicar
en mas detalle el origen del producto escalar en el espacio de Hilbert de espinores.

Definicion 7.1. Sea E— M un fibrado vectorial complejo sobre una variedad
compacta M. Dicese que este es un fibrado vectorial hermitico si cada fibra E,
estd dotado de un producto escalar definida positiva (- | -),, de tal manera que si
s,t € T(M,E) son dos secciones, entonces el apareamiento hermitico’

(s|2) x> (s(x) [2(x))x
es una funcion suave sobre M. De esta manera, se define una funcién

que es sesquilineal, es decir, C*(M)-antilineal en la primera variable y C*(M)-
lineal en la segunda variable; obedece (s|t) = (¢|s); y es definida positiva, en el
sentido de que la funcidn (s|s) es no negativa para todo s pero es la funcién nula
sOlo si s =0.

Como ejemplo, si g es una métrica riemanniana sobre M, el fibrado tangente

complexificado (TM)® — M es un fibrado vectorial hermitico, al definir

(Y|Z):x+ gv(Yr,Z:), paratodo Y,Z € X(M).

®Es tradicional escribir f, en vez de M r, para el operador de multiplicacién por la funcién f.
7 Algunos autores dicen que (- |-) es un producto interno, lo cual arriesga una confusién con el
producto escalar (-|-) de un espacio de Hilbert.
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Dualmente, el fibrado cotangente complexificado (T*M)C — M es otro fibrado
vectorial hermitico, donde (ot |B) : x — g ' (at(x), B(x)), para o, B € Al (M).

Definicion 7.2. Si M es una variedad riemanniana compacta de espin, con di-
mension n = 2m 6 n = 2m + 1, entonces la fibra tipica F del fibrado espinorial
S T M es un espacio vectorial complejo de dimensién 2™, dotado de un pro-
ducto escalar.® De este modo, el fibrado espinorial resulta ser un fibrado espinorial
hermitico.

Cada métrica riemanniana g determina una n-forma de volumen v, € A" (M),
que define una integral sobre M, normalizada (si se quiere)® tal que |, uVe=1 La
integral del apareamiento (¢ | y) de dos espinores define un producto escalar:

©1v)= [ (@1v)ve (73)

La complecion del médulo espinorial 8 = I'(M, S) con respecto a este producto es-
calar es el espacio de Hilbert H = L*(M, S) de “espinores de cuadrado integrable”.

Antes de calcular la norma como operador de c¢(df), para f € C*(M), conviene
introducir el dual de la 1-forma d f.

Definicion 7.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana. El gradiente de una funcién
f € C=(M) es el campo vectorial que corresponde a la 1-forma d f bajo es isomor-
fismo X(M) ~ A!(M) determinada por la métrica g:

grad f := (df)f, obien g(gradf,Y)={(df,Y)=Y(f)si¥ € X(M). (7.4

En la métrica usual de R”, para la cual (dx/)* = 9;, la expansién df = (3;f)dx/
implica que grad f =} ;(d;f) d;, como ya se sabe.

Obsérvese que si f,h € C*(M), entonces

g(grad f,gradh) = (df,gradh) = g~ (df, (gradh)’) = g~ (df,dh).

8Serfa fatigoso construir este fibrado en detalle, pero estas son las ideas principales. En el
caso par, n = 2m, el espacio vectorial real 7" M ~ R?" puede identificarse con el espacio vectorial
complejo C™, con su producto escalar usual, de muchas maneras (es cuestion de hallar un operador
gx-ortogonal J, sobre TM tal que J> = —1, que juega el papel de la multiplicacién por i). Luego
se forma el dlgebra exterior Sy := A*C™, de dimensién 2m. Es posible construir *-isoformismos
cx: CUTIM) — L(Sx) de tal manera que todo depende suavemente de x. Para los detalles de estas
representaciones de Fock, remitimos a la seccién 5.3 de [E-NCG].

9Estas formas de volumen normalizadas para las esferas S” (n = 1,2, 3) son las siguientes: para
SY, v, = (27) "1 d6; para S%, v, = (47) "' sen0dO d¢; para S*, v, = (1672) "' senBdadf dy.
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En el espacio X(M) de campos vectoriales (complejos), se puede introducir la
“norma del supremo” z +— ||Z||o por

1Z][2 := sup |Z[; = sup g.(Z+, Zy),
xeM xeM
es decir, como el supremo de la longitud del vector Z, para x € M. Entonces la
norma de c(df) est4 dada por!'®

le(@f) | = sup[e(df(x))[; = sup g ' (df (x),df (x))
xeM xeM

= sup g+((grad f)y, (grad f)) = || grad f]|2. (7.5)

Al combinar esta igualdad con (7.2), obtenemos

I[P, f1ll = | grad f{|s, paratodo f € C™(M). (7.5b)

De hecho, esta igualdad sigue vélida para una clase de funciones f mas amplia. Es
suficiente que la funcidén f sea continua, diferenciable una vez salvo en un niimero
finito de singularidades, con un gradiente acotado (la funcién x — |(grad f)|y, des-
contando los puntos singulares, debe ser acotada). A tales f se les llama funciones
de Lipschitz con respecto a la métrica g, que entra en la definicién del gradiente.

Lema 7.4. La distancia geodésica d(p,q) entre dos puntos de una variedad rie-
manniana (M, g) compacta y conexa estd dada por la férmula

d(p,q) = sup{|f(p) = f(q)| : f € C(M), || grad f]lc <1} (7.6)

Demostracion. La definicion de la distancia geodésica d(p,q) involucra la mini-
mizacién de la longitud de los caminos en M, suaves por trozos, que proceden
desde p a g. (Un camino de longitud minima, si existe, es una geodésica de M
entre p y ¢g; la conexidad de M garantiza que hay al menos un camino entre p y q.)
Entonces se parte de la formula definitoria

d(p,q) :=inf{ £(y) : ¥(0) = p, ¥(1) = q},

donde cada camino 7y: [0,1] — M es suave por trozos. La suavidad por trozos
dice que en cada ¢ € [0, 1] —descartando un ntimero finito de excepciones— hay

10En este célculo se usan implicitamente las *-isomorfismos de C*-algebras finitodimensionales
cx: CUTIM) — L(Sx) para obtener la coincidencia de normas en la segunda igualdad de (7.5).
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un vector tangente ¥(t) € Ty, \M; la longitud del camino y es (por definicién) la
integral de las longitudes de estos vectores tangentes:

() = [ 0l

Ahora bien, si f: M — C es una funcién suave (o inclusive, de Lipschitz), el
teorema fundamental del célculo y la regla de la cadena muestran que

L g 1
1@ = 1) = [ S redr= [ dh. 300 ds

~Jo dt
1
B /0 8y ((grad f) ), ¥(1)) dt.

La desigualdad de Schwarz, aplicada en el espacio finitodimensional (7,M)®, con
x = ¥(t), permite estimar el integrando:

|8x((grad f)x, ¥(1)) |, < [(grad )z, [7(1)],-

El primer factor a la derecha es mayorizado por su supremo || grad f||. La de-
sigualdad triangular para integrales conduce a la estimacion

1
7@ = £(P)| < Ty (Cerad f)y. 000

1
< lgrad flle [ [70) i dr = | erad £l (7).

Al tomar el supremo sobre todas las funciones admisibles f 'y el infimo sobre todos
los caminos relevantes 7y, se obtiene

sup{ [f(p) — f(q)| : f € C(M), || grad f[|« < 1} <d(p,q).

Para establecer la igualdad en esta relacion, hay que encontrar una funcién de
Lipschitz f en donde le supremo se alcanza. Basta considerar, por ejemplo, la
funcién f,: ¢ — d(p,q). Como indica el ejemplo del circulo, esta funcién general-
mente no es suave en el punto p, pero si es de Lipschitz. [

Corolario 7.5. La distancia geodésica d(p,q) entre dos puntos de una variedad
riemanniana (M, g) compacta 'y conexa estd dada por la formula

d(p,q) = sup{|f(p) = f(q)|: f € C(M), [[[D, fIl| <1} (7.7

Demostracion. Basta sustituir la relacién (7.5b) en la féormula (7.6). [l
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Observacion. Esta formula para la distancia entre dos puntos admite una generali-
zacion para “espacios no conmutativos” donde los puntos son escasos. Si A es
un 4dlgebra unital, no necesariamente conmutativa, actuando sobre un espacio de
Hilbert H, su complecién en la norma de operadores es una C*-algebra unital A.
Los estados de A —las formas lineales positivas p1: A — C tales que pu(1) = 1—
forman un conjunto convexo en el espacio vectorial dual A*. En el caso de que
A = C(X) es conmutativa, los puntos extremos de este conjunto convexo, los lla-
mados estados puros, son precisamente los caracteres { &, : x € X } que evaldan las
funciones coordenadas en los puntos de X. Un dlgebra no conmutativa puede tener
pocos caracteres, pero siempre posee muchos estados (las combinaciones lineales
de los estados llenan el espacio dual).

Si D es un operador autoadjunto sobre H tal que el operador [D, a] es acotado!!
para toda a € A, entonces la expresion

d(u,v) :=sup{|u(a) —v(a)| :a € A, [[[D,d]]| <1}

define una funcién de distancia entre los estados del dlgebra A. La aplicacién a —
|[D,al|| es una seminorma sobre .A.!'?

7.3 Dimension espectral

La segunda propiedad interesante del operador de Dirac es la observacion que la
dimension n de la variedad de espin M puede determinarse a partir del “crecimiento
espectral” (el comportamiento de los autovalores grandes) del operador de Dirac.
En esta seccion exploramos esta relacion, ejemplificando con las esferas de baja
dimension que hemos estudiado hasta ahora.
Sobre variedades compactas, el operador de Dirac posee espectro discreto, con
cada autovalor de multiplicidad finita.!> M4s atin, el siguiente resultado es valido.

"En forma més precisa: cada a € A debe preservar el dominio DomD y [D, a] debe ser acotado
como operador sobre DomD, de modo que se extiende a un operador acotado sobre H. Como
de costumbre, se denota este operador y su restriccion al subespacio denso Dom D por el mismo
nombre [D, al.

12Hasta cierto punto, se puede sustituir el papel del operador de Dirac, al estudiar en su lugar tales
seminormas de Lipschitz. Este punto de vista ha sido desarrollado por Marc Rieffel en una teoria
de espacios métricos no conmutativos. Véase, por ejemplo: Marc A. Rieffel, “Compact quantum
metric spaces”, Contemporary Mathematics 365 (2004), 315-330.

I3Estas propiedades se deben, en tltima instancia, a la propiedad de elipticidad de Ip, por ser un
operador diferencial de primer orden sobre una variedad compacta.
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Lema 7.6. Existe una base ortonormal completa {y,y2,y3...} del espacio de
Hilbert L>(M,S) que consiste de autoespinores del operador de Dirac,"*

Dy, = Ay, con lim |A,| = oo, =
N—yo0

Es precisamente este crecimiento de los autovalores del operador de Dirac lo
que permitird obtener una pieza de informacion geométrica, a saber, la dimension
métrica o dimension espectral de la variedad compacta sobre la cual esta definido
el operador de Dirac.

Lo primero que hay que observar es que, como el operador de Dirac posee
niicleo finitodimensional, el operador ||~ = (]p*) /2 esta bien definido, para
cualquier valor s > 0, sobre el complemento ortogonal de ker()). Sobre este es-
pacio de Hilbert!> L2(M,S) © ker(Ip), este |I)|~* es un operador positivo cuyos
autovalores son precisamente

M| 5> > > A=+ con ,}i_{Eoers —0.

Como {k: |A|™* > €} es finito para cada € > 0, esto quiere decir que cualquier
autovalor especifico aparece repetido sélo un nimero finito de veces, es decir, los
autovalores positivos de ||~ tiene multiplicidad finita. (Fijese que la sucesién
(|A4%|~%)« es una enumeracion con repeticiones de estos autovalores positivos.)

En un espacio de Hilbert H, los operadores compactos y positivos se carac-
terizan por esta propiedad,!® es decir, un operador compacto y positivo A sobre
un espacio de Hilbert H posee por espectro una cantidad contable de autovalores
positivos {o, 0, ... }, cada uno de multiplicidad finita, y dicha coleccién de auto-
valores se puede arreglar en orden decreciente a 0.

14Para una demostracién detallada, véase la Seccién 4.2 del libro: Thomas Friedrich, Dirac Op-
erators in Riemannian Geometry (American Mathematical Society, Providence, RI, 2000).

15La formacién de “suma directa ortogonal” de dos espacios de Hilbert H @ K, con el producto
escalar formado de la suma de los productos escalares originales, es una operacién & que no admite
inversos. Sin embargo, cuando K es un subespacio cerrado de H, es ttradicional escribir H © K para
el complemento ortogonal de K en H, porque hay un isomorfismo H ~ (H ©K) & K que preserva
productos escalares.

16Un operador acotado T € £(H) es positivo si (& | TE) > 0 para todo & € H; esta es una gener-
alizacién del concepto de matriz definida positiva. Es un teorema de andlisis que T es positivo si y
s6lo T es autoadjunto con espectro positivo; si 'y s6lo T = S*S para algin operador S (esta condicién
es el concepto de positividad en una C*-ilgebra); si y s6lo si T = R? para otro operador positivo, el
cual es nico: se escribe R = T/ en este caso.

Un operador T es compacto si la imagen { 7& : ||£]] < 1} de la bola unitaria cerrada es una parte
compacta de H. En este caso, T posee un espectro de autovalores tal que sp(7') \ {0} es discreto, es
decir, los autovalorers no nulos convergen a 0.
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Un tal operador compacto y positivo A sobre un espacio de Hilbert H se dice
trazable si las sumas parciales de su serie de autovalores positivos,

on(A) = Z o, para neN,
0<k<n

converge a un limite finito,

TrA := lim 6,(A) = Z O -
Esta traza cumple la propiedad tracial,!” en el sentido de que Tr(UAU*) = TrA
para cualquier operador unitario U. (Esta es una consecuencia de su definicion
como funcion de los autovalores del operador A.)

Esta es la traza usada por Segal para introducir su teoria de “integraciéon no
conmutativa” alrededor de 1950. Sin embargo, esta traza no es la traza correcta
para generalizar la integracion ordinaria de funciones sobre una variedad. En 1966,

Dixmier introdujo una nueva traza, empleando otra funcién de los autovalores: 18
. ouA
Tr" A := lim n( ),
n—eo logn

toda vez que este limite existe. Esta Tr' es la llamada traza de Dixmier'® del
operador positivo A. Es importante notar que Tr™ A puede ser +oo, en el sentido de
que la sucesion (o0, (A)/logn), puede ser divergente. También hay que notar que
un opewrador positivo que es trazable en el sentido ordinario cumple Tr* A = 0,
porque 6,(A)/logn — 0 cuando la sucesién (o, (A)), es acotada.

» En el caso particular de los operadores ||, se observa que existe un tnico
entero s > 0, la dimension espectral para el cual el operador |[p|~* tiene traza de

"No se escribe “Tr(AB) = Tr(BA)” para enunciar la propiedad tracial, porque el producto de dos
operadores positivos no es positivo en general. Sin embargo, esta ecuacion si es vélida sobre un
cierto dominio. Dicese que un operador S (no necesariamente positivo) es trazable si el operador
positivo |S| := (5*S)!/2 tiene traza finita. Resulta que Tr(ST) = Tr(T'S) si S es trazable y T es
acotado. Constiltese el libro de Reed y Simon, op. cit.

181 a traza de Dixmier fue introducida en: J acques Dixmier, “Existence de traces non normales”,
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris 262A (1966), 1107-1108. Para una dis-
cusién de su definicién y propiedades, véase el Capitulo 5 de: Joseph C. Varilly, An Introduction to
Noncommutative Geometry (European Mathematical Society, Ziirich, 2006).

19De hecho, hay una enorme familia de trazas de Dixmier Tr,, que dependen de diversos “limites
generalizados” @ de sucesiones acotadas. Sin embargo, en todos los operadores A cuyas trazas
de Dixmier son calculables, ellas coinciden; y su valor comun TrT A puede llamarse la traza de
Dixmier.
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Dixmier finito y positivo. Como veremos en los ejemplos que siguen, este s es un
ndmero entero que coincide con la dimension de la variedad de espin M. En forma
equivalente, la suma de autovalores

c.(|P| %) = Z M(|D|7%) ~ TrT (|| ) logn  conforme n — oo,

0<k<n

con 0 < Tr* (|| %) < . El operador positivo |[P|~* es compacto para todo s > 0

y la condicién 0 < Tr' (|| ~*) < oo determina el valor de s en forma tnica.?’

7.3.1 La dimension del circulo
Para el caso del circulo S!, el operador de Dirac viene dado por (3.11):

)
¢__l%7

porque en este caso unidimensional, el dlgebra de Clifford C/(R) ~ C estd con-
stituido por “matrices 1 x 1” sobre C, asi que y! = c(d6) = 1. Cada k € Z es un
autovalor de IJ con tinico autovector z~.

Debemos calcular
T (1P| ) = Tt () )2,

para s > 0. En principio, como el operador LZ)2 = —d?/d6? tiene un nicleo no
trivial (las funciones constantes sobre S! son autovectores para el autovalor A = 0),
la formacién de sus potencias negativas es problematico. En general, el nticleo de
un operador de Dirac sobre una variedad de espin compacta es finitodimensional,
cuando no es el subespacio nulo. Podemos, entonces, reemplazar el espacio de
Hilbert H por el complemento ortogonal de este nucleo, a la hora de calcular trazas
de Dixmier.?! El espectro de |[]§|~* entonces estd dado por {k*: k€N, k >0},
con cada autovalor de multiplicidad 2.

20Se observari el siguiente comportamiento: la proporcionalidad entre o, (|I?|~*) y logn tiende
a +oo si s es pequefio; toiende a O si s es grande; y hay un #nico valor positivo de s para el cual
esta proporcién tiende a un valor finito y positivo. Este comportamiento es observado en el célculo
de otras funciones de “dimensién”. En particular, las llamadas medidas de Hausdorff ms(X) de
un espacio top6logico X poseen un dnico “valor critico” s tal que 0 < my(X) < oo, el cual es la
dimension de Hausdorff de X. (Esta dimension no es necesariamente entero: el conjunto de Cantor
usual, por ejemplo, tiene dimensién de Hausdorff s = log2/log3).

21Un procedimiento mds sistemdtico consiste en sustituir |§] = (1*)!/2 por el operador (1) :=
(1 -HDZ)‘/ 2, cuyo niicleo es trivial. Los célculos se vuelven un poco mas engorrosos, desde luego.
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La traza de Dixmier es el resultado del siguiente célculo:

e (1) = tim PP iy 2§ s

n—e  logn n—elogn /=
La serie de los kK~ converge?? siempre que s > 1, asi que Tr™" (|D|*S ) =0,sis> 1.

Para 0 < s < 1, obsérvese que

1 n

k+1
@Z lognz/ ki

k=1
1 n k+1 54
> — todt
- lognkz’]/k
1 1 -1
=—/ t3dt = (n+1) — oo,
logn logn 1—s

por lo cual Tr (|| ™) diverge a +o0,5i 0 < s < 1.
Por altimo, para s = 1, podemos emplear dos cotas para las sumas parciales de
la serie armoénica para obtener

k+11
logn—/ —dt = Z/ i
— k+11 n k 1
Z/ —dt<2 _1+Z/k1%dt

k=2 k=11
de modo que
2 &1 2421 2
2<—Z—<ﬂ:2+— para n>2,
logn /= k logn logn

de donde se concluye que

n
1
+ 1
=i R

22La suma infinita Y, 1/k* =: {(s) es la funcién zeta de Riemann, para s > 1. Esta serie
diverge para s = 1, porque en ese caso es la serie armoénica. Como funcién de variable compleja, es
posible extender §(s) a otras valores de s, como una funcién meromorfa con un polo en s = 1.
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Si H, :=Y}_,1/k es la n-ésima suma parcial de la serie armdnica, hemos
observado que logn < H, < 1 +1logn. Entonces se ve que H,/logn — 1 cuando
n — oo también. En otras palabras,23

H, ~logn conforme n — co.

En resumen, para el circulo St

o sis<I,
T (IP|°) =492 sis=1,
0 sis>1,

por lo cual la dimensién métrica de S' es 1.

7.3.2 La dimensién de la esfera S?

Para la esfera S?, el operador de Dirac esta dado por la férmula (4.22). En este
caso, como vimos al final del Capitulo 4,

sp(P) = {£1,+£2,43,...} = Z\ {0},

donde la multiplicidad de cada autovalor £k es 2k, para k > 0 en N (véase el Coro-
lario 4.34).
Una vez mas queremos calcular Trt (|| %), donde el espectro de |D| ™" estd
dado por { k™ : k € N, k > 0}, ahora con cada autovalor k—* de multiplicidad 4k.
En definitiva, queremos calcular

Trt (|| *) = lim GulPT) _ iy % i k=D

n—e  logn n—eelog Ny (=

)

donde N, = Y} 4k =2n(n+ 1), asi que logN, = log2 +logn+log(n+1) ~
2logn.

Esta vez se puede notar que el valor critico para la divergencia de la serie
de autovalores es s = 2. Al usar el cdlculo anterior para el circulo, y el limite

23En general, se escribe “f(x) ~ g(x) conforme x — o si lim, ;e f(x)/g(x) = 1. Dicese que
las funciones f, g son asintdticamente iguales cuando x — oo. La misma frase es aplicable para
funciones de una variable discreta. De hecho, Leonhard Euler (1735) observé que hay una constante
v = 0.5772156649, hoy en dia llamado la constante de Euler, tal que H, ~ (logn) + ¥ conforme
n — oo, Véase: Julian Havil, Gamma (Princeton University Press, Princeton, 2003).
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4H,/2logn — 2 cuando n — oo, el resultado para la esfera S? es

oo 81§ <2,
T (|P| ) =92 sis=2,
0 sis>2,

por lo cual la dimensién métrica de la esfera S* es 2.

7.3.3 La dimensién de la esfera S>

En la Seccién 5 calculamos el operador de Dirac para la esfera S® y su espectro. La
formula explicita para ) esta dada por (5.6). Su espectro, segln el Teorema 5.6, es

sp(P) = {£3,+3, 7.} = {£(k+3): ke N},

al escribir k =2 € N para simplificar la notacion. Cada autovalor +(k + %) tiene
multiplicidad (k+ 1)(k+2). Como resultado, el operador positivo |[P|~* posee
espectro:

sp(|P]7%) ={ (k+ %)*S :ke N}, conmultiplicidades 2(k+1)(k+2).

No es practico calcular o, (|[p|~*) para cada valor de n. Sin embargo, como
esta expresion crece con n, por ser una suma de términos positivos, basta estimar
su crecimiento para cierto valores espaciales de n. Para R € N, la totalidad de

autovalores de |I}| en las primeras R cascarones es>*

R
Ng:=Y 2(k+1)(k+2) = 2(R*+6R*+ 11R).
k=0

Fijese que

2
log Ng = log 3 +10g(R* 4+ 6R*+ 11R) ~ log(R®) =3logR conforme R — oo,

24La terminologfa se toma prestado de la quimica cuéntica, donde los niveles acotados de energia
de los electrones de un atomo (que son autovalores del operador hamiltoniano) se distribuyen en
“cascarones” alrededor del nicleo.
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Continuando con el cilculo para los valores n = Ng solamente, se obtiene®

GNR(|D|7S) 1 X 3\—s
= 2k+1)(k+2)(k+ 3
log Ng logNRk:0 (et 1) (k+2)( +2)

2 R 2 R+3/2

~ k+3)2(k+3)" ~
3long§6( +2) ( +2)

275 dt.

3logR J3/2

La integral a la derecha es acotado por / >~ dt, 1a cual converge para2 —s < —1.
3/2
En cambio, si 2 —s > —1, es decir, si 0 < s < 3, el lado derecho es asintéticamente

igual a (3(3 —5)) R>~*/logR, la cual diverge cuando R — co. En el valor critico
s = 3, laintegral es igual a log(R + %) — log% ~ logR, asi que

oo sis < 3,
Tro ([P ~*) =42/3 sis=3,
0 sis>3,

por lo cual la dimensién métrica de la esfera S* es 3.

7.4 Triples espectrales

Un triple espectral es un conjunto de datos que codifica de alguna manera aspectos
geométricos. Un triple espectral (A, H, D) posee tres ingredientes principales:

* un algebra unital A, no necesariamente conmutativa;

* un espacio de Hilbert H junto con una representacion fiel de A por operado-
res acotados, de modo que podemos considerar A como una subdlgebra de
L(H);y

* un operador autoadjunto D sobre H, tal que 1+ D? tiene inverso compacto,®
tal que cada conmutador [D,a] es un operador acotado sobre H, para cada
acA.

238i Ng < n < Ng41, entonces oy, (|D|™)/logNg41 < 0,(|D|*)/logn < O, (|D|*)/log Ni.
A partir de ahi, es un ejercicio comprobar que lim,_.. 6,(|D|™*)/logn coincide con el limite, si
existe, de la subsucesion obtenida al tomar n = Nk solamente.

26Este D es un operador positivo; se le agrega 1 (el operador identidad) para que 1+ D? sea in-
vertible. Si kerD = {0}, entonces tanto D=2 como (1 +D?)~! son operadores compactos positivos.
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Dicese que un triple espectral es par si existe un operador de graduacién I’
sobre H tal que ' =1" € L(H), I[?=1,Ta=al paratodoa € A,y I'D=—DI.
En caso contrario, el triple espectral es impar; y se escribe por conveniencia I’ = 1.

A lo largo de estos apuntes hemos encontrado motivacion en variedades de
espin (compactas), en donde el algebra A = C*(M) viene dada por un algebra de
funciones actuando sobre el espacio de Hilbert de espinores de cuadrado integrables
H =L*(M,S) y el operador D es el operador de Dirac I asociado a la estructura de
espin. Del conocimiento de estos tres objetos hemos recuperado aspectos métricos
como la distancia geodésica, la cual identifica la variedad como espacio métrico?’
y también su dimensién como variedad.

» Otro ejemplo, genuinamente no conmutativo, viene del toro ']I%. En este caso,
témese A = C(T%), el “dlgebra suave” del toro no conmutativo; H = L*(T3,7) &
LZ(']I%,T) como el espacio de “espinores”; y D el operador definido por (6.12) por
analogia con el operador de Dirac ordinario sobre T?.

La representacion n: A — L(H) es un isomorfismo de *-dlgebras, lo cual nos
permite identificar la *-dlgebra abstracta A como una x-algebra de operadores so-
bre H. De ahora en adelante, escribiremos a en lugar de 7m(a) para denotar el
operador correspondiente al elemento a de A.

La férmula (6.13), que ahora podemos reescribir como

0 7:(Sa)

Da==i\ o 5 0 )

muestra que cada [D,al, para a € A, es un operador acotado sobre H.
Para calcular la dimension espectral del toro no conmutativo, hay que determi-
nar el espectro de D (o al menos el de D?). El operador positivo D? es

2 _
L 0 6 L 66 0
D™= s o] 0 66/
donde
88 = (8 —i8) (8 +i6) = 87 + 82,

88 = (8, +i8)(8 —i8) = &7 + 63,

?TLa distancia geodésica entre puntos de M cumple la desigualdad triangular, es decir, d(p,r) <
d(p,q)+d(q,r) y asi define una topologia sobre la variedad M que coincide con su topologia origi-
nal. Un teorema de Myers y Steenrod (1935) dice que esta distancia determina la métrica rieman-
niana g sobre M univocamente, asi que d implicitamente impone la estructura riemanniana de la
variedad.
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porque 8;8 = 58 : uV — —4m’rsu’v’. Ademds, es evidente que el operador
—512 — 822 sobre el espacio de Hilbert L?(T%,7) tiene los siguientes autovalores y
autovectores:

(=82 — 83) (V') =4Ar* (P +5*) u'V’.
Estos autovectores forman una familia ortonormal:

(™" |V = T M) = AN g (T T = S B,

y generan un subespacio denso de Lz(’]l%, 7), asi que hemos identificado una base
ortonormal de autovectores para este operador.
Los autovectores para D? ya son evidentes:

o (U 2,0 o fuV 2 0 2,0 aof 0
D(O):4n (r +s)<0), D(u’vs):4ﬂ: (r +s)<u’vs .

Entonces sp(D?) = {4n?(r> +5%) : r,s € Z} con doble multiplicidad para cada par
(r,5) € Z2.

Para s > 0, entonces, los autovalores de (D?)~/2 son (27r)~*(r? 4 52)~*/2 para
2 + 52 > 1; hay que omitir los dos autovectores en el niicleo de D?.

A la hora de contar 6,((D?)~%/?), hay que arreglar los pares de enteros en
anillos concéntricos alrededor de (0,0), donde R? := r? + s es constante en cada
anillo. (Es un problema interesante de la teoria de nimeros averiguar la cardinali-
dad de cada anillo.) Sea

Ng ;:#{(r,s)eZZ:lgrz—i—szng} para R >0,

que es el nimero de puntos con coordenadas enteros —omitiendo el origen (0,0)—
en un disco de radio R%. Entonces Ng ~ TR? conforme R — . En consecuencia,
log Ngr ~ 2logR conforme R — oo. En consecuencia,

on((D) ) ~2 ¥ em e e[ ] “(2np) *pdpe.

1<r24s2<R?
(Se ha reemplazado la suma sobre cuadrados de lado 1 dentro del disco de radio R
por la integral doble sobre le disco, en coordenadas polares.)
Fijese que la integral radial es proporcional a [ 1R p'~%dp. Esta integral diverge
mds rdpidamente que logR para 0 < s < 2; y converge a un valor finito para s > 2.
Para el valor critico s = 2, se obtiene

cyNR(D_z) ~ 2(277’.) R(zn.)de_p — i

log Ng 2logR Ji p 2r

Entonces Tr™ (D~2) = 1/(2x) para s = 2. La dimensién espectral del toro no con-
mutativo ']I% es 2, como siempre era de esperar.
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8 El grupo cuantico SU,(2)

Los espacios no conmutativos, a veces llamados “espacios cudnticos”, son cier-
tos “objetos” X que se definen unicamente a través de sus dlgebras de coorde-
nadas. Dichas dlgebras se construyen de dos maneras principales. Por un lado, hay
algebras finitamente generadas, cuyos generadores satisfacen ciertas relaciones de
conmutacion; una tal algebra se denota por A = O(X), como si fuera el dlgebra
de polinomios sobre un espacio X (cosa que puede ser cierta si A es conmutativa).
Por otro lado, hay diversos ejemplos de C*-dlgebras unitales, no necesariamente
conmutativas, que se escriben A = C(X), como si fueran dlgebras de funciones
continuas. En este segundo caso, X seria un objeto en la categoria dual a la cate-
gorfa de las C*-dlgebras, como una extension putativa del trabajo de Guelfand y
Naimark.

En el primer caso, se trata de exhibir un nimero finito de generadores del
algebra, junto con una cantidad finita de relaciones de conmutacion que estos gene-
radores deben satisfacer. (En caso de necesidad, se les agrega el elemento unidad 1
como generador trivial.) Las sumas finitas de (multiplos de) productos finitos de
generadores entonces conforman el dlgebra A de “polinomios”. En determinados
casos, es posible dotar esta dlgebra de polinomios de una norma de tipo C*, y asi
formar su complecién A en la norma, la cual es una C*-dlgebra unital.

El enfoque C*-algebraico tiene la ventaja de decidir facilmente la cuestion de
existencia del nuevo dlgebra de coordenadas, al poder representarla como un juego
de operadores sobre un espacio de Hilbert. En el enfoque polinomial, hay que
averiguar si las relaciones de conmutacidn son consistentes, es decir, si es posible
encontrar una solucion “concreta”. De todos modos, en los ejemplos que siguen,
cada C*-dlgebra A sera la complecion de un algebra finitamente generada A, de
modo que podemos dejar las cuestiones de existencia a un lado por ahora.

8.1 Algebras de coordenadas para grupos compactos

Definicion 8.1. Un grupo compacto es un grupo G que posee una topologia com-
pacta y de Hausdorff, de modo que las operaciones de grupo sean continuas. Estas
operaciones son:

* la multiplicacion o el producto, m: Gx G — G : (s,t) — st; y
x lainversion i: G— Gttt 1.

El dlgebra de coordenadas es la C*-dlgebra unital C(G). La estructura de grupo
se refleja en tres operaciones algebraicas, que son las siguientes:
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(a) el coproducto A: C(G) — C(G x G) dada por Af(s,t) := f(st);
(b) la counidad €: C(G) — C dada por £(f) := f(1);
(c) el antipoda s: C(G) — C(G) dado por Sf(t) := f(¢t~").

Para poder dar una generalizacién algebraica de esta estructura, es importante
aclarar la relacion entre las dlgebras C(G) y C(G x G). Considérese, en primera
instancia, el caso de un grupo finito. Sin = #(G) es el orden del grupo —el nimero
de elementos en G— entonces C(G) es un espacio vectorial de dimensién n, porque
tiene como base las funciones {6, : r € G} definidas por §,(¢) := §,; (delta de
Kronecker, al lado derecho).l

Definicion 8.2. Si V y W son dos espacios vectoriales sobre C, su producto tenso-
rial V @ W es el espacio vectorial formado por sumas finitas de “tensores simples”
v@w,conv €V ywe W, sujeto a las siguientes reglas:

(Vi+m)@w=v@w+ 1w,
VR (W] +wy) =vRw] +vRwy,
Aveow)=Av)ow=v® (Aw),

para v,vi,vy € Vi wowi,wp € W3 A € C. Si{vy,...,vin} y {wi1,...,w,} son bases
paraV y W, entonces {v;®wj:i=1,...,m; j=1,...,n}esunabasede V®W, de
modo que dim(V ® W) = (dimV)(dimW) cuando V' y W son finitodimensionales.

Sip:V—V'yy: W — W son aplicaciones lineales, se define otra aplicacion
lineal Ry : VW — V' @ W’ por

PRV VAW @) @ Y(w).

Si Ay B son dos algebras sobre C, su producto tensorial A ® B también es un
algebra, bajo el producto que se define asi sobre tensores simples:

(a1 ®b1)(a2 ®b2) =aja; @b1by.

Si G es un grupo finito y A = C(G) es el dlgebra de todas las funciones (con-
tinuas) sobre G con valores en C, entonces hay un isomorfismo entre C(G x G)
y C(G) ® C(G), dado por la aplicacién lineal biyectiva que lleva §,.,) en &, ® 6,

'Un grupo finito es automdticamente compacto. Es de Hausdorff para la topologia discreta
(Gnicamente), asi que fodas las funciones f: G — C son continuas.
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la cual es un homomorfismo de dlgebras. De hecho, si f,h € C(G), entonces la
férmula

(f@h)(s,1) := f(s)h(1)
identifica f ® h € C(G) ® C(G) con un elemento? de C(G x G).

El producto (de funciones) en C(G) puede verse como una operacion bilineal
(f,h) — fh, o bien como una aplicacién lineal®

1: f®h fh:C(G)®C(G) = C(G).

La unidad en C(G), que es la funcién constante de valor 1, puede verse como una
aplicacion lineal n: A — A que a cada escalar le asocia una funcién constante. En
resumen, A es un espacio vectorial que posee cinco aplicaciones lineales:

U:ARA — A, n: C—A,
A A— ARA, e:A—C, S:A—A. (8.1)

Ejemplo 8.3. Considérese el dlgebra (infinitodimensional) generado por las fun-
ciones #;;: M,(C) — C que hacen corresponder a cada matriz B € M, (C) su en-
trada (i, j), esto es,

tij(B) = bij.

Estas n? funciones f; ; son linealmente independientes y generan un dlgebra conmu-
tativa A = O(M,(C)), cuyos elementos son polinomios en las “variables” t;;. Para
introducir un homomorfismo de dlgebras de A en alguna otra dlgebra, basta definir
la imagen de cada generador. Hay dos homomorfismos A: A - AR Aye: A—C
dados por
n
A(l‘ij) = Zl‘ik@tkj, S(tl‘j) = 5,‘1'. (8.2)
k=1

Cada elemento de A puede ser considerado como una funcién de dos variables
sobre M, (C) x M,(C); para B,C € M,(C), se obtiene

n

Atj(B,C) = Y ti(B) 1x;(C) = Y bixcxj =1;j(BC).
k=1 k=1

2Si G no es finito, no todos los elementos de C (G x G) son de esta forma; pero las funciones
en C(G) ® C(G) forma una subdlgebra densa en C(G x G), de modo que ésta es la C*-dlgebra
conmutativa generada por todos los tensores simples f & h.

¥Una definicién mas sofisticada del producto tensorial V ® W es el espacio vectorial “univer-
sal” (Gnico hasta isomorfismo unico) tal que a cada aplicacién bilineal V x W — U le asocia una
aplicacion lineal V@ W — U. Constltese cualquier buen libro de dlgebra lineal.
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De esta manera, se ve que el homomorfismo A incorpora la regla de multiplicacién
de dos matrices. O

» El producto de funciones es asociativa: (fh)k = f(hk). Dualmente, la aso-
ciatividad del producto en el grupo, r(st) = (rs)t, se refleja en una propiedad del
coproducto A que se conoce como su coasociatividad. Para explicarla mejor, con-

viene introducir la notacién®

Ala) =Y a1 ®ay, (8.3)

donde el simbolo Y indica que el elemento A(a) de A® A es una suma finita
de tensores simples. El coproducto matricial de (8.2), A(t;j) = Yitik ® 1), €s
un paradigma para tales sumas finitas.> La coasociatividad de A es entonces la
relacién

Yag®@ay®ayp =Y a1 ®apRay, (8.4a)

o equivalentemente, (1 @ A)oA= (A®1)oA:A — ARAR®A. Estadoble aplicacién
del coproducto puede ser reescrito como

A?) (a) =Y a1 ®@arRas,

donde el lado derecho se define como cualquiera de los dos lados de (8.4a). En el
ejemplo matricial, se obtiene

AP (1) =Y @ty @1;,
il

cuya evaluacion en tres matrices (A, B,C) produce el elemento (i, j) del producto
A(BC) = (AB)C = ABC.

La identidad multiplicativa 17 =¢1 =t para elementos ¢t € G es expresable
como la siguiente propiedad de la counidad:

Ye(al)ap=Ya €(ap) =a, paratodo acA. (8.4b)

“4Esta notacién fue introducido por Sweedler, quien escribi6 el lado derecho como Yan ®agy).
A veces se omite la ), dejando una sumacion implicita, como hizo Einstein. Otros autores escriben
aj ® ap, con o sin simbolo de sumacién. El habito de subrayar las dos “patas”, como en (8.1), ha
sido recomendado en: Tomasz Brzeziniski y Robert Wisbauer, Corings and Comodules (Cambridge
University Press, Cambridge, 2003).

>Un paradigma es un ejemplo modelo que ilustra los rasgos esenciales del tema en discusion.
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Definicion 8.4. Sea A un dlgebra sobre C, con producto asociativo p y aplicacion
unidad n: C — A. Si hay un coproducto A: A -+ A®A y una counidad €: A — C
que cumplen (8.4), y si ademas A y € son homomorfismos de élgebras (es decir,
respetan productos), entonces se dice que A es una bidlgebra® sobre C.

La inversion de matrices ejemplifica el antipoda S; obviamente, hay que consi-
derar funciones sobre matrices invertibles solamente. Las funciones sobre el grupo
general lineal GL(n,C) := {B € M,(C) : det B # 0} son dignas de considerar.
Pero, en vista de la regla de Cramer, seria mejor tomar funciones sobre el grupo
especial lineal, definido por

SL(n,C):={Be&M,(C):detB=1}.

Los generadores del dlgebra A son las funciones #;; de antes, restringidas al do-
minio SL(n,C). Esta es una bidlgebra, con los mismos A y € definidos por (8.2).
Ahora bien, las entradas de la matriz B~ son polinomios en las entradas de B,
obtenidas de los “cofactores” de la regla de Cramer. (El denominador comun de
cada cofactor es 1, ya que det B = 1.) Al reemplazar cada by; en la expansion del
cofactor (—1)"*/ det B; ; por la funcion #;;, se obtiene un polinomio en A, denotado
por S(t;;).

Como (BC)~! = C~'B~! para B,C € SL(n,C), hay que extender S a todo A
como un antimorfismo de dlgebras. Es decir, S es lineal pero revierte el orden de
productos: S(ab) = S(b)S(a) para a,b € A. Las identidades matriciales BB~ =
B~ !B =1 se traducen en las reglas

a1S(ap) =S(ay)ay; =€(a)l paratodo a € A. (8.5)

Definicion 8.5. Sea A = (A, u,n,A, €) una bidlgebra sobre C. Si existe una apli-
cacion lineal antimultiplicativa S: A — A que cumple (8.5), S es un antipoda para
la bidlgebra. El antipoda, si existe, es unico. Una bidlgebra con antipoda es un
algebra de Hopt’ sobre C.

Si G es un grupo finito, entonces C(G) es un dlgebra de Hopf. Si G es un grupo
compacto y de Hausdorff pero infinito, la C*-dlgebra C(G) no es un dlgebra de Hopf
strictu sensu, porque C(G) ® C(G) no coincide con C(G x G) en este caso; muchos
elementos f € C(G) son tales que Af ¢ C(G) ® C(G). Sin embargo, C(G) posee

®En mas detalle: el triple (A,u,n) es un dlgebra, el triple (A,A,€) es una coalgebra si
cumple (8.4) y el quintuple (A, i, 1, A, €) es una bidlgebra si ademds A y € son multiplicativos.

"Esta estructura fue estudiada por Heinz Hopf (1941), como parte de sus investigaciones sobre
la topologia de los grupos de Lie.
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una subdlgebra O(G) —cuyos elementos son funciones suaves— generada por los
elementos matriciales t{} g+ m(g)ij delas representaciones® finitodimensionales
n: G — L(V). Resulta que el coproducto A de la Definicion 8.1 lleva O(G) en
O(G) ® O(G); y el antipoda S lleva O(G) en O(G) también. El dlgebra polinomial
O(G) es un dlgebra de Hopf.

» El grupo SL(n,C) no es compacto, pero incluye un subgrupo compacto: el
grupo especial unitario SU (n), definido por

SU(n) :={U € M,(C): UU* =U*U =1, detU =1},

Por ejemplo, ya sabemos que SU(2) =~ S como variedad compacta.
Dado un grupo compacto G, el dlgebra de Hopf O(G) es generado por los ele-
mentos matriciales ti’; de las representaciones 7 que son unitarias e irreducibles.’

Esta dlgebra es involutiva, para la involucion definida por f*(t) := m, el con-
jugado complejo de funciones. Esta involucion es respetada por el coproducto y
la counidad: A(f*) = (Af)* y e(f*) = £(f). El antipodo, en cambio, cumple la
siguiente regla:

S(S(a*)*) =a paratodo a € A. (8.6)

Dicho de otra manera: si I denota la involucién a — a*, entonces SoloSol =1;1a
aplicacion Sol: A — A :a+— S(a*) es un homomorfismo antilineal del dlgebra A
cuyo cuadrado es la identidad.

Definicion 8.6. Un dlgebra de Hopf con una involucion respetado por A 'y € que
ademads cumple (8.6) puede llamarse una x-algebra de Hopf.

8Los elementos de O(G) a veces se llaman funciones representativas sobre G. Si R f(t) :=
f(t5), una funcién f € C(G) es representativa si y s6lo si sus “traslados a la derecha” { R;f : s € G}
generan un subespacio finitodimensional de C(G). Una de las consecuencias del teorema de Peter
y Weyl es que el dlgebra O(G) es una subdlgebra densa de C(G).

9Si 7 es una representacién del grupo compacto G sobre el espacio de Hilbert H, se puede
fabricar una representacion equivalente que es unitaria, mediante el truco unitario de Weyl. Es
cuestién de cambiar el producto escalar en H al nuevo producto escalar dado por (& | 7)) :=
Jo(m(t)& | m(t)n) dt, al integrar con respecto a la medida de Haar normalizado sobre G. Cada
7(s), para s € G, preserva el nuevo producto escalar: ((m(s)E | w(s)n)) = (& |n)), es decir, cada
operador 7(s) es unitario.

Cada representacion de un grupo compacto es completamente reducible, por otro teorema de

Weyl: es una suma directa de representaciones irreducibles. Sus elementos matriciales son sumas
de elementos matriciales para sus componentes irreducibles.
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Lema 8.7. El dlgebra polinomial O(SU(2)) del grupo de Lie compacto SU(2)
estd generada como x-dlgebra involutiva por dos elementos a,b que cumplen las
relaciones

ba=ab, b*a=ab*, aa*=a*a, bb*=b'b, a‘a+b'b=1. (8.7)

Demostracion. Las primeras cuatro relaciones en (8.7) expresan la conmutatividad
del 4lgebra generado por los elementos a, a*, b, b* (es decir, de la *-dlgebra gene-
rado por a y b). Falta verificar la quinta relacién y mostrar que esta subalgebra es
toda O(SU(2)).

Definase a y b como las entradas (1,1) y (1,2) de la autorepresentacién de

SU(2):
U= (_"E z) = (_‘;* f) € SU(2).

En otras palabras, a = uy1, b = ujp como funciones del elemento u € SU(2); y
la involucién coincide con el conjugado complejo de estas funciones. La relacion
a*a+b*b = 1 expresa la condicién det u = 1 en términos de los generadores.

La matriz inversa de u es

= (Z: _ab) - (—%) §g<(a@>)’

asi que esta formula define S sobre los generadores del dlgebra:

(En este caso, la aplicacion S ol queda determinada por a — a; b — —b* y su
cuadrado es la identidad.)

Para ver que la x-subdlgebra generada por a y b es toda O(SU(2)), se requiere
algunos aspectos de la teoria de representaciones. En primer lugar, una base vecto-
rial de O(SU(2)) estd dada por todas las funciones D}, de la seccién 5.1. Estos, a
su vez, son sumas de productos de las funciones que corresponden al caso j = %
como se ve de la forma explicita!® de los Dﬁ'm y la férmula (5.2):

a=D7 , b=D

2

)

Bf—= D] —
Bl = D] —

D=

19Hay una explicacién més sofisticada, por supuesto: cada representacién unitaria irreducible
7; de SU(2) es una subrepresentacién del producto tensorial de 2j copias de la representacion
fundamental 7; . Los elementos matriciales D,’,'m de 7; entonces son polinomios, de grado no mayor
de 2j, en las variables a,a*, b, b*.
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Luego cada elemento de O(SU(2)) es un polinomio en las cuatro variables a, a*,
b, b*. Opcionalmente, se puede simplificar este polinomio al emplear la relacién
a‘a+b*b=1. [

8.2 Generadores y simetrias de SU,(2)

El ejemplo del toro no conmutativo 'I[% ofrece una indicacion de como obtener
nuevas dlgebras de coordenadas que conservan ciertos rasgos de la geometria di-
ferencial ordinaria. Se trata de describir la C*-dlgebra conmutativa en términos de
sus generadores u,v que cumplen cinco relaciones independientes (cuarto de uni-
tariedad y una de conmutacion):

u* =uu=1, w' =vy =1, VU = uv; (8.8)

en seguida se propone una deformacion de estas relaciones al introducir una cons-
tante diferente de 1 en la dltima: vu = A uv donde A = €279 Si se mantiene la uni-
tariedad de los generadores u,v, entonces la nueva constante es necesariamente!!
un numero complejo de médulo 1. Esta deformacion de la relacion de conmutacién
por un nimero de médulo 1 ha sido bautizado “twisting” o torcedura de las rela-
ciones (8.8).

En 1987, Lech Woronowicz encontré una manera diferente de deformar ciertas
relaciones algebraicas, mediante un pardmetro real g, donde g = 1 corresponde al
algebra “original” no deformada. Su primer ejemplo fue basado en la C*-algebra
C(SU(2)); pero luego sus ideas fueron generalizadas a un surtido de ejemplos mu-
cho mds amplio, que incluye todos los grupos de Lie compactos y buena cantidad
de sus espacios cocientes.!?

'El producto de dos operadores es unitario; entonces los espectros sp(vi) y sp(uv) forman parte
del circulo S!. Ademds, estos espectros coinciden: como a1 —vu = u‘l(al —uv)u, se ve que
a € sp(vu) siy sélo si o € sp(uv). Como sp(A uv) = A sp(uv), la multiplicacién por A debe ser una
rotacién de sp(uv) alrededor del origen en C, asi que A € T; esto es, A = 27i0 para algin 6 real.
(También, por ser sp(uv) compacto y no vacio, se concluye que sp(uv) = S! cuando 8 es irracional.)

12Woronowicz llamé  a su pardmetro y permitié que u fuera un niimero complejo cualquiera; el
caso i = 0 es degenerado. Si se quiere conservar la estructura de x-algebra unital, it debe ser real.
(El caso en donde p es una raiz de la unidad, esto es, i = e*™B con B € Q, también es de mucha
interés para los algebristas.) El ejemplo basico aparece en: Stanistaw Lech Woronowicz, “Twisted
SU(2) group. An example of a noncommutative differential calculus”, Publications of the RIMS,
Kyoto 23 (1987), 117-181.
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Definicién 8.8. Sea g un niimero real con 0 < g < 1. Definase A = O(SU,(2))
como la x-algebra generado dos elementos a, b, sujetos (inicamente) a las siguien-

tes relaciones de conmutacién: 3

ba = gab, b*a = qab*, bb* = b*b,
a'a+q¢’b*b=1,  aa*+bb*=1. (8.92)
Como consecuencias, valen a*b = gba* y a*b* = gb*a*.

También se definen un coproducto A, una counidad € y un antipoda S como
siguen; ellos hacen de O(SU,(2)) una *-dlgebra de Hopf:

Ala):=a®a—qb®Db", g(a) =1,
(8.9b)
A(b) :=bRa" +a®b, g(b):=0,
S(a) :=a*, S(a*):=a, S(b):=—gb, S(b*):=—q 'b*. (8.9¢)

Observacion. Para entender mejor las definiciones de A, € y S, conviene introducir
el elemento unitario fundamental:

ui= (_;’b* ;’) € My(O(SU,(2))). (8.10)

En vista de las siguientes igualdades:
I b\ (a* —gb\ [ aa*+bb* ba — gab
\—gb* a)\b* a ) \a'b*—gb'a* a‘a+q¢*b*b)’
S a* —qb a b\ [(a‘a+ ¢’bb*  a*b—qba*
-\ a —gb* a*)  \b*a—qab* aa*+b*b )’
se ve que las cinco relaciones de conmutatién (8.9a) son equivalentes a la uni-
. 1 0
tariedad de u, en la forma uu™ = u*u =1, = ( )

01
Si Ay, &, S> denotan la aplicacién de A, €, S entrada por entrada en una matriz

2 x 2; y si el simbolo ®; denota la formacion de productos tensoriales entrada por
entrada, entonces las formulas (8.9b) y (8.9c) pueden resumirse asi:

Ay (1) = u®su, &(u) = 1z, So(u)=u"".

13Si se escribe ¢ = —gb* y d = a*, las primeras dos relaciones son ba = gab, ca = gac y también
valen db = gbd y dc = qcd. En estos cuatro casos, un factor de g restaura el orden alfabético; este es
el “convenio lexicografico” de Majid (1995). Los trabajos de Woronowicz usa un convenio distinto,
pero equivalente.
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En un dlgebra de Hopf cualquiera, un elemento g es grupesco (“group-like”)'* si
A(g) = g®g; los generadores de C(G) tienen esta propiedad cuando G es un grupo
finito. Cada elemento grupesco g obedece £(g) =1y S(g) = g~ .
afirmacion es que el unitario fundamental u es un elemento grupesco de M, (A).

Entonces la

» Un grupo de Lie G es una variedad con simetria: las traslaciones a la izquierda
As: t +—> st, para s € G, son difeomorfismos de G en si mismo. Muchas veces,
es preferible trabajar con una simetria infinitesimal, que genera un grupo uni-
paramétrico de traslaciones. Se trata de fijar un vector tangente en cada punto
de G y luego seguir las geodésicas cuyas direcciones iniciales estdn dadas por estos
vectores. Si este campo vectorial es invariante bajo traslacion a la izquierda, en-
tonces el seguimiento de sus geodésicas desemboca en unas traslaciones globales
sobre el grupo. La invariancia del campo significa que estd determinado por un
vector tangente en el elemento unidad 1; asi que las simetrias infinitesimales de G
corresponden biunivocamente a los elementos del espacio vectorial g = 77 G.

Estas simetrias infinitesimales, vistos como campos vectoriales, son operado-
res diferenciales de primer orden: cada campo vectorial X € X(G) es un operador
sobre C*°(G) que cumple una regla de Leibniz. La composicién de dos campos vec-
toriales XY : f+— X (Y (f)) esta definida, pero en general es un operador diferencial
de segundo orden. Por otro lado, el corchete [X,Y]: f+— X(Y(f)) —Y(X(f)) esde
primer orden, es decir, es otro campo vectorial. (Este corchete no es asociativo.)

Si X,Y son invariantes bajo traslaciones, su composicion XY y su corchete
[X,Y] también son invariantes.!> El espacio vectorial finitodimensional g = TG,
dotado del corchete obtenido por restriccion a los campos vectoriales invariantes,
es el dlgebra de Lie del grupo G. Sus elementos generan un dlgebra asociativa
U(g), que puede identificarse con la totalidad de operadores diferenciales invarian-
tes sobre G, de cualquier orden. Esta es el algebra envolvente de g.

Si G es un grupo de Lie compacto, entonces, amén del dlgebra de coordenadas
O(G) hay otra algebra de simetrias U(g) asociada a G. Resulta que el dlgebra de
simetrias es también un dlgebra de Hopf: para los generadores x € g se definen'®

Alx) :==x@1+1®x, g(x):=0, S(x) == —x.

14El vocablo grupesco es un invento nuestro; el término técnico apropiado (group-like in English,
gruppenartig auf Deutsch) aun no ha sido asimilado al castellano.

15Dada una base {x1,...,x,} del espacio vectorial g = T} G, el corchete de dos elementos bésicos
[xi,xj] es una combinacién de elementos basicos: [x;,x;] = cf]»xk. Estos coeficientes cﬁ-‘j son las
llamadas constantes de estructura del grupo de Lie G.

16Cualquier elemento de un 4lgebra de Hopf que cumple estas relaciones es un elemento primi-
tivo. Los elementos primitivos de U(g) conforman el subespacio vectorial g.




MA-707: Geometria No Conmutativa 166

Hay una dualidad entre las dos édlgebras de Hopf U(g) y O(G). Esta es un
apareamiento bilineal dado por!”

(Z,f):=2Z(H)1),

donde Z € U(g) actia como operador diferencial sobre la funcién f, antes de eva-
luar en la unidad 1. En particular, si X € gy f,h € O(G), entonces

(X, fh)y =X(fh)(1) =X (f)(1)h(1) + £(1) X (h)(1)
=(X1+1X)(f@h)(1,1)
AX)(f®h)(1,1) = (AX), f®h),

al considerar elementos de O(G) ® O(G) como funciones sobre el grupo G x G,
cuya unidad es (1,1). Como A es un homomorfismo de dlgebras, es facil comprobar
por induccién sobre r que también vale (Z, fh) = (A(Z), f@h) paraZ =X X, ... X,.
La dualidad transpone'8 el producto en O(G) al coproducto en U(g).

» El dlgebra de Hopf O(SU,(2)) también posee una pareja, denotada Uy, (su(2)),
la cual es una segunda algebra de Hopf dotada de una dualidad con la primera.

Definicion 8.9. El dlgebra de Hopf U = U, (su(2)) es el dlgebra generado por tres
elementos e, f, k, con k invertible, que satisfacen las relaciones siguientes:

ek =qgke,  kf=qfk, K —k*t=(qg"'—q)lef— fe). (8.11a)
Su coproducto A, su counidad € y su antipoda S estdn dadas por

A(k) ==k ®k, e(k):=1,  Sk):=k !,

Ale) :=exk+k '®e, e(f):=0,  S(f):=—qf, (8.11b)

A(f):=fok+k'of,  ele):=0,  S(e):=—q e,

De hecho, U, (s1(2)) es una *-digebra de Hopf, bajo la involucién dada por
kK =k, ff=e, e =f. (8.11¢)

""Hay que tener cuidado con el manejo de espacios duales de espacios vectoriales en dimensién
infinita. En particular, el dual de V ® W no coincide con V* @ W* en general. Para evitar dificultades,
se dice que dos espacios vectoriales V y V' estdn en dualidad si hay un apareamiento bilineal sobre
V x V' que es no degenerado: (v,v') = 0 para todov' € V' sélosiv=0en V;y (v,v/) = 0 para todo
veVsélosiv =0enV’. Ladualidad entre U(g) y O(G) cumple esta condicién.

18La transposicién de productos en coproductos también obra en la otro direccién: (XY, f) =
(X ®Y,A(f)) para X,Y € U(g), f € O(G). Para mostrarlo, se requiere la féormula X (f)(1) =
(d/dt)|i=of (exptX), donde t — exptX es el subgrupo uniparamétrico generado por X € g. Véase,
por ejemplo, la seccién 14.4 de [E-NCG].
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Observacion. Algunos autores denotan por U, (s[(2)) el dlgebra de Hopf determi-
nada por (8.11a) y (8.11b), sin la involucidén, porque es una deformacién del dlgebra
envolvente U(s[(2)) para el grupo de Lie complejo SL(2,C), de matrices invertibles
en M,(C) con determinante 1. El grupo especial unitario SU(2) es una forma real
de SL(2,C): esto quiere decir que el dlgebra de Lie de SL(2,C) es la complexifi-
cacién del dlgebra de Lie de SU(2), esto es, 5[(2) = su(2)®. Concretamente, s[(2)
es el espacio C-vectorial tridimensional de matrices 2 x 2 de traza cero, mientras
su(2) consiste de matrices 2 x 2 hermiticas de traza cero. Este tltimo es tridimen-
sional como espacio vectorial real.
Considérese estas tres matrices de traza nula en M, (C):

00 0 1 1 0
e—G_—(l O)’ f—c7+—(0 O)’ h—0'3—(0 _1>.

Su independencia lineal (sobre C) muestra que s((2) = C-lin(e, f, /), mientras
su(2) = R-lin(e + f,ie — if,h) = R-lin{o},02,03). Hemos visto anteriormente
que el uso de las matrices o y o_ simplifican los cdlculos con matrices de Pauli.
Una vez mads, se trata de reemplazar un espacio vectorial real con un espacio vec-
torial complejo dotado de una involucion.

Bajo este convenio, en vez de considerar U(s1(2)) como un dlgebra real, se usa
su complexificacion que es un dlgebra compleja, dotada de la involucién determi-
nadapor hi* =hye* = f.

Las férmulas (8.11b) muestran que el generador k de U, (su(2)) es grupesco.
En el caso g = 1, hay que tomar k := 1, en cuyo caso e y f se reducen a elementos
primitivos de U(su(2)); el elemento “diagonal” & entra como el tercer generador
no trivial. Entonces la “deformacion” del caso especial ¢ = 1 en el caso general
0 < ¢ < 1 es un poco singular.'® Fijese que la *-dlgebra determinada por (8.11a) y
(8.11c¢) tiene una representacion como matrices 2 X 2:

SN B v B )

En otras palabras, k +—> ¢"/?, 1a matriz diagonal con autovalores q'/? y g V2.

19Se puede notar que las relaciones (8.11) funcionan tanto para ¢ > 1 como para 0 < ¢ < 1. En
efecto, la correspondencia k <+ k!, e <+ f, g <+ 1 /¢ define un isomorfismo (de *-dlgebras de Hopf)
entre U, (su(2)) y U, /4(s11(2)). Por lo tanto, no hay pérdida de generalidad en tomar 0 < g < 1.

Este isomorfismo es evidente en la literatura sobre dlgebras de Hopf. Nuestro U, /,(su(2)), por
ejemplo, se denota Uq(su(Z)) en el libro: Anatoli Klimyk y Konrad Schmiidgen, Quantum Groups
and their Representations (Springer, Berlin, 1997).
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» Para ver la x-dlgebra de Hopf U, (su(2)) como simetrias de O(SU,(2)), se intro-
duce una dualidad inspirada en este representacién matricial y en la forma matricial
del unitario fundamental (8.10).

Definicion 8.10. Hay un aparejamiento bilineal entre las dos *-dlgebras de Hopf
U =Uy(su(2)) y A= 0(SU,(2)), definida en los generadores de dlgebras por

(kya):=q"%,  (ka*)i=q ' (e,—gb*)={(f,b):=1,  (8.12)

con valor 0 en las otras pares de generadores. Se extiende esta dualidad para definir
(h,x) para cualesquiera h € U, x € A al usar la bilinealidad sobre U x A y al pedir
que el producto de dos elementos en un lado transponga al coproducto del elemento
al otro lado:

(h,xy) = (A(h),x®Y), (gh,x) = (g@h,A(x)). (8.13a)
En estas formulas, se usa la aparejamiento de U ® U con A ® A dado por

(g®h,x®@y) = (g,x) (h,y),

extendida por bilinealidad a sumas finitas en los dos lados. Los casos h=1en Uy
x = 1 en A deben satisfacer?”

(1,x):=e(x),  (h1)=¢g(h). (8.13b)

Ejercicio 8.11. Para mostrar que las férmulas (8.12) y (8.13) definen una dualidad
bien definida entre U, (su(2)) y O(SU4(2)), hay que verificar que ella es compa-
tible con las relaciones algebraicas entre los generadores de las dos édlgebras. Por
ejemplo,

(k,a*a+g*b*b) = (k,a*a) +q* (k,b*b) = (A(k),a* ®a) +¢*(A(k),b* @ b)
= (kok,a*®a) + (k@ k,b*@b) = (k,a*) (k,a) + q*(k,b*) (k,b)
=q'"q "> +47(0)(0) =1

es compatible con (k, 1) = €(k) = 1. Comprobar que las demds relaciones en (8.9)
y (8.11) son compatibles con (8.12) y (8.13).

20Es una consecuencia de (8.13) que los dos antipodos en U y en A son transpuestos uno del otro:
(S(h),x) = (h,S(x)) parah e U, x € A.
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» Esta dualidad permite transponer el producto en U en acciones de U sobre A.
Las féormulas

(g, hvx) :=(gh,x),  (g,x<h):=(hg,x), para ghel, xeA,

definen una accion a la izquierda x — A>x y una accion a la derecha x — x<h
del elemento & € U sobre A. En términos de la notacién de Sweedler (8.3) para el
coproducto, las recetas explicitas para estas acciones son:

h>x =Y x1 (h,x2), x<h:=Y(h,x1)x. (8.14)
Para comprobar las férmulas (8.14), fijese que si g,h € U, x € A, entonces

(& Xx1 (h,x2)) = Eg,x1) (h,x2) = L(g @ h,x1 ®xz) = (@I, A(x)) = (gh,x),
y de igual modo se obtiene (g,¥ (h,x1)x2) = (h® g,A(x)) = (hg,x).

Definicion 8.12. Mas generalmente, una accion a la izquierda de un algebra U
sobre un espacio vectorial V no es mas que una representacion de U sobre V, es
decir, un homomorfismo 7: U — L£(V). Escribase h>x := w(h)(v) sih€ U, x € V.
Entonces las propiedades homomoérficos 7(gh) = n(g)m(h) y n(1) = 1 se traducen
en las formulas:

(gh)px=gp> (h>x), I>x=x.

Si ademds U es una bidlgebray V = A es un dlgebra, se puede pedir compatibilidad
del coproducto en U con el producto en A. Una accion de Hopf (a la izquierda) es
una accién del dlgebra U sobre A que ademds cumple?!

he>(xy) =Y (hi>x) (hpry), para hel, x,y € A. (8.15)

La accién natural definida por (8.14) mediante un aparejamiento bilineal no de-
generado?? entre dos dlgebras de Hopf que cumplen (8.13) es una accién de Hopf,
porque

(g,h>(xy)) = (gh,xy) = (A(gh),x®Yy) = Z(A(g)(h ®hp),x®y)

= Y(A(g), (1 >x) @ (hy>y)) = (g, L(h1>x) (h2>Y))
para todo g € U.

2ICuando U y A son x-dlgebras de Hopf, se puede pedir también que la accién de Hopf sea
compatible con las involuciones x — x* en A y h — S(h)* en U, en el sentido de que h>x* =
(S(h)*>x)*. La accién dada por (8.14) cumple esta propiedad si y s6lo si (S(h)*,x) = (h,x*).
Esta tdltima relacion esta satisfecha por el apareamiento (8.12); basta verificarla sobre pares de
generadores.

22El aparejamiento dado por (8.12) es no degenerado. Véase, por ejemplo, el Teorema 4.21 de
Klimyk y Schmiidgen, op. cit.
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Considérese la dualidad entre U(g) y O(G), en el caso de un grupo de Lie
compacto. Si X € g es un campo vectorial invariante a la izquierda sobre G, la
accion de X sobre funciones en O(G) cumple

(Z,Xv f)=(ZX,f) =2X(f)(1) =Z(X()(1) = (Z,X(f))

para cualquier Z € U(g), asi que X > f = X(f), simplemente. Ahora el coproducto
AX)=X®1+1®X y la propiedad (8.15) de accién de Hopf implican que

X(fh)=Xv(fh)=Xv f)(1oh)+ (1> f)(X>h)
=X f)h+f(Xoh)=X(f)h+ fX(h).

En otras palabras, la formula A(X) =X ® 1+ 1® X codifica la regla de Leibniz
para la accién usual de campos vectoriales (invariantes) sobre funciones.??

Lema 8.13. Si U y A son dos dlgebras de Hopf en dualidad, las acciones naturales
(8.14) de U sobre A (a la izquierda y a la derecha) conmutan.

Demostracion. Sih,g € Uy x € A, entonces

(h>x)<ag = Y(x1 (h,x2)) <g = X.(g,x1) X2 (h,x3) = Lh>((g,x1) x2) = hi>(x<g),

en vista de la coasociatividad del coproducto en A. O]

8.3 Un espacio de Hilbert para SU,(2)

Para poder incorporar SU,(2) como un “espacio no conmutativo” en la construccion
que hemos abordado en ejemplos anteriores, hay que hallar la plataforma sobre la
cual esta construccion puede montarse. En otras palabras, hay que describir un
espacio de Hilbert en donde las coordenadas en O(SU,(2)) quedan representadas.
Como ya se ha hecho anteriormente, esta construccion procederd en dos etapas.
Primero, se buscard el andlogo del espacio L?(SU(2)) parael caso 0 < ¢ < 1. Luego
se construird otro espacio de Hilbert, el de los “espinores”, cuyos elementos serdn
pares de vectores del primer espacio de Hilbert.

Hay dos maneras para obtener el primero de estos espacios de Hilbert. Una de
ellas parte de la descripcién de L2(SU(2)) como la complecién del espacio vectorial
generado por todos los “elementos de matriz” D!, descritos en la Seccién 5.1; es

23En resumen: si h € U es grupesco, A(h) = h® h, entonces su accién x — h>x es un homomor-
fismo de dlgebras; en cambio, si & es primitivo, A(h) = h® 1 + 1 & h, su accién x — h>x cumple
una regla de Leibniz. El concepto de una accién de Hopf unifica estas dos “reglas de producto”.
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cuestion de describir el producto escalar en términos de estos objetos. Con respecto
ala medida invariante (bajo traslaciones) du = (167%)~ ! sen B da.d3 dy, un cilculo
explicito muestra que

: - 1
DI, |D] :/ Dy (u) D}y (u) du = ——— 8 8, &
< rs| mn> SU(2) (u) mn(u) u 20+1 jl Orm Osn,
de modo que {v/2[+ 1D}, : 21 € N; m,n= —1,...,1} es una base ortonormal de

L2(SU(2)).

Por otro lado, los elementos de matriz D!, , sin factor de normalizacién, forman
una base vectorial ordinaria de la x-dlgebra O(SU(2)), la cual es a su vez un subes-
pacio denso de L?(SU(2)). La tnica dificultad es que la férmula para el producto
de dos elementos de matriz es un poco complicado:

- Ta i1k i1k

Di.D, = c(’ c(’ Dt
rs*~mn kl;_l (r m r4+m s n os+n r+m,s+n»
il

donde los numeros C (
r m r+m

) son los llamados coeficientes de Clebsch y

Gordan.** Por otro lado, el coproducto de uno de estos elementos es sencillo:

!
AD,,) =Y, D, D,
p=—1

En otras palabras, la codlgebra O(SU(2)) es la suma directa de las codlgebras ma-
triciales O(Mp;+1(C) del Ejemplo 8.3, para/ =0, %, 1, %,2, e

La C*-dlgebra de funciones continuas C(SU(2)) es una complecién (con res-
pecto a la norma || - || de funciones) de la x-dlgebra O(SU(2)). La integral nor-
malizada sobre SU(2) define un estado (funcional lineal positiva, de valor 1 en la

unidad) sobre esta C*-dlgebra, que se llama el estado de Haar:

vif)= [ )

24si m; y m son dos representaciones unitarias irreducibles de SU(2) sobre los respectivos es-
pacios vectoriales V; y V;, hay un producto tensorial de representaciones 7; ® 7; sobre el espacio
vectorial V; ® V; que generalmente no es irreducible. Mads bien, este producto tensorial es equi-
valente a una suma directa (de bloques diagonales de matrices) de las representaciones 7, para
k=|j—1|,...,j+ . Concretamente, hay una matriz unitaria C, independiente de u € SU(2), tal
que 7;(u) @ m(u) = C(m;_y(u) & - & mji(u))C~! para todo u. Esta C es una matriz cuadrada
de lado (2j+1)(21+1) y sus entradas se llaman coeficientes de Clebsch y Gordan. En la teoria
cudntica de momento angular, se emplean férmulas explicitas para estos coeficientes: véase el libro
de Biedenharn y Louck, op. cit.
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La invariancia bajo traslaciones a la izquierda de la “medida de Haar” du, que se
expresa por la férmula

/ flvu)du :/ f(u)du paratodo veSU(2),
SU(2) SU(2)

también puede escribirse en la forma

(1ow)(Af) =n(w(f)), paratodo feC(SU(2)).

En esta férmula, Af(v,u) = f(vu); el lado izquierdo (1 ® y)(Af) es la funcién
continua v — [g,5) f(vu) du; el lado derecho es la funcién constante cuyo valor es

fSU(Z) f(l/t) du.

» Con estos preparativos, la estructura del dlgebra de Hopf O(SU,(2)) puede abor-
darse de una manera bastante paralela a la descripcion del algebra O (']I‘ze) por poli-
nomios de Fourier generalizados.

Observacion. De ahora en adelante, hay un convenio de notacién que es necesario
adoptar. Para0 < g # 1 y n € Z, definase

qg"—q"

- (8.16)
q ' —q

[n] = [nlg =
Fijese que [n], € R con lim, 1 [n], = n; y que [n];/, = [n]4. A veces se dice que
[n], es un “g-entero”. Cuando g es fijo con 0 < g < 1, se suele omitir el subindice
para escribir [n] simplemente.

Hay elementos {¢., : 21 € N; m,n = —I,...,1} que forman una base vectorial
para O(SU,(2)), dadas por

1 1
=b, t?, , = —qb", t? =a",

=1, t

| =a, t
2

I

D= p =
= po—
D=
D=

=
DI—
D=

paral =0yl = %; y luego por induccion sobre /, mediante las férmulas

J+l . )
' J Lk il k
trjs t’l"n - Z C‘I( ) CCI( tf+m,s+n7 (8.17)

- r m r+m s n s+n
k=] +

Jj 1
r m r+m
las entradas de una matriz unitaria de lado (2j+ 1)(2/+ 1). Conviene exhibir sélo

donde los coeficientes Cq< > son ciertos numeros reales que forman
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el caso particular®

L0 rom_ 4"
Cq(—m m 0) Ry (519

La féormula (8.17) permite expresar un polinomio en a,a*,b,b* como combinacion
lineal de los t. . La involucién en la *-dlgebra O(SU,(2)) viene dada por

(tylnn)* _ (_1)21+m+nqn—mtl (8.19)

—m,—n*

(Fijese que esta férmula, para el caso [ = %, es consistente con a <> a*, b <+ b*.)
Los elementos bésicos . cumplen A(z!, ) = Zﬁ,:, lt,lnp ® tf,n en la codlgebra
O(SU,4(2)).

Definicién 8.14. El estado de Haar sobre O(SU,(2)) —o bien sobre su com-
plecién C(SU,4(2)) en una C*-dlgebra— se define por

v(ty) =1, w(t,):=0 para [>0. (8.20)

Las relaciones (8.17), (8.18) y (8.19) tiene la consecuencia

—2m

V() ) = Ty Ot Orm B (8.21)
En particular, vale w((¢,,)*t) ) = g=?"/[21 +1]. La positividad de y es inmediata,
porque ahora y/(x*x) > 0 cuando x es una combinacion lineal no nula de los 7.,
Es claro que y(1) = 1.
Obsérvese la analogia con la traza normalizada T sobre C (']I%). Sin embargo,
este estado Y no es una traza, porque

—1 —1 2

« q q 1 . q q q
a a)= = = cro aa = — = = .

viaa) 2] g '+q 114 P viaa) 2] ¢ l'+q 1+4°

El estado de Haar y es invariante en el sentido de que (1® w)(Azl,) =n(w(t.,))
ya que los dos lados se anulan para/ > 0y coinciden con 1 para [ = O; por linealidad
[y continuidad de y], se obtiene (1 ® y)(Ax) = n(y(x)) para todo x en O(SU,(2))
[0 bien en C(SU,(2))].

258i ! denota la matriz cuadrada con entradas ., las matrices #/ @' y (/=1 @ ... @ /*!, que
pertenecen a My (A) donde N = (2j+ 1)(2/ + 1), son semejantes bajo conjugacién por una ma-
triz C, € My(C) —de hecho, las entradas de esta matriz son reales. Cada ¢’ define una “corepre-
sentacién” de O(SU,(2)), muy andlogo a la representacién m; del grupo SU(2). Para los valores
numéricos de las entradas de C,, véase el Capitulo 3 de Klimyk y Schmiidgen, op. cit.
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Definicién 8.15. Las relaciones de ortogonalidad (8.21) muestran que O(SU,(2))
admite un producto escalar dado por

(x|y) = w(x"y), para xy€O(5Uy(2)),
para la cual los ¢/, son ortogonales entre si. Deffnase

\L,m,n) = g™ \/[2l+1] ¢!

mn:*

(8.22)

Entonces {|l,m,n) : 2l € N; m,n= —I,...,1} es una base ortonormal para la com-
plecién de O(SU,(2)) con respecto a este producto escalar. Este espacio de Hilbert
serd denotado por L2(SU,(2), y).

Hay una representacién natural 7, de O(SU,(2)) sobre este espacio de Hilbert,
dada por (8.17): su lado izquierdo define (un miltiplo) de 7(r)|/,m,n), el lado
derecho de esta formula es una combinacion lineal de los vectores |k, + m, s+ n)
con k=|j—1|,...,j+1. Sin embargo, no es evidente todavia que estos 7(tj,)
definen operadores acotados. Para ello, bastarfa verificar que 7(a) y 7(b) son aco-
tados y que m(a*) = n(a)*, m(b*) = n(b)*, para que 7 se extienda a una repre-
sentacién de C(SU,(2)) por operadores acotados sobre L*(SU,(2), y). Esta es la
llamada representacion regular (a la izquierda) del grupo cudntico SU,(2).

» La segunda construccién de L?(SU,(2), y) hace uso del dlgebra de simetrfas
U = Ugy(su(2)). Esta dlgebra tiene una familia de representaciones finitodimen-
sionales,?® obtenidas en el caso ¢ = 1 de las representaciones irreducibles del grupo
compacto SU (2). Paracadal € %N , sea Vj el espacio de Hilbert de dimension finita
(214 1) y dendtese por {|l,m) : 2l € N; m = —I[,...,l} una base ortonormal. En-
tonces los tres operadores lineales o;(k), o;(e), o;(f) definidos por

Gl(k) ’lvm> = qm’l,m>,
oi(e) |t,m) = /[l =m+1][l+m] |l,m—1),
oi(f)|l,m) = /[l —m][l +m+1] |l,m+1), (8.23)

cumplen las relaciones (8.11a):

oi(e)oi(k) = qoi(k)oi(e), oi(k)oi(f) = qoi(f)oi(k),
o(k)* —oi(k) > = (g7 —q)(o1(e)oi(f) — oi(f)oile)).

6Estas representaciones estan clasificadas en el Capitulo 3 de Klimyk y Schmiidgen, op. cit.
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(Elcasol = % ya fue mencionado en la seccién anterior.)
Fijese que oy(k) tiene una matriz diagonal para la base dada, mientras o(e),
o;(f) son operadores de escalera que corren el segundo indice de |I,m) por +1.
La formula (8.23) sugiere la posibilidad de que las dos dlgebras O(SU,(2))
y Uy (su(2)) aparezcan como operadores sobre el mismo espacio de Hilbert. En
efecto, esto es lo que ocurre con L2(SU,(2), y). Obviamente, las dos representa-
ciones tendran algunas relaciones de compatibilidad. Esta es la idea detras de la

siguiente definicién, introducido por Dabrowski y Sitarz.?”

Definicion 8.16. Sean U y A dos algebras de Hopf en dualidad y sea H un es-
pacio de Hilbert. Una representacién n: A — L(H) por operadores acotados es
una representacion U-equivariante si H posee un subespacio denso V tal que
m(x)(V) CV parax € A, y si hay una representacion p de U por operadores linea-
les sobre V tal que?®

pW)a(x)E =Lalhex)p(h)é, para hel, xeAEeV,  (824)

donde h>x denota la accion de Hopf (a la izquierda) de U sobre A determinado por
la dualidad (8.14). Generalmente, cada p (%) es un operador no acotado sobre H.

El élgebra de Hopf U también posee una accién natural a la derecha de U so-
bre A, dada por (8.14). Para convertir ésta en una accién (de Hopf) a la izquierda,
de alguna manera hay que cambiar el orden de productos en U sin afectar la es-
tructura de codlgebra. El antipoda S revierte el orden de productos, pero no es un
isomorfismo de codlgebras.?

Para el caso de SU,(2), resulta provechoso componer el inverso de S con un

cierto automorfismo de U.

27Las representaciones equivariantes fueron introducidos, en el contexto de un “espacio cociente
no conmutativo” Sg de SU,(2), en el articulo: Ludwik Dabrowski y Andrzej Sitarz, “Dirac opera-
tor on the standard Podle$ quantum sphere”, in Noncommutative Geometry and Quantum Groups
(Instytut Matematyczny Polskiej Akademiej Nauk, Warszawa, 2003), pp. 49-58.

28Si U es un dlgebra de Hopf con una accién de Hopf (a la izquierda) sobre un dlgebra A, hay una
nueva algebra A x U, llamada el producto fundido (“smash product”) o producto cruzado de Ay U,
la cual es A ® U como espacio vectorial, con el producto dado por (y®h)(x®g) := Y y(hibx) @ hag.
Una representacion U-equivariante de A es lo mismo que una representacion del algebra A x U.

2La aplicacién lineal 7: VW — W ®V dada por (v ® w) :=w®v, el volteo (“flip”), juega
un papel importante en la teoria de codlgebras. Una codlgebra es coconmutativa si ToA = A; de
hecho, una dlgebra es conmutativa si y sélo si su aplicacion de producto u satisface Lo 7= . Una
aplicacion lineal T entre codlgebras es un cohomomorfismo si Ao7T = (T ®T) o A; pero T es un
coantimorfismo si AoT = (T ® T)otoA. El antipoda es a la vez un antimorfismo de dlgebras,
S(gh) = S(h)S(g), y un coantimorfismo de codlgebras, Y S(h)1 @ S(h)2 = Y. S(h) @ S(hy).
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Lema 8.17. Hay un automorfismo del dlgebra Uy(su(2)), definido sobre genera-
dores por°

sk) =kt O(f)i=—e,  O(e):=—Ff.
La composicion ¢ := S~ 0¥ es un antiautomorfismo de U,(su(2)), definido sobre
generadores por

Ademds, la aplicacion lineal S~'9, de Ugy(su(2)) en st mismo, es un isomorfismo
de codlgebras.

Demostracion. Para ver que ¥ es un automorfismo de Uy (su(2)), sélo hay que
comprobar el cumplimiento de las relaciones (8.11a):

esto es,

—fk = —gk7f, —kle=—gek™!, kP—k2= (¢ —q)(fe—ef),

que coinciden con las relaciones (8.11a).

Las formulas S~1(k) = k=1, S71(f) = —¢~ ' f, S~!(e) = —ge comprueban la
definicion de ¢ sobre los generadores. Como Sy S~! revierten el orden de multi-
plicacion, @ es un antiautomorfismo.

Ademis, @ conserva el coproducto A de U = U, (su(2)), en el sentido de que
Acp=(pR@)oA:U— URU; sobre generadores,

Alk)=k@k, Alg ' f)=q 'fok+k'®q ' f, Alge)=qe@k+k ' @qe.

Por lo tanto, @ es un antiautomorfismo de algebras pero a la vez un automorfismo
de codlgebras. [

El empleo de ¢ convierte la accion natural a la derecha de U sobre A en una
accion de Hopf a la izquierda:

h-x:=x<¢@(h) para hel,x€A,

30E] automorfismo ¥ fue introducido en el siguiente articulo, que forma la base del presente
capitulo: Ludwik Dabrowski, Giovanni Landi, Andrzej Sitarz, Walter van Suijlekom y Joseph C.
Virilly, “The Dirac operator on SUq(Z)”, Communications in Mathematical Physics 259 (2005),
729-759.
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ya que
g (h-x)=(x<1@(h))<p(g) =x<2(@(h)e(g)) =x<1@(gh) = gh-x.

Obsérvese que las dos acciones a la izquierda de U conmutan, por el Lema 8.13:

g+ (hox) = (h>x) 29(g) = h> (xa9(g)) = ho> (g-).

Consideremos entonces la posibilidad de una representacioén 7 del dlgebra A =
O(SU,4(2)) por operadores acotados sobre algiin espacio de Hilbert con un subes-
pacio denso V, que sea U-equivariante bajo dos representaciones A y p de U que
conmutan entre si: p(g)A(h) =A(h)p(g):V — V para g,h € U; y ademds

A(h)m(x) & = m(hy-x)A(hp) &,
p(g)m(x)& =m(g1>x)p(g2) 6, (8.25)
paratodo g,he U, xe A, E € V.

» Conviene hacer una pausa para recordar el caso conmutativo g = 1, en donde el
espacio de Hilbert L>(SU(2)) posee (2{ + 1) copias del espacio vectorial V; de la
representacion irreducible 7; del grupo SU(2), para cada l € %N. Ahora es posible
reconocer la suma directa de estos (2/ 4 1) copias de V; como el producto tenso-
rial V; ® 'V}, donde cada m;(u) actia sobre el primer factor tensorial; una base del
segundo factor tensorial sirve para enumerar las copias.

Entonces el subespacio denso generado algebraicamente (sin completar) por la
base ortonormal de L?(SU(2)) vista en la Seccién 5.4 tiene la siguiente estructura:

Vi=PViav,
21=0

donde la suma directa es algebraica (no es completa en norma alguna). Habida
cuenta de las representaciones irreducibles (8.23) de U,(su(2)) sobre cada Vj, es
posible definir dos representaciones de U sobre V, que llevan cada V; ® V; en si
mismo, por las recetas:

A(h):=o;(h)®1y, sobre V,®V,

p(g) =1y, ®o0i(g) sobre V,®V.

Hay una descripcién méas concreta, en términos de una base vectorial de V; ® V;.
Sea {|l,m) :m= —I,...,1} una base vectorial de V; y escribase

\l,m,n) :=|l,m)®|l,n) € V,QV].
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Estos vectores, para m,n = —I[, ..., [, forman una base del espacio vectorial V; @V},
de dimension (2 + 1)2. La notacién es idéntica a la de (8.22), porque luego habr
que comparar los dos espacios vectoriales. Con este convenio, se obtiene

A(k)|L,m,n) = g™ |1,m,n),
Ae)|l,m,n) = /[l —m+ ][l +m] |l,m—1,n),
A(f)|Lm,n)y = /[l —m][l + m+1] |l,m+1,n),
p(k)|l,m,n) = q"[l,m,n),
p(e)|l,m,n) = /[l —n+1][l+n] |l,mn—1).
p(A)|l,m,n)y =/l —n][l+n+1] |l,mn+1), (8.26)

De estas férmulas, se ve que A (h) p(g)|l,m,n) = p(g) A(h)|l,m,n) cuando g,h son
generadores de U; y luego también para g,h € U cualesquiera.

Notacion. En los cédlculos que siguen, habrd muchos ajustes de semienteros como

[— 1+ % Para aliviar la notacidn, conviene introducir las abreviaturas:

li::lj:%, mti=m+ , ni::ni%.

=

Proposicion 8.18. Una x-representacion © del dlgebra A = O(SU,(2)) sobre V,
que es U-equivariante bajo A y p de (8.26), en el sentido de (8.25), debe tener la
forma siguiente:

n(a)|l,m,n) =
(D) |l,m,n) =

7, m )+ Al +>,

=, m ), (8.27)

lmn lmn

It m" n) +

lmn lmn

donde las constantes A;- mn Y B estdn dadas, hasta factores de fase que dependen

Imn
solamente de 1, por:

1
A+::¢<yﬂwnn<v+m+ﬂw+n+ﬂ>z

mn 20+ 1][21 +2]
1
- _ _3Q+m+n+1) [ —m][l—n]\?2
A = 42 ([21][2z+1] :
1
Bl = ghtmtn-1) [+m+1][l—n+1])2
lmn 20+ 1][21 +2] ’

ey () ?
B = () ©29)
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Demostracion. Los valores de mw(a) y m(b) sobre los vectores bésicos |/, m,n) deben
obedecer las condiciones de equivariancia (8.25) para h € U. Como A y p son re-
presentaciones de U, es decir, aplicaciones lineales y multiplicativas de U en ope-
radores lineales sobre V, basta considerar los casos en donde h =k, e, f.

Como A(k) = k®k, la equivariancia bajo A (k) toma la forma

Ak)r(x)§ =nk-x)A(k)s,  pk)m(x)§ = n(kex)p(k)E,
parax € A, £ € V. Las acciones a la izquierda de k sobre los generadores de A son
kva=Yaj (kay) =alk,a) —qb (k,b*) = q%a,
k-a:=a<k=Y(k,a))ay = (k,a)a—q{k,b)b" = q%a,
y de modo similar k>b = q’%b perok-b = q%b.

Para x = a, h = k, la equivariancia se reduce a la férmulas

A(K) 7(a) |1, m,n) = w(q2a) (¢"|L,m,n)) = ¢" 27 (a) [1,m,n),

p(K) (@) |Lm,n) = x(q2a) (q"|1,m,n)) = ¢" 27 (a) |L,m,n).

B —

Entonces el vector 7(a) |l,m,n) debe pertenecer al subespacio de V generado por
los vectores |I',m*,n*), donde I’ € N. Andlogamente, 7t(b) |I,m,n) debe de estar
en el subespacio generado por los |I/,m™,n™).

Ahora considérese el caso h = f, x = a. Como

f-a:=a<qe=qle,a)a—q*(e,b)b* =0,

kla=aak = (k' a)a=q ?a,

se obtiene
() r(@)E = a(f-a)AR)E + k) A()E =g (@) A()S.
Por induccion, parar =1,2,3,..., se concluye que

A(f) w(a) l,m,n) = g~ P r(a) A(f) o< (a) |1, m+r,n) =0,

y el lado derecho es cero cuando m+r > [. Por otro lado, A (f)"|I',m",n™) es un
multiplo no nulo de |I/,m" +r,n™), toda vez que m + r + % < I'. La conclusion es
que l’ <[+ % en la expansion de 7 (a)|l,m,n).

Un argumento similar, con las sustituciones a — a* y f — e, tomando en cuenta
que (I';m’,n' | m(a)|l,m,n) es el conjugado complejo de (I,m,n|w(a*) |I',m' ,n’),
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muestra que I/ > [ + % en dicha expansion. El caso I’ = [ es inadmisible porque
tanto [ —m como I —m — 3 L deben ser enteros (en vez de semienteros). Luego
I'=1+ % solamente; en otras palabras, (a)|l,m,n) es una combinacién lineal de
los dos vectores |[T,m* ,nt) y [I7,m™ nT).

El mismo proceso muestra que mt(b)|l,m,n) es una combinacién lineal de los
dos vectores [T, m",n") y |[,m",n"). Hemos verificado la férmula (8.27) pero
falta la evaluacién de los coeﬁ01entes Aljfnn y Blmn

Volvamos el caso h = f, x = a, con p en lugar de A. Como fr>a =0y ademas
klva= q’%a, se obtiene

p(f)m(a)é =n(fra)p(k)é+r(k~ va)p(f)E =g 2n(a)p(f)E.

Con & = |I,m,n), se obtiene

p(f)m(a)|l,mn) =A; p(F)IFTm" 0"y +A, p(F)I,m",n")
:qffn() (f)|l,m,n) = 2\/1— [l+n+1]n(a)|l,mn+1).

Al examinar los coeficientes de |[T,m* ,nT +1) y |I7,m",n" +1) en estas expre-

siones, salen dos relaciones de recurrencia para los A= P

lmnV +n+2 lm,n+1 [l—l—l’l—l—l],
A, V[l—n—1]= q_fAl_mﬂ+1 [l —n.

Como también vale f-a =0, al aplicar A (f) en ambos lados de la primera ecuacién
de (8.27), salen otras dos relaciones de recurrencia:

lmnV[l+m+2 lm+1,n [l+m+1]’
A, [I—m—1]= q_fA;mHﬂ [l —m],
La solucion general para estas relaciones de recurrencia es
Al = "2+ m+ 10Vl +n+ 1a
Ay = 4" T =m] /T =n]ay

donde los términos al y a; son independientes de m, n.

Al aplicar p(e) y A(f) a la segunda ecuacién de (8.27), habida cuenta de que
e>b =0y f-b =0, un analisis semejante simplifica los coeficientes Bll;m en
B+

=gl m 1)/ —n+1]b;,
Bin = 4" 2= m] /[l + by,

donde los términos bl+ y b;” son independientes de m, n.
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Hay otra relacion de equivariancia disponible:

p(e)n(a) = n(era)p(k) + 2k ' >a)p(e) = 2(b)p (k) + g n(a)p(e).

Al aplicarla al vector |/, m,n), se obtiene una combinacién lineal de los dos vectores
|IT,m",n") y|lI~,m" ,n"), con coeficientes respectivos

Af —nt l+n+1=¢"B} +q 2/ I—n+ 1] +n]A};

Imn—1°

[—nlll+n=q"B;, +q */[—n+1][+n]4;,

Imn Imn—1-

A

Imn
Las relaciones anteriores simplifican estas igualdades, con el resultado:

q"b = (I+n+1] —q ' +n))af, q"b; = ([l —n] —q '[I—n+ 1])a; .
Explicitamente, estas relaciones son

(q—l . q)q"bf — (q—l—n—l _ql+n+1 _q—l(q—l—n _qH-n))aZI—

=q""(q " —q)a]
(¢! —g)q"by = (qfl+n g _qfl(qfl+n71 _qlfn+1))alf
=—q " g —q)q,
o bien
b;“ = qla;r, b, = —qil*la;.

La dltima relacion de equivariancia que se requiere es
A(e)m(b) =m(e-b)A(k) + (k1 -b)A(e) = q_lﬂ(a*)l(k) +q_%7r(b)ﬂt(e).

Al insertar los dos lados de esta ecuacién en el corchete (I';m'.n'|-|1,m,n) y
después de un poco de simplificacion, se obtiene

(al+l>* =q

2

3
245 +
Zal .

Falta entonces determinar los parimetros al+ paracadal € %N . La equivarian-
cia bajo U no puede ofrecer mas informacién. Pero aun quedan la relaciones de
conmutacion en el dlgebra A. Considérese la ecuacion ba = gab y su consecuencia

n(b)r(a)|l,m,n) = qr(a)n(b)|l,m,n).

Los dos lados de esta igualdad son combinaciones lineales de los tres vectores
|I!ym+1,n) paral’ =1—1,1,1+ 1. Los coeficientes de |I,m + 1,n) dan la relacién:

Al BL . +AL B =q(Bf A +B, Af ).

Imn™= [tmt Imn™=1-mtnt Imn 1 tmtn— Imn* *l—mtn—
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Esta se simplifica en
gl21+2)laf P = 21]]ay
Esta es una relacion de recurrencia para los al+, cuya solucién general es
Chq™
VIRIF1]V/[20+2]

donde C es una constante positiva y cada ; es un factor de fase, es decir, un nimero
complejo tal que |§;| = 1.

Para determinar la constante C, se dispone de la relacién a*a + qzb*b =1. Al
insertarla en el corchete (0,0,0]-|0,0,0), se obtiene

+
al h—

1=1(0,0,0|z(a"a+4*b"b)|0,0,0) = || x(a)[0,0,0)||* +¢*||w(6) 0,0,0)||*
1+4%)C?
— o P g = 1+ ) laf P = LS g

1 .
asi que C = g~ 2. Los coeficientes Aﬁn . Blj;m entonces quedan completamente
determinados, excepto por los valores de los factores de fase {;. Si se decide poner
£ = 1 para todo [, es un ejercicio fécil reconstituir los coeficientes para obtener las

formulas explicitas (8.28). O

Considérese la representacion 7y, de A sobre L2(SU,(2), y), definida implicita-
mente por (8.17) y (8.22). El subespacio denso V coincide con A = O(SU,(2))
como espacio vectorial. Al tomar |/,m,n) := ¢™+/[20 + 1]t} , la ecuacién (8.17)
implica que

pA+12 (L1 1t A
ﬂw(a)|l,m,n> :q_%[ - ]IC‘]<% +) C‘](% +> \l+,m+,n+>
[204+2]2 "\ m m 2 ton
1
1[21+1)2 (1 I 1) (l l l) _
+q 2 G (3 Col 3 I~ m*,n"
q [2[]% q % m mt /) 4 % n nt | )

y una férmula similar para 7, (b) |I,m,n). Un célculo®! con los valores explicitos
de los C,;(—) muestran los coeficientes de 7y (a) y my(b) son exactamente los que
aparecen en (8.28). En particular, estos coeficientes son niimeros reales.

Hay dos conclusiones: primero, que la llamada representacion regular 7, de
O(SU,(2)) es Uy(su(2))-equivariante bajo A y p; y segundo, la decision de tomar

31Este cdlculo aparece en el articulo de Dabrowski et al, op. cit.
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cada {; = 1 queda justificada a posteriori por la existencia de la representacion
regular.

Obsérvese también que los operadores m(a) y 7(b) de la Proposicién 8.18 se
extienden a operadores acotados sobre el espacio de Hilbert H obtenido al com-
pletar V con respecto al producto escalar que hace de los |/,m,n) una base ortonor-
mal.3? La acotacién viene de la relacién

n(a)*m(a)+ ¢ n(b)*n(b) = m(a*a+ ¢*b*b) = n(1) = 1y,

la cual implica que [|7(a)&||> < [|€]* y g (p)E[* < [|€||* para todo & € H. En-
tonces los operadores 7(a) y 7(b) tienen normas finitas:3?

Iz@l <1, =) <q".

8.4 Espinores y el operador de Dirac para SU,(2)

El espacio espinorial para SU,(2) se define, como era de esperar, como la suma di-
recta de dos copias de L*(SU,(2), y). Es posible anticipar, a partir del tratamiento
de espinores para S*, que los espinores bésicos deben ser reorganizados en autoes-
pacios finitodimensionales del operador de Dirac, con dimensiones y multiplici-
dades iguales o parecidas a las que aparecen al final de la Seccién 5.4. Inspirado
por la construccion de representaciones equivariantes a la Dabrowski y Sitarz, aqui
se emprende un camino inverso. Inicialmente se construird el espacio de Hilbert
de espinores, a partir de su descomposicion en una suma directa de subespacios de
dimension finita. Luego se mostrara la unicidad esencial (hasta algunos factores de
fase) de una representacion equivariante de O(SU,(2)) en este espacio de espinores.
Finalmente, se introduce un operador autoadjunto sobre los espinores mediante sus
autovalores y autovectores; este serd nuestro operador de Dirac para SU,(2).
Nuestro punto de partida es el isomorfismo de Clebsch y Gordan

VioVi =V, 18V,_1,
donde las dimensiones cumplen 2(2/ + 1) = (2/ +2) +2I. En el caso “ordinario”
q = 1, esta es la descomposicidn de un producto tensorial de dos representaciones

321 0s elementos de H son todas las series Y 1m0 Cimn |{,m,n) donde los coeficientes Cj,,, € C
cumplen Y, 1 |Cimn |> < o0. La identidad de Parseval implica la convergencia de la serie en H; esta
serie pertenece al subespacio denso V si y sélo si solamente una cantidad finita de los Cj,,, son
distintos de cero.

33De hecho, la otra relacién de conmutacién aa* + bb* = 1 da una cota mejor, ||z(b)|| < 1.
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de SU(2), escrito ;; @ 7 12T om_ pen la teoria de representaciones de grupos.
En nuestra presentacion algebraica de SU,(2), ésta queda reemplazada por el pro-
ducto tensorial de dos representaciones finitodimensionales del dlgebra de Hopf de
simetrias.

Definicion 8.19. Si A y o son dos representaciones de un dlgebra de Hopf U
sobre los espacios vectoriales respectivos V' y K, se define su producto tensorial
mediante el coproducto en U:

(A ®06)(h) ==Y A(h) @ o (hy). (8.29)

El lado derecho es un operador sobre V ® K para cada h. Como el coproducto es un
homomorfismo de dlgebras, A(gh) = A(g)A(h) =Y g1h1 ® grhy, se ve que A ® © es
un homomorfismo de U en End(V ® K), asi que A ® ¢ es una nueva representacion
de U sobre V@ K.

En particular, para U = U,(su(2)), sean A y p las representaciones (8.26) sobre
el espacio vectorial V = @,;5 V; ® V;. Definase las representaciones A’ y p’ sobre
W :=V ®C? por

A ::/'L®G%, pli=pxl. (8.30)
Aqui 1 denota la representacién trivial sobre C> dado por k — 1, e — 0, f + 0.
Entonces

l,m,n h)|l,m,n
Pl(h)(]|l,m’,n’>>> = (;f((h))||l,m’,n’>>) paratodo heU.

Basta comprobar esta formula para h = k, e, f.
Para obtener férmulas coémodas para A’, conviene introducir ahora un elemento
cuadratico especial del dlgebra U.

Definicién 8.20. En el dlgebra de Hopf U, (su(2)), considérese el elemento
Cpi=qk® +q 'k 2+ (g7 —g)%ef. (8.31)
Es inmediato que kC, = C k. Obsérvese que

eCy=qek* +q ek *+e(g ' —q) (g —q) fe+ K —k?)
=q ek’ +qek 4 (g7 —q)’efe
=qgkle+q 'k e+ (q ' —q)’efe=C,e.




MA-707: Geometria No Conmutativa 185

De modo similar, se obtiene fC, = C, f. Por lo tanto, C;, conmuta con los genera-
dores y por ende con todos los elementos del dlgebra; es decir, C; es un elemento
central de U, (su(2)). Este es el elemento de Casimir de esta dlgebra.>*

Lema 8.21. Los siguientes dos elementos de V ®C? =V @V son autovectores para
el operador A'(Cy):

5lm|l,m—1,n> —flm‘l,m—l,n>
Stm |1, m,n) ’ Cim |l,m,n) 7
donde
(w2 VIEmm A ] < emrny V]
Cim i = , Sim = Y
e EE) = ZEm)

Los autovalores correspondientes son (¢* +q ') y (¢*'7> 4+ q=%72), respectiva-
mente.

Demostracion. Este es un cdlculo explicito, usando las relaciones

vE) - (S

y otras relaciones similares para A’(e) y A’(f), obtenidas de (8.29). Los detalles se
dejan como un ejercicio. Obsérvese que élzm + flzm =1. ]

En vista de la asimetria entre A’ y p’ en su definicion (8.30), y el aspecto visual
de los autovalores de A'(C,), conviene correr el indice / por un monto de +1
sustituyéndolo por un nuevo indice j. Hay dos casos que considerar.

* Para j=1—3, u=m—gz,conpt=—j,....jyn=—j—3,...,j+3 sea

. Cj+1, ‘j+>“_7n>
oty o= [ R ) (8.32a)
_sj—O—l.,,u‘.] Ny an>

34Cada dlgebra de Lie semisimple g posee una base {x1,...,x,} tal que C = x% + - +x§ es un
elemento central del dlgebra envolvente U(g). Este es el elemento de Casimir de U(g). Si o es
una representacion del dlgebra de Lie g, entonces ¢(C) es un operador escalar (un mdltiplo de la
identidad) cuando o es irreducible, por el Lema de Schur. En los casos g = s0(3) y g = su(2),
el operador (C) = J? puede interpretarse como el cuadrado del momento angular total, como fue
sefialado por el fisico Hendrik Casimir en 1931; de ahi su nombre.
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* paraj:pr%,u:m—%,conu:—j,...,jyn:—j+%,...,] z,sea

o m, ) = Sj“"__’“+’”> . (8.32b)
cjli‘] M 7n>

En los dos casos, los coeficientes son

~Grwp VI—H g VIR

[2]] [2J]

que obedecen c?u + s?u = 1. El segundo caso | j, i, n, ) no estd definido para j =0,
ya que no hay posibilidades para el indice n.

Los espinores | j,1w,n, 1)y |j,i,n,]) son los mismos del Lema 8.21; solamente
se ha hecho un cambio de notacién. Ellos son autovectores de los dos operadores

Y

C]’u ::q

de Casimir A'(C,) y p’(C,), como sigue:
A(Colipn ) = (@ + a7 | j,un, 1),
A (Colljmn, L) = (@ + a7 | pn, ),
P (Cljs b, 1) = (62 +47272) |, p,n, 1),
P (Colisptns L) = (@ +q7*) |, ). (8.33)

Para cada j fijo, estos espinores son bases de los subespacios
Wl =tin(lj, om0 Ul < i |nl < j+3) =V, @V, para 2j>0;
Wi = tin{|j, pon,d) |1l < s In < j=3) =V, @V;, para 2j>1.

Concretamente, se ha obtenido una nueva descomposicion del espacio vectorial
W =V ®C2, en la forma

W=w, & W ew).
2j>1

Las dimensiones de estos subespacios se obtienen al contar los posibles indices u,n
en cada caso:

dimW] = (2j+1)(2j+2),  para j=0,
d1mW¢ 2j(2j+1), para ]_;7

- m|~

3
g,
3
20

Fijese que esto corresponde exactamente con los autoespacios del operador de
Dirac I para la esfera S°.
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» El siguiente item en nuestra agenda es la construccién de una representacion
del algebra A = O(SU,(2)) por operadores acotados en un espacio de Hilbert
que incluye W como subespacio denso. Esta representacién debe ser U, (su(2))-
equivariante bajo A’ y p’, para poder aprovechar la base (8.32) de W.

Definicion 8.22. Sea H el espacio de Hilbert obtenido al completar W con res-
pecto al (tnico) producto escalar sobre W tal que todos los elementos |j, u,n,7)
y |j,1,n,])) forman una familia ortonormal. Esta familia sera, entonces, una base
ortonormal de H. Los elementos de H se llaman espinores y se dice que H es el
espacio espinorial para SU,(2).

Como W =V ®@C? ~V @V, la ortonormalidad de los |I,m,n) confiere un pro-
ducto escalar sobre V y de rebote sobre V & V. Para ello, los |j,u,n,1) y los
|j,1,n,]) forman dos familias ortonormales, en vista de la relacion C?u + S?u =1.
Ademais, los miembros de cada familia son ortogonales entre si: s6lo que que com-
probar los casos

(=L, t]ju,n, )
= cjuSjuli 1 nl T T ) = sjuciu (i 1 n] T uT ) =0.
El isomorfismo lineal W >~V @V entonces preserva los productos escalares. Luego,
la complecion de W en un espacio de Hilbert satisface
H = [2(SU,(2), y) © L2(SUy(2), W),
donde el isomorfismo estd dado por un cambio de bases ortonormales.

Definicion 8.23. Definase 7’ (x) := m(x) & 7(x) en L(H), parax € A = O(SU,(2)).
Como cada 7(x) es un operador acotado sobre L2(SU,(2), y), se ve que 7’ es una
representacion de A por operadores acotados sobre JH.

La representacion 1’ es U-equivariante bajo las representaciones A’ y p’ de
U = U, (su(2)) sobre el subespacio denso W. En otras palabras, se cumplen los
andlogos de (8.25) en este caso:

A(h)a'(x)y =a'(hy-x) A (hy) v,
p'(g) ™ (x)y=7'(gi>x)p'(g2) W, (8.34)

paratodo g, he U, x e A, y e W.
En efecto, si y = (f]) con §,m €V, seve que

p(g)ﬂ(X)~’§> _ (ﬂ(glw)P(gz)é)

p(g)m(x)n (g1>x) p(g2) M =7 (81>x)p (82) v

p'(g)m'(x) v = (
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Ademds, como ' = 7 ® 1 como representaciones de algebras sobre W =V @ C2,
se obtiene

A () 7' (x) = (A(hy) ® o) (hy)) (m(x)®1)
= n(hy-x) A(hy) @ 01 (h3) = (w(hy-x) @ 1) (A(hp) @ 01 (h3))
= (hy-x) A’ (hy),

al usar la coasociatividad de U.

Una vez mds, es posible comprobar que solamente hay una representacioén de A
sobre H que sea U-equivariante para A’ y p’, hasta algunos factores de fase que s6lo
dependen del indice j de los subespacios WjT y Wji. La prueba es esencialmente
una repeticién de la demostracién de la Proposicién 8.18 y serd omitida.>> Para
el enunciado, conviene tratar los dos espinores |j,u,n,1) y |j,i,n,|) como una

pareja: escribase
, |j,1,n, 1)
| 1, n) o= €H®H,

lj,u,n, 1)

paraje 1N con U =—j,. ,]yn——j—%,...,j—i—%;enloscasosj:OObien
=+(j+5 ) el segundo espinor de esta pareja es 0.

Proposicion 8.24. La representacion ' := n1® 1 de A sobre H estd dada por

' (a)|j, o)) = of 7T 0 n ) +ag, [T u T T),
(D), psm) = Byl i sn ) A+ Byl i 7)), (8.35)

donde o un Y B son las siguientes matrices 2 X 2 triangulares:

jun

it L) 0

4q 7]
T AR || I
I % [i— n+ [j+n+

9° 222 [2J+2 A T
\/j n+ _gt 14/ j+n+
- n— ; 2j+1] 2j][2j+1
=g by g |1 BT BRI,
0 g
J

33Para los detalles de esta prueba, véase la Proposicion 4.4 del articulo de Dabrowski et al, op. cit.
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[j—n+3] 0
;;Ln :q(”H»n*%)/z []+H+ 1] [2]""2] 7
_iq \lntal 1 y/li=nts]
-9 itz 4 2j+1]

! l4nt3] Lt
— b2 gy [T TR T R
" . iy

2]

Cualquier representacion de A sobre H que sea U-equivariante para A’ y p' estd

=+ =+

dada por formulas similares, donde las matrices un Y Biun pueden tener ciertos

factores de fase que dependen de j solamente.

» Finalmente, teniendo ya una representacion del dlgebra de coordenadas sobre el
espacio de espinores, expresada por férmulas explicitas sobre una base ortonormal
de espinores, es hora de introducir el operador de Dirac.

En el caso de SU,(2), no disponemos de la base tecnolégica que da origen a
los operadores usuales de Dirac: la métrica riemanniana, los coeficientes de Levi-
Civita, la conexién de espin, la accion de Clifford de las 1-formas. Més bien, hemos
visto que el operador de Dirac proporciona la distancia geodésica (e indirectamente,
la métrica riemanniana); ademads, a través de la férmula [, | = —ic(df), el ope-
rador de Dirac proporciona la accion de Clifford de 1-formas. Lo que hay que
hacer, entonces, es promover el operador de Dirac a la posicion principal de la
teoria, tratando de definir los demds conceptos en términos de este operador o de
su espectro. Este es la razon de ser del concepto de triple espectral.

(Como, entonces, debe elegirse un operador adecuado? Los requisitos minimos
son:

* que D sea un operador autoadjunto sobre H;

% que D? o bien 1+ D? tenga inverso compacto (lo cual implica que D tenga
un espectro discreto de autovalores, no acotado); y

* que cada [D,7m(x)], para x en una “subdlgebra suave” de coordenadas, se
extienda a un operador acotado sobre H.

Mas alla de esos requisitos minimos, podemos pedir que D se comporte bien en
presencia de simetrias del dlgebra de coordenadas.
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Por ejemplo, si D es un operador adjunto sobre H que conmuta® con los opera-
dores de Casimir A'(C,) y p’(C,), entonces D debe preservar los autoespacios WjT

y Wji de estos operadores de Casimir, véase las formulas (8.33). Como tal, D se
descompone en una suma directa de matrices sobre estos espacios finitodimensio-
nales.

Definicion 8.25. Un operador autoadjunto D sobre H es U-equivariante para las
representaciones A’ y p’ si W C Dom(D) con D(W) C W y si D conmuta con cada
operador A'(h) y p’(g), para g,h € U.

Si D es U-equivariante en ese sentido, entonces D conmuta en particular con
A (Cy) y p'(Cy), asi que D(WJ-T) - WjT y D(W}) C Wji. Ademis, se verifica fécil-
mente que

2’/(I€)|]7|IJ'7’/Z7/]\> — q'u’]nu'?an% p/<k)’j7|Ll’7n7T> :qn’]nuwan%
A, m,n L) =q*|j,p,n, ), p' (k)| j,u,n, L) =4"j,m,n, 1),

asi que A'(k) y p’(k) tiene matrices diagonales sobre estos subespacios, con auto-
valores distintos. La conmutacién de D con A’ (k) y p’(k) implica que D tiene una
matriz escalar sobre cada subespacio:

D|j7u7n7/l\> :dj|j7‘l¢l,,n7/]\>’ D|j7“7n7$>:d‘}l’|j7u7n7\l’>7

para ciertos autovalores d}r y di., cuyas multiplicidades son (2j 4+ 1)(2j+2) y
2j(2j+ 1), respectivamente.

Ahora, hay que decidir cudles serdn estos autovalores. En vista del ejemplo de
I para S? = SU (2) —este es el caso limite g = 1, en cierto sentido— la opcién mds
simple es el operador isospectral D determinado por

di=(2j+3), di=—(2j+1}). (8.36)

En otras palabras, se decreta que D debe tener el mismo espectro que [P, con
los mismas multiplicidades (véase el Teorema 5.6). Entonces el espectro de D
es simétrico alrededor de 0, porque para los dj- el caso j = 0 estd excluido:

sp(D) = {£3,£3,£1,...}.

36La conmutacién de operadores no acotados es un asunto delicado, porque sus dominios sélo
son subespacios densos. Dicese que dos operadores no acotados conmutan “fuertemente” si sus
proyectores espectrales (que son operadores acotados) conmutan. La hipétesis actual es que D
conmuta fuertemente con A'(C,) y p’(C,). Para ver algunas patologias de la conmutacion formal,
constltese la Seccion 8.5 del libro de Reed y Simon, op. cit.
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Fijese que las propiedades del triple espectral (O(SU,4(2)),H,D) que dependen
sélo del espectro de D son idénticas con las del triple espectral (C*(S?),H,)). En
particular, la dimension espectral de SU,(2) es

dim SU,(2) = 3.

Como hay un isomorfismo de espacios de Hilbert entre nuestro H y L>(S*) © L*(S?)
de la Seccién 5.4, definido por hacer corresponder sus bases ortonormales de auto-
vectores de D y de ID, nuestro D se extiende a un operador autoadjunto sobre H tal
que Dom(D) corresponde con Dom(p). Evidente, ker D = {0} y D2 es compacto,
porque (2j+3)~2 — 0 conforme j — oo.

Falta ver que cada [D,7'(x)] es un operador acotado sobre H. Como la con-
mutacién con D es lineal y cumple la regla de Leibniz:

[D, 7' (xy)] = [D, ' (x)] 7' (y) + 7' (x) [D, @' ()],
y ademas
[D, 7' (x)]" = —[D, m(x")],

basta verificar esta propiedad para x = a,b, que generan la x-dlgebra O(SU,(2)).
Para el caso x = a, se obtiene

D, ()] |, 1t,m, 1)
B ;aﬁlnTT(djTﬂ:é _dj> ]ji,/.t+,n+,T) + aﬁlniT<dj¢+% _djT) ’j+;ﬂ+,n+,\l/>,

D, @' (a)]|j,m,n, L)

_ + 1 Wit g+ ot - T Wii= g+ ot
_gal,umu(d]:l:%_d])b SHsn ’\L>+ajun’m(d], _d])|J i, 7T>7

1
2
donde los coeficientes ocﬁmﬁ, etcétera, son las entradas de las matrices 2 X 2 trian-
gulares O‘jiun- Las diferencias de autovalores son
T gl = gt = L | gt =
dj+% dj—l, dﬂ_% dj 1, dj_% dj 1, a’j_1 dj 1,

ﬁ%—@:4w+% d_| —d;=4j+1.

[S7]

[S1]

ﬁm en el lugar de (xji“n.
Todo depende, entonces, del crecimiento de las entradas de la matrices aji;m y

Para el caso x = b, hay un resultado similar, con la matriz

ji“n para j grande. Como 0 < ¢ < 1, se obtiene [N] ~ (¢~')V~! cuando N — oo.
Un anélisis caso por caso de los coeficientes que aparecen en (8.35) muestra que
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: [T~ M bRl :I: :l: :l: i b
los coeficientes ‘“diagonales s Cipngye Bipnts ﬁﬂmu son uniformemente

acotados conforme j — oo, mientras las entradas “no diagonales” cumplen
+ (20t + (20t

Cinr = O@); Bjuny =07 72),
_ . 2j _ 9

Xty = Olg™), Biunty = 0lg™"

Entonces los coeficientes no diagonales en [D,7'(a)] y [D, #'(b)] son todos del or-

N —

D=

), conforme j— oo.

den O(j g% ) conforme j — . Como 0 < ¢ < 1, estos coeficientes decrecen con
rapidez exponencial, y la norma de estos operadores estd determinada por sus coefi-
cientes diagonales. Esto es suficiente para mostrar que son operadores acotados.>’

» Esta construccion de un operador andlogo al operador de Dirac, y su buena
interaccion con el dlgebra de coordenadas O(SU,(2)), es muy delicada. El patrén
de autovalores de D no tiene que ser isospectral al de Ip para S3, como en (8.36).
Pero la supresion de los términos “no diagonales” en los conmutadores [D, 7/ (x)]
exige que las sucesiones (dJT) y (dji) crezcan linealmente con j: es necesario que

djT- = c1 j+ ¢, con un patrén similar para dj. Aparte de modificaciones triviales
(cambio de escala o adicién de una constante), el caso isospectral es esencialmente
una consecuencia de la condicion de conmutadores acotados.

La leccién principal del ejemplo de SU,(2) es que la estructura riemanniana y
la conexidn de espin, presentes en los casos conmutativos, esconden la naturaleza
esencial de la geometria de las esferas. Hemos logrado montar una construccién to-
talmente algebraica para extraer el espectro de un “operador de Dirac” sin la ayuda
de la geometria diferencial. Sus autovalores son determinados por: la simetria (el
juego reciproco entre el dlgebra de coordenadas A y el dlgebra de simetrias U)
que conduce a sus multiplicidades “correctas” de los autovalores; y la exigencia de
conmutadores acotados, que gobierna su crecimiento.

Otro tema importante es la eleccion del espacio de Hilbert “correcto” en donde
las coordenadas actiian como “operadores de multiplicaciéon”. Este es el espacio H
que porta la representacion de espin del dlgebra de coordenadas.

Otro requisito deseable del triple espectral (A, H,D) es la condicion de primer
orden (6.14): cada [D,m(x)] debe conmutar con las operadores de multiplicacion
a la derecha w"(y) := Jn'(y*)J~!, donde J es un operador antiunitario especial.
Resulta, sin embargo, que no es posible cumplir este requisito en forma exacta, si
q # 1. Una versioén aproximada de esta condicién ha sido propuesto en el citado
articulo de Dabrowski et al.

3TEsta discusion de la acotacién de los operadores es un tanto informal. Para mds detalles, véase
la Proposicién 5.2 del articulo de Dabrowski et al, op. cit.
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9 Areay volumen en la geometria no conmutativa

Los alcances de la geometria no conmutativa son muchos y variados; hasta ahora
s6lo hemos atravesado el umbral. Tomando ventaja del camino recorrido hasta
ahora, en esta seccion se pone de manifiesto una ultima pieza de informacién
geométrica que se puede extraer del espectro del operador de Dirac. Este es el
calculo del drea o volumen total del espacio (conmutativo o no) subyacente al triple
espectral.

Naturalmente, regresamos una vez mds a las variedades compactas y de espin
que tenemos a la mano: S', S%, T2, S? y los espacios no conmutativos T% y SU,(2).

El volumen total de un espacio no conmutativo depende solo del espectro del
operador D. Sin embargo, detrds de €l se esconde un concepto mds amplio, que
depende de la interaccién de D con el dlgebra de coordenadas. En la geometria di-
ferencial ordinaria, el volumen total de una variedad riemanniana compacta (M, g)
es la integral de una forma de volumen, la cual es una forma diferencial de orden
maximal v, € A"(M) que depende de la métrica.! Si f € C*(M), entonces f Vg
es también una n-forma sobre M y como tal, posee una integral [, f V; que es un
nimero (real o complejo) finito.?

En la geometria no conmutativa, hay que reemplazar tanto la forma de volumen
V, y la integral f;, por otros conceptos que deben permitir una generalizacién del
calculo de la integral de una coordenada f — [, f V,. (Nuestro objetivo limitado,
en este capitulo, es calcular la integral de 1, el volumen total.)

Hay tres candidatos para reemplazar la integral f,,. Uno de ellos es la traza
de Dixmier Tr"™ de un operador, introducida en la Seccién 7.3. Otro es el llamado
residuo zeta de un operador. Si A es un operador positivo con espectro discreto, sin
autovalor cero, este es el residuo® en s = 1 de la funcién a(s) := Y0 M(A)*. En

IMis generalmente, una forma de volumen sobre una variedad n-dimensional M es una n-forma
o € A" (M) que no se anula: como A"(M) =T(M,A"T*M), esta condicién significa que ®, es un
elemento no nulo del espacio vectorial real unidimensional A"7M, para todo x € M. Su existencia
implica que M es orientable, condicion necesaria para que M tenga una estructura de espin. Si M es
orientable y posee una métrica riemanniana g, la férmula local v, = \/det[g;;j]dx' A--- Adx" define
globalmente una férma de volumen.

2Las formas de volumen V¢ para las esferas St §2, S3, con sus “métricas redondas” han sido
mencionadas repetidamente. Para la “métrica plana” del toro T2, témese Vg :=d¢1 Nd¢,. Quizds
la definicién mds elegante de una forma diferencial es la de la primera pagina del libro de Flanders:
“las formas diferenciales son las cosas que viven debajo de signos integrales”. Véase: Harley
Flanders, Differential Forms (Academic Press, New York, 1963).

3El residuo en z = 7y de una funcién compleja f que admite una expansién convergente f(z) =
Yz an(z—20)" es el coeficiente a_;; este es cero si f es holomorfo en un vecindario de zp, pero
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muchos casos de interés, este residuo zeta coincide con la traza de Dixmier.*

El tercer candidato, que existe en los casos de triples espectrales conmutativos,
es el llamado residuo de Wodzicki de un operador pseudodiferencial. Elinverso 7!
de un operador diferencial T de primer orden sobre M se llama pseudodiferencial;
mds generalmente, un operador de la forma f7 ¥ con f € C*(M) y k € N se llama
pseudodiferencial de orden (—k). En particular, el operador f |I?|™" es un operador
de esta clase, cuyo residuo de Wodzicki estd dada por >

Wres(f D] ™) := 2" Qn /M £ ve(), ©.1)

donde n = 2m 6 2m+ 1, el coeficiente 2" es el rango del fibrado espinorial, y el
término Q, es el volumen total de la esfera S"!:

. 27"/2 (m—1)! -
vol(S" 1) = t2) = 200 (9.2)

[En particular, la longitud de la circunferencia del circulo Sles Q) = VOl(Sl) =27,
el drea superficial de 1a esfera S? es Q3 = vol(S?) = 41; el volumen de la esfera S°
es Q4 = vol(S?) = 27?; ademds, para el caso n = 1, donde S° = {1,—-1} C R la
férmula da Q1 = vol(SY) = 2.]

La nocién de integral no conmutativa es una consecuencia del Teorema de la
traza de Connes.® el cual establece la férmula siguiente, para una variedad rieman-
niana compacta n-dimensional M, conn =2m 6 n =2m+1:

Te (fIP]") = n(;ﬂ)nwﬂag( fIpI™ = nz(";% /M F(x) Vg (x). (9.3)

a_1 # 0si f posee un polo simple en zg.

4Si A es un operador positivo con espectro discreto sin 0, la coincidencia del residuo zeta con la
traza de Dixmier es un asunto del comportamiento asintético de una sucesion de nimeros positivos.
Para un argumento sencillo, debido a Ricardo Estrada, véase los lemas 7.19 y 7.20 de [E-NCG].

SEste residuo fue descubierto por Wodzicki, incorporando casos particulares notados por Adler y
Guillemin, como un funcional sobre el llamado dlgebra de simbolos clasicos asociados a operadores
pseudodiferenciales cldsicos sobre una variedad. Su resultado, nada trivial, es que este funcional es
una traza sobre el dlgebra de simbolos. El término Q,, aparece en la férmula (9.1) porque el residuo
se calcula al integrar una cierta funcién sobre el fibrado coesférico S*M, cuya fibra tipica es "~ !.
Véase la Seccién 7.3 de [E-NCG]. El articulo orginal es: Mariusz Wodzicki, “Local invariants of
spectral asymmetry”, Inventiones Mathematicae 75 (1984), 143-178.

6Véase la Seccién 7.5 de [E-NCG]. El resultado original se encuentra en: Alain Connes, “The
action functional in noncommutative geometry”, Communications in Mathematical Physics 117
(1988), 673-683.
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Definicion 9.1. Sea (M,g) una variedad riemanniana compacta, con la forma de
volumen V,. El volumen total vol(M) = vol,(M) es la integral de la funcién cons-
tante 1:

vol(M) := /M V().

El teorema de la traza proporciona una forma de calcular este volumen, cuando
M posee una estructura de espin. En ese caso, el volumen es proporcional, por
un factor que sélo depende de la dimension, a la traza de Dixmier del operador
P = (p%)
n(2m )

vol(M) = 1o

(1) 9.4)

» Para el caso del circulo S', nos basamos en la subseccién 7.3.1. Se omite el
autovalor 0 del espectro de I, asi que |]D| tiene espectro {1,2,3,...} con multipli-
cidad 2 para cada autovalor k. En este caso, conn =1y m = 0, la férmula (9.4) se
reduce a

27
1, __ =" 1y
vol(81) = ST (1P| ™) = " Togn Bk~ T i Togn

Obsérvese que se ha usado la férmula “vol(S®) = 2” en el cilculo de vol(S'); pero
la férmula para €, no ha sido usado.

» Para la esfera S2, nos referimos a la subseccién 7.3.2. En este caso, I no posee
autovalor cero y D es invertible. La férmula (9.4), paran =2y m = 1, se reduce a

vol(S?) = 2(22;;) P2 = 21 Tt ()

El operador [” posee espectro sp(I)*) = { k2 : k€N, k> 1}, donde la multiplicidad
de cada autovalor es 4k. Su traza de Dixmier fue calculada en la subseccion 7.3.2;
se obtuvo

2N—1 n
1 4k 4H
TrH (P! = lim nlP)) _ i —Zk—2: lim —— =2,

n—e  logn n—olog Ny /= n—e 2logn

donde logN,, ~ 2logn en este caso.
Por lo tanto, vol(S?) = 2(27) = 47, como era de esperar.

» Para la esfera S°, el operador de Dirac tampoco posee autovalor cero. La
féormula (9.4), paran =3 y m = 1, se reduce a

vol(S%) = 3%) T [P 3 = 32 TrH (%) 2.
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En este caso el operador positivo ) posee espectro { (k+ %)2 : k € N}, con multi-
plicidades respectivas 2(k+ 1)(k+2).

Una vez mas, al igual que en la subseccion 7.3.3, la totalidad de autovalores
de || en los primeras R cascarones es Ng = %(R3 +6R? + 11R) + 2, que satisface
log Ng ~ 3logR conforme R — oo. Para calcular la traza de Dixmier basta usar una
subsucesion de valores n = Ni solamente, que satisface

on(PH 32 1 §2<k+1><k+2> f +3)—3
log Ng 3logR (k+ 2) 3logR =0 +%)

2 /R+3/2 11 J 2logR 2
~ _—— X~ —_
31ogR J3)2 x  4x3 3logR 3’

vol(S*) =372 (2/3) = 27°

El caso del grupo no conmutativo SU,(2) con su operador D, que es isospectral
al ) de SU(2) = S?, puede incluirse en este circulo de ideas al tomar la férmula
(9.4) como definicion (con D en lugar de D, por supuesto). Fijese que el entero n
es la dimension espectral, también obtenido del espectro de D. Entonces

y por lo tanto

vol(SU,(2)) = vol(SU (2)) = 27,
como una consecuencia trivial de la isospectralidad.

» Obsérvese que el célculo de vol(S?) = 47 requiere el valor de Q; = vol(S') =
21; y el célculo de vol(S?) = 272 requiere el valor de Q3 = vol(S?) = 47. De este
modo, la familia de férmulas (9.2) puede ser calculado por induccidn, a partir de
Q = 2. Eso si, hay que disponer de una férmula general para el espectro de los
operadores de Dirac para estas esferas.

De todos modos, las formulas para los €,, no contribuyen a la determinacion
de los espectros de Ip para las esferas S” (con la métrica redonda y la estructura de
espin candnica). Estos espectros han sido calculados para cada n. Los autovalores
son’

k+n—1
sp(P) = {£(k+5): k€ N}, con multiplicidades 2’"( +Z >

"Es cuestién de aprovechar la simetria de S” como un espacio cociente de un grupo de rota-
ciones, S" = SO(n+1)/S0(n) y de obtener los autoespacios a partir del teorema de Peter y Weyl.
El espectro de Ip fue determinado por Sonia Sulanke en su tesis doctoral (Humboldt-Universitét
zu Berlin, 1979); constiltese, por ejemplo, la Seccién 2.1 de: Nicolas Ginoux, The Dirac Spectrum
(Springer, New York, 2009).
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La suma de las multiplicidades de los autovalores en los primeros R “cascarones”

de sp(IP?) es

R +1

k+n—1 R+ 2m

Ng = szﬂ( Z ) :2m+1< R”) - (R+n)(R+n—1)...(R+1),
k=0

y entonces log Ng ~ nlogR. Por otro lado, se obtiene

NI S

2m—|—l R (k+%>n—l 2m+1
N(n—l)!k;) k+27 " (n—1)!

logR,

asi que Tr* || " = 2! /n! como una generalizacién de los resultados vistos en la
Seccion 7.3 paran = 1,2,3. Ahora la férmula de volumen (9.4) implica la siguiente
receta recursiva para los volumenes totales de las esferas:

n(2m)" 2"t 2(2m)"
2mQ, n! (n—1)1Q,

Qn—i—l -

Las férmulas (9.2) siguen, al tomar Q; := 2.

» Los ultimos ejemplos que hay que investigar son los toros T? y ']I%. Hemos
empleado (1, ¢) para las coordenadas de T2, lo cual implica considerar el toro
T? como el espacio cociente R?/Z?, es decir, con el cuadrado [0, 1]> médulo iden-
tifaciones de sus segmentos de frontera. Entonces es de esperar que este toro T2
tenga 4rea total 1, en vez de 472, (En otras palabras: la integral sobre T2 ha sido
normalizada.)

El calculo de la traza de Dixmier fue llevado a cabo en la Seccién 7.4, para
el toro no (necesariamente) conmutativo T%. Una vez mas, el espectro de D no
depende de 0: este es otro caso isospectral. De hecho, cuando 6 = 0, el operador
D es el operador de Dirac Ip para la métrica plana sobre T? y la estructura de espin
canodnica. (Hay un par de autovalores nulos, que seran desechados.)

Basta recordar que sp(D?) = {47%(r? 4 5%) : r,s € Z} con doble multiplicidad
para cada par (r,s) € Z2. En el disco circular dado por 1 < r> +s? < R?, el niimero
de autovalores es Ng ~ TR?, de modo que logNg ~ 2logR. En la Seccién 7.4 se
mostrd que

ong(D7?) 2(2m) (R dp 1

Tr™ D2 = lim —%—~ — | = —.
! Row logNg  Rom2logR /)i 4mp ~ 2m
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Abhora la férmula/definicion (9.4) implica que

2(2m)? _ 1
VOI(T%) = VOl(Tz) = mTr—l—D 2 = 277:% = 1,

como ya se habia anticipado.

Postscriptum La férmula (9.4) calcula el volumen total de una variedad rieman-
niana compacta M a partir de los datos del triple espectral (C*(M),L*(M,S), ). La
presencia de este triple espectral depende de la existencia de una estructura de espin
sobre M, manifestado por un médulo espinorial 8, lo cual da lugar a un fibrado es-
pinorial § — M; al espacio de espinores L?(M,S); y por tltimo, al operador de
Dirac Ip sobre este espacio de Hilbert. Ahora bien, hay variedades compactas que
no admiten estructura de espin alguna;® ;cémo, entonces, calcular su volumen por
el método espectral?

Cualquier variedad riemanniana posee un operador de Laplace o laplaciano,
definido sobre el espacio de L?(M, V,). Sobre funciones suaves, la expresién en
coordenadas del laplaciano A es:’

Af :=—g"(0;0;—T};0k)(f) para feC™(M).

Esta definicion se extiende a un operador sobre modulos de secciones de un fibrado
E — M, al reemplazar cada d; por un componente de una conexion, Vf. En par-
ticular, si M admite un fibrado espinorial S — M, el laplaciano espinorial A® se
define por la férmula local

Nyi= —g/(VSVS-TEVE(Y) para v € T(LS).

Cada Vf. tiene la forma local d; + w;, donde la derivada parcial d; se aplica a cada
una de los 2" componentes en una expresion local de y (el fibrado espinorial tiene
rango 2") mientras @; tiene orden diferencial cero.

8La existencia de un médulo espinorial § confiere sobre M una estructura de espin®, un poco mas
general que una estructura de espin: esta estructura admite una familia de operadores de Dirac “tor-
cidos”, para los cuales la féormula (9.4) todavia es aplicable. Cada variedad de dimensién n < 4 tiene
una estructura de espin®. En dimensién 5, hay un contraejemplo, M = SU(3)/SO(3), el cociente del
grupo de Lie de matrices 3 x 3 unitarias de determinante 1 por su subgrupo de matrices ortogonales
reales: su clase de Dixmier y Douady no se anula, § (M) # 0, asi que no admite espinores.

Para la métrica plana g'/ = 5%/, l"fj =0, sobre un toro T" por ejemplo, esta férmula se reduce
a la expresion familiar A = —}; 8]2 (el signo menos es una convencioén para que A sea un operador
positivo). En coordenadas esféricas, se recupera la expresion conocida para el laplaciano sobre S2.
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Ahora bien, en el cilculo de trazas de Dixmier (o de residuos de Wodzicki,
a los cuales estas trazas son proporcionales) de operadores diferenciales o de sus
inversos, se puede descontar términos de orden diferencial inferior. Este argumento
conduce a la siguiente férmula:

Tr+(AS)—n/2 _ 2mTr+(A—n/2>'

Otra férmula importante, descubierta por Schrodinger y luego redescubierta por
Lichnerowicz, establece una relacidn entre el Laplaciano espinorial y el cuadrado
del operador de Dirac.!? La férmula de Lichnerowicz dice que

mZZAS_FZI‘S

donde s € C*(M) es la curvatura escalar de (M, g). Para las esferas, esta funcion
es constante: s(x) = n(n— 1) cuando M = S" con la métrica redonda.!! Al suprimir
el término %s (su orden diferencial es cero, mientras AS es un operador diferencial
de orden 2), arribamos a una férmula alternativa para el volumen total:

n(2m)"

n

vol(M) = Trt (A™"/2).

De hecho, esta fue la féormula de volumen descubierta por Connes, en la version
original de su teorema de la traza.!?

19Esta férmula aparece en unas notas de lecciones de Schrodinger en 1932, cuando fur profesor
en Berlin. Fue publicado en: André Lichnerowicz, “Spineurs harmoniques”, Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris 257A (1963), 7-9. Para su demostracion, véase, por ejemplo, el
Teorema 9.16 de [E-NCG].
"Geométricamente, la curvatura escalar determina la proporcién entre el volumen de una bola
de radio dado y centro p en la variedad M, comparada con una bola del mismo radio en R":
vol(Be(p) C M) s

Vol(Be(0) CRY — " 6n+2) € +0(e").

La curvatura escalar de S" es n(n—1). En particular, S? tiene curvatura constante 2 y S? tiene
curvatura constante 6. Esta caracterizacion de la curvatura escalar aparece en: Lee C. Loveridge,
“Physical and geometric interpretations of the Riemann tensor, Ricci tensor, and scalar curvature”,
preprint gr-qc/0401099, Los Angeles, 2004.

12ygase su articulo sobre “The action functional”, op. cit.
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