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Los grupos de transformaciones, en la terminologia de Sophus Lie (1890), son grupos parame-
trizados por un juego finito de nimeros reales [1]. En muchos casos, sus elementos son trans-
formaciones lineales de un espacio vectorial —es decir, forman grupos de matrices. Ademas,
dichos elementos pueden dejar invariante una forma de volumen, o bien una forma bilineal sobre
el espacio vectorial. Estos grupos matriciales se llaman grupos clasicos.

Un ejemplo sencillo es el grupo SO(2) de rotaciones del plano R?. Se requiere un sélo
pardmetro, el dngulo O de la rotacién. Como transformacién lineal de R?, la rotacién g(8) es
una matriz real 2 x 2:

cos® senf

g(0) =
—senf cosO

El grupo SO(3) de rotaciones de R requiere tres pardmetros angulares. Estos podrian ser, por
ejemplo, las coordenadas esféricos (6,¢) del eje de la rotacion, junto con el angilo y de giro en
torno a este eje. Los elementos de SO(3) son matrices reales 3 x 3.

Estas parametrizaciones dan lugar a una definicién mas abstracta de un grupo de Lie: es un
grupo que es a su vez una variedad diferencial, en donde las operaciones de grupo (g,h) — gh'y
g — g~ ! son funciones diferenciales (y ademds, analiticas). En un grupo de Lie G, un vecindario
suficientemente pequeio de la identidad 1 es difeomorfo a R", donde n es la dimensién (real) de la
variedad. El espacio tangente en 1 es un espacio vectorial real g, dotado de una operacion bilineal
antisimétrica, el corchete de Lie, la cual es trivial si el grupo es abeliano: esta g es el algebra de
Lie del grupo.

La estructura de un grupo de Lie entonces depende de dos aspectos:

estructura local: las propiedades algebraicas del dlgebra de Lie; y

estructura global: aspectos topoldgicos de la variedad del grupo.



Por ejemplo, SO(2) tiene algebra de Lie s0(2), con elementos

0 6
X=0J= para 0 € R,
-0 0

y corchete trivial: [X,Y] = XY —YX = 0. Topologicamente, SO(2) es conexo y compacto: de
hecho, es homeomorfo al circulo S' = { (x,y) € R? : x> +y*> = 1} mediante g(8) <+ (cos§,sen ).

Hay una aplicacion exponencial exp: g — G, dado por la serie de Taylor de e* para grupos
matriciales. En el caso de SO(2), fijese que

g(0) =exp(0J) =1+ 6J +0(6?).

Un 4lgebra de Lie g no abeliano! es simple si no posee un ideal propio (un subespacio b tal
que [X,Y] € h todo vez que Y € b, X € g). Dicese que g es semisimple si es una suma directa de
ideales simples. (Las mismas palabras se aplican, de modo levemente incorrecto, a los grupos de
Lie correspondientes.)

Ademads de R como cuerpo de base, se puede considerar el cuerpo complejo C y el “cuerpo no
conmutativo” [H de los cuaterniones:

H={to+ni+tj+t:k:to,t1,tr,t ER} ={z0+21j:20,21 €C},

donde i> = j2 =k*> = —1; ij = k = —ji. Como espacios vectoriales reales, C ~ R? y H ~ R*.
(También hay un 4lgebra de divisién @ ~ R3, no asociativa — los octoniones [2] — que no es
relevante para los grupos clésicos.)

1 Grupos complejos de matrices y sus formas reales

En lo sucesivo, I puede ser R, C o H.

El grupo general lineal GL,(F) = GL(n,F) consta de todas las matrices invertibles n X n
sobre F. Si A € M,(F) es una matriz n X n cualquiera, se sabe que A € GL,(F) si y sélo si
detA # 0.

Su dlgebra del Lie gl,(IF) es el espacio vectorial M,(IF) con el corchete [X,Y] := XY —YX.
Tiene un ideal abeliano: los miltiplos de la matriz identidad 1,; luego gl,(F) no es simple, sino
que gl,(F) =F1, ®sl,(F), donde

sly(F) :={X e M,(F):tr X =0}.

Esta es un dlgebra de Lie simple. Le corresponde el grupo especial lineal,

SL,(F) =SL(n,F) := {A € M,(F) : detA =1}.

La férmula det(expX) = e muestra que sl,(F) es el dlgebra de Lie de SL,(F).

'Un dlgebra de Lie es abeliano si su corchete es trivial: [X,Y] = 0 para todo x,y € g.
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El grupo SL(1,FF) = {1} es trivial; y el dlgebra de Lie sl(1,F) = {0} es también trivial. En el
caso complejo, la primera serie de Cartan consta de las dlgebras de Lie complejas simples

Ap: g=sl(n+1,C), para n=1,23,...
El dlgebra de Lie sl(n+ 1,R) es una forma real de sl(n+ 1,C).

En cuanto a los grupos, hay un grupo complejo simple SL(n,C) cuya dlgebra de Lie es A,,_1.
El grupo SL(n,R) es una forma real de este grupo complejo.

Hay una conjugacion compleja T de matrices, T(A) := A, que deja invariante la forma real
SL(n,R). Otra posibilidad es 7(A) := (A~!)*. En este caso, la forma real consta de matrices
unitarias con detA = 1. Este grupo es el grupo especial unitario,

SU(n):={AeSL(n,C):A*=A""}.

Este grupo de Lie es compacto.

Hay una tercera posibilidad en algunas dimensiones. Si J € M»,(C) < jl,, € M,y (H),
las matrices invariantes bajo la conjugacién T(A) := JAJ~! forman un grupo de Lie llamado
SU*(2n) ~ SL(n,H). Esta forma real de SL(2n,C) no es compacto.

Entonces el panorama es el siguiente. Para cada dlgebra de Lie complejo simple, hay un grupo
de Lie complejo simple, el cual posee varios formas reales. Uno de éstos es un grupo compacto
simple, pero hay una o mas formas reales no compactas.

2 Formas bilineales simétricas y grupos ortogonales

Sid: F"xF" — F es una forma bilineal simétrica, las matrices A € GL(n,F) que preservan d
forman un grupo:
{A € GL(n,F) : d(Au,Av) = d(u,v) para u,v € F" }.

Para la forma bilineal estandar,

d(u,v) = uyvy +ugvy + - - + vy,
el grupo se denota por O(n,IF) = {A € GL(n,F) : A’A =1, }. En el caso real F =R, se escribe
O(n) = O(n,R). El grupo O(n) es compacto, ya quze Yo aizj = tr(A’A) = n, de modo que O(n)
es homeomorfo a una parte acotada y cerrada de R" .

La relacién (detA)? = det(A’A) = 1 implica que detA = 41 para A € O(n). El grupo especial
ortogonal es el subgrupo

SO(n) :=0(n)NSL(n,R) ={A € O(n) : detA =1}.

Este es un grupo semisimple para n > 3. Su dlgebra de Lie es

so(n):={XeM,(R): X' =X, urX=0}.

Fijese que (expX)’ = expX’ =exp(—X) = (expX)~! y det(expX) = "X = ¢” = 1, de manera que
expX € SO(n) cuando X € so(n).



Si F = C, todo forma bilineal simétrica no degenerada” tiene la forma estandar con respecto
a una base conveniente de C". Para F = R, para n = p + g hay que considerar la forma bilineal
simétrica
dpg(U,v) = uvi 4+ UpVp —Up 1 Vpp1 = — UptgVpig-
El grupo de simetria de esta forma d), ; se denota O(p,q), donde O(n,0) = O(0,n) = O(n). Si
1 < p <n—1, hay un grupo ortogonal indefinido dado por
I, O

O(p,q) ={A€eGL(n,R):A'l,,A=1,,}, donde I,,=

Se ve que O(p,q) ~ O(g, p) mediante un cambio de base.

La relacion A’l, ;A = I, , también implica que detA = +1. Entonces hay que considerar el
subgrupo
SO(p.q) :=O(p,q) NSL(p+q,R).

Este grupo no es compacto si 1 < p <n— 1. Tampoco es conexo; de hecho, tiene dos componentes
conexas. La componente neutra (la que contiene el elemento unidad 1) se denota por SOy (p, q).

El grupo L = O(3,1) es el grupo de Lorentz, el grupo de simetria lineal del espacio de
Minkowski M* = (R*, ds.1). Tiene cuatro componentes conexas; su componente neutra se denota

por LI =S00(3,1).

3 Formas hermiticas y grupos unitarios

Para el caso IF = C, se puede considerar la forma hermitica
O(w,z) = Wiz +Woza + -+ Wnn,
cuyo grupo de simetria es el grupo unitario
U(n):={Ae€GL(n,C):A"A=1,}

donde A* = (A)' es el conjugado hermitico de A. Este grupo es compacto, en vista de la relacion
Z?.,jzl |a,~j|2 = tr(A*A) =n.
La relacion |detA|> = det(A*A) = 1 implica que |detA| = 1 para A € U(n). El grupo especial
unitario es el subgrupo
SU(n) :=U(n)NSL(n,C) ={A € U(n) : detA =1}.
Este es un grupo semisimple para n > 2. Su édlgebra de Lie es

su(n) :={X eM,(C): X" =-X, rX =0}.

?La forma d es no degenerada si d(u,v) = 0 para todo v implica que u = 0.

4



Andalogamente al caso real, hay grupos unitarios indefinidos

U(p,q) ={Ae€GL(n,C): A", ,A=1,,4}; SU(p,q) :==U(p,q)NSL(p+¢,C);

paral <p<n—1,p+g=n.

4 Formas bilineales alternadas y grupos simplécticos

Sis: " x " — F es una forma bilineal alternada (esto es, antisimétrica), posee un grupo de
simetria

{A € GL(m,F) : s(Au,Av) = s(u,v) para u,v € F" }.
Una forma bilineal alternada sobre R” o C es no degenerada sélo si m = 2n es par; en cuyo caso,
se puede elegir una base tal que

s(U,v) = U1 — Up v+ -+ UgVon — Uy Vn.

El grupo simpléctico, para F = R o C, se define como

Sp(n,F)={A € GL(2n,F):A'J,A=J,}, donde J,=
-1, 0

Resulta que estos grupos son conexos [3], asi que la condicion detA = +1 es automatica.
Los grupos Sp(n,R) y Sp(n,C) no son compactos, pero hay un grupo simpléctico unitario
Sp(n) = SpU(n) := Sp(n,C)NU(2n),

el cual si es compacto, por ser subgrupo cerrado de U (2n).

Otra manera de definir el grupo compacto Sp(n) es considerrlo como el grupo de simetra de la
forma hermitica 6 sobre H", donde el conjugado de un cuaternién se define por

w=ty+tiit+hj+i3k = w=tg—tHi—tj—t3k.
Al identificar H" con C*" y M,,(H) con una subalgebra (real) de M>,(C), se puede comprobar que
Sp(n) ={A€GL(n,H):A*"A=1,}.
Las mismas identificaciones son concordantes con la notaciéon SU*(2n) ~ SL(n,H).
Paral < p <n-—1, p+¢q = n, también hay un grupo
Sp(p,q) ={A€GL(p+q,H): A", JA=1p,}.

En el caso F = H, hay una forma antihermitica o : H" x H" — H, dada por
o(w,z) = Wi jz1 +Wajza+ -+ Wnjzn-
Su grupo de simetria se puede identificar [4] con
SO*(2n) :={A €S0(2n,C) : A = —J,AJ, }.

Esto completa el catdlogo de los grupos clésicos.
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5 Los grupos de espin

Dado cualquier grupo clasico G de la lista anterior, el dlgebra de Lie g asociada con G queda
determinada: como espacio vectorial, es su espacio tangente en 1; y su corchete estd dada por la
férmula matricial [X,Y] = XY — Y X en todos los casos.

En la direccién contraria, para un dlgebra de Lie matricial g dada, se puede ensayar la cons-
truccién de un grupo al tomar todas las matrices expX, para X € g. En general, la aplicacion
exp: g — G es un difeomorfismo de un vecindario de 0 € g en un vecindario de 1 € G; pero en
general exp no es inyectivo ni sobreyectivo. Ademads, la misma algebra de Lie puede servir para
varios grupos: por ejemplo, O(n) y SO(n) tienen dlgebra de Lie so(n). Sin embargo, hay un
teorema de Lie y Cartan que garantiza la existencia y unicidad de un grupo de Lie G, que es
simplemente conexo, cuya algebra de Lie coincide con g.

En general, un grupo de Lie conexo G posee un grupo de Lie recubridor G, que es simplemente
conexo, con un homomorfismo 7 : G — G cuyo nucleo es un grupo discreto. El grupo fundamental
71(G) es isomorfo a este niicleo.’

Por ejemplo, se sabe que hay un homeomorfismo SO(3) ~ RP3 y en consecuencia
7 (SO(3)) ~ m (RP?) ~ Z,.

Entonces hay un grupo recubridor simplemente conexo G y un homomorfismo 7: G — SO(3) con
kerm ~ Z,. Concretamente, se puede tomar G = SU(2). Al usar las matrices de Pauli:

0 1 0 —i 1 0
o) = ) 0 = ) 03 =
1 0 i 0 0 —1

Como A =1yl +i(tj01 + 1,02 +1303) € SU(2) siy solo si detA = tg —|—t12 -l-t% —|—t32 =1, se obtiene
SU(2) ~S*. Lareceta T +— ATA~!, para T € R-1in{0}, 0, 03) ~ R? define una rotacién de R?,
n(A) =A(-)A"!' €SO(3), conkerw = {1, — 15} ~ Z,. Se escribe

Zy — SU(2) — SO(3)

para denotar esta situacion: el grupo SU(2) es un recubridor doble de SO(3).

Para cada n > 3, hay un grupo simplemente conexo que recubre SO(n) dos veces, llamado
grupo de espin:
Z — Spin(n) — SO(n),

que generalmente no cuenta como grupo clasico, salvo el caso n = 3 donde Spin(3) ~ SU(2). [Es
posible dar una definicién matricial de Spin(n), como grupo de elementos unitarios de un dlgebra
de Clifford: pero esta es otra historia.]

SHay que recordar que un grupo conexo G es simplemente conexo si y sélo si 7y (G) es trivial.



6 La clasificacion de Cartan

Para clasificar todos los grupos listados anteriormente, se procede asi:

1. clasificar las dlgebras de Lie complejas simples;
2. identificar uno o mds grupos de Lie complejos asociados con cada dlgebra de Lie;

3. identificar formas reales, compactos y no compactos, de cada uno de estos grupos complejos.

La primera parte de este programa fue efectuado en la tesis de Elie Cartan [5], quien descubri6
cuatro series infinitas de dlgebras de Lie complejas simples y tambien cinco dlgebras de Lie ex-
cepcionales. Las series cldsicas aparecen en la siguiente tabla.

Series dim Algebra de Lie Grupo Complejo Grupo Compacto

A, nn+2)  sl(n+1,C) SL(n+1,C) SU(n+1)
B, n(2n+1) so(2n+1,C) SO(2n+1,C) SO(2n+1)
C, n(2n+1) sp(n,C) Sp(n,C) Sp(n)
D, n(2n—1) s0(2n,C) SO(2n,C) SO(2n)

Las dimensiones listados son complejas para las columnas tercera y cuarta, pero son dimen-
siones reales para la quinta columna (formas reales compactos). Al subindice n se le llama el
rango del dlgebra de Lie, o bien del grupo.

Los élgebras de Lie excepcionales se llaman eg, ¢7, ¢, f4 ¥ g2. Los correspondientes grupos de
Lie compactos simples son Eg, E7, Eg, F4 y G>. Es posible dar una construccion “cldsica” de cada
uno de estos grupos, con el uso del dlgebra O de los octoniones [2].

El la tabla, hay que excluir D; —el grupo SO(2) y el algebra de Lie so(2,C) son abelianos—
porque no corresponde con un caso simple. El caso D, tampoco es simple; pero si es semisimple,
y se permite incluir D, con esta advertencia.

La coincidencia de dimensiones dim B,, = dimC,, = n(2n -+ 1) advierte una posible coincidencia
entre ellos; pero resulta que B, # C, para n > 3. Resulta que las tnicas coincidencias entre las
entradas de la tabla ocurren para rangos bajos. Concretamente, hay cuatro identidades de Cartan:

Identidades de Cartan Isomorfismos de grupos compactos
A1 =B =C( SU(2) ~ Spin(3) ~ Sp(1)
B, =C Spin(5) ~ Sp(2)
Az =D;s Spin(6) ~ SU(4)
D, =B;+B; Spin(4) ~ Spin(3) x Spin(3)




7 Los diagramas de Dynkin

Una manera esquematica de entender la falta de isomorfismos entre las dlgebras de Lie clasicas,
aparte de los cuatro casos notados por Cartan, es el empleo de los llamados diagramas de Dynkin.
Cada élgebra de Lie complejo simple de rango n, como A, = sl(n+ 1,C) por ejemplo, incluye n
copias de A| = sl(2,C). Hay un algoritmo que asocia a la serie una base* del espacio vectorial R”,
de manera que el dngulo @ entre dos vectores es recto u obtuso y cumple 4cos? ¢ € {0,1,2,3}.
El cuadrado de la longitud de cada vector basico debe ser 1, 2 6 3. Se arma un diagrama con las
siguientes propiedades:

(a) cada vector basico corresponde con un vértice O del diagrama;
(b) si entre dos vectores basicos hay un dangulo ¢, se traza 4 cos? ¢ aristas entre sus vértices;

(c) cuando 40032(,0 =2 0 3, los vectores tienen longitudes distintas; estas aristas deben ser
decorados con una flecha desde el mas largo al mas corto.

En rango dos, por ejemplo, hay cinco posibilidades:
Ar B> G D, G>
o—o0 a>O onxae o O ==0

Los angulos entre los dos vectores bdsicos son, respectivamente, ¢ = 27/3, 3n/4, 3w /4, w/2
y 5m/6.

Los diagramas de las series “clasicas” son:

An: O O O) O -+ O '0)

B,: O0—O0—0 -+ O—QO >0

D, : oO—O -+ @—<

El teorema de clasificacion ahora dice que dos dlgebras de Lie complejos son isomorfos si y
sOlo si sus diagramas de Dynkin son grafos de la misma especie. El cuadro anterior hace patente
que no hay tales isomorfismos, salvo en los casos ya mencionados de las cuatro identidades de
Cartan.

“Los elementos de una tal base se llaman raices simples, en la terminologfa de la teorfa de dlgebras de Lie.
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